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АНОТАЦІЯ 

 

 

Дояр І. О. Узагальнена стохастична модель руйнування конструкційних 

матеріалів при повзучості з урахуванням пошкоджуваності та зміцнення. – Ква-

ліфікаційна наукова праця на правах рукопису. 

Дисертація на здобуття наукового ступеня кандидата технічних наук за 

спеціальністю 01.02.04 «Механіка деформівного твердого тіла». – Інститут тех-

нічної механіки Національної академії наук України і Державного космічного 

агентства України, Запорізький національний технічний університет, Запоріж-

жя, 2018. 

Дисертаційна робота присвячена розробці методів прогнозування довгові-

чності конструкційних матеріалів в умовах повзучості. Прогнозування довгові-

чності конструкційних матеріалів в умовах повзучості з метою оцінки їх часу до 

руйнування має важливе практичне значення. Особливу актуальність ця задача 

представляє для матеріалів, з яких виготовлені відповідальні конструкції для 

аерокосмічної, енергетичної та інших галузей промисловості. 

У роботі виконано аналітичний огляд феноменологічних та структурних 

моделей руйнування конструкційних матеріалів при повзучості та методів про-

гнозування їх довговічності. Розглянута велика кількість рівнянь, які описують 

повзучість, проте складність прогнозування довговічності конструкційних ма-

теріалів авіакосмічної техніки в останні роки суттєво збільшилася, що вимагає 

зміни основних принципів прогнозування. Кількість експериментів на повзу-

чість великої тривалості є недостатньою, а отже при прогнозуванні довговічнос-

ті на великі терміни служби треба проводити ретельний систематичний аналіз 

експериментальних даних з метою уточнення меж застосування різних методів.  

Проаналізовано два відомі ймовірнісні підходи прогнозування часу до 

руйнування конструкційних матеріалів при повзучості, причому обидва з них 
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добре узгоджуються з результатами випробувань на довготривалу міцність зра-

зків з корозійностійкої сталі 12Х18Н10Т. Перший підхід базується на позиціях 

теорії надійності, у ньому припускається, що при руйнуванні зразка під дією 

постійного навантаження між величиною деформації повзучості і ймовірністю 

неруйнування зразка існує функціональна залежність. Відмічено, що цей підхід 

не враховує залежність невідомих параметрів від температури і розглядає їх 

усереднені значення замість розподілів, що робить його обмеженим у ймовірні-

сному плані. Другий з підходів базується на використанні катастрофічного кри-

терію відмови, у ньому для опису випадкових властивостей матеріалу розгляда-

ється стохастична модель повзучості, яка описує другу та третю її стадії. Відмі-

чено, що даний підхід не враховує залежність невідомих параметрів від темпе-

ратури та зміцнення матеріалу в процесі повзучості, що робить його застосов-

ним лише для обмеженого класу конструкційних матеріалів. 

За результатами аналізу вищеприведених методів показана необхідність 

розробки стохастичної моделі руйнування конструкційних матеріалів при пов-

зучості, яка б враховувала імовірнісний характер руйнування, всі три стадії пов-

зучості і дозволяла прогнозувати не «усереднений» час до руйнування, а його 

імовірнісний розподіл. Розроблена модель повинна також застосовуватися для 

екстраполяції довготривалої міцності на терміни служби, що на декілька поряд-

ків перевищують тривалість експериментів. У роботі на підставі системи кіне-

тичних рівнянь Ю. М. Работнова запропоновано підхід до прогнозування довго-

вічності конструкційних матеріалів при повзучості в умовах одновісного стаці-

онарного навантаження. Новизна даного підходу полягає в тому, що він допус-

кає імовірнісне трактування кінетичних рівнянь, що описують повзучість та 

критеріїв руйнування. Запропоновані кінетичні рівняння враховують темпера-

турну залежність та стадію зміцнення матеріалу в процесі повзучості. 

На підставі даного підходу розроблено стохастичну модель руйнування 

(СМР) конструкційних матеріалів при повзучості, яка дозволяє за заданими зна-
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ченнями напруження, температури та результатами експериментальних дослі-

джень на повзучість матеріалу визначати імовірнісний розподіл його часу до 

руйнування. Розглянуто параметричний, деформаційний та змішаний критерії 

руйнування матеріалу внаслідок повзучості. Виконано стохастичну лінеариза-

цію функції, що характеризує криві повзучості для аналітичної оцінки ймовір-

ності неруйнування зразка за деформаційним критерієм руйнування. Вперше 

запропоновано змішаний критерій руйнування, який є комбінацією параметрич-

ного та деформаційного критерієв і враховує як вплив параметра пошкоджува-

ності, так і вплив деформації повзучості на час до руйнування матеріалу. 

Розроблено методику ідентифікації сталих повзучості матеріалу, яка базу-

ється на статистичній обробці сімейства експериментальних кривих повзучості 

та використанні апарату теорії ймовірностей та математичної статистики, мате-

матичного аналізу, а також методів оптимізації. Для оцінки параметрів, що ха-

рактеризують стадію зміцнення матеріалу, використано метод Левенберга – 

Марквардта, який є нелінійним методом найменших квадратів і відрізняється 

найбільш високою адаптивною швидкістю збіжності у порівнянні з іншими ві-

домими методами пошуку екстремуму функції. Алгоритм розрахунку невідомих 

параметрів моделі було реалізовано за допомогою прикладних програм на мові 

програмування Python. 

За відомими експериментальними даними на повзучість зразків з корозій-

ностійкої сталі 12Х18Н10Т та зразків з алюмінієвого сплаву PA6 (аналог АМг6) 

проведено розрахунки основних ймовірнісних характеристик розподілу часу до 

руйнування. Проведена перевірка на адекватність розробленої СМР процесам 

руйнування при повзучості і показано, що теоретичні розрахунки добре узго-

джуються з експериментальними даними на повзучість для обох матеріалів, як 

за часом до руйнування, так і за його середньоквадратичним відхиленням. Від-

мічено, що СМР при використанні змішаного критерію переважає, а при вико-

ристанні параметричного та деформаційного критеріїв поступається по точності 
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прогнозування перед відомими параметричними методами, але з ймовірнісної 

точки зору вона є більш коректною, оскільки враховує випадкову природу дов-

готривалої міцності і дозволяє прогнозувати не «усереднений» час до руйну-

вання, а його ймовірнісний розподіл. Проведено аналіз результатів прогнозу-

вання кривих повзучості за допомогою СМР. Виявлено, що при варіюванні екс-

периментальних значень напруження і температури в невеликих діапазонах 

СМР адекватно описує поведінку кривих повзучості. 

Розроблено стохастичний метод базових діаграм (СМБД), який застосову-

ється для екстраполяції довготривалої міцності конструкційних матеріалів на 

терміни служби, які на декілька порядків перевищують тривалість експеримен-

тів. В основі цього методу лежить поняття базових діаграм деформування, які 

описуються деяким співвідношенням, що пов’язує напруження, час та невідо-

мий параметр, який визначає проходження діаграми через точку, з якої здійсню-

ється екстраполяція. Константи, які використовуються у цьому співвідношенні, 

як правило, отримані шляхом обробки декількох сотень діаграм довготривалої 

міцності. Використано припущення про лінійну залежність між розглянутими у 

методі характеристиками, причому один з коефіцієнтів, що описує цю залеж-

ність, вважається випадковою величиною. 

За відомими експериментальними даними на довготривалу міцність зраз-

ків зі сталі 08Х18Н10 проведено розрахунки основних ймовірнісних характери-

стик розподілу напруження при фіксованій довговічності. Показано адекват-

ність запропонованого методу при екстраполяції довготривалої міцності на тер-

міни служби, що на декілька порядків перевищують тривалість експериментів. 

Проаналізовано результати прогнозування довготривалої міцності сталі 

08Х18Н10 за допомогою СМБД та інших відомих детермінованих методів та 

показано, що в більшості випадків СМБД має переваги по точності прогнозу-

вання. Більш того, СМБД враховує випадкову природу довготривалої міцності і 

розглядає гіпотетичне значення напруження при вибраній довговічності як аб-
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солютно неперервну випадкову величину, яка, як відомо, набуває будь-якого 

наперед заданого значення з нульовою ймовірністю, що робить даний метод 

більш коректним з ймовірнісної точки зору на відміну від усіх детермінованих 

методів. Стохастична модель руйнування та стохастичний метод базових діаг-

рам разом об’єднуються в узагальнену стохастичну модель руйнування конс-

трукційних матеріалів при повзучості, яка в залежності від тривалості експери-

ментів, наявності відомих експериментальних характеристик та необхідного по-

рядку екстраполяції використовує той чи інший ймовірнісний підхід. 

Результати дисертаційної роботи впроваджені в розрахункову практику 

ДП «КБ «Південне ім. М. Я. Янгеля» (м. Дніпро), де використовуються для оці-

нки можливості продовження строку експлуатації окремих вузлів та систем ви-

робів, у яких закінчився гарантійний строк експлуатації. Також результати ди-

сертаційної роботи впроваджені в учбовий процес на механіко-математичному 

факультеті ДНУ ім. О. Гончара. 

Ключові слова: руйнування, повзучість, довготривала міцність, пошко-

джуваність матеріалу, час до руйнування, метод базових діаграм, імовірнісний 

розподіл. 
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ABSTRACT 

 

 

Doyar I. O. Generalized stochastic model of structural materials failure in creep 

taking into account damageability and strengthening. – Manuscript. 

Thesis for the degree of candidate of technical sciences in specialty 01.02.04 – 

Mechanics of a Deformable Solid. – Institute of Technical Mechanics of the National 

Academy of Sciences of Ukraine and the State Space Agency of Ukraine, Zaporizhya 

National Technical University, Zaporizhya, 2018. 

The thesis is concerned with the development of methods for the prediction of 

the durability of structural materials in creep. The prediction of the durability of struc-

tural materials in creep with the aim to estimate the time to failure is of great practical 

importance. This problem is particularly topical for materials from which critical con-

structions for the aerospace industry, the power industry, and other industries are 

made. 

In the thesis, an analytical overview of phenomenological and structural models 

of structural material failure in creep and durability prediction methods is made. A 

large number of creep equations are considered; however, the complexity of durability 

prediction for structural materials of the aerospace industry has considerably in-

creased in recent years, thus calling for new basic methods of prediction. The number 
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of long-term creep experiments is insufficient, and thus the long-term durability pre-

diction requires a comprehensive systematic analysis of experimental data to ascertain 

the range of applicability of different methods. 

Two known probabilistic approaches to the prediction of the time to failure of 

structural materials in creep are analyzed, both being in good agreement with the re-

sults of long-term strength tests of 12Kh18N10T corrosion-resistant steel. One ap-

proach is based on the reliability theory, and it assumes that in the case of a perma-

nent load there exists a functional relationship between the creep deformation value 

and the nonfailure probability. It is pointed out that this approach ignores the tempera-

ture dependence of unknown parameters and considers their averaged values rather 

than their distributions, which makes it limited from a probabilistic standpoint. The 

other approach is based on a catastrophe criterion of failure, and the random proper-

ties of a material are described using a stochastic creep model that describes the sec-

ond and the third creep stage. It is pointed out that this approach ignores the tempera-

ture dependence of unknown parameters and material strengthening in creep, which 

makes it applicable only to a limited class of structural materials. 

The analysis of the above methods has shown the need for a stochastic model of 

structural material creep failure that would account for the probabilistic nature of fail-

ure and all the three creep stages and would allow one to predict the probability dis-

tribution of the time to failure rather than its “averaged” value and to extrapolate the 

long-term strength to a service life several orders of magnitude longer than the dura-

tion of experiments. In the thesis, based on the system of Y. M. Rabotnov’s kinetic 

equations, an approach to the prediction of the durability of structural materials in 

creep under uniaxial steady loading is proposed. The novelty of the approach is that it 

allows a probabilistic interpretation of failure criteria and kinetic equations that de-

scribe creep. The proposed kinetic equations account for the temperature dependence 

and the material strengthening stage of creep. 
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Based on this approach, a stochastic model of failure of structural materials in 

creep is developed. The model allows one to determine the probability distribution of 

the time to failure from given stress and temperature values and the results of creep 

tests. A parametric, a deformation, and a mixed criterion for creep failure are consid-

ered. A method is developed for the identification of creep constants based on statisti-

cal treatment of a family of experimental creep curves and on linear and nonlinear 

regression analysis methods. A stochastic linearization is performed for the function 

that characterizes creep curves for analytical estimation of the specimen nonfailure 

probability by the deformation criterion of failure. The mixed criterion of failure, 

which is a combination of the parametric and the deformation criterion and takes into 

account both the effect of the damageability parameter and the effect of the creep de-

formation on the time to failure, has been proposed for the first time. 

A technique is developed for the identification of the creep constants based on 

statistical analysis of a family of experimental creep curves and on the use of the 

probability theory, mathematical statistics, mathematical analysis, and optimization 

methods. To estimate the parameters that characterize the material strengthening 

stage, use is made of the Levenberg–Marquardt method, which is a nonlinear least 

squares method and features the highest adaptive convergence rate in comparison 

with other hill-climbing methods. The algorithm for the calculation of the unknown 

parameters of the model was implemented using application programs written in Py-

thon. 

The basic probabilistic characteristics of the time-to-failure distribution are cal-

culated from experimental creep data for specimens of 12Kh18N10T corrosion-

resistant steel and PA6 (analogue of AMg6) aluminium alloy. The adequacy of the 

stochastic models developed in the thesis to actual processes of creep failure is veri-

fied. It is shown that the theoretical calculations are in good agreement with the ex-

perimental creep data for both materials in terms of the time to failure and its standard 

deviation. It is pointed out that with the use of the mixed criterion the stochastic mod-
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el of failure is superior to existing parametric methods in terms of accuracy, while 

with the use of the parametric and the deformation criterion it is inferior to them; 

however, from a probabilistic standpoint, the stochastic model of failure is more ade-

quate because it accounts for the probabilistic nature of the long term strength and 

allows one to predict the probability distribution of the time to failure rather than its 

“averaged” value. The results of creep curve prediction are analyzed with the use of 

the stochastic model of failure. It is found that when the experimental values of the 

stress and temperature are varied over narrow ranges, the stochastic model of failure 

adequately describes the behavior of creep curves. 

A stochastic method of basic diagrams (SMBD) is developed for extrapolating 

the long-term strength of structural materials to a service life several orders of magni-

tude longer than the duration of experiments. This method is based on the concept of 

basic diagrams of deformation, which are described by a relationship that relates the 

stress, the time, and an unknown parameter that determines the passage of the dia-

gram through the point from which extrapolation is made. The constants that appear 

in this relationship are obtained, as a rule, by treatment of several hundreds of long-

term strength diagrams. Use is made of the assumption of a linear relationship be-

tween the characteristics considered in the method, one of the coefficients of this rela-

tionship being considered a random quantity. 

The probabilistic characteristics of the stress distribution at a fixed durability 

are calculated from experimental long-term strength data for specimens of 

08Kh18N10 steel. The proposed method is shown to be adequate in extrapolating the 

long-term strength to a service life several orders of magnitude longer than the dura-

tion of experiments. The results of long-term strength prediction for 08Kh18N10 steel 

with the SMBD and existing deterministic methods are analyzed, and it is shown that 

in most cases the SMBD has advantages in terms of prediction accuracy. Moreover, 

the SMBD accounts for the random nature of the long-term strength and considers a 

hypothetic stress value for a chosen durability as an absolutely continuous random 



13 

quantity, which is known to take any preset value with a zero probability, and this 

makes this method more adequate from a probabilistic standpoint as distinct from all 

deterministic methods. The stochastic model of failure and the stochastic method of 

basic diagrams are combined into a generalized stochastic model of failure of struc-

tural materials in creep, which, depending on the duration of experiments, the availa-

bility of known experimental characteristics, and the necessary order of extrapolation, 

uses one probabilistic approach or another. 

The results obtained in the thesis are introduced into the calculation practice of 

Yuzhnoye State Design Office (Dnipro), where they are used in estimating the possi-

bility of extending the service life of individual units and systems of products whose 

warranty life has expired. Also the results obtained in the thesis are introduced into 

the educational process at the Mechanics and Mathematics Faculty of Oles Honchar 

Dnipro National University. 

Keywords: failure, creep, long-term strength, material damage, time to failure, 

method of basic diagrams, probability distribution. 
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ВСТУП 

 

 

Обґрунтування вибору теми дослідження. Прогнозування довговічності 

елементів конструкцій є одним з найважливіших завдань сучасного машинобу-

дування. В теперішній час для обґрунтованого призначення терміну експлуата-

ції конструкцій, що працюють в екстремальних умовах, особливу важливість 

представляє питання розробки методів прогнозування довготривалої міцності 

різних класів конструкційних матеріалів. При цьому визначальні співвідношен-

ня, що застосовуються для описання процесу повзучості матеріалу, повинні бу-

ти з одного боку фізично обґрунтованими, а з іншого – досить простими та зру-

чними для їх використання в інженерних розрахунках. 

Найбільш природний шлях описання розкиду часу до руйнування конс-

трукційних матеріалів в умовах повзучості полягає в побудові фізично адекват-

ної стохастичної моделі і використанні методів статистичної фізики. Цей шлях 

пов'язаний з великими труднощами через складність і різномасштабну неодно-

рідність структурних елементів твердих тіл. Можливості отримання таким чи-

ном кількісних характеристик довговічності сучасних технічних матеріалів до-

статньо обмежені. З прикладної точки зору більш ефективним є застосування 

статистичних методів, що спираються на експериментальні дані по розкиду часу 

до руйнування і побудову найпростіших імовірнісних моделей руйнування ма-

теріалів при повзучості. 

Актуальність теми. Визначення достовірних характеристик довговічнос-

ті конструкційних матеріалів є одним з найважливіших завдань атомної енерге-

тики, авіаційної, космічної техніки та інших галузей промисловості. При цьому 

необхідно враховувати, що для зразків, виготовлених з однієї виливки металу, 

при випробуваннях на повзучість і довготривалу міцність має місце великий ро-

зкид по часу до руйнування навіть в ідеальних лабораторних умовах. У зв’язку з 
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цим виникла необхідність розробки стохастичних моделей повзучості і довго-

тривалої міцності, які з одного боку обґрунтовують імовірнісний характер руй-

нування, а з іншого – дозволяють з достатньою точністю визначати час до руй-

нування і його можливий розкид. Ця проблема особливо актуальна для визна-

чення показників довготривалої міцності алюмінієвих сплавів і різних марок 

сталей, що працюють при постійних навантаженнях і високих температурах, 

коли проявляється ефект повзучості. 

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Робота 

виконана здобувачем у відділі міцності і надійності механічних систем Інститу-

ту технічної механіки Національної академії наук України і Державного косміч-

ного агентства України (ІТМ НАНУ і ДКАУ) при виконанні науково-дослідних 

робіт за 2012 – 2015 роки в рамках фундаментальних досліджень за відомчою 

темою «Підвищення довговічності елементів конструкцій за рахунок збудження 

самоорганізаційних процесів» (шифр – III-71-11, номер державної реєстрації 

0111U001440) та 2016 – 2017 роки за темою «Моделювання напружено-

деформованого стану елементів конструкцій неоднорідної структури та прогно-

зування надійності і довговічності складних технічних систем» (шифр – III-92-

16, номер державної реєстрації 0116U004125), де здобувач був виконавцем ок-

ремих розділів. 

Мета і завдання дослідження. Метою роботи є побудова стохастичної 

моделі руйнування при повзучості конструкційних матеріалів, що працюють 

при підвищених температурах і навантаженнях, яка дозволяє за заданими зна-

ченнями напруження і температури визначати імовірнісний розподіл часу до 

руйнування матеріалу, а також здійснювати екстраполяцію довготривалої міц-

ності на терміни служби, що перевищують на декілька порядків тривалість екс-

периментів. 

Досягнення мети передбачає вирішення наступних задач: 
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– розробку стохастичної моделі руйнування конструкційних матеріалів 

при повзучості, яка б відображала випадкову природу довготривалої міцності та 

була зручною для проведення розрахунків; 

–  розробку методики ідентифікації сталих повзучості матеріалу, що базу-

ється на обробці сімейства експериментальних кривих повзучості; 

– перевірку адекватності побудованої моделі за результатами експеримен-

тальних досліджень на повзучість зразків зі сталі 12Х18Н10Т та алюмінієвого 

сплаву РА6 (аналог АМг6); 

– розробку стохастичного методу базових діаграм, що застосовується для 

екстраполяції довготривалої міцності конструкційних матеріалів; 

– перевірку адекватності побудованого методу за результатами експери-

ментальних досліджень на довготривалу міцність зразків зі сталі 08Х18Н10. 

Об’єктом дослідження є явище руйнування при повзучості конструкцій-

них матеріалів, що працюють при підвищених температурах і навантаженнях. 

Предметом дослідження є узагальнена стохастична модель руйнування 

при повзучості конструкційних матеріалів, що працюють при підвищених тем-

пературах і навантаженнях. 

Методи дослідження. Для вирішення поставлених задач було використа-

но загальнонаукові та спеціальні методи дослідження, зокрема: 

– використано методи теорії ймовірностей та математичної статистики 

для побудови узагальненої стохастичної моделі руйнування та перевірки її аде-

кватності за результатами деяких експериментальних досліджень на повзучість 

та довготривалу міцність; 

– використано методи оптимізації (лінійний та нелінійний методи найме-

нших квадратів) для ідентифікації невідомих параметрів узагальненої стохасти-

чної моделі руйнування та аналітичної оцінки ймовірності неруйнування зразка 

за деформаційним критерієм руйнування. 
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Достовірність та обґрунтованість результатів досліджень забезпечується: 

коректною математичною постановкою задачі, застосуванням сучасних розра-

хункових засобів. Розрахунки виконувались на базі оптимізаційних методів, 

апарату теорії ймовірності та математичної статистики. Алгоритм розрахунку 

невідомих параметрів моделі було реалізовано за допомогою прикладних про-

грам на мові програмування Python. Отримані результати добре узгоджуються з 

експериментальними даними та можуть бути використані для прогнозування 

часу до руйнування конструкційних матеріалів, що працюють при підвищених 

температурах і навантаженнях. Отримані у роботі результати не суперечать да-

ним інших авторів. Інформаційною базою дослідження є наукова українська та 

зарубіжна література. 

Наукова новизна отриманих результатів: 

– розроблено стохастичну модель руйнування конструкційних матеріалів 

при повзучості, яка враховує як зміцнення так і пошкоджуваність матеріалу, що 

розширює область використання даної моделі у порівнянні з відомими лінійни-

ми моделями накопичення пошкоджень; 

– вперше розглянуто змішаний критерій руйнування, який є комбінацією 

параметричного та деформаційного критеріїв і враховує як вплив параметра 

пошкоджуваності, так і вплив деформації повзучості на час до руйнування ма-

теріалу; 

– запропоновано методику ідентифікації сталих повзучості матеріалу, що 

базується на обробці сімейства експериментальних кривих повзучості; 

– вперше розроблено стохастичний метод базових діаграм, що застосову-

ється для екстраполяції довготривалої міцності конструкційних матеріалів на 

терміни служби, які на декілька порядків перевищують тривалість експеримен-

тів. 

Практичне значення отриманих результатів. Прогнозування довговіч-

ності конструкційних матеріалів в умовах повзучості з метою оцінки їх часу до 
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руйнування має важливе практичне значення. Результати дисертаційної роботи 

впроваджені в розрахункову практику ДП «КБ «Південне ім. М. Я. Янгеля» 

(м. Дніпро), де використовуються для оцінки можливості продовження строку 

експлуатації окремих вузлів та систем виробів, у яких закінчився гарантійний 

строк експлуатації (довідка про практичне використання результатів від 

14.04.2017 р. приведена у додатку А), та в учбовий процес на механіко-

математичному факультеті ДНУ ім. О. Гончара (довідка про впровадження ре-

зультатів від 10.04.2017 р. приведена у додатку Б). 

Особистий внесок здобувача. Усі основні результати, які виносяться на 

захист, отримані автором особисто. В роботах, виконаних у співавторстві і опу-

блікованих спільно у наукових виданнях, здобувачу належать (додаток В): 

– побудова стохастичної моделі руйнування конструкційних матеріалів 

при повзучості, без урахування температурної залежності та стадії зміцнення 

матеріалу [41] –[42], [101], [В.7] –[В.9]; 

– побудова стохастичної моделі руйнування конструкційних матеріалів 

при повзучості, яка враховує температурну залежність та стадію зміцнення ма-

теріалу [102], [140], [В.10] – [В.11]; 

– розробка алгоритму ідентифікації невідомих параметрів моделі з ураху-

ванням всіх стадій повзучості [102], [140], [В.10] – [В.11]. 

Розробка стохастичного методу базових діаграм виконана здобувачем са-

мостійно [40]. 

Апробація результатів дисертації. Основні положення та результати ди-

сертаційної роботи доповідались та обговорювались на міжнародних молодіж-

них науково-практичних конференціях «Людина і космос» (Дніпропетровськ, 

2013, 2014, 2016), науковій конференції «Інформаційні технології в управлінні 

складними системами» (Дніпропетровськ, 2013), всеукраїнській науково-

методичній конференції «Проблеми математичного моделювання» (Дніпродзе-

ржинськ, 2015) (додаток Г). У повному обсязі робота обговорювалась на науко-
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вих семінарах відділу міцності і надійності механічних систем ІТМ НАНУ і 

ДКАУ (Дніпро, 2013 – 2016 рр., керівник семінару – член-кореспондент НАН 

України, доктор технічних наук, професор В. С. Гудрамович), на семінарах За-

порізького національного технічного університету (Запоріжжя, 2016 – 2017 рр., 

керівник семінару – доктор фізико-математичних наук, професор В. І. Пожуєв), 

на Вченій раді Інституту технічної механіки Національної академії наук Украї-

ни і Державного космічного агентства України (Дніпро, 2017 р., голова Вченої 

ради  – член-кореспондент НАН України, доктор технічних наук, професор 

О. В. Пилипенко). 

Публікації. За матеріалами дисертації опубліковано 11 наукових праць. З 

них 6 статей у провідних фахових виданнях, одна з яких входить до міжнарод-

ної наукометричної бази – SCOPUS та перекладена на англійську мову і опублі-

кована в іноземному рейтинговому журналі “Eastern-European Journal of 

Enterprise Technologies”, 5 тез доповідей у збірках праць міжнародних конфере-

нцій. Список цих праць міститься у додатку В. 

Структура та обсяг дисертації. Дисертація складається зі вступу, шести 

розділів, висновків, списку використаних джерел і чотирьох додатків. Повний 

обсяг дисертації становить 152 сторінки, об’єм основного тексту – 111 сторінок, 

18 рисунків, 14 таблиць. Список використаних джерел включає 153 наймену-

вання і займає 16 сторінок. Додатки займають 7 сторінок. 
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РОЗДІЛ 1 

СУЧАСНИЙ СТАН ПРОГНОЗУВАННЯ ПОВЗУЧОСТІ  

КОНСТРУКЦІЙНИХ МАТЕРІАЛІВ 

1.1 Детерміновані моделі руйнування конструкційних матеріалів при 

повзучості 

 

 

Однією із головних проблем сучасного машинобудування є задача збіль-

шення строків служби конструкцій в умовах екстремальних режимів роботи. 

Особливе значення набуває проблема довготривалої міцності металів та сплавів, 

з яких виготовлені ці конструкції, а також оцінка показників надійності елемен-

тів конструкцій в умовах повзучості [126]. Для опису процесів накопичення 

пошкодженості в матеріалах, що експлуатуються в широких діапазонах напру-

жень і температур, широко використовуються структурні та феноменологічні 

моделі. 

 

 

1.1.1 Структурні моделі накопичення пошкоджень 

 

 

Структурні моделі засновані на математичному описанні фізики процесу 

накопичення пошкоджень на одному або декількох рівнях структури [50] – [53], 

[77]. За допомогою них стає можливим обґрунтовано оцінювати ризик настання 

граничного стану, здійснювати перенесення модельних результатів на велико-

габаритні конструкції, а також об'єднувати в рамках однієї моделі опис процесів 

накопичення пошкоджень і руйнування матеріалу. Руйнування тут розглядаєть-

ся як незворотній процес накопичення мікротріщин, що виникають в результаті 

термофлуктуаційних розривів міжатомних зв'язків в механічно напруженому 

матеріалі. При будь-якому вигляді навантаження основною характеристикою 
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вважається довговічність, тобто час з моменту прикладання навантаження до 

появи макротріщини. 

Структурні моделі також дозволяють знайти спосіб переносу експеримен-

тальних даних, отриманих для одного з видів навантажування та поведінки ма-

теріалу на інші, а також дозволяють об'єднувати експериментальні дані, що від-

носяться до різних видів напруженого стану та зовнішнього впливу. Нещодавно 

розвиток структурних моделей стримувався недостачею експериментальних да-

них на мікро і субмікроскопічних рівнях та їх формальною математичною скла-

дністю. У зв'язку з розвитком зручних експериментальних засобів для дослі-

дження мікроструктури матеріалів, таких як електронний скануючий мікроскоп, 

а також статистичних математичних методів і потужних обчислювальних засо-

бів, структурний підхід в новому тисячолітті зазнав новий етап розвитку, пов'я-

заний як з новими можливостями теоретичних досліджень процесів руйнування, 

так і з практичним застосуванням структурних моделей. 

До класу структурних моделей відносяться імовірнісні та фізичні моделі. 

Існує велика кількість фізичних моделей, наприклад, побудованих 

В. С. Зарубіним [46] – [47], [49], К. Н. Русінко [113], С. Б. Батдорфом [17], 

Д. А. Гохфельдом, О. С. Садаковим [33], Ю. І. Кадашевичем, М. А. Кузьміним 

[48], В. В. Новожиловим [55] – [57], [95], Ю. Н. Шевченко, Р. Г. Тереховим 

[129], Д. Ф. Бесселінгом [136] та іншими авторами із залученням чисто форма-

льних міркувань для подання матеріалу у вигляді конструкцій різного рівня 

складності. Головне призначення цих моделей полягає у встановленні характеру 

деформування та обґрунтованому виборі функціональної залежності між макро-

характеристиками деформацій і напружень, що описують на феноменологічно-

му рівні такі процеси.  

Цю групу можна розбити на моделі, що базуються на кінетичному підході 

і моделі, що базуються на континуальній теорії дефектів. В основі моделей кіне-

тичного підходу лежить кінетична залежність, яка отримана Аррєніусом при 
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дослідженні процесу інверсії сахарози, і С. Н. Журковим для опису процесу 

плавлення. У роботах В. Р. Регеля і А. І. Слуцкера [111] була використана ця 

залежність для опису процесів тривалого руйнування. У цьому випадку було 

отримано опис тільки ряду ефектів. 

Інша група підходів базується на застосуванні континуальної теорії дефе-

ктів. Концептуальні ідеї цього напрямку були закладені в роботі 

А. Н. Коттрелла [73]. У цій роботі були отримані визначаючі рівняння для мате-

ріалу, що враховують його структуру і наявність її дефектів. Це дозволило зок-

рема описати вплив ряду параметрів на цей процес. Крім мікро та макрорівнів 

процесу був введений проміжний мезорівень. У цій моделі хід процесу дефор-

мування розбивається на кілька стадій: на першому етапі пластичне деформу-

вання відбувається тільки на мікрорівні, на другому етапі розвиваються мезос-

копічні процеси, третій етап характеризується макропластичним деформуван-

ням. 

Основоположні результати по застосуванню імовірнісних моделей були 

отримані в роботах В. Вейбула [25], В. В. Болотіна [21], [22], В. П. Когаєва [68] і 

М. М. Афанасьєва [13]. Ці моделі дозволили досить точно описати вплив різних 

конструкційних факторів на хід процесу повзучості. В цілому розробка струк-

турних моделей пошкоджування і руйнування – одне з найбільш актуальних на-

прямків механіки матеріалів в XXI столітті. 

 

 

1.1.2 Феноменологічні моделі накопичення пошкоджень 

 

 

Феноменологічні моделі є більш простими з математичної точки зору і на 

макрорівні досить повно відображають основні закономірності процесу пошко-

джування матеріалів, хоча і не включають опису його механізмів. У цих моде-

лях використовуються параметри пошкоджуваності, які відображають відносне 



28 

напрацювання деталей, а за критерій руйнування приймається миттєве переви-

щення накопиченою пошкоджуваністю гранично допустимого рівня.  

При дослідженні феноменологічних моделей слід розрізняти два підходи. 

Один з них – кінетичний, в рамках якого застосовуються різні критерії руйну-

вання. На практиці залежно від умов і характеру навантаження використову-

ються різні уявлення про міцність матеріалу і одиниці виміру його працездатно-

сті. Різні види кінетичних рівнянь пошкоджуваності були запропоновані в робо-

тах Л. М. Качанова [60], М. М. Малініна, Ю. М. Работнова [106], 

С. О. Шестерикова [133], О. В. Сосніна, J. Bult, F. A. Leckie [144], 

D. R. Hayhurst, S. Murakami, J. Lemaitre [145], Shen Huairong [152] та ін. У бага-

тьох теоретичних дослідженнях параметр пошкоджуваності має феноменологі-

чний характер, зв'язок якого з реальною зміною структури матеріалу не розгля-

дається. Пізніше були опубліковані роботи, в яких цей параметр визначався че-

рез зміну структури матеріалу за допомогою фізичних або металографічних ме-

тодів.  

В найпростішому варіанті пошкоджуваність описують деяким скаляром, 

параметром суцільності 10   Л. М. Качанова або параметром пошкоджува-

ності 10   Ю. М. Работнова. У початковому стані, при відсутності пошко-

джуваності, маємо 1 , 0 . З плином часу функція   спадає, а пошкоджу-

ваність   зростає. Можна вважати, що  1 . Величину   можна інтерпре-

тувати як відносну площу поперечного перерізу, яка зайнята тріщинами, мікро-

порами, мікродефектами. Згідно цього можна зробити висновок, що за класич-

ною теорією Качанова – Работнова поточний стан внутрішньої пошкоджуванос-

ті зразка може бути представлений за допомогою єдиного скалярного параметра 

ω, який являє собою монотонно зростаючу функцію часу. 

Другий підхід – критеріальний, що передбачає вибір критеріїв опору ме-

талів тривалому руйнуванню. Серед таких слід відзначити критерії, які базу-
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ються на концепції так званого еквівалентного напруження. При цьому основна 

увага приділяється встановленню залежності еквівалентного напруження 
e

  від 

головних напружень 
321

,,   (
321

  ) при різних видах складного на-

пруженого стану та залежності часу руйнування від 
e

 .  

Однак, використовувані останнім часом феноменологічні моделі повзучо-

сті, а також доступні результати розрахунків на довготривалу міцність звичайно 

обмежені ізотермічними умовами. Розширення наявних моделей до варіантів, 

що враховують зміну температури, вимагає дорогих експериментів на повзу-

чість і, як наслідок, великої кількості сталих повзучості матеріалу. 

Значний внесок в області теорії повзучості внесли професори 

А. О. Лебєдєв, В. С. Гудрамович, В. П. Пошивалов, Д. В. Бреславський, 

П. О. Стеблянко і В. Г. Карнаухов. У роботах [87], [88] наведено результати 

експериментальних досліджень закономірностей низькотемпературного дефор-

мування деяких легованих конструкційних сталей при плоскому напруженому 

стані, що імітує умови роботи матеріалу в трубно-оболонкових конструкціях. 

Експериментальна частина досліджень виконана при навантаженні тонкостін-

них трубчастих зразків осьовою силою (розтягнення, стиснення) і внутрішнім 

тиском, в тому числі при низьких температурах. Висвітлено нові методичні під-

ходи до створення випробувальних засобів, описані конструкції установок для 

дослідження різних аспектів тріщиностійкості конструкційних матеріалів в 

умовах двовісного розтягування з контрольованим співвідношенням головних 

напружень при статичному, циклічному і імпульсному навантаженні. У роботах 

[34] – [38] основну увагу приділено питанням дослідження міцності, розробки і 

узагальненню ресурсозберігаючих технологій виготовлення тонкостінних конс-

трукцій антено-хвилевої техніки, концентраторів сонячної енергії і розробки 

ефективних обчислювальних схем скінчено-елементного аналізу тіл і тонкос-

тінних конструкцій з локальними концентраторами напружень: вирізами, пора-
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ми, тріщинами, включеннями при пружно-пластичному деформуванні матеріа-

лу. У роботах [97], [99], [100] розглянуті питання підвищення довговічності 

конструкційних матеріалів за рахунок проведення енергетичної обробки в умо-

вах повзучості, технічної діагностики і прогнозування ресурсу технічних сис-

тем, надійності ергатичних систем. Показано, що введення проміжної енергети-

чної обробки сплаву АМг6М при випробуваннях на повзучість підвищує його 

характеристики короткочасної і довготривалої міцності. Розроблено методи 

прогнозування і оцінки можливості продовження безпечної експлуатації об'єк-

тів служби, що вичерпали нормативний строк, на основі експертного оцінюван-

ня та технічної діагностики. Запропоновано підхід для визначення комплексних 

показників надійності ергатичних систем, що базується на моделі надійності у 

вигляді послідовної відновлюваної системи. Отримані співвідношення дозво-

ляють розраховувати показники структурної і функціональної надійності ерга-

тичних систем при апріорній невизначеності параметрів надійності. В роботі 

[23] описаний метод розрахунку повзучості та пошкоджуваності елементів кон-

струкцій при циклічному навантаженні. Розглянуто матеріали, які виявляють 

анізотропію властивостей повзучості і пошкоджуваності. Наведено результати 

розрахунку деформування і руйнування елементів конструкцій при плоскому 

напруженому стані. В роботі [24] представлений метод вирішення завдань висо-

котемпературної циклічної повзучості і пошкоджуваності елементів конструк-

цій. Відзначено, що процедури асимптотичних розкладів і осереднення як на 

періоді вимушених коливань тіла, так і на періоді повільно змінюючих наван-

тажень використані для системи рівнянь, що описують процеси повзучості і 

пошкоджуваності в тонкостінних елементах конструкцій. У роботах [122], [123] 

розглядаються питання визначення поведінки нестаціонарного термонапруже-

ного стану циліндричної труби, яка росте за певним законом. Характерною 

особливістю циліндричних тіл при таких термомеханічних процесах є пере-

розподіл температури, напруг і деформацій, обумовлене безперервним або дис-
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кретним додаванням матеріалу. Для визначення термонапруженого стану вико-

ристовується один з найбільш ефективних прийомів при чисельному 

розв’язанні просторових нестаціонарних задач теорії термопружнопластичності 

– метод покомпонентного розщеплення у поєднанні з представленням невідо-

мих величин у вигляді сплайн-функцій. В роботі [58] розглянуто проблему дем-

пфірування коливань тонкостінних елементів конструкцій, яка є актуальною для 

багатьох галузей сучасної техніки: авіа-, судно-, турбобудування і ін. З цією ме-

тою широкого поширення набуло пасивне демпфування коливань, при яких ам-

плітуда коливань зменшується за рахунок включення в конструкцію компонент 

з високими гістерезисними втратами, наприклад, в'язкопружних шарів. 

 

 

1.1.3 Параметричні моделі довготривалої міцності 

 

 

Параметричні моделі довготривалої міцності базуються на використанні 

теорії швидкостей хімічних реакцій [146], [148]. Найбільш популярні парамет-

ричні моделі описуються залежностями Менсона – Хеферда, Ларсона – Міллера 

та Орра – Шербі – Дорна. Ці моделі базуються на наступному рівнянні (1.1), яке 

було запропоноване Арреніусом:  

 (RT)QA=v /exp      (1.1) 

де T  – температура;  

v  – швидкість хімічної реакції; 

Q  – енергія активації;  

R  – універсальна газова стала. 

Параметр Менсона – Хеферда визначається співвідношенням (1.2): 

,
TT

tτ
=η

a

a



 lglg
     (1.2) 
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де τ  – довговічність;  

T  – температура;  

aa
t,T lg  – константи. 

Для параметру Ларсона – Міллера має місце рівність (1.3): 

 
R

Q
=τ+CT=η

2,3
lg      (1.3) 

де τ  – довговічність; 

C  – константа. 

Для параметру Орра – Шербі – Дорна має місце наступне співвідношення 

(1.4): 

T,Dτ=η /lg       (1.4) 

де T – температура; 

D  – константа.  

Приведені співвідношення для параметрів Ларсона – Міллера та Орра – 

Шербі – Дорна отримані на основі одного і того ж рівняння і є фізично обґрун-

тованими, тому важко розраховувати на перевагу використання одного з цих 

параметрів. Що стосується параметру Менсона – Хеферда, то він вважається 

найбільш вдалим з приведених вище методів і відрізняється тим, що точка по-

люса С у ньому є випадковою. 

Основною перевагою параметричних методів можна вважати простоту 

використання і можливості вивчення за більш короткий строк закономірностей 

деформування матеріалів при більш високих температурах випробувань і екст-

раполяцію їх на менші температури і більші тривалості. Також приведемо без-

посередньо залежності, які пов’язують діючі напруження σ , температуру T  і 

довговічність τ  для моделей Ларсона – Міллера (1.5) та Орра – Шербі – Дорна 

(1.6) [142] , [151]: 
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)(TA+)(TA+TA+A=)( σlgσlgτlg 21

3

1

2

1

10

   (1.5) 

1

3

2

210
)lg)lg)lg TA+(σA+(σA+A=(τ    (1.6) 

де 
i

A  )=(i 3 2, 1, 0,  є константами матеріалу.  

Для їхнього знаходження, як правило, користуються експериментальними 

даними та багатофакторною лінійною регресією [124]. Аналізуючи все вищеза-

значене, можна виділити основні переваги параметричних моделей довготрива-

лої міцності: 

– простота їх використання та можливості отримання за більш короткий 

час повного циклу закономірностей деформування матеріалів; 

– можливість здійснити апроксимацію діаграм довготривалої міцності в 

деяких діапазонах напружень і температур. 

Серед недоліків параметричних моделей треба відзначити те, що вони: 

– не враховують кінетику структурного стану матеріалу при тривалій дії 

навантаження; 

– не дають можливість зробити екстраполяцію діаграм довготривалої 

міцності на терміни служби, які на декілька порядків перевищують тривалість 

експериментів. 

 

 

1.1.4 Температурно-часові моделі прогнозування довготривалої міцності 

 

 

При тривалих високотемпературних випробуваннях одночасно мають мі-

сце різні механізми руйнування: 

1) в’язке руйнування, яке відбувається шляхом зрізу під дією дотичних 

напружень. Йому завжди передує значна пластична деформація;  

2) крихке руйнування, яке відбувається за рахунок відриву одних верств 

атомів від інших під дією нормальних розтягуючих напружень; 
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3) змішане руйнування, яке характеризується переломом кривої довготри-

валої міцності. 

Як правило температурно-часові моделі прогнозування довготривалої мі-

цності описуються залежностями температурно-силового прогнозування. Най-

більш відомі з цих залежностей були запропоновані С. О. Шестериковим, 

А. Л. Аршакуні та В. І. Ковпаком [1], [2], [62] – [67], [132] – [134]. 

С. О. Шестериков [132] запропонував описувати діаграми довготривалої 

міцності за допомогою співвідношення Дорна (1.7): 

σnTD+A=τ lg/lg       (1.7) 

де σ  – напруження; 

T  – температура; 

τ  – довговічність;  

nD,A,  – сталі повзучості матеріалу. 

Для прогнозування часу до руйнування за допомогою даної залежності 

необхідно підібрати три невідомі сталі повзучості матеріалу. Згідно методу 

В. І. Ковпака діаграми довготривалої міцності при різних температурах розгля-

даються у вигляді ламаних кривих кути нахилу яких визначають границі пере-

ходу різних механізмів деформування матеріалу. І. І. Трунін для того, щоб опи-

сати процес тривалого руйнування матеріалів, запропонував використовувати 

наступне співвідношення (1.8): 

    RTcσUσTA=τ kl /exp/
0
    (1.8) 

де T  – температура; 

σ  – напруження; 

klcA ,,,  – сталі повзучості матеріалу; 

0
U – енергія активації процесу руйнування;  

R  – універсальна газова стала. 
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Підсумовуючи все вищесказане, можна виділити основну перевагу темпе-

ратурно-часових моделей прогнозування довготривалої міцності – можливість 

значно зменшити тривалість експериментальних досліджень, враховуючи дані 

отримані при більш високих температурах. 

Серед недоліків вищеописаних моделей можна відмітити: 

– складність у визначенні меж переходу різних механізмів руйнування; 

– відсутність наявності фізичних та структурних характеристик матеріалів 

у моделях; 

– неможливість зробити екстраполяцію діаграм довготривалої міцності на 

терміни служби, які на декілька порядків перевищують тривалість 

експериментів. 

 

 

1.1.5 Моделі довготривалої міцності на основі термодинаміки незворот-

них процесів 

 

 

Процес деформації матеріалів є типовим термодинамічним процесом. У 

механіці рідини і газу вже давно розгляд практично всіх питань ведеться на 

термодинамічному рівні. У механіці твердого тіла, що деформується, зазвичай 

більшість задач розглядається на механічному рівні і тільки в деяких випадках 

застосовується термодинаміка. 

Ситуацію що склалася зазвичай виправдовують твердженням, що при не-

значних теплових ефектах розглядання процесу деформації на механічному рів-

ні забезпечує необхідну точність. Незважаючи на це, в останні роки при розроб-

ці рівнянь, що описують процеси деформації і руйнування матеріалів внаслідок 

повзучості, знаходять все більше застосування термодинамічні методи. Вони 

накладають суттєві обмеження на характер визначальних рівнянь термоповзу-

чості, при яких виявляється можливим описання релаксаційних процесів. 
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Розглянемо побудову моделей довготривалої міцності конструкційних 

матеріалів на основі термодинаміки незворотних процесів. При підвищенні те-

мператури, як правило, швидкість повзучості збільшується, і та ж сама дефор-

мація досягається при тому ж напруженні за менший час. Для детального опису 

впливу температури на криву повзучості потрібно було б вивчити залежність 

від температури всіх параметрів, що входять в будь-яке з рівнянь, яке описує хід 

кривої повзучості. На жаль, таких рівнянь занадто багато, а експериментальні 

дані мають суттєвий розкид. 

У всіх теоріях повзучості передбачається, що пластична деформація пов'-

язана з рухом деяких структурних елементів, викликаних температурними флу-

ктуаціями. Кожен з цих елементів в даний момент часу має енергію, причому 

розподіл енергій між окремими елементами підпорядкований закону Максвелла. 

Нехай PdP  це ймовірність того, що енергія певного елемента в певний момент 

часу знаходиться між U  и dUU  . 

По закону Максвелла має місце рівність (1.9): 











RT

U

RT
P exp

1
,     (1.9) 

де R   газова стала. 

Множник 
RT

1
 перед експонентою визначається з умови (1.10): 





0

1PdU .       (1.10) 

Якщо енергія деякого елемента перевищить величину 
0

U , звану енергією 

активації, то цей елемент переміститься, внаслідок чого з’явиться деяка дефор-

мація. Імовірність активації елемента або відносна кількість активованих еле-

ментів визначається співвідношення (1.11): 
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












0

0exp
U RT

U
PdU .     (1.11) 

Припустимо, що швидкість деформації повзучості пропорційна кількості 

активованих структурних елементів. Таким чином, при даному напруженні і да-

ному структурному стані матеріалу маємо співвідношення (1.12): 

)(exp 0  f
RT

U








 ,     (1.12) 

де 
.

   швидкість деформації повзучості; 

)(f  деяка функція напруження. 

У цих припущеннях залишено в стороні питання, про які саме структурні 

елементи йде мова. Різні фізичні теорії повзучості конструюють різним чином 

ці структурні елементи  гіпотетично або реально спостережувані. Відповідно 

до цього можна говорити про різні механізми повзучості. Величина енергії ак-

тивації 
0

U  може бути визначена експериментально. Якщо для одного і того ж 

матеріалу енергія активації змінюється в залежності від умов (наприклад, в різ-

них діапазонах зміни напруження і температури), то робиться заключення про 

те, що переважає той чи інший механізм повзучості. 

Якщо матеріал структурно-стійкий, це означає, що зміни в ньому, що при-

зводять до зменшення швидкості повзучості (перша ділянка кривої повзучості), 

викликані накопиченням деформації, але не структурними перетвореннями, що 

відбуваються з плином часу незалежно від прикладеного напруження [70], 

[116]. Припустимо, що температура змінюється в залежності від часу згідно на-

ступного закону (1.13): 

dt
RT

Ut

 









0

0exp .    (1.13) 
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Величина   може розглядатися як наведений час. Зі співвідношення 

(див. (1.12)) випливає, що швидкість деформації повзучості по відношенню до 

цього наведеного часу 




d

d
 залежить тільки від напруження і структурного ста-

ну, обумовленого величиною накопиченої деформації. Тому крива повзучості 

при постійному напруженні, але змінній температурі може бути задана залежні-

стю (1.14): 

)(  .      (1.14) 

Таким чином, якщо відома крива повзучості при постійній температурі, то 

криву повзучості при змінній температурі можна отримати в результаті відпові-

дної зміни масштабу часу. Дорном були проведені металографічне і рентгеног-

рафічне дослідження зразків, підданих повзучості, а також випробування цих 

зразків на розтяг. Слід зауважити, що дослідження Дорна і обробка їм даних 

інших дослідників відносилися до чистих металів. Для сплавів, особливо жаро-

міцних, температурні залежності можуть бути більш складними. 

Поряд з найпростішою формою температурної залежності типу 

(див. (1.12)) інші фізичні теорії призводять до дещо інших формул. Так, ряд ав-

торів, відштовхуючись від різних гіпотетичних схем, отримують залежності 

швидкості повзучості від напруження і температури наступного вигляду (1.15): 








 




RT

U 
 0exp ,    (1.15) 

де 
0

U  деяка постійна енергія активації; 

  структурно-чутливий коефіцієнт. 

Різниця у порівнянні з (див. (1.10)) полягає в тому, що енергія активації 

процесу залежить від напруження. Температурна залежність типу (див. (1.13)) 

проводилася на широкому колі матеріалів Журковим зі співробітниками [43] – 
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[44]. Формула вигляду (див. (1.13)) дає хороші результати в області помірних 

температур, при більш високих температурах слід користуватися залежністю 

(див. (1.10)). 

Для області низьких температур Набарро [149] була запропонована мо-

дель, для якої швидкість повзучості пропорційна 3/2T . Припускалось, що крис-

талічна гратка містить велику кількість рівномірно розсіяних виділень, на яких 

затримуються дислокації. Внаслідок термічних флуктуацій окремі ділянки ліній 

дислокацій між перешкодами перекидаються в стан стійкої рівноваги. Процес 

повзучості виявляється різко загасаючим, він вичерпується, коли всі петлі з ни-

зькою енергією активації переходять у стійкі положення. 

З іншого боку, при дуже високих температурах, близьких до температури 

плавлення, принципово можливий зовсім інший механізм повзучості, чисто ди-

фузійного характеру. Спрямований потік атомів призводить до формування но-

вих атомних площин, а отже, до видимої деформації кристала. На цій основі бу-

дується теорія дифузійно-в'язкої течії полікристалічних тіл, залежність швидко-

сті від напруження і температури виявляється при цьому за допомогою наступ-

них співвідношень (1.16), (1.17): 

T

D
 



,      (1.16) 











RT

U
DD 0

0
exp ,    (1.17) 

де D   коефіцієнт самодифузії, який в свою чергу залежить від температури. 

Необхідно пам'ятати, що кожна з наведених залежностей відноситься до 

того чи іншого окремого механізму, який передбачається здійсненим в ідеаль-

ному об'єкті. Для технічних сплавів, як правило, спостерігаються систематичні 

відхилення. У той же час прямі експериментальні дані не завжди допускають 

однозначне тлумачення. Слід зауважити, що фізичні теорії, покладені в основу 
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виведення наведених формул, строго кажучи, відносяться лише до фази устале-

ної повзучості, на першій ділянці кривої повзучості положення ще більш ускла-

днюється. 

При визначенні часу до руйнування, розглядався процес накопичення по-

шкоджень, що розвиваються в тілі на фоні деформації повзучості. Обидва ці 

процеси (накопичення пошкоджень і повзучість) є типовими термодинамічно 

незворотними процесами. Внаслідок цього передбачається природним при дос-

лідженні короткочасної і особливо довготривалої міцності скористатися понят-

тями і методами термодинаміки незворотних процесів. 

 

 

1.1.6 Моделі довготривалої міцності на основі ентропійного критерію 

 

 

Слід зауважити, що термодинаміка деформацій лежить в основі так звано-

го ентропійного критерію довготривалої міцності, який в останні роки отримує 

все більш широке поширення. Ентропійний критерій довготривалої міцності 

матеріалів було сформульовано О. І. Чудновським і Д. А. Кіялбаєвим [61]. Він 

володіє рядом переваг у порівнянні з іншими критеріями. Зокрема, в рамках ен-

тропійного критерію підсумовування «пошкоджень» відбувається єдиним і при-

родним чином, навантаження може носити будь-який характер і, нарешті, в ряді 

випадків є особливо важливим те, що використання цього критерію відкриває 

принципову можливість врахування різних фізико-хімічних процесів (напри-

клад, дифузії) на довготривалу міцність матеріалів. При певних умовах з енер-

гетичного критерію можуть бути отримані інтеграли Бейлі та параметрична за-

лежність типу залежності Ларсона – Міллера, формула С. Н. Журкова і т. п. 

Ентропійний критерій довготривалої міцності формулюється наступним 

чином. Розрив елементарного об'єму матеріалу відбувається в той момент часу, 

до якого в ньому накопичується деяке граничне значення щільності ентропії. В 
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дійсності приходиться мати справу з матеріалами, які до моменту їх силового 

або теплового навантаження знаходяться при деякій температурі. При цьому в 

одиниці маси розглянутого матеріалу вже містяться деяка початкова ентропія. 

Відмітимо, що ця початкова ентропія залежить не тільки від температури, але і 

від накопичених до моменту початку навантаження всередині матеріалу дефек-

тів структури (дислокацій і т. п.). Тоді, у відповідності з наведеним вище фор-

мулюванням критерію, накопичена у процесі силового та теплового наванта-

ження всередині одиниці об’єму матеріалу ентропія у момент руйнування, по-

винна задовольняти співвідношенню (1.18): 

*0 SSS  .     (1.18) 

Приріст щільності ентропії у процесі деформації матеріалу обумовлюється ди-

фузійними процесами, незворотніми процесами утворення мікродефектів і ін. 

У випадку чисто в'язкого руйнування, коли в матеріалі реалізовано пев-

ний напружено-деформований стан, існує деяке поле температур і процес є аді-

абатичним, швидкість утворення ентропії у фіксованій одиниці об’єму обумов-

люється лише дисипацією енергії в процесі деформації. Тоді граничне співвід-

ношення (див. (1.11)) прийме вигляд (1.19): 

*

0

0

*

)(

)(
Sdt

tT

tW
S

t

  ,     (1.19) 

де )(tW  - швидкість дисипації енергії або функція розсіювання; 

*t - час до руйнування. 

Таким чином, використання ентропійного критерію довготривалої міцно-

сті при в’язкому руйнуванні передбачає знання функції розсіювання, що зале-

жить від прийнятої реологічної моделі матеріалу. Розглянемо задачу про визна-

чення часу до руйнування стрижня, розтягнутого силою constP  , при скінче-

них деформаціях за допомогою ентропійного критерію. Будемо припускати, що 
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матеріал стрижня не змінюється, а деформації повзучості матеріалу описуються 

рівнянням теорії течії. Крім того, припустимо, що миттєвою деформацією мож-

на запобігти і що реалізується процес усталеної повзучості. Позначимо почат-

кові довжину і площу поперечного перерізу стрижня через 
0

x  і 
0

F , а ці ж вели-

чини у довільний момент часу через x  і F  відповідно. 

За міру скінченої деформації приймемо наступний вираз (1.20): 

0

ln
x

x
 .      (1.20) 

З умови нестискання (1.21) – (1.22) маємо: 

00
FxxF  ,      (1.21) 

)exp(
0

FF  .     (1.22) 

Істинне напруження   пов'язане з номінальним напруженням 
0

 , відне-

сеним до початкової площі поперечного перерізу, визначиться наступним спів-

відношенням (1.23): 

)exp(
0

  .     (1.23) 

Приймаємо закон повзучості у вигляді (1.24): 

nA 


 .      (1.24) 

Підставляючи (див. (1.23)) у (див. (1.24)), маємо співвідношення (1.25): 

)exp(
0

.

nA n   .    (1.25) 

Припустимо, що реалізується адіабатичний процес деформування, протя-

гом якого температура стрижня залишається постійною. Тоді відповідно до фо-

рмули (див. (1.19)) граничне співвідношення ентропійного критерію запишеться 

у вигляді (1.26): 
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*

0

.
0 )exp(

*

Sdt
T

t

 


.     (1.26) 

Інтегруючи співвідношення (див. (1.24)), маємо вираз (1.27): 

0

*

*
)exp(1




ST
 .    (1.27) 

Інтегруючи вираз (див. (1.23)), маємо рівняння кривої повзучості у вигля-

ді (1.28): 

*0*
)exp(1 tAnn n  ,    (1.28) 

де 
*
   деформація повзучості у момент руйнування; 

*
t   час до руйнування. 

Визначаючи з (див. (1.28)) деформацію повзучості у момент руйнування і 

підставляючи в (див. (1.27)), маємо час в'язкого руйнування за ентропійним 

критерієм у наступному вигляді (1.29): 

n

ST

t

t













 11

0

*

1

*


,    (1.29) 

де )./(1
01

nAnt   

Ентропійна умова руйнування запишеться у вигляді (1.30): 

1
0

* 




ST
.       (1.30) 

Коли має місце наступний вираз (1.31): 

T
S 0

*


 ,      (1.31) 

то маємо розв’язок Хофа. 



44 

Розглянемо застосування ентропійного критерію у випадку змішаного 

руйнування. У цьому випадку рівняння пошкодженості запишеться у вигляді 

(1.32): 

)exp(
1

0
.





 kB

k











 .    (1.32) 

Інтегруючи (див. (1.32)) з урахуванням (див. (1.25)), маємо вираз (1.33): 
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 
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 .   (1.33) 

Підставляючи (див. (1.33)) в (див. (1.27)), отримуємо ентропійний крите-

рій змішаного руйнування у вигляді (1.34): 
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211
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








 

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де ])1([1
02

nkBt    час крихкого руйнування. 

 

 

1.1.7 Метод базових діаграм 

 

 

Для методу базових діаграм (МБД) характерно поняття базової діаграми 

деформування, яка аналітично задається деяким співвідношенням, що описує 

залежність напруження, часу та деякого параметру. Даний параметр залежить 

від координат точки, з якої здійснюється прогнозування [74], [75], [86]. 

Співвідношення для базових діаграм вибирається на основі обробки вели-

кої кількості діаграм довготривалої міцності. Припустимо, що із експериментів 

на довготривалу міцність відомі величини діючих напружень 
i

σ  та довговічнос-

тей 
i

t   n,=i 1,2,...  при деяких фіксованих температурах 
k

T   m,=k 1,2,... . 
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Відрізки діаграми довготривалої міцності 
21

LL , 
32

LL , …, 
nn

LL
1

 будуються 

на основі відомих експериментальних даних, а відрізок 
1nn

LL  розраховується на 

основі алгоритму метода базових діаграм, причому з точки ),(
nnn

tL   здійсню-

ється прогнозування, а ),(
111 


nnn

tL   – точка, для якої екстраполюється вели-

чина напруження при заданій довговічності 
1n

t  [86]. Для вибраних ділянок 
ji

LL  

діаграми довготривалої міцності за експериментальними даними розраховують-

ся характеристики 
ij

β  за допомогою наступного співвідношення (1.35): 
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де .;2,3,...  ;11,2,... jin,=jn,=i   

Далі в якості параметру β  для деякого діапазону напружень і температур 

вибирають усереднене значення у вигляді (1.36): 

.
1
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1



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=ji,
ij

β
n

=β       (1.36) 

Слід відмітити, що чим точніше підібраний параметр β , тим менша по-

хибка екстраполяції. Таким чином, однією з головних проблем методу базових 

діаграм є визначення діапазонів напруження і температур, в межах яких можна 

визначити деяке постійне значення β , при якому похибка прогнозування по на-

пруженні не перевищувала б деяку наперед задану величину Δ .  

Похибка екстраполяції у відсотках для будь-якого відрізку ji
LL  визнача-

ється за допомогою наступного співвідношення (1.37): 
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Одним з припущень МБД є той факт, що максимальна похибка по напру-

женню Δ  не повинна перевищувати 10 %. Узагальнюючи все вищенаведене, 

можна визначити основні переваги МБД: 

– задовільне описання реакції багатьох матеріалів при тривалому наван-

таженні; 

– сталість використовуваних параметрів у співвідношенні базових діаг-

рам; 

– можливість зробити екстраполяцію діаграм довготривалої міцності на 

терміни служби, які на декілька порядків перевищують тривалість 

експериментів. 

Основні недоліки МБД: 

– не враховує можливу похибку експериментальних досліджень; 

– потребує розробки більш чітких методик для визначення характеристик 

довготривалої міцності матеріалів; 

– іноді даний метод дає гірші результати, ніж деякі параметричні методи 

при апроксимації діаграм довготривалої міцності; 

– екстраполяція діаграм довготривалої міцності здійснюється, виходячи із 

експериментальних даних, і при цьому не використовується апарат 

математичної статистики. 

 

 

1.2 Стохастичні моделі руйнування конструкційних матеріалів при 

повзучості 

 

 

Основні підходи до побудови стохастичних моделей руйнування констру-

кційних матеріалів при повзучості закладено В. В. Болотіним, Ю. П. Самаріним, 

В. А. Ломакіним, А. А. Ільюшиним, Ю. В. Соколкіним, А. А. Ташкиновим та 

іншими авторами. Стохастичні моделі в більшості випадків будуються шляхом 



47 

узагальнення детермінованих моделей, кількість яких є дуже великою. Най-

більш відомі детерміновані моделі представлені роботами В. І. Астаф'єва [4] – 

[12], А. Н. Бадаєва [14] – [16], В. В. Болотіна [21], Б. В. Горєва [32], [54], 

Л. М. Качанова [59], В. І. Ковпака [62] – [67], А. Ф. Нікітенка [94], 

О. М. Локощенка [89] – [91], Н. Н. Малініна [92] – [93], Ю. М. Работнова [106], 

В. П. Радченка [107] – [109], Ю. П. Самаріна [114], О. В. Сосніна [117] – [121], 

С. О. Шестерикова [131] – [134], І. Ю. Цвєлодуба [128], J. А. Betten [137], 

J. Т. Boyle [138], F. Leckie [143] та інших авторів. 

Оскільки для зразків, виготовлених з однієї виливки металу, при випробу-

ваннях на повзучість має місце великий розкид за часом до руйнування навіть в 

ідеальних лабораторних умовах, то використання детермінованих моделей є не-

достатнім для вирішення питання про довговічність конкретних виробів. Через 

невідповідність моделей і методів розрахунку реальним процесам навантажу-

вання в оцінках показників довготривалої міцності та довговічності містяться 

систематичні похибки. Тому отримати достовірні оцінки цих показників та оці-

нити їх точність краще на основі ймовірнісно-статистичних методів, які призво-

дять до єдиного ймовірнісного критерію [77]. Проводять статистичний аналіз 

впливу різних чинників на вихідні показники довготривалої міцності матеріалу, 

маючи експериментальні дані, і в результаті цього з'являються можливості при-

значити більш високі ймовірності неруйнування для відповідальних деталей су-

часної техніки. На підставі статистичних даних про довговічність матеріалів, 

зовнішніх впливах і умовах експлуатації конструкцій на стадії проектування 

здійснюється розрахунок і оцінка перерахованих вище показників. Це дає мож-

ливість підібрати матеріали, розміри і конструкційні форми деталей, що забез-

печують розрахункові показники довговічності. 

Розглянемо стадію експлуатації виробів. Тут оцінка показників довговіч-

ності здійснюється для конкретних працюючих виробів. На етапі ж проектуван-

ня використовуються дані генеральної сукупності нестворених деталей. Показ-
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ники довготривалої міцності і довговічності деталей лежать в широких межах 

через природний розкид властивостей матеріалу деталей і різні умови їх експлу-

атації. Оцінка їх дозволить правильно планувати режими експлуатації елементів 

конструкцій, профілактичні заходи та постачання запасних частин, а також по-

передити можливі відмови, непередбачені досягнення граничних станів. Ураху-

вання індивідуальної оцінки довговічності деталей приладів дозволить збільши-

ти термін служби цих приладів у зв'язку зі зменшенням частки деталей, які пе-

редчасно знімаються для ремонту. Методи, засновані на статистичному аналізі 

відмов [71], [72], [127], використовують для кількісної оцінки показників довго-

тривалої міцності і довговічності. Але для забезпечення задовільного рівня до-

вірчої ймовірності експериментальної оцінки показників довговічності в цих 

методах потрібен досить великий обсяг статистичного матеріалу. 

Широко поширені критерії пошкоджуваності у вигляді відношення пото-

чного значення контрольованого параметра до його граничного значення при 

руйнуванні в розрахунках на довготривалу міцність. Кумулятивні моделі від-

мов, засновані на гіпотезі лінійного або нелінійного підсумовування пошко-

джень [21], [79] – [85], є математичним відображенням цих процесів. Метод лі-

нійного підсумовування пошкоджень володіє найбільшою універсальністю. Лі-

нійна гіпотеза при розгляді імовірнісних методів підсумовування пошкоджень 

прийнята за основу, тому що її зручно досліджувати з імовірнісних позицій. 

Існують відомі методи: найменших квадратів, максимальної правдоподіб-

ності, кореляційно-регресійного аналізу, мінімізації функцій багатьох змінних 

[3], [39], [125], якими можна скористатися для оцінки параметрів імовірнісних 

моделей руйнування. Імовірнісні моделі відрізняються від детермінованих тим, 

що в рівняння сімейства кривих довготривалої міцності вводиться деякий пара-

метр, який є випадковою величиною, розподіленою за одним з відомих законів 

[27] – [30], [81]. Аналізуючи експериментальні дані, можна вибрати форму за-

кону. Механічні властивості матеріалу: границя довготривалої міцності, текучо-
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сті і інші розподілені, як правило, за законом близьким до нормального [26], 

[69], а показники довговічності зазвичай мають логарифмічно нормальний роз-

поділ. Також широко використовуються розподіли Вейбулла, Гумбеля і гамма 

розподіл [71]. 

Вчені Самарського державного технічного університету Ю. П. Самарін, 

В. П. Радченко, Н. Н. Попов і В. А. Кузнєцов зі співавторами внесли значний 

внесок у дослідження проблеми розробки стохастичних моделей повзучості і 

довготривалої міцності. Вони будують стохастичні реологічні моделі з огляду 

на те, що фізична і стохастична нелінійності задач в теорії повзучості є основ-

ними проблемами. Одновимірний варіант стохастичної моделі повзучості і дов-

готривалої міцності запропонований в роботі [108]. В його основі лежить енер-

гетична концепція накопичення пошкоджень і наведено методику ідентифікації 

параметрів моделі. У стохастичній постановці за допомогою методу статистич-

них випробувань розроблена схема прогнозування деформації повзучості і часу 

до руйнування. Експериментальна перевірка моделі виконана для марки стали 

12Х18Н10Т при температурі Т = 850 °С і сплаву ХН73МБТЮ при температурі 

Т = 750 °С. Аналітичний метод оцінки ресурсу елементів конструкцій в умовах 

повзучості по деформаційному критерію відмови запропонований в роботі 

[130]. При обмеженнях на граничні значення деформації повзучості отримані 

оцінки часу безвідмовної роботи. Метод перевірений на адекватність експери-

ментальним даним по повзучості зразків зі сталі 12Х18Н10Т при температурі  

Т = 850 °С. 

Слід зазначити наукові праці вчених Київського національного авіаційно-

го університету М. С. Кулика, О. Г. Кучера і В. Є. Мільцова [77], [78]. Ними за-

пропонований сучасний імовірнісний підхід до аналізу процесів накопичення 

пошкоджень. Лінійні та нелінійні ймовірнісні моделі підсумовування незалеж-

них і залежних випадкових пошкоджуваностей, їх послідовностей і процесів на-

ведено в роботі [77]. Авторами представлені методи розрахунку коефіцієнтів 
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запасу міцності та ймовірнісних характеристик міцнісної надійності. Після по-

переднього пластичного деформування в роботі [96] обчислювалися локальні 

пошкодження за результатами термоактиваційного аналізу залишкової довгові-

чності. При постійних розтягуючих навантаженнях і підвищеній температурі 

проводилися випробування зразків на довговічність. Показано, як залежать ло-

кальні пошкодження від величини попередньої пластичної деформації при кім-

натній температурі. На початковій стадії процесу руйнування проведено розра-

хунок залишкової довговічності зразків з урахуванням пошкоджень матеріалу і 

представлені результати порівняння з експериментальними даними. Через вико-

ристання значних спрощень при уточненні розрахункових рівнянь, підкреслю-

ється в роботі [75], суттєво обмежено розвиток прогнозування повзучості і дов-

готривалої міцності металевих матеріалів при великій тривалості високотемпе-

ратурного навантаження. Прогнозування може бути уточнено, якщо провести 

спеціальну систематизацію відомих експериментальних даних, а також підви-

щити ступінь деталізації особливостей деформування і зміцнення матеріалів. 

Резюмуючи вищевикладене дослідницький і практичний інтерес предста-

вляє питання розробки стохастичної моделі руйнування конструкційних матері-

алів при повзучості. Така модель буде враховувати ймовірнісний характер руй-

нування і прогнозувати не «середній» час до руйнування, а його ймовірнісний 

розподіл. 

 

 

1.3 Висновки до розділу 1 

 

 

1. Для опису процесів накопичення пошкодженості в матеріалах, що екс-

плуатуються в широких діапазонах напружень і температур, широко використо-

вуються структурні та феноменологічні моделі. 



51 

2. Структурні моделі засновані на математичному описанні фізики проце-

су накопичення пошкоджень на одному або декількох рівнях структури. Руйну-

вання тут розглядається як незворотній процес накопичення мікротріщин, що 

виникають в результаті термофлуктуаційних розривів міжатомних зв'язків в ме-

ханічно напруженому матеріалі. Структурні моделі дозволяють знайти спосіб 

переносу експериментальних даних, отриманих для одного з видів навантажу-

вання та поведінки матеріалу на інші, а також об'єднувати експериментальні 

дані, що відносяться до різних видів напруженого стану та зовнішнього впливу. 

3. Феноменологічні моделі є більш простими з математичної точки зору і 

на макрорівні досить повно відображають основні закономірності процесу пош-

коджування матеріалів, хоча і не включають опису його механізмів. При дослі-

дженні феноменологічних моделей слід розрізняти кінетичний підхід, в рамках 

якого застосовуються різні критерії руйнування. 

4. Проведено огляд параметричних моделей довготривалої міцності Лар-

сона – Міллера, Орра – Шербі – Дорна та Менсона – Хеферда, а також наведені 

співвідношення для їх параметрів. Основною перевагою параметричних моде-

лей можна вважати простоту використання і можливості вивчення за більш ко-

роткий строк закономірностей деформування матеріалів при більш високих те-

мпературах випробувань і екстраполяцію їх на менші температури і більші три-

валості. 

5. Описані температурно-часові моделі прогнозування довготривалої міц-

ності, які представлені залежностями температурно-силового прогнозування. 

Найбільш відомі з цих залежностей були запрононовані С. О. Шестериковим, 

А. Л. Аршакуні та В. І. Ковпаком. Основною перевагою цих моделей є можли-

вість значно зменшити тривалість експериментальних досліджень, враховуючи 

дані отримані при більш високих температурах. 

6. Розглянуто побудову моделей довготривалої міцності на основі термо-

динаміки незворотних процесів Запропоновано різні залежності швидкості пов-
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зучості від напруження і температури, однак при такому підході необхідно па-

м'ятати, що кожна з наведених залежностей відноситься до того чи іншого ок-

ремого механізму, який передбачається здійсненим в ідеальному об'єкті. Для 

технічних сплавів, як правило, спостерігаються систематичні відхилення. У той 

же час прямі експериментальні дані не завжди допускають однозначне тлума-

чення. 

7. Представлено метод базових діаграм (МБД), що застосовується для екс-

траполяції довготривалої міцності конструкційних матеріалів. Для цього методу 

характерне поняття базової діаграми деформування, яка аналітично задається 

деяким співвідношенням, що описує залежність напруження, часу та деякого 

параметру, який залежить від координат точки, з якої здійснюється прогнозу-

вання. Як правило, співвідношення для базових діаграм вибирається на основі 

обробки великої кількості діаграм довготривалої міцності. Основними перева-

гами МБД є задовільне описання реакції багатьох матеріалів при тривалому на-

вантаженні, сталість використовуваних параметрів у співвідношенні базових 

діаграм та можливість зробити екстраполяцію діаграм довготривалої міцності 

на терміни служби, які на декілька порядків перевищують тривалість експери-

ментів.  
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РОЗДІЛ 2 

ОСНОВНІ ЙМОВІРНІСНІ МОДЕЛІ ДОВГОТРИВАЛОЇ 

МІЦНОСТІ КОНСТРУКЦІЙНИХ МАТЕРІАЛІВ 

2.1 Ймовірнісна модель руйнування конструкційних матеріалів при 

повзучості, що базується на позиціях теорії надійності 

 

 

У роботі [103] розглянута ймовірнісна модель руйнування конструкційних 

матеріалів при повзучості, що базується на позиціях теорії надійності. Припус-

кається, що при руйнуванні зразка під дією постійної навантаження між вели-

чиною деформації повзучості  , накопиченої за час t , і ймовірністю неруйну-

вання P  зразка в даний момент часу існує функціональна залежність. В теорії 

надійності широко використовується показник, що називається інтенсивністю 

відмов, який пов'язано з ймовірністю безвідмовної роботи (ймовірністю неруй-

нування)  tP  наступною залежністю (2.1) [98]: 

    







 

t

dtttP
0

exp  .     (2.1) 

У більшості випадків функція інтенсивності відмов  t  змінюється з 

плином часу немонотонно і має U образну форму. Типова крива залежності 

швидкості деформації повзучості від часу має аналогічний характер, тобто фун-

кцію  t  з точністю до постійної можна представити у вигляді (2.2): 

   tСt   .     (2.2) 

Підставляючи вираз (див. (2.2)) в (див. (2.1)), враховуючи що   00  , 

отримано    ]exp[ tСtP  . Постійна C  визначається з умови 
*

PP   при 

*
   (де 

*
P  ймовірність неруйнування зразка при досягненні деформацією 

повзучості величини 
*
 , де 

*
 середнє значення величини деформації повзучо-
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сті у момент руйнування). Після нескладних перетворень отримано наступне 

співвідношення (2.3): 

 
 







 


*

exp


 tm
tP ,     (2.3) 

де  0ln
*

Pm  параметр, який визначається за результатами випробувань 

матеріалу на повзучість до руйнування. 

Середній час до руйнування  
*

t  і середньоквадратичне відхилення довго-

вічності  
t

  розтягнутого постійною силою стрижня в умовах повзучості ви-

значені у роботі [103], використовуючи перший і другий моменти розподілу у 

вигляді (2.4), (2.5): 

   



0

*
dttPt ,      (2.4) 

     

2/1
2

00

2
















 



dttPdttPt
t

 .   (2.5) 

Рівняння повзучості і довготривалої міцності приймаються у вигляді сте-

пеневих залежностей (2.6), (2.7) з урахуванням поперечного звуження зразка в 

процесі деформування 

    q
na


   1exp

0
 ,   (2.6) 

    rk kc


  1exp
0

 ,    (2.7) 

де ,,,,,, qrnkca  постійні матеріалу при фіксованій температурі; 


0

  номінальне напруження, віднесене до первісної площі поперечного пе-

рерізу зразка; 

  – параметр пошкоджуваності. 
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Слід зазначити, що параметри ,,,,,, qrnkca  в загальному випадку є 

випадковими величинами, необхідні відомості про які може дати тільки статис-

тична обробка великого числа результатів випробувань зразків в умовах повзу-

чості. Надалі під ,,,,,, qrnkca  приймаються середні значення відповідних 

величин. 

Розділивши рівняння (див. (2.6)) на рівняння (див. (2.7)), отримано дифе-

ренціальне рівняння для   у функції  , інтегруючи яке з урахуванням початко-

вої умови   00  , маємо вираз (2.8): 

      
 1/1

0

0
exp

1
11
















 

qr

kn dkn
a

qrс 
  . (2.8) 

Підставляючи у співвідношення (див. (2.4)) вираз (див. (2.3)), враховуючи 

рівняння (див. (2.6)) і (див. (2.8)), остаточно отримаємо наступні вирази (2.9) – 

(2.13): 

      


0

0

1

*1*
exp



  dfmnntt ,  (2.9) 

        












  


0

0

1

*

0

1
expexp2






  mndfnnt
t

  

      

2/1
2

0

1

*

0

exp














 





  dfmndf ,  (2.10) 

де 

   
1

0

)(exp1














 


 


 dkn

kn
f ,  (2.11) 

1

1






qr

r
 ,      (2.12) 
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1

2

0
1

1

1 t

t

qr

kn

n

r

c

a

qr

kn kn









  ,   (2.13) 

nan
t

0

1

1


  – час в'язкого руйнування; 

krc
t

0

2
)1(

1


  – час крихкого руйнування. 

Можливі два варіанти розв’язку задачі для двох критеріїв довготривалої 

міцності. Розглянемо їх нижче. 

Варіант 1. Величина деформації повзучості прямує до нескінченності. То-

ді з рівності (див. (2.8)) випливає, що існує деяке скінчене значення пошкоджу-

ваності 
0

  , яке відповідає моменту руйнування, причому має місце співвід-

ношення (2.14): 

     
 

.)(exp
1

11

1/1

0

0*
















 

qr

kn dkn
a

qrc
   (2.14) 

При цілих значеннях параметру   інтеграл можна представити у вигляді 

(2.15): 

 

 1/1

*

!
11














qr

kn





  .   (2.15) 

У цьому випадку співвідношення (див. (2.9)) та (див. (2.10)) приймуть ви-

гляд (2.16), (2.17): 

     



0

1*
exp   dfnntt ,   (2.16) 

  0
t

 .     (2.17) 
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Варіант 2. Умова руйнування досягається при деякому скінченому зна-

ченні деформації повзучості, яка визначається на підставі співвідношення 

(2.18): 

 
   



 0

0

0 exp
1



 


dkn
qrc

a kn

.   (2.18) 

З рівності (див. (2.18)) знаходиться деформація повзучості у момент руй-

нування 
*
 , а зі співвідношень (див. (2.9)), (див. (2.10)) – середній час до руйну-

вання і його середньоквадратичне відхилення. Зі співвідношення (див. (2.18)) 

при цілих значеннях параметру   неважко отримати умову крихкого руйнуван-

ня у вигляді (2.19): 

 
 

 

0
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!1

















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





kn

kna

qrc
 .   (2.19) 

У роботі [103] розглядається випадок, коли зміцнення матеріалу в процесі 

повзучості не відбувається ( 0 ). Для першого варіанту зі співвідношень (див. 

(2.16)), (див. (2.17)) при 
00

   ( 1 ) випливає детермінований розв’язок ви-

гляду (2.20): 

 
 


1

1

2

* 1



 d

t

t
,    (2.20) 

де 
kn

k


 , 






1
*


 . 

У другому варіанті при 
00

   ( 1 ) зі співвідношень (див. (2.9)), 

(див. (2.10)) з урахуванням (див. (2.18)) отримано наступні вирази (2.21), (2.22): 

 
   


 


1

11ln

2

*
1
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
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t

t m
,   (2.21) 
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   (2.22) 

Інтеграли у правих частинах рівностей (див. (2.21), (2.22)) визначаються 

чисельними методами. Для малих значень   зі співвідношень (див. (2.21), 

(2.22)) наближено отримано наступні вирази (2.23), (2.24): 
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1ln
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  (2.23) 
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(2.24) 

При 0m  зі співвідношень (див. (2.21) – (2.24)) випливає розв’язок, який 

отримано у роботі [59]. Якщо рівняння повзучості (див. (2.6)) не залежить від 

параметру пошкоджуваності   ( 0q ), то співвідношення (див. (2.21), (2.22)) 

інтегруються в квадратурах. 

Було проведено порівняння теоретичних розрахунків з результатами ви-

пробувань на довготривалу міцність зразків з корозійностійкої сталі 12Х18Н10Т 

при температурі 850 °C [46]. Константи матеріалу визначалися після обробки 

відповідних експериментів на повзучість і довготривалу міцність. У таблиці 2.1 

наведені експериментальні (третій і четвертий стовпці) і розрахункові (п'ятий і 

шостий стовпці) значення часу до руйнування зразків і їх середньоквадратичні 

відхилення, визначені за допомогою співвідношень (див. (2.21) – (2.22)). У пер-

шому стовпці таблиці 2.1 зазначено кількість зразків N , які випробувались при 

фіксованому значенні напруження 
0

 . Величини 
*

t ,  
*

t , приведені у годинах, а 

0
 , 

t
 ,  

t
  – в МПа. 
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Таблиця 2.1 – Експериментальні і розрахункові значення часу до 

руйнування для моделі (див. (2.6) – (2.7)) на прикладі експериментальних даних 

для зразків з корозійностійкої сталі 12Х18Н10Т при температурі T 850 °C 

N  
0

 , МПа 
*

t , год 
t

 , МПа  
*

t , год  
t

 , МПа 

10 39,24 51,3 14,5 52,3 16,1 

11 49,05 21,8 5,1 26,0 8,0 

6 58,86 16,4 5,0 14,7 4,5 

2 78,48 6,0 0 6,0 1,8 

 

З таблиці бачимо, що теоретичні результати добре узгоджуються з резуль-

татами експериментів як за часом руйнування, так і за його середньоквадратич-

ним відхиленням, але необхідно зазначити, що запропонована модель (див. (2.6) 

– (2.7)) не враховує залежності процесу повзучості від температури і розглядає 

усереднені значення невідомих параметрів ,,,,,, qrnkca  замість їх розпо-

ділів, що робить дану модель обмеженою у ймовірнісному сенсі. 

 

 

2.2 Ймовірнісний підхід оцінки довговічності конструкційних матеріалів в 

умовах повзучості за катастрофічним критерієм відмови 

 

 

Розглянемо підхід оцінки довговічності конструкційних матеріалів в умо-

вах повзучості за катастрофічним критерієм відмови, який запропоновано у ро-

боті [110]. Для опису випадкових властивостей матеріалу у цій роботі розгляда-

ється стохастична модель повзучості, яка описує другу та третю її стадії, а та-

кож процеси руйнування у вигляді (2.25) – (2.28): 

 tc n  ,      (2.25) 

   1
0

,     (2.26) 
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    ,     (2.27) 

    00,00    ,    (2.28) 

де   – деформація повзучості; 

0
,   – істинне та номінальне напруження; 

,c  – випадкові величини; 

n  – детермінована величина; 

  – параметр пошкоджуваності. 

В якості критерію руйнування тут використовується співвідношення 

(2.29): 

 

*

0

*
t

CAd       (2.29) 

де 
*
CA  – величина роботи руйнування; 

*t  – час до руйнування. 

Розв’язок системи рівнянь (див. (2.25) – (2.28)) з урахуванням співвідно-

шення (див. (2.29)) при постійному номінальному напружені 
0

  має наступний 

вигляд (2.30): 

   








 11
1 1

1

0
n

n tnctA 


,    (2.30) 

де c,  – випадкові величини. 

У роботі [110] проводиться стохастична лінеаризація співвідношення 

(див. (2.30)), при цьому апроксимована величина роботи зі знайденими коефіці-

єнтами має наступний вигляд (2.31): 

      231

0

21

0

1

0
068,1239,0348,0  ctnnctnctntA nnn   . (2.31) 



61 

Відмічається, що основною кількісною характеристикою надійності є 

ймовірність безвідмовної роботи, яка в даному випадку визначає ймовірність 

того, що в усіх точках матеріалу елемента конструкції виконується наступна 

умова міцності вигляду (2.32): 

  *

A
LtA  ,      (2.32) 

де  tA  – величина роботи істинного напруження на деформації повзучості у 

момент часу t ; 

*

A
L  – критична величина роботи істинного напруження на деформації повзу-

чості у момент руйнування. 

Оскільки робота є неспадною функцією часу, то функція  tA , покинувши 

в певний момент часу область  *,0
A

L , потім в цю область повернутись не може, 

а отже для ймовірності безвідмовної роботи  tP  на відрізку часу ],0[ t  має місце 

співвідношення (2.33): 

      *,0
A

LtAPtP  .     (2.33) 

Відмічено, що для оцінки надійності необхідно знати математичне споді-

вання і дисперсії випадкових величин c  і  . Для перевірки моделі (див. (2.25) – 

(2.28)) у роботі [110] використовувались результати експериментів на довготри-

валу міцність зразків з корозійностійкої сталі 12Х18Н10Т при температурі  

850 °C [46], при цьому зазначено, що значення параметрів c  і   знаходяться за 

результатами експериментів для кожного зразка при 2,3n , величина c  визна-

чається зі співвідношення 
nn

c
0

0

0






 
 , а значення параметра   знаходиться 

використовуючи умову проходження графіка через точку руйнування  ** ,t , де 

*  – деформація повзучості у момент руйнування, 
*t  – час до руйнування. 



62 

Приведено вирази (2.34), (2.35) для математичного сподівання та диспер-

сії  tA , яка задається співвідношенням (див. (2.31)): 

][][][][ 32

3

2

21
cMTcMTcMTAM   ,   (2.34) 

 ][][][][ 322

3

22

2

2

1
cDTcDTcDTAD 

 

 232232 ,32,31,21
2

 CCCCCC
KTTKTTKTT  ,   (2.35) 

де ][M  – математичне сподівання; 

tnT n 1

01
348,0   ; 

222

0

2

2
239,0 tnT n  ; 

333

0

3

3
068,1 tnT n  ; 

][D  – дисперсія; 

yx
K

,
 – коваріації випадкових величин x  та y . 

Далі розглядається модифікація умови (див. (2.33)) шляхом введення ви-

падкової функції  t  вигляду (2.36): 

    *

C
AtAt  ,     0,t  .   (2.36) 

Тоді ймовірність  tP  безвідмовної роботи елемента конструкції при ві-

домих математичному сподіванні ][M  та дисперсії ][D  визначиться наступ-

ним співвідношенням (2.37): 

 
 

dte
D

tP D

Mx








0

][2

][
22

][2

1 




    (2.37) 

У таблиці 2.2 приведені експериментальні 
.експ

t  і розрахункові 
.розр

t  значен-

ня часу до руйнування для моделі (див. (2.25) – (2.28)) при різних фіксованих 

значеннях ймовірностей безвідмовної роботи 
*p . 
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Таблиця 2.2 – Експериментальні і розрахункові значення часу до 

руйнування для моделі (2.25) – (2.28) на прикладі експериментальних даних для 

зразків з корозійностійкої сталі 12Х18Н10Т при температурі T 850 °C  

0
 , МПа *p  

.розр
t , год 

.експ
t , год 

39,24 

0,99 7,7 68; 67; 67;  

66; 50; 47;  

43; 40; 35; 35,5 

0,95 37 

0,9 43 

49,05 

0,99 3 30; 28; 24; 

23; 22,5; 21,5; 

20,5; 18; 16; 12 

0,95 14,5 

0,9 17,2 

58,86 

0,99 1,4 20,5; 20; 

16; 15; 

14; 6,5 

0,95 6,8 

0,9 8 

78,48 

0,99 0,42 

6; 6 0,95 2 

0,9 4 

 

Як бачимо з таблиці, спостерігається добра відповідність розрахункових і 

експериментальних даних. Таким чином запропонована стохастична модель у 

роботі [110] дозволяє аналітичними методами прогнозувати величину призна-

ченого ресурсу за катастрофічним критерієм відмови, але не враховує стадію 

зміцнення матеріалу та залежності процесу повзучості від температури, що ро-

бить її застосовною лише для обмеженого класу конструкційних матеріалів. 

 

 

 



64 

2.3 Висновки до розділу 2 

 

 

1. Розглянута ймовірнісна модель руйнування конструкційних матеріалів 

при повзучості запропонована В. П. Пошиваловим, що базується на позиціях 

теорії надійності. Припускається, що при руйнуванні зразка під дією постійної 

навантаження між величиною деформації повзучості  , накопиченої за час t , і 

ймовірністю неруйнування P  зразка в даний момент часу існує функціональна 

залежність. Теоретичні розрахунки, проведені за даною моделлю добре узго-

джуються з результатами випробувань на довготривалу міцність зразків з коро-

зійностійкої сталі 12Х18Н10Т при температурі 850 °C, але необхідно зазначити, 

що запропонована модель не враховує залежність від температури і розглядає 

усереднені значення невідомих параметрів ,,,,,, qrnkca  замість їх розпо-

ділів, що робить дану модель обмеженою в ймовірнісному сенсі. 

2. Розглянуто підхід оцінки довговічності конструкційних матеріалів в 

умовах повзучості за катастрофічним критерієм відмови запропонований 

В. П. Радченко. Для опису випадкових властивостей матеріалу розглядається 

стохастична модель повзучості, яка описує другу та третю її стадії. Теоретичні 

розрахунки, проведені за даною моделлю добре узгоджуються з результатами 

випробувань на довготривалу міцність зразків з корозійностійкої сталі 

12Х18Н10Т при температурі 850 °C, але запропонована модель не враховує за-

лежність від температури та зміцнення матеріалу в процесі повзучості, що ро-

бить її застосовною лише для обмеженого класу конструкційних матеріалів. 

3. Враховуючи недоліки запропонованих вище моделей, поставлена мета 

розробити узагальнену стохастичну модель руйнування при повзучості, яка б 

дозволяла за заданими значеннями напруження, температури і експерименталь-

ними даними на довготривалу міцність матеріалу визначати імовірнісний роз-

поділ його часу до руйнування та застосовувалась для екстраполяції довготри-
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валої міцності на терміни служби, що на декілька порядків перевищують трива-

лість експериментів. 
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РОЗДІЛ 3 

ОПИС ПРОЦЕСІВ ПОВЗУЧОСТІ  

ЗА ДОПОМОГОЮ КІНЕТИЧНИХ ТЕОРІЙ 

3.1 Механічні та кінетичні теорії повзучості 

 

 

В умовах одновісного напруженого стану на основі випробувань зразків 

при постійних навантаженнях і температурах були встановлені закономірності 

матеріалів при повзучості. На практиці доводиться мати справу з задачами, коли 

потрібно при змінних навантаженнях і температурі в умовах складного напру-

женого стану прогнозувати повзучість. Рішення таких задач намагаються вико-

нати аналітично. 

При конкретизації рівнянь стану виникають основні труднощі. Залежність 

швидкості повзучості 
dt

dε
 від напруження σ , температури T , часу t , накопиче-

ної миттєвої пластичної деформації 
p

ε  і деякого числа параметрів niq
i

,1,   

встановлюють рівняння стану, за допомогою яких може бути охарактеризова-

ний структурний стан матеріалу, тобто має місце залежність (3.1): 

 
n

p

c

q,,q,qt,,εT,σ,F=
dt

dε
...

21
.    (3.1) 

Встановити вид такої функції надзвичайно важко, тому використовують 

різні гіпотези для встановлення виду функції F . Найбільш відомими в інженер-

ній практиці є теорії старіння, течії, зміцнення та спадковості [112]. Перспекти-

вним рішенням у середині минулого століття була пропозиція залежностей, що 

отримали назву визначальних співвідношень. Конкретизація цих функціональ-

них залежностей відбувається на основі результатів експериментів при наван-

таженні зразків постійними у часі напруженнями. На інші види навантаження 

поширення їх не є справедливим. 
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Для описання деформування структурно-стабільних матеріалів часто ви-

користовують рівняння теорії зміцнення. Першим наближенням, що дозволяє 

розв’язувати практичні задачі, є гіпотеза теорії зміцнення про однозначну зале-

жність швидкості повзучості від прикладеного напруження і величини накопи-

ченої деформації незалежно від того, в якій послідовності ця деформація нако-

пичувалась. Таким чином, для можливості прогнозування процесів тривалого 

деформування можна використовувати рівняння теорій старіння, течії та зміц-

нення, які дозволяють описувати одну або дві характерні ділянки кривої повзу-

чості. Прискорену повзучість на третій ділянці жодна з них не описує. 

В середині минулого століття посилилась зацікавленість до лінійної теорії 

в’язкопружності у зв’язку з використанням полімерів в якості конструкційних 

матеріалів. Схематичні представлення структури у вигляді моделей, якими опе-

рували Максвелл, Фойгт та Кельвін, отримали розповсюдження. Для таких мо-

делей рівняння стану вибираються у вигляді диференційних залежностей, які 

включають в себе похідні від напружень і деформацій першого і більш високих 

порядків. Цілий цикл важливих задач для інженерної практики був розв'язаний 

на основі таких залежностей. 

Механічну поведінку матеріалу в перші моменти часу після прикладення 

навантаження не змогли точно описати диференційні рівняння стану. Більш за-

гальні інтегральні співвідношення, які розробив Вольтерра [153], почали вико-

ристовувати для опису повзучості. Теорія ця розвивалася в напрямку узгоджен-

ня розрахункових і експериментальних даних за рахунок уточнення параметрів 

ядер інтегральних співвідношень. 

Інтенсивне дослідження фізико-механічних властивостей нелінійних 

в’язко-пружних матеріалів, розробку методів визначення деформаційних та мі-

цнісних характеристик матеріалів, виходячи із структури та механічних параме-

трів складових композицій, спричинило їх ефективне застосування у різних га-

лузях сучасної техніки. При розв’язанні конкретних задач не до кінця дослідже-
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ними залишаються питання вибору структури ядер спадковості та визначення їх 

параметрів. Задачі розрахунку деформацій повзучості нелінійно-вязко-пружних 

матеріалів за умов нестаціонарного навантаження, а також задачі розрахунку 

релаксації напружень залишаються на даний час нерозв’язаними. 

Теорію усталеної повзучості відносять до найпростіших механічних тео-

рій. За цією теорією не враховуються пружна деформація, миттєва пластична 

деформація та перший відрізок кривої повзучості. Відзначимо, що в цьому ви-

падку криві повзучості апроксимуються прямими лініями, котрі виходять з по-

чатку координат. Тому використання такого підходу можливе тільки у двох 

крайніх випадках, коли: 

а) розглядаються деталі з досить великим часом експлуатації, що обумов-

лює постійну швидкість деформування;  

б) спостерігається короткочасна повзучість при дуже високій температурі 

і високому рівні напружень. 

Рідко має лінійний характер залежність між деформацією і часом при не-

змінних температурно-силових умовах навантаження протягом усього часу. Ча-

стіше при довготривалих строках роботи в матеріалі проходять структурні змі-

ни, що спонукають до утворення стадій неусталеної повзучості. 

Даний підхід дає непоганий результат відповідно певних експеримента-

льних кривих. Але ним не варто проводити індивідуальну апроксимацію кривої 

повзучості. Такими вченими як Содерберг, Одквіст [150], були спроби підви-

щення ефективності даного підходу. Співвідношення теорії усталеної повзучос-

ті, відносно подання Содерберга, описуються рівнянням (3.2): 

T)υ(σ,+
E

σ
=

dt

dε c 
.      (3.2) 



69 

Тут E  – модуль пружності матеріалу. Потрібно бути досить обережним при ви-

користанні такого підходу, тому що він не завжди підтверджувався експеримен-

тальними дослідженнями. 

Одквіст вдосконалив теорію усталеної повзучості. Він замінив криву пов-

зучості ламаною лінією ОАВ. Співвідношення теорії усталеної повзучості стало 

мати вигляд (3.3): 

υ(σ)+σ(σε=
dt

dε c

)
0

,     (3.3) 

де )
0

g(σ+
E

σ
=ε , )g(σ  – початкова пластична деформація. 

Досить широкий інтервал другої стадії повзучості, особливо при досить 

великих тривалостях навантаження, призводить до того, що багато практичних 

розрахунків побудовані на основі теорії усталеної повзучості. 

 

 

3.2 Основні гіпотези та визначальні рівняння кінетичної теорії 

Ю. М. Работнова 

 

 

Основна гіпотеза кінетичної теорії Ю. М. Работнова полягає в тому, що 

швидкість деформації повзучості деяким чином залежить від напруження, тем-

ператури і набору структурних параметрів 
i

 , ni ,1 , які дають можливість то-

чніше описувати процеси деформування [104] – [106]. Позначимо таку залеж-

ність функцією Φ , тоді рівняння стану прийме вигляд (3.4): 

)ω,ωT,σ,Φ(ε,=
dt

dε
n

,...,
21

,    (3.4) 

де   – деформація повзучості; 

  – напруження; 
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T  – температура; 

i
 , ni ,1  – структурні параметри пошкодження. 

Для структурних параметрів 
i

 , повинні бути записані відповідні кінети-

чні рівняння виду (3.5): 

dTg+dtc+dσb+dεa=d
iiiii

 ,    (3.5) 

де 
i

d  – диференціал від 
i

 ; 

iiii
g,c,b,a  – деякі функції, що залежать від параметрів ε , σ , T , t , 

i
 , ni ,1 .  

При тривалому високотемпературному навантаженні має місце зміна пе-

реважаючих механізмів деформування і руйнування, тому на основі гіпотези 

про наявність двох кінетичних параметрів пошкодження кінетичні рівняння за-

писуються у вигляді (3.6) – (3.7) [106]: 

),ω,ωT(σf=
dt

dω
211

1 ,,      (3.6) 

)ω,ωT(σf=
dt

dω
212

2 ,, .      (3.7) 

Рівняння стану у свою чергу прийме вигляд (3.8): 

)ω,ωT,σ,Φ(ε,=
dt

dε
21

.      (3.8) 

Для випадку одновісного напруженого стану коли пошкодженість опису-

ється одним структурним параметром ω  найбільш повно процес повзучості 

конструкційних матеріалів можна описати за допомогою наступної системи кі-

нетичних рівнянь, яка складається з кінетичного рівняння стану (3.9) і кінетич-

ного рівняння пошкоджуваності (3.10) [106]: 

 
n

cccωT,σ,t,ε=ε ,...,,,
21

 ,    (3.9) 
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 
n

cccωT,σ,t,ω=ω ,...,,,
21

 ,   (3.10) 

де   – напруження; 

T  – температура; 

ω  – структурний параметр пошкоджуваності; 

   деформація повзучості; 

t   час; 

n
ccc ,...,,

21
  сталі повзучості матеріалу. 

Вважається, що матеріал ізотропний, а тріщини і пори рівномірно розпо-

ділені по всіх напрямах в середовищі. В такому випадку пошкодженість опису-

ється скалярною величиною ω , що випливає з гіпотези про ізотропну зміну 

властивостей середовища, що пошкоджується. Напруження і температура в 

процесі повзучості вважаються постійними. Розглянемо три наступних критерії 

руйнування конструкційних матеріалів внаслідок повзучості. 

 

 

3.3 Параметричний критерій руйнування 

 

 

В якості критерію руйнування приймаємо досягнення параметром пошко-

джуваності ω  значення 1. Залежність параметра пошкоджуваності від часу зна-

ходимо шляхом інтегрування кінетичного рівняння пошкоджуваності 

(див. (3.10)), а час до руйнування 
p

t  знаходимо як розв’язок рівняння 1)( t . 

На підставі даного критерію функція розподілу часу до руйнування у до-

вільній точці t  чисельно дорівнює ймовірності того, що час до руйнування 
p

t  

менший за t  і визначиться співвідношенням (3.11): 

}{)( ttPtF
pt p
 .      (3.11) 
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У загальному випадку за знайденим розподілом випадкової величини 
p

t  

при фіксованих значення напруження та температури можна знайти ймовірність 

неруйнування зразка за час t  за наступною формулою (3.12) [42]: 

   tF=tP
p

t
p

t
1 .   (3.12) 

Призначений ресурс 
*

t  можна визначити за заданим рівнем ймовірності 

неруйнування   як роз’вязок рівняння   =tP
p

t
 відносно t . 

 

 

3.4 Деформаційний критерій руйнування 

 

 

В якості критерію руйнування приймаємо досягнення деформацією пов-

зучості ε  гранично допустимого значення 
*ε . Залежність деформації повзучості 

від часу знаходиться шляхом інтегрування кінетичного рівняння стану (3.9). 

Співвідношення для деформації повзучості у момент руйнування 
pt

ε  зна-

ходиться з рівності, що характеризує деформацію повзучості  tε  при 
p

tt  , де 

p
t  час до руйнування, отриманий за параметричним критерієм руйнування 

[42], [101]. Гранично допустиме значення деформації повзучості 
*ε  знаходиться 

як  -квантиль розподілу деформації повзучості у момент руйнування 
pt

ε  за 

допомогою співвідношення (3.13): 

 )(tF
pt

,   (3.13) 

де   деяке наперед задане значення ймовірності. 

Оскільки деформація повзучості є неспадаючою функцією часу, то для 

ймовірності неруйнування матеріалу за час t  має місце співвідношення (3.14) 

[115]: 
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               **

p
0,0,0, εtεP=tτ,ετεP=t>tP=tP

pt
 .  (3.14) 

Далі будемо вважати, що випадковий процес  tε  є гаусовим. Тоді спів-

відношення (3.14) прийме вигляд (3.15): 

 
  

   
  

dx
tεD

tεMx

tεπD
=tP

ε

t p 






 


*

0

2

2
exp

2

1
. (3.15) 

Функція розподілу часу до руйнування 
p

t  згідно даного критерію визна-

читься співвідношенням (3.16): 

 
  

  
  
   


























 


tD

tM
Ф

tD

tM
ФtPtF

pp tt







 *

11)( ,    (3.16) 

де    функція Лапласа. 

 

 

3.5 Змішаний критерій руйнування 

 

 

В якості критерію руйнування приймаємо виконання першої з подій:  

досягнення параметром пошкоджуваності  tω  значення 1; 

досягнення деформацією повзучості  tε  гранично допустимої величини 

*ε  [101]. 

Даний критерій враховує, як вплив параметра пошкоджуваності, так і 

вплив деформації повзучості на час до руйнування матеріалу. Час до руйнуван-

ня визначається за допомогою співвідношення (3.17): 

 
p2p1

min t,t=t
p

,     (3.17) 

де величини 1p
t , 2p

t  визначаються співвідношеннями (3.18)  



74 

    
1)(:

1
min

tt

p
t=t



,       (3.18) 

.min
*)(:

2

 tt

p
t=t        (3.19) 

Функція розподілу часу до руйнування 
p

t  згідно даного критерію 

визначиться співвідношенням (3.20): 

  ))(1())(1(1
p2p1

xFxF=xF
tt

p
t

 , (3.20) 

де  xF
t
p1

 функція розподілу часу до руйнування 
1p

t  визначеного за парамет-

ричним критерієм руйнування; 

 xF
t
p2

 функція розподілу часу до руйнування 
2p

t  визначеного за 

деформаційним критерієм руйнування. 

 

 

3.6 Висновки до розділу 3 

 

 

1. Описано механічні та кінетичні теорії повзучості. Зазначено, що при 

конкретизації рівнянь стану виникають основні труднощі щодо визначення фу-

нкції Ф . 

2. Приведено основні теоретичні положення та визначальні рівняння кіне-

тичної теорії Ю. М. Работнова, які використовуються для побудови стохастич-

ної моделі руйнування конструкційних матеріалів при повзучості. 

3. Розглянуто параметричний, деформаційний та змішаний критерії руй-

нування матеріалу внаслідок повзучості та приведено їх ймовірнісну інтерпре-

тацію. 
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РОЗДІЛ 4 

ПРОГНОЗУВАННЯ ДОВГОВІЧНОСТІ КОНСТРУКЦІЙНИХ 

 МАТЕРІАЛІВ ПРИ ІЗОТЕРМІЧНІЙ ПОВЗУЧОСТІ 

4.1 Стохастична модель руйнування конструкційних матеріалів при 

повзучості без урахування температурної залежності та стадії зміцнення 

 

 

Для описання процесу повзучості матеріалу з плином часу розглянемо кі-

нетичне рівняння стану у вигляді степеневої залежності від напруження   (4.1): 

 
 n

n

ω

aσ
=ε

1
 ,  (4.1) 

а кінетичне рівняння пошкоджуваності розглянемо у двох різних варіантах  

степеневої залежності від напруження (4.2): 

 
 k

k

ω

bσ
=ω

1
 ,  (4.2) 

та експоненційної залежності від напруження (4.3) [111]: 

 
 

 n
ω

cσb
=ω

1

/exp
 ,   (4.3) 

де ck,n,ba, ,   сталі повзучості матеріалу. 

Вважаємо параметри ck,n,  детермінованими величинами, а параметри a  

та b  незалежними нормально розподіленими випадковими величинами [109]. 

Далі позначимо через  2

aa
s,μN ,  2

bb
s,μN  розподіли випадкових величин a  та b  

відповідно, де 
ba

 ,  математичні сподівання,
22 ,
ba

ss дисперсії. 
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4.2 Реалізація стохастичної моделі на прикладі параметричного критерію 

руйнування 

 

 

Інтегруючи рівняння (4.2), (4.3) та враховуючи що   00 =ω , отримаємо 

співвідношення для параметру пошкоджуваності кожної з моделей (4.1)  (4.2), 

(4.1)  (4.3) у вигляді (4.4) та (4.5) відповідно: 

   1/1

111



kk

I
tb)+(k=(t)ω  ,    (4.4) 

 1/1

exp111





















n

II
t

c
b)+(n=(t)ω


.   (4.5) 

З рівностей (4.4) та (4.5) враховуючи умову   1=tω
p

, визначимо час до 

руйнування для кожної з моделей відповідно 

  kpI
σ+kb

=t
1

1
,   (4.6) 

   cσ+nb
=t

pII
/exp1

1
.   (4.7) 

Функція розподілу 
p

t
F  часу до руйнування 

p
t  для кожної з моделей ви-

значиться за допомогою співвідношень (4.8), (4.9): 

 
 

 













 01

00,

k1

1

0

>x,dttf

x

=xF +kx

b

pI
t  ,  (4.8) 

    
 

   













 01

00,

/exp1

1

0

>x,dttf

x

=xF cσ+nx

b

pII
t

,    (4.9) 
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де 
b

f  щільність розподілу випадкової величини b . 

Щільність розподілу 
p

t
f  часу до руйнування 

p
t  для кожної з моделей ви-

значиться за допомогою співвідношень (4.10), (4.11): 

 

   




















0
1

11

1

1

00,

2
>x,

kx
f

xk

x

=xf
kbk

pI
t



 ,  (4.10) 

 

       























0
/exp1

11

/exp1

1

00,

2
>x,

cσ+nx
f

xcσ+n

x

=xf
b

pII
t

. (4.11) 

 

 

4.3 Реалізація стохастичної моделі на прикладі деформаційного критерію 

руйнування 

 

 

Інтегруючи рівняння (див. (4.1)) та враховуючи співвідношення 

(див. (4.4)  (4.5)), отримаємо наступні вирази (4.12), (4.13) для визначення де-

формації повзучості  tε  для кожної з моделей відповідно: 

 
 

  γ
kn

I
x

n+kb

aσ
=tε 





11
1

,  (4.12) 

де   tσ+kb=x k1 ; 

1

1

+k

n+k
=γ


. 

 
 

  γ
n

II
x

cσb

aσ
=tε  11

/exp
,  (4.13) 
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де     ;/exp1 tcσ+nb=x  

1

1

+n
=γ . 

З рівностей (див. (4.12) – (4.13)) отримаємо співвідношення для деформа-

ції повзучості у момент руйнування 
p

t
ε  для кожної з моделей у вигляді (4.14), 

(4.15): 

 
 n+kb

aσ
=tε=ε

kn

pI
pI

t




1
,   (4.14) 

 
 cσb

aσ
=tε=ε

n

pII
pII

t
/exp

.   (4.15) 

Зі співвідношень (див. (4.12) – (4.13)) випливає, що деформація повзучості 

)(tε  є стохастично нелінійною функцією відносно випадкових величин ba, . 

Для аналітичного визначення основних характеристик розподілу деформації по-

взучості у довільний, але фіксований момент часу t  проведемо стохастичну лі-

неаризацію )(tε , використовуючи середньоквадратичну апроксимацію функції 

)1( x  на інтервалі  1,0  степеневими поліномами [109], яка у загальному випа-

дку запишеться у наступному вигляді (4.16): 

   i
n

i
in
xpxP 




1

,  (4.16) 

де n0,=i,p
i

 невідомі коефіцієнти.  

При цьому ступінь полінома (див. (4.16)) визначається заданою похибкою 

(4.17): 

     
1

0

2

1 dxxPx
n


 .    (4.17) 
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Для забезпечення похибки 210  як правило досить обмежитися у спів-

відношенні (див. (4.16)) поліномом четвертого ступеня. Невідомі коефіцієнти 

0,4=i,p
i

 поліному  xP
4

 знаходимо мінімізуючи функцію вигляду (4.18): 

       dxxPx=p,p,p,pf
γ

 
1

0

2

44210
1 . (4.18) 

Враховуючи співвідношення (див. (4.16)) отримаємо вирази для деформа-

ції повзучості для кожної з моделей у двох виглядах (4.19) та (4.20) відповідно: 

      




















jkjjj

j
j

kn

I
tkbpbp

nk

a
=tε 


11

1

1
4

1

1

0
,   (4.19) 

 
 

      







 






jjj

j
j

n

II
tcjnbpbp

c

a
=tε /exp11

/exp

1
4

1

1

0





. (4.20) 

Співвідношення (4.19) і (4.20) є лінійними відносно випадкових величин 

3ab,abab,a,,ab 21 . Математичне сподівання та дисперсія  tε  у довільний мо-

мент часу t  визначаються за допомогою наступних виразів (4.21) та (4.22): 

    
5

1=i
ii

LxM=tεM ,  (4.21) 

     



5

1 51

2 2
=i j<i

ji
xjiii x,KLL+LxD=tεD , (4.22) 

де  321

ji
abababaabx,x ,,,, , 1,5=ji, ; 

i
L  – детерміновані величини при фіксованому часі t , які визначаються зі 

співвідношень (4.19), (4.20); 

 
i

xM ,  
i

xD  – математичне сподівання та дисперсія випадкової величини 
i

x ; 

j
x

i
x ,K  –  коваріації відповідних випадкових величин 

ji
xx , . 
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Функція розподілу випадкової величини 
p

t
ε  в загальному випадку 

визначається співвідношенням (4.23): 

   



 

.0

00,

>z,z<P

z
=zF

p

pt

t

ε 
    (4.23) 

При 0>z маємо рівність (4.24): 

    








S

ba,ε
y)dxdy(x,f=z<)K

b

a
P=zF

pt
( ,  (4.24) 

де y)(x,f
ba,

 – сумісна щільність розподілу випадкових величин ba, ; 

n)(k

σ
=(σK

kn

I




1
) ; 

 cσ

σ
=(σK

n

II
/exp

) ; 

S  – область інтегрування, що визначається нерівністю: z<)K(
y

x
 . 

Перетворивши співвідношення (див. (4.24)) отримаємо (4.25): 

   

 

 
 

dxyxfdydxyxfdy=zF
K

zy

ba

K

zy

baε
pt   








0

,

0

,
,,





. (4.25) 

Щільність розподілу випадкової величини 
p

t
ε  визначиться за допомогою 

наступного співвідношення (4.26): 

 
      

























 



 0

,

0

,
,,

1
dyy

K

zy
fydyy

K

zy
fy

K
=zf

babaε
pt 

.  (4.26) 

Оскільки випадкові величини ba,  є незалежними, то має місце рівність 

(4.27): 
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   
   


















 








2

2

2

2

,
222

1
exp

2

1
),(

b

b

a

a

ba

baba
s

y

s

x

ss
yfxfyxf




. (4.27) 

Функція розподілу 
p

t
F  часу до руйнування 

p
t  визначиться рівністю (4.28): 

  
  

  
   


























 


tD

tM
Ф

tD

tM
ФtF

pt







 *

1)( ,   (4.28) 

де   tM  ,   tD   функції задані співвідношеннями (див. (4.21), (4.22)) 

відповідно. 

 

 

4.4 Реалізація моделі на прикладі змішаного критерію руйнування 

 

 

Функція розподілу часу до руйнування згідно даного критерію 

визначиться співвідношенням (4.29): 

  ))(1())(1(1
p2p1

xFxF=xF
tt

p
t

 , (4.29) 

де  xF
pt 1

 функція розподілу часу до руйнування визначеного за 

параметричним критерієм, яка задається співвідношенням (див. (4.8) або (4.9)) в 

залежності від типу моделі; 

 xF
pt 2

 функція розподілу часу до руйнування визначеного за 

деформаційним критерієм, яка задається співвідношенням (див. (4.28)). 

 

 

4.5 Методика ідентифікації сталих повзучості матеріалу 

 

 

Для швидкості усталеної повзучості має місце співвідношення (4.30): 
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na 
0
 .      (4.30) 

Логарифмуючи рівність (див. (4.30)) отримаємо вираз (4.31): 

 lnlnln
0

na  ,    (4.31) 

за допомогою якого користуючись методом найменших квадратів (МНК) за ві-

домими експериментальними значеннями 
e0

 , 
e

 , знайдемо оцінки â , n̂  пара-

метрів a , n  відповідно за формулами (4.32), (4.33) [18] – [20]: 
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,  (4.32) 


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1 1
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lnln

expˆ


 .   (4.33) 

Далі будемо вважати, що nn ˆ  і отримаємо наступне співвідношення 

(4.34) для знаходження вибіркового вектору a~ : 









 Ni
n

a ie
,1,~ 0


.     (4.34) 

З рівнянь (див. (4.6), (4.7)) користуючись МНК за експериментальними 

даними для величин pe
t  та 

e
  отримаємо оцінки параметрів b , k  для моделі 

(див. (4.1)  (4.2)) та оцінки параметрів b , c  для моделі (див. (4.1)  (4.3)) за до-

помогою співвідношень (4.35) – (4.38): 
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83 

 

  

 

  













N

i

N

i
eiei

N

i

N

i

N

i
peeipeei

N

ttN

k

1

2

1

2

1 1 1

lnln

lnlnlnln
ˆ




,  (4.36) 

 























 
 

N

c
t

n
b

N

i

N

i
eipei

II

1 1

1
ln

exp
1

1ˆ


,  (4.37) 
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Далі будемо вважати, що kk ˆ , cc ˆ  і отримаємо вирази (4.39) – (4.40) 

для знаходження вибіркового вектору b
~

 для кожної з моделей: 
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Незміщені та спроможні оцінки математичного сподівання і дисперсії ви-

падкових величин a , b  для фіксованого значення напруження   знаходять за 

допомогою співвідношень (4.41) – (4.44): 
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де 


N  – кількість експериментів, що відповідають даному значенню напружен-

ня  . 

Оцінки параметрів розподілу випадкових величин a , b  визначаються на-

ступним чином (4.45) – (4.48): 
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де   
N кількість різних експериментальних значень напруження  . 

 

 

4.6 Аналіз результатів 

 

 

Для оцінки застосовності запропонованої стохастичної моделі руйнування 

проведемо порівняння теоретичних розрахунків з результатами випробувань на 

повзучість зразків з корозійностійкої сталі 12Х18Н10Т при температурі 

850=T  ºC для чотирьох різних рівнів напруження 48}78;8658;0549;2439{ ,,,,=σ  
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МПа [45]. У таблицях 4.1, 4.2 представлені відповідно оцінки детермінованих 

параметрів моделі та розподіли випадкових величин ba, . 

 

Таблиця 4.1 – Оцінки детермінованих параметрів моделі 

Параметр 

моделі 

Оцінка пара-

метру моделі 

n  3,02 

k  3,1 

c  17,8 

 

Таблиця 4.2 – Розподіли випадкових величин ba,  

Вид моделі Розподіл випадкової ве-

личини a  

Розподіл випадкової 

величини b  

Степенева  

)1078,2;1038,1( 98  N  
)103,1;1072,5( 88  N  

Експоненційна )104,1;106( 44  N  

 

Апроксимуючі поліноми і середньоквадратичні похибки для кожної з мо-

делей відповідно приймуть вигляд (4.49) – (4.50):  

   432

I
0,181,571,460,741,03 xxxx=xP  , 4107,1 =δ , (4.49) 

   432

II
0,10,020,390,020,97 xxxx=xP  , -4103,4 =δ . (4.50) 

У таблиці 4.3 представлені основні ймовірнісні характеристики розподілу 

часу до руйнування p
t , виражені у годинах. Верхній рядок теоретичних розра-

хунків відповідає моделі, яка виражає степеневу залежність від напруження, 

нижній рядок – моделі, яка виражає експоненційну залежність від напруження. 

Як бачимо, теоретичні результати добре узгоджуються з експериментальними 

даними як за часом до руйнування, так і за середньоквадратичним відхиленням 
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для кожної із моделей. Модель, що виражає експоненційну залежність від на-

пруження, більш точно прогнозує час до руйнування.  

 

Таблиця 4.3 – Основні ймовірнісні характеристики розподілу часу  

до руйнування 
p

t  

На-

пру-

ження

σ , 

МПа 

Тем-

пе-

рату-

ра 

T , ºC 

Розрахункові  

значення  МС часу 

до руйнування  
p

t  

за критеріями, год  

Розрахункові  

значення СВ часу 

до руйнування  
p

t  

за критеріями, год  

Значення 

характерис-

тик 
p

t за 

експериме-

нтами, год 

ПКР ДКР ЗКР ПКР ДКР ЗКР ВС ВСВ 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

39,24 850 
47,51 

53,89 

39,1 

44,23 

36,28 

41,14 

12,96 

14,64 

10,21 

11,18 

6,23 

7,06 

53,83 14,93 

49,05 850 
24,49 

31,19 

17,39 

22,11 

16,56 

21,25 

5,05 

7,8 

4,7 

4,79 

2,99 

3,35 

23,5 4,22 

58,86 850 
11,04 

16,22 

6,95 

7,77 

6,83 

7,69 

5,9 

8,07 

2,2 

2,56 

1,72 

2,19 

15,37 5,01 

78,48 850 
3,4 

5,19 

4,53 

5,56 

4,24 

5,02 

4,15 

4,12 

1,06 

1,06 

0,84 

0,93 

6 0 

Примітка. ПКР  параметричний критерій руйнування; ДКР  деформацій-

ний критерій руйнування; ЗКР  змішаний критерій руйнування; МС  математич-

не сподівання; СВ  середньоквадратичне відхилення; ВС  вибіркове середнє; 

ВСВ  вибіркове середньоквадратичне відхилення. 

 

На рисунке 4.1 представлено графік функції розподілу часу до руйнуван-

ня pt  для степеневої моделі при напруженні 24,39  МПа та температурі 

850=T  ºC для корозійностійкої сталі 12Х18Н10Т. 
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I – ПКР; II – ДКР; III – ЗКР; x  – незалежна змінна, яка описує  

множину значень випадкової величини 
p

t  

Рисунок 4.1 

 

На рисунке 4.2 представлено графік щільності розподілу часу до руйну-

вання pt  для степеневої моделі при напруженні 24,39  МПа та температурі 

850=T  ºC для корозійностійкої сталі 12Х18Н10Т. 

 

I – ПКР; II – ДКР; III – ЗКР; x  – незалежна змінна, яка описує  

множину значень випадкової величини 
p

t  

Рисунок 4.2 
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На кожному з даних рисунків проілюстровано графіки для трьох різних 

критеріїв руйнування, які показують відмінність значень ймовірності руйнуван-

ня, розрахованої за різними критеріями за один і той же проміжок часу. Зокре-

ма, з графіків випливає, що за заданий проміжок часу в більшості випадків ПКР 

прогнозує найменшу ймовірність руйнування, а ЗКР  найбільшу ймовірність 

руйнування. 

 

 

4.7 Висновки до розділу 4 

 

 

1. Розроблено стохастичну модель руйнування конструкційних матеріалів 

при повзучості без урахування температурної залежності та стадії зміцнення на 

основі трьох різних критеріїв руйнування. 

2. Проведено стохастичну лінеаризацію деформації повзучості, що дозво-

лило аналітично визначити основні ймовірнісні характеристики розподілу де-

формації повзучості у довільний момент часу t .  

3. Розроблено методику ідентифікації сталих повзучості матеріалу, яка за-

снована на статистичній обробці сімейства експериментальних кривих повзучо-

сті та використанні методів теорії ймовірностей, математичної статистики та 

методів оптимізації. 

4. Проведене порівняння теоретичних розрахунків з результатами випро-

бувань на повзучість зразків з корозійностійкої сталі 12Х18Н10Т при темпера-

турі Т = 850 °С для чотирьох рівнів напруження.  

5. Показано, що теоретичні розрахунки, проведені по двох моделях задо-

вільно узгоджуються з результатами експериментів, як за часом до руйнування, 

так і за його середньоквадратичним відхиленням. 

6. Розроблена стохастична модель може бути використана для прогнозу-

вання часу до руйнування інших конструкційних матеріалів. 
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РОЗДІЛ 5 

ПРОГНОЗУВАННЯ ДОВГОВІЧНОСТІ КОНСТРУКЦІЙНИХ 

 МАТЕРІАЛІВ ПРИ ІЗОТЕРМІЧНІЙ ПОВЗУЧОСТІ З УРАХУВАННЯМ 

ТЕМПЕРАТУРНОЇ ЗАЛЕЖНОСТІ ТА СТАДІЇ ЗМІЦНЕННЯ 

5.1 Стохастична модель руйнування конструкційних матеріалів при 

повзучості з урахуванням температурної залежності та стадії зміцнення 

 

 

Для описання процесу повзучості матеріалу з плином часу розглянемо кі-

нетичне рівняння стану у вигляді (5.1): 
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

1

exp1exp

 ,  (5.1) 

а кінетичне рівняння пошкоджуваності у вигляді (5.2): 

 
 l

m

ω

σ
T

p
b

=












1

exp

 ,  (5.2) 

де gchplmnba ,,,,,,,,   сталі повзучості матеріалу [99], [106]. 

Параметри gc,  описують деформаційне зміцнення, яке характерне для 

першої стадії повзучості. Параметри h  та p  залежать від універсальної газової 

постійної, крім того параметр h  залежить також від енергії активації повзучості, 

а параметр p  – від енергії активації пошкоджуваності [31]. 

Будемо вважати параметри gchplmn ,,,,,,  – детермінованими величинами, 

а параметри ba,  – незалежними нормально розподіленими випадковими вели-

чинами [102], [140]. Далі позначимо через  2
aa s,μN ,  2

bb s,μN  розподіли випа-
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дкових величин a  та b  відповідно, де ba  ,  математичні сподівання, 22 , ba ss

дисперсії. 

 

 

5.2 Реалізація стохастичної моделі на прикладі параметричного критерію 

руйнування 

 

 

Інтегруючи рівняння (5.2) та враховуючи що   00 =ω , отримаємо співвід-

ношення для визначення параметру пошкоджуваності у вигляді (5.3): 

1

1

exp111 +lt
T

p
b)+(l=ω(t) m
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






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






  . (5.3) 

З рівняння (5.3) враховуючи умову   1=tω
p

, визначимо час до руйнування 

у вигляді (5.4): 










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




 m
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p
b)+(l

=t

exp1

1
. (5.4) 

Функція розподілу 
pt

F  часу до руйнування pt  визначиться наступним 

співвідношенням (5.5): 
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0,)(1
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 , (5.5) 

де bf  щільність розподілу випадкової величини b . 

Щільність розподілу 
ptf  часу до руйнування pt  прийме вигляд (5.6): 
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.  (5.6) 

 

 

5.3 Реалізація стохастичної моделі на прикладі деформаційного критерію 

руйнування 

 

 

Інтегруючи рівняння (див. (5.1)), отримаємо наступний вираз (5.7) для де-

формації повзучості  tε : 
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
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де  
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
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  tσ
T

p
b)+(lx m 








 exp1 , 

1

1

+l

+nl 
 .   (5.9) 

Для визначення основних ймовірнісних характеристик розподілу  tε  у до-

вільний, але фіксований момент часу t  проведемо стохастичну лінеаризацію 

функції  tG , використовуючи середньоквадратичну апроксимацію функції 

)1( x  на інтервалі (0,1) степеневими поліномами [106]. Для спрощення пода-

льших розрахунків обмежимося поліномом третього ступеня  xP
3

 з вільним чле-

ном, який дорівнює одиниці ( 1
0
p ). Невідомі коефіцієнти 1,3=i,p

i
 поліному 

 xP
3

 знаходимо мінімізуючи вираз (5.10): 
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       dxxPx=pp,pf
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 
1

0
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3321 1, . (5.10) 

Співвідношення (див. (5.8)) тоді прийме вигляд (5.11): 
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Введемо наступні позначення (5.12) – (5.14):  
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nl

T

hp
a

A

mn










 





1

exp 

,     (5.13) 

      jmjjj

j
j

t
T

pj
lbptBB 







 
 



 exp11
3

1

. (5.14) 

Рівняння (див. (5.14)) у довільний, але фіксований момент часу t  прийме 

вигляд (5.15): 

    2

321
bBbBBB

tttt
  ,    (5.15) 

де 
t

B  випадкова величина (значення випадкового процесу B  в точці t ), 

  3,1,exp1 
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
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 
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  коефіцієнти рівняння. 

Функція розподілу випадкової величини 
t

B  визначиться співвідношенням 

(5.16): 

      0
12

2

3
 yBbBbBPyBPyF

ttttBt
. (5.16) 

Якщо   04
13

2

2
 yBBB

ttt
, то має місце (5.17): 
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Якщо   04
13

2
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 yBBB
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, то має місце (5.18): 
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де 21,bb  корені квадратного рівняння   0
12

2

3
 yBbBbB

ttt
. 

Щільності розподілів випадкових величини 
t

BA,  визначаються відповідно 

співвідношеннями (5.19) – (5.20): 
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Враховуючи співвідношення (див. (5.19) та (5.20)) та незалежність випад-

кових величин 
t

BA,  отримаємо вираз (5.21) для знаходження у довільний, але 

фіксований момент часу t щільності розподілу випадкової величини G : 
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Співвідношення для знаходження математичного сподівання та дисперсії 

 t  у довільний, але фіксований момент часу t  мають вигляд (5.22) – (5.23): 
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Деформація повзучості у момент руйнування 
p

t
ε  визначиться співвідно-

шенням (5.24): 
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Будемо вважати, що 
p

t
ε є гаусовою випадковою величиною. Введемо поз-

начення вигляду (5.25): 
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Скориставшись співвідношенням (див. (4.26)) маємо вираз (5.26) для 

щільності розподілу випадкової величини M : 

      
























 



 0

,

0

, ,
,

,
,,

1
dyy

TK

zy
fydyy

TK

zy
fy

TK
=(z)f babaM


, (5.26) 

де  
n)+(lg

T

hp

TK

mn










 





1

exp

,



 . 

Отримаємо співвідношення (5.27) – (5.28) для знаходження математично-

го сподівання та дисперсії деформації повзучості у момент руйнування 
p

t
ε : 

           dyyfсy+сgεM
M

p
t 





 exp1ln ,  (5.27) 
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             
p

tM
p

t
εMdyyfсy+сgεD 22

exp1ln  




.  (5.28) 

Функція розподілу 
pt

F  часу до руйнування 
p

t  прийме вигляд (5.29): 

  
  

  
  
   


























 


tD

tM
Ф

tD

tM
ФtF

pt 





 *

1 . (5.29) 

 

 

5.4 Реалізація стохастичної моделі на прикладі змішаного критерію 

руйнування 

 

 

Функція розподілу часу до руйнування згідно даного критерію 

визначиться співвідношенням (5.30): 

  ))(1())(1(1
p2p1

tFtF=tF
tt

p
t

 , (5.30) 

де  tF
t
p1

 функція розподілу часу до руйнування визначеного за параметрич-

ним критерієм, яка задається співвідношенням (5.5); 

 tF
t
p2

 функція розподілу часу до руйнування визначеного за 

деформаційним критерієм, яка задається співвідношенням (5.29). 

 

 

5.5 Визначення сталих повзучості матеріалу 

 

 

Нехай за результатами N  експериментів на довготривалу міцність при 

різних значеннях напружень 
e

  та температур 
e

T  чисельно визначені наступні 

характеристики:  

– eε0 – швидкість усталеної повзучості у початковий момент часу;  
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– et1  – тривалість першої стадії повзучості;  

– pet  – час до руйнування; 

– 
petε  – деформація повзучості у момент руйнування. 

Розглянемо підхід, що дозволяє визначати сталі повзучості матеріалу з 

урахуванням імовірнісного характеру руйнування. Для знаходження 

відповідних оцінок параметрів будемо користуватися відомими 

співвідношеннями (5.32) – (5.34) для оцінок двохфакторної регресійної моделі 

виду 
22110

xdxddy   [124], [125]: 

             
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
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(5.32) 
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ii

xxxxxxxx

xxxxyyxxxxyyxx
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(5.33) 

,ˆˆˆ
22110 xdxdyd       (5.34) 

де величини y , 
1

x  та 
2

x  задані рівностями (5.35) – (5.37): 

,
1

1





N

i
iy

N
y        (5.35) 

,
1

1
11 




N

i
ix

N
x      (5.36) 
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.
1

1
22 




N

i
ix

N
x      (5.37) 

 

 

5.5.1 Стадія усталеної повзучості 

 

 

На цій стадії повзучості мають місце наступні співвідношення (5.38) – 

(5.39): 

1,0  gc ,      (5.38) 

  
n

T

h
a  








 exp0

 .    (5.39) 

Логарифмуючи (5.39) отримуємо рівність (5.40): 

T

h
n+a=ε  lnlnln 0 .    (5.40) 

За відомими експериментальними значеннями 
e0

 , 
e

 , 
e

T  знайдемо оцінки 

â , n̂ , ĥ  параметрів a , n  та h  відповідно за допомогою співвідношень 

(див. (5.32) – (5.34)) [135]. Далі вважаємо, що nn ˆ , hh ˆ . 

Вибірковий вектор a~  визначиться співвідношенням (5.41): 





































 Ni

T

h
a

ei

ei

oei ,1,

exp

~




.   (5.41) 

 

 

5.5.2 Стадія прискореної повзучості 

 

 

На цій стадії повзучості мають місце наступні рівності (5.42): 
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 1,0  gc .      (5.42) 

Час до руйнування 
p

t  визначиться співвідношенням (5.43): 

  
m

p

T

p
bl

t













exp)1(

1
 .  (5.43) 

Логарифмуючи співвідношення (див. (5.43)) отримуємо рівність (5.44): 

    bl
T

p
mt

p
 )1ln(lnln  .  (5.44) 

За відомими експериментальними значеннями 
pe

t , 
e

 , 
e

T  знайдемо оцінки 

b̂ , m̂ , p̂
 

параметрів b , m  та p  відповідно за допомогою співвідношень 

(див. (5.32) – (5.34)) [135]. Далі вважаємо, що mm ˆ , pp ˆ . 

Вибірковий вектор b
~

 визначиться співвідношенням (5.45): 

  








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


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









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
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


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T

p
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b
m
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pei

,1,

exp)1(

1~



 .  (5.45) 

Незміщені та спроможні оцінки математичного сподівання і дисперсії ви-

падкових величин ba,  для фіксованих значень напруження   та температури 

T  запишуться у вигляді (5.46) – (5.49): 

,
1

ˆ
,

1,

,, 



TN

i
i

T

Ta a
N





      (5.46) 

  ,ˆ
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2
,, 







TN

i
Tai

T

Ta a
N

s






     (5.47) 
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

     (5.48) 
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
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

     (5.49) 

де TN ,  – кількість експериментів, що відповідають заданим значенням 

параметрів  , T . 

Оцінки параметрів розподілу випадкових величин ba,  визначаються спів-

відношеннями (5.50) – (5.53): 
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де   T
N

, кількість різних експериментальних пар  T, . 

Оцінка параметру l  для фіксованих значень напруження   та температу-

ри T  запишеться у вигляді (5.54): 

,
1ˆ
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1
,,
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, 



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i
iT

T

T l
N

l






      (5.54) 

де iTl ,,

~
  значення параметру l  у експерименті з номером i , яке задане в (5.55): 

T

i
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Для оцінки параметру l , який характеризує кривизну третьої стадії 

повзучості має місце рівність (5.56): 

 

 

,ˆ1ˆ
,

1
,

,





TN

i
T

T

l
N

l






     (5.56) 

Далі вважаємо, що ll ˆ .  

 

 

5.5.3 Стадія неусталеної повзучості 

 

 

У момент часу 1
tt  , що відповідає завершенню стадії неусталеної 

повзучості з одного боку деформація повзучості визначиться співвідношенням 

(див. (5.7)), а з іншого боку можна вважати, що вона приблизно дорівнює 

добутку швидкості усталеною повзучості на тривалість стадії неусталеної 

повзучості [31], а отже має місце наступне співвідношення (5.57): 

   10
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exp1ln tс
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  .  (5.57) 

Введемо наступні позначення (5.58) – (5.60):  

,ε 10e etY          (5.58) 
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Знайдемо оцінки TT g,c ,, ˆˆ   параметрів gc,  для кожної 

експериментальної пари  T,  мінімізуючи функцію  gcS ,  за допомогою 

алгоритму Левенберга – Марквардта [146]. На рисунку 5.1 проілюстровано 

блок-схему роботи даного алгоритму. 

 

Рисунок 5.1 – Блок схема роботи алгоритму Левенберга – Марквардта 
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Оцінки параметрів gc,  визначаються за допомогою наступних 

співвідношень (5.61) – (5.62): 

 

 
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      (5.62) 

 

 

5.6 Аналіз результатів 

 

 

Для оцінки застосовності запропонованих методик проведемо порівняння 

теоретичних розрахунків з результатами випробувань на повзучість зразків з 

алюмінієвого сплаву PA6 (аналог АМг6) [141]. У таблицях 5.1, 5.2 представлені 

відповідно оцінки детермінованих параметрів моделі та параметрів розподілу 

випадкових величин ba, . 

 

Таблиця 5.1 – Оцінки детермінованих параметрів моделі 

Параметр 

моделі 
n  l  m  p  h  c  g  

Оцінка па-

раметру 

моделі 

4,93 4,23 0,8 
3103,11   

3106,13   
2107   

2106,2   

 

Таблиця 5.2 – Оцінки параметрів розподілу випадкових величин ba,  

Параметр 

моделі a
  2

a
s  b

  2

b
s  

Оцінка 

параметру 

моделі 

4103   
4109,1   

61025,2   
51094,6   
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У таблиці 5.3 представлено експериментальні та розрахункові значення 

основних імовірнісних характеристик часу до руйнування pt  виражені у годи-

нах. При визначенні гранично допустимого значення деформації повзучості 
*ε  

для деформаційного критерію руйнування прийнято значення ймовірності 

1,0 . Як бачимо, теоретичні результати добре узгоджуються з експеримента-

льними даними як за часом до руйнування, так і за його середньоквадратичним 

відхиленням. 

 

Таблиця 5.3 – Розрахункові значення основних імовірнісних характерис-

тик часу до руйнування 
p

t  за експериментами та критеріями 

Напру-

ження

σ , 

МПа 

Тем-

пера-

тура

T , ºC 

Розрахункові значення  

характеристики МС 

часу до руйнування 
p

t  

за критеріями, год  

Розрахункові значення 

характеристики СВ ча-

су до руйнування
 p
t  за 

критеріями, год  

Значення 

характерис-

тик 
p

t за 

експериме-

нтами, год 

ПКР ДКР ЗКР ПКР ДКР ЗКР ВС ВСВ 

300 423 465,18 596,54 448,25 102,85 126,43 93,245 436,1 126,8 

200 473 32,81 40,57 30,75 7,55 8,59 6,74 31,72 9,98 

Примітка. ПКР  параметричний критерій руйнування; ДКР  деформаційний критерій 

руйнування; ЗКР  змішаний критерій руйнування; МС  математичне сподівання; СВ  се-

редньоквадратичне відхилення; ВС  вибіркове середнє; ВСВ  вибіркове середньоквадрати-

чне відхилення. 

 

На рисунках 5.2 та 5.3 наведено експериментальні криві повзучості та 

усереднені прогнозовані криві повзучості для різних експериментальних зна-

чень напруження та температури. Як бачимо з рисунків 5.2, 5.3 усереднена про-

гнозована крива повзучості набуває одного і того ж значення деформації у порі-

внянні з більшістю експериментальних кривих повзучості за більший час, але 

треба відмітити, що ця крива будується, враховуючи оцінки невідомих парамет-

рів моделі, які описують усі три стадії повзучості та експериментальні дані для 
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різних значень напруження та температури. Усереднена прогнозована крива по-

взучості безпосередньо застосовується для отримання результатів прогнозуван-

ня часу до руйнування за деформаційним критерієм руйнування.  

 

суцільна лінія – усереднена прогнозована крива повзучості; 

точкові лінії – експериментальні криві повзучості 

Рисунок 5.2 – Криві повзучості при напруженні 300=σ  МПа та темпера-

турі 342=T  ºC для алюмінієвого сплаву PA6 

 
суцільна лінія – усереднена прогнозована крива повзучості; 

точкові лінії – експериментальні криві повзучості 

Рисунок 5.3 – Криві повзучості при напруженні 200=σ  МПа та темпе-

ратурі 347=T  ºC для алюмінієвого сплаву PA6  
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На рисунках 5.4 і 5.5 відповідно представлені графіки функції і щільності 

розподілу часу до руйнування pt  при напруженні 300=σ  МПа та температурі 

342=T  ºC для алюмінієвого сплаву PA6. 

 

 

I – ПКР; II – ДКР; III – ЗКР; x  – незалежна змінна, яка описує  

множину  значень випадкової величини 
p

t  

Рисунок 5.4  

 

 
I – ПКР; II – ДКР; III – ЗКР; x  – незалежна змінна, яка описує 

множину  значень випадкової величини 
p

t  

Рисунок 5.5  
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На рисунках 5.6 і 5.7 відповідно представлені графіки функції і щільності 

розподілу часу до руйнування pt  при напруженні 200=σ  МПа та температурі 

347=T  ºC для алюмінієвого сплаву PA6. 

 

 

I – ПКР; II – ДКР; III – ЗКР; x  – незалежна змінна, яка описує  

множину  значень випадкової величини 
p

t  

Рисунок 5.6  

 

 
 

I – ПКР; II – ДКР; III – ЗКР; x  – незалежна змінна, яка описує  

множину  значень випадкової величини 
p

t  

Рисунок 5.7 
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На кожному з даних рисунків проілюстровано графіки для трьох різних 

критеріїв руйнування. Вони показують відмінність значень ймовірності руйну-

вання, розрахованої за різними критеріями за один і той же проміжок часу. Зок-

рема, з графіків випливає, що за заданий проміжок часу ДКР прогнозує найме-

ншу ймовірність руйнування, а ЗКР  найбільшу ймовірність руйнування. 

 

 

5.7 Аналіз ефективності стохастичної моделі руйнування 

 

 

Результати прогнозування часу до руйнування алюмінієвого сплаву PA6 

за допомогою відомих параметричних методів представлені у таблиці 5.4. 

 

Таблиця 5.4 – Прогнозовані значення часу до руйнування сплаву PA6 при 

використанні різних методів 

Тем-

пера-

тура, 

°С 

На-

пру-

ження, 

МПа 

Прогнозовані значення часу до 

руйнування сплаву PA6  при ви-

користанні методів, год 

Експери-

менталь-

ний час до 

руйнуван-

ня, год 
Менсона – 

Саккопа 

Ларсона – 

Міллера 

Орра – 

Шербі – 

Дорна 

423 300 419,7 419,8 419,09 436,1 

473 200 30,03 30,16 29,93 31,72 

 

Як бачимо з таблиць 5.3 та 5.4, стохастична модель руйнування при вико-

ристанні параметричного та деформаційного критеріїв поступається, а при ви-

користанні змішаного критерію переважає по точності прогнозування відомі 

параметричні методи. З ймовірнісної точки зору стохастична модель руйнуван-

ня є більш коректною у порівнянні з відомими параметричними методами, оскі-
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льки вона враховує випадкову природу довготривалої міцності і дозволяє про-

гнозувати не «усереднений» час до руйнування, а його ймовірнісний розподіл. 

 

 

5.8 Аналіз результатів прогнозування кривих повзучості за допомогою 

стохастичної моделі для невеликих варіювань експериментальних значень 

напруження та температури 

 

 

На рис. 5.8 – 5.9 проілюстровано усереднені прогнозовані криві повзучос-

ті алюмінієвого сплаву PA6 для експериментальних значень напруження та те-

мператури, а також їх невеликих варіювань (зміна напруження складає 

(± 10 МПа), а температури – (± 10 °С) у порівнянні з експериментальними да-

ними).  

 

 

I – 300=σ  МПа , 343=T  ºC; II – 310=σ  МПа, 342=T  ºC; 

III – 300=σ  МПа, 342=T  ºC; IV – 290=σ  МПа, 342=T  ºC; 

V – 300=σ  МПа, 413=T  ºC 

Рисунок 5.8 – Усереднені прогнозовані криві повзучості PA6 для експе-

риментальних значень напруження 300=σ  МПа, температури 342=T  ºC та їх 

невеликих варіювань  
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I – 200=σ  МПа , 348=T  ºC; II – 210=σ  МПа, 347=T  ºC; 

III – 200=σ  МПа, 347=T  ºC; IV – 190=σ  МПа, 347=T  ºC; 

V – 200=σ  МПа, 346=T  ºC 

Рисунок 5.9 – Усереднені прогнозовані криві повзучості PA6 для експе-

риментальних значень напруження 200=σ  МПа, температури 347=T  ºC та їх 

невеликих варіювань 

 

Усі графіки відповідають значенню ймовірності 1,0 . З рисунків 5.8 – 

5.9 випливає, що запропонована стохастична модель адекватно описує поведін-

ку кривих повзучості у діапазонах зміни напруження на  ± 10 МПа та темпера-

тури на ± 10 °С у порівнянні з експериментальними даними. Результати прогно-

зування середнього часу до руйнування алюмінієвого сплаву PA6 за допомогою 

деформаційного критерію руйнування для експериментальних значень напру-

ження 200=σ  МПа, температури 347=T  ºC та їх невеликих варіювань пред-

ставлені у таблиці 5.5. Ця таблиця ілюструє результати прогнозування часу до 

руйнування для різних значень напруження та температури, а також фіксовано-

го набору значень }5,0;4,0;3,0;2,0;1,0;01,0{  ймовірності  . 
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Таблиця 5.5 – Прогнозування середнього часу до руйнування алюмінієво-

го сплаву PA6 

Напру-

ження, 

МПа 

Темпе-

ратура, 

°С 

Значення 

ймовір-

ності 

Деформація пов-

зучості у момент 

руйнування 

Середній час 

до руйнуван-

ня, год 

1 2 3 4 5 

190 473 0,01 0,017 36,61 

190 473 0,1 0,029 43,75 

190 473 0,2 0,034 46,13 

190 473 0,3 0,037 47,45 

190 473 0,4 0,04 48,69 

190 473 0,5 0,043 49,88 

200 463 0,01 0,017 42,78 

200 463 0,1 0,029 51,11 

200 463 0,2 0,034 53,9 

200 463 0,3 0,037 55,44 

200 463 0,4 0,04 56,9 

200 463 0,5 0,043 58,29 

200 473 0,01 0,017 33,95 

200 473 0,1 0,029 40,57 

200 473 0,2 0,034 42,77 

200 473 0,3 0,037 44 

  



111 

Продовження таблиці 5.5 

1 2 3 4 5 

200 473 0,4 0,04 45,16 

200 473 0,5 0,043 46,26 

200 483 0,01 0,017 29,66 

200 483 0,1 0,029 35,43 

200 483 0,2 0,034 37,36 

200 483 0,3 0,037 38,43 

200 483 0,4 0,04 39,44 

200 483 0,5 0,043 40,41 

210 473 0,01 0,017 31,87 

210 473 0,1 0,029 38,09 

210 473 0,2 0,034 40,16 

210 473 0,3 0,037 41,31 

210 473 0,4 0,04 42,39 

210 473 0,5 0,043 43,43 

 

Бачимо, що при збільшенні напруження або температури одна і та ж сама 

деформація повзучості досягається за менший час і навпаки, при зменшенні од-

ного з цих параметрів одна і та ж сама деформація повзучості досягається за бі-

льший час, що показує адекватність запропонованого деформаційного критерію 

руйнування. Також порівнюючи результати прогнозування часу до руйнування 

за цим критерієм для експериментальних значень напруження та температури з 

результатами, представленими у таблиці 5.3 бачимо, що деформаційний крите-

рій руйнування задовільно прогнозує час до руйнування для множини значень 
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}2,0;1,0;01,0{  ймовірності  . В цілому ж результати прогнозування часу до 

руйнування згідно цього критерію поступаються по точності результатам, 

отриманим за параметричним критерієм, але треба відмітити, що деформацій-

ний критерій руйнування з фізичної точки зору є більш коректним на відміну 

від параметричного, оскільки будується на підставі усередненої прогнозованої 

кривої повзучості та залежить від параметру, що характеризує гранично допус-

тиме значення деформації повзучості. 

На рисунке 5.10 представлено графік функції розподілу часу до руйну-

вання 
p

t  за деформаційним критерієм руйнування. Усі графіки відповідають 

значенню ймовірності 1,0 . 

 

 
 

x  – незалежна змінна, яка описує множину значень 

випадкової величини 
p

t ;   I – 200=σ  МПа , 348=T  ºC;  

II – 210=σ  МПа, 347=T  ºC;   III – 200=σ  МПа, 347=T  ºC; 

IV – 190=σ  МПа, 347=T  ºC;  V – 200=σ  МПа, 463=T  ºC 

 

Рисунок 5.10 – Функції розподілу часу до руйнування p
t  для експеримен-

тальних значень напруження 200=σ  МПа, температури 347=T  ºC та їх неве-

ликих варіювань  
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З рисунку 5.10 випливає, що при збільшенні напруження або температури 

функція розподілу часу до руйнування досягає більшого значення ймовірності 

руйнування, а при зменшенні одного з цих параметрів – меншого значення ймо-

вірності руйнування за фіксований проміжок часу t  на відміну від функції роз-

поділу часу до руйнування побудованої для експериментальних значень напру-

ження 200=σ  МПа та температури 347=T  ºC. 

На рисунке 5.11 представлено графік щільності розподілу часу до руйну-

вання 
p

t  за деформаційним критерієм руйнування для експериментальних зна-

чень напруження 200=σ  МПа, температури 347=T  ºC та їх невеликих варію-

вань. 

 

 
x  – незалежна змінна, яка описує множину значень  

випадкової величини 
p

t ;  I – 200=σ  МПа , 834=T  ºC; 

II – 210=σ  МПа, 347=T  ºC;  III – 200=σ  МПа, 347=T  ºC; 

IV – 190=σ  МПа, 347=T  ºC;   V – 200=σ  МПа, 346=T  ºC 

Рисунок 5.11 – Щільність розподілу часу до руйнування p
t  для експери-

ментальних значень напруження 200=σ  МПа, температури 347=T  ºC та їх 

невеликих варіювань 
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5.9 Висновки до розділу 5 

 

 

1. Розроблено стохастичну модель руйнування конструкційних матеріалів 

в умовах ізотермічної повзучості, що враховує температурну залежність та ста-

дію зміцнення на основі параметричного, деформаційного та змішаного критері-

їв руйнування.  

2. Розроблено методику ідентифікації сталих повзучості матеріалу, яка за-

снована на статистичній обробці сімейства експериментальних кривих повзучо-

сті та використані методів лінійного та нелінійного регресійного аналізів. 

3. Для знаходження оцінок параметрів моделі, які характеризують дефор-

маційне зміцнення використано відомий оптимізаційний метод Левенберга – 

Марквардта. 

4. Для визначення основних ймовірнісних характеристик розподілу дефо-

рмації повзучості у довільний, але фіксований момент часу t  проведено стохас-

тичну лінеаризацію функції  tG . 

5. Проведено порівняння теоретичних розрахунків з результатами випро-

бувань на повзучість зразків з алюмінієвого сплаву PA6. 

6. Показано, що теоретичні розрахунки, проведені за розробленою мо-

деллю, задовільно узгоджуються з результатами експериментів як за часом до 

руйнування, так і за його середньоквадратичним відхиленням. 

7. Показано перевагу даної моделі у порівнянні з відомими параметрич-

ними методами, що описують довготривалу міцність. 

8. Розроблена стохастична модель руйнування може бути використана для 

прогнозування часу до руйнування конструкційних матеріалів, що працюють 

при підвищених температурах і навантаженнях. 
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РОЗДІЛ 6 

СТОХАСТИЧНИЙ МЕТОД БАЗОВИХ ДІАГРАМ 

6.1 Екстраполяція довготривалої міцності методом базових діаграм 

 

 

В основі методу базових діаграм, запропонованого В. В. Кривенюком [75], 

лежить поняття базових діаграм деформування, що описуються співвідношен-

ням (6.1): 

      t+t+p=σ 2lg0,1lg123,6~lg  ,   (6.1) 

де p параметр, який визначає проходження діаграми через точку ),( t  з якої 

здійснюється екстраполяція; 

σ~ екстрапольоване значення напруження. 

Треба враховувати, що константи, які використовуються у співвідношенні 

(див. (6.1)), отримані шляхом обробки декількох сотень діаграм довготривалої 

міцності, де напруження вимірювалось у МПа, а час – у годинах. Припустимо, 

що із експериментів на довготривалу міцність нам відомі величини напружень 

i
σ  та довговічностей 

i
t   n,=i 1,2,...  при деяких фіксованих температурах  

k
T   m,=k 1,2,... . 

Відрізки діаграми довготривалої міцності 
21

LL , 
32

LL , …, 
nn

LL
1

 будуються 

на основі відомих експериментальних даних, а відрізок 
1nn

LL  розраховується на 

основі алгоритму метода базових діаграм, причому з точки ),(
nnn

tL   здійсню-

ється прогнозування, а ),(
111 


nnn

tL   – точка, для якої екстраполюється величи-

на напруження при заданій довговічності 
1n

t  [86]. Для вибраних ділянок 
ji

LL  

діаграми довготривалої міцності за експериментальними даними розраховують-

ся характеристики 
ij
β  за допомогою наступного співвідношення (6.2): 
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ji

ji

ij
σσ

σσ
=β ~


,     (6.2) 

де .;2,3,...  ;11,2,... jin,=jn,=i   

Далі в якості параметру β  для деякого діапазону напружень і температур 

вибирають усереднене значення вигляду (6.3): 

.
1

ji
1




n

=ji,
ij

β
n

=β      (6.3) 

Похибка екстраполяції у відсотках для будь-якого відрізку 
ji

LL  визнача-

ється за допомогою співвідношення (6.4): 

100%.
~




j

jj

ij
σ

σσ
=Δ     (6.4) 

Одним з припущень даного методу є той факт, що максимальна похибка 

по напруженню Δ  не повинна перевищувати від 10 % до 12 %. Для цього треба 

коректно визначити відповідні діапазони напружень та температур, в межах 

яких виконується ця умова при усередненому значені параметру β . 

 

 

6.2 Стохастичний метод базових діаграм 

 

 

У роботі [76] було запропоновано лінійну залежність між наступними ха-

рактеристиками ni
β

, , 
in

Δ , 1,1  ni , які задаються рівностями (6.5) – (6.6): 

   
   

in

ni

ni
tt

σσ
=β

lglg

~lglg
,




,      (6.5) 

)σ()(σ=Δ
nnin

~lglg  .    (6.6) 
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Перепишемо цю залежність у наступному вигляді (6.7): 

  )σ(d+βk=σ
nni,n

~lglg  ,   (6.7) 

де dk,  – невідомі коефіцієнти. 

Далі вважаємо, що k – нормально розподілена випадкова величина, а d – 

детермінована величина [40]. Далі позначимо через  2

kk
s,μN  – розподіл випад-

кової величини k , де 
k

  математичне сподівання, 2

k
s дисперсія. В загаль-

ному випадку параметри розподілу випадкової величини k  та детермінована 

величина d  залежать від температури. 

 

 

6.2.1 Методика ідентифікації невідомих параметрів моделі 

 

 

З рівняння (див. (6.7)), користуючись методом найменших квадратів та 

експериментальними даними, знаходимо параметри dk,  у наступному вигляді 

(6.8), (6.9): 

   
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
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,   (6.8) 

 
 
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d 


~lg

lg
ˆ 11 





 .    (6.9) 

Далі вважаємо, що dd ˆ  і знаходимо вираз (6.10) для вибіркового вектору 

k
~
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k
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


 .  (6.10) 
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Незміщені та спроможні оцінки математичного сподівання і дисперсії ви-

падкової величини k  для фіксованого значення температури T  знаходимо  за 

допомогою наступних співвідношень (6.11) – (6.12): 

,
1

ˆ
1

, 



TN

i
i

T

Tk
k

N
       (6.11) 

  ,ˆ
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1

2

,

2

,







T

Tk

N

i
Tki

T

k
N

s      (6.12) 

де 
T

N кількість експериментів, що відповідають даному значенню температу-

ри T . 

При слабких кореляціях параметру d  та параметрів розподілу випадкової 

величини k  від температури оцінки відповідних параметрів визначаються 

співвідношеннями (6.13) – (6.15): 

 

 

,ˆ1ˆ
1





TN

i
T

T

d
N

d       (6.13) 
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s      (6.15) 

де   T
N кількість різних експериментальних значень температури T . 

За умови сильної кореляції одного з вищезгаданих параметрів з темпера-

турою, в якості його оцінки переважніше розглянути лінійну залежність або за-

лежність більш високих порядків від температури. 
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6.2.2 Методика прогнозування напруження при заданій довговічності 

 

 

Розглянемо довільну пару  
11

,
 nn

t , де 
1n

t – фіксований час, на який треба 

здійснити екстраполяцію довготривалої міцності, 
1n

 – невідоме напруження, а 

 
nn

t,  – точка на діаграмі довготривалої міцності, з якої проводиться екстрапо-

ляція. Тоді співвідношення (див. (6.7)) прийме вигляд (6.16): 

  )σ(d+βk=σ
nnn,n 111

~lglg


 .    (6.16) 

Для спрощення подальших розрахунків введемо наступні позначення 

1


nn,
βa , )σ(dl

n 1

~lg


 , де 
1n

σ  – шукана випадкова величина. Функція розподілу 

випадкової величини 
1n

σ  прийме вигляд (6.17): 
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де  xF
k

 – функція розподілу випадкової величини k . 

Для щільності розподілу випадкової величини 
1n

σ  має місце співвідно-

шення (6.18): 
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де  xf
k

 – щільність розподілу випадкової величини k . 

 

 

6.3 Аналіз результатів 

 

 

Для оцінки застосовності запропонованого методу проведемо порівняння 

теоретичних розрахунків з результатами випробувань на довготривалу міцність 
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зразків зі сталі 08Х18Н10 для чотирьох різних значень температури 600 ºC,  

650 ºC, 700 ºC, 750 ºC, представлених у таблиці 6.1 [139]. 

 

Таблиця 6.1 – Результати експериментального дослідження на 

довготривалу міцність сталі 08Х18Н10 

Номер  

рядка 

T , ºC 
i

σ , МПа 
i

t , год 

1 2 3 4 

1 600 216,0 219,0 

2 600 196,0 502,8 

3 600 177,0 1568,7 

4 600 157,0 5151,0 

5 600 137,0 15467,9 

6 600 118,0 37441,0 

7 600 108,0 74753,6 

8 650 177,0 59,7 

9 650 137,0 523,7 

10 650 118,0 1748,3 

11 650 98,0 5686,5 

12 650 88,0 20155,1 

13 650 78,0 36873,9 

14 650 69,0 63534,9 

15 700 98,0 622,5 

16 700 78,0 1127,5 

17 700 69,0 8922,4 

18 700 61,0 16983,9 
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Продовження таблиці 6.1 

1 2 3 4 

19 700 53,0 19562,8 

20 700 47,0 33021,8 

21 700 41,0 46947,1 

22 750 78,0 241,9 

23 750 53,0 5082,8 

24 750 47,0 11507,5 

 

Зазначимо, що для кожного значення температури в якості навчальної 

вибірки беремо множину точок  
ii

t, , 1,1  ni , окрім експериментальної точки 

 
nn

t,  з найбільшим значенням часу 
n

t , яка буде виступати в якості 

перевірочної для запропонованого СМБД. Оцінки детермінованого параметру 

d  та параметрів розподілу випадкової величини k  при різних значеннях 

температури T  представлені у таблиці 6.2.  

 

Таблиця 6.2 – Оцінки невідомих параметрів методу при різних значеннях 

температури T  

Температура 
T , ºC d̂  Tk ,

̂  2

,
ˆ

Tk
s  

600 0,08 -0,36 0,02 

650 0,03 0,05 0,03 

700 -0,02 0,17 0,1 

750 0,04 0,2 0,01 

 

Дослідимо наявність гіпотетичної лінійної залежності між значеннями 

оцінок відповідних параметрів та значеннями температури. На рисунках 6.1 – 
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6.3 представлені відповідно графіки цих гіпотетичних залежностей разом зі зна-

ченнями лінійних коефіцієнтів кореляції Пірсона та відповідними рівняннями 

ліній регресії. Точками позначені оцінки параметрів d̂ , 
Tk ,

̂  та 2

,
ˆ

Tk
s , які отрима-

но за набором експериментальних даних для кожного значення температури T . 

 

 

Рисунок 6.1 – Залежність невідомого коефіцієнту d  від температури T  

для сталі 08Х18Н10 

 

 

Рисунок 6.2 – Залежність невідомого коефіцієнту 
k

  від температури T  

для сталі 08Х18Н10 
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Рисунок 6.3 – Залежність невідомого коефіцієнту 

2

k
s  від температури T  

для сталі 08Х18Н10 

 

Як бачимо з рисунків 6.1 – 6.3, має місце середня кореляція між величи-

нами d  та T , дуже висока кореляція між величинами 
k

  та T  і відповідно сла-

бка кореляція між величинами 
2

k
s  та T . Далі в якості оцінок параметрів k

d ,  

будемо використовувати знайдені лінійні залежності, а в якості оцінки парамет-

ру 
2

k
s  – усереднене значення з таблиці 6.2, які задаються рівностями (6.19) – 

(6.21): 

28,010623 4   Td ,    (6.19) 

37,21054,3 3   T
k

 ,    (6.20) 

52 1048,1 
k

s .     (6.21) 

У таблиці 6.3 представлені експериментальні та розрахункові значення 

основних імовірнісних характеристик розподілу напруження 
j

 , які виражені у 

МПа при фіксованій довговічності. Як бачимо з таблиці 6.3, значення матема-

тичного сповідання   напруження 
j

  добре узгоджуються з експерименталь-

ними даними, причому для кожного експериментального значення температури 
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були вибрані такі дві експериментальні пари  
ii

t, ,  
jj

t, , для яких порядок 

екстраполяції досягає свого найбільшого значення.  

 

Таблиця 6.3 – Основні імовірнісні характеристики розподілу  

напруження 
j

  

Тем-

пера-

тура

T , ºC 

Експери-

менталь-

не напру-

ження 
i

 , 

МПа 

Експери-

менталь-

ний час до 

руйнуван-

ня 
i

t , год 

Параметри 

розподілу 

s,  напру-

ження 
j

  

Експери-

менталь-

ний час 

до руй-

нування 

j
t , год 

Порядок 

екстра-

поляції

 
ij

tt /lg  

Експери-

ментальне 

напружен-

ня 
j

 , 

МПа 

600 216 219 96,97; 1,19 74753,6 2,53 108 

650 177 59,7 62,54; 0,85 63534,9 3,03 69 

700 98 622,5 49,50; 0,78 46947,1 1,88 41 

750 78 241,9 43,16; 0,72 11507,5 1,68 47 

 

На рисунках 6.4 і 6.5 відповідно представлені графіки функції і щільності 

розподілу напруження 
j

  при довговічності 74753,6
p

t  годин та температурі 

006=T  ºC для сталі 08Х18Н10. 

 
 

x  – незалежна змінна, яка описує множину значень випадкової величини 
j

  

Рисунок 6.4 
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x  – незалежна змінна, яка описує множину значень випадкової величини 
j

  

Рисунок 6.5 

 

 

 

6.4 Аналіз ефективності стохастичного методу базових діаграм 

 

 

Результати прогнозування довготривалої міцності сталі 08Х18Н10 за до-

помогою стохастичного методу базових діаграм (СМБД) та інших відомих дете-

рмінованих методів представлені у таблиці 6.4. Як бачимо з таблиці 6.4, в де-

яких випадках стохастичний метод базових діаграм має переваги по точності 

прогнозування перед відомими параметричними методами, а також детерміно-

ваним методом базових діаграм. З ймовірнісної точки зору стохастичний метод 

базових діаграм є більш коректним у порівнянні з описаними вище детерміно-

ваними методами, оскільки дозволяє прогнозувати при вибраній довговічності 

не «усереднене» напруження, а його ймовірнісний розподіл. 
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Таблиця 6.4 – Прогнозовані значення напруження при фіксованій довгові-

чності для сталі 08Х18Н10при використанні різних методів 

Темпе-

ратура, 

°С 

Поря-

док 

про-

гно-

зу-

вання 

Прогнозовані значення напруження при фіксованій дов-

говічності при використанні різних методів для сталі 

08Х18Н10, МПа 

Екс-

пер.  

 

СМБД МБД Менсона – 

Саккопа 

Ларсона – 

Міллера 

Орра – 

Шербі – 

Дорна 

600 2,533 108 96,97 95 95,6 99,66 99,99 

650 3,027 69 62,54 59,4 59,33 59,75 60,48 

700 1,877 41 49,5 44,93 48,44 48,39 47,53 

750 1,677 47 43,16 37,76 37,99 38,82 39,7 

 

Як бачимо з таблиці, в деяких випадках стохастичний метод базових 

діаграм має переваги по точності прогнозування перед відомими параметрич-

ними методами, а також детермінованим методом базових діаграм. З 

ймовірнісної точки зору стохастичний метод базових діаграм є більш коректним 

у порівнянні з описаними вище детермінованими методами, оскільки дозволяє 

прогнозувати при вибраній довговічності не «усереднене» напруження, а його 

ймовірнісний розподіл. 

 

 

6.5 Висновки до розділу 6 

 

 

1. Розроблено стохастичний метод базових діаграм, що застосовується для 

екстраполяції довготривалої міцності конструкційних матеріалів на терміни 

служби, які на декілька порядків перевищують тривалість експериментів. 

2. Даний метод враховує випадкову природу довготривалої міцності і роз-

глядає гіпотетичне значення напруження при вибраній довговічності як абсолю-
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тно неперервну випадкову величину, яка, як відомо, набуває будь-якого наперед 

заданого значення з нульовою ймовірністю, що робить даний метод більш коре-

ктним з ймовірнісної точки зору на відміну від усіх детермінованих методів. 

3. Розроблено методику ідентифікації невідомих параметрів методу 

СМБД, яку засновано на статистичній обробці експериментальних даних про 

довготривалу міцність та використані методів теорії ймовірностей, математич-

ної статистики та методів оптимізації. 

4. Показано, що теоретичні розрахунки, проведені за даним методом, за-

довільно узгоджуються за напруженням з результатами експериментів на довго-

тривалу міцність зразків зі сталі 08Х18Н10. 

5. Розроблений стохастичний метод базових діаграм може бути викорис-

тано для екстраполяції довготривалої міцності інших конструкційних матеріа-

лів. 
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ВИСНОВКИ 

 

 

В дисертаційній роботі досліджено методи прогнозування довговічності 

конструкційних матеріалів в умовах повзучості. Особливу актуальність ця зада-

ча представляє для матеріалів, з яких виготовлені відповідальні конструкції для 

аерокосмічної, енергетичної та інших галузей промисловості.  

1. На підставі системи кінетичних рівнянь Ю. М. Работнова запропонова-

но підхід до прогнозування довговічності конструкційних матеріалів при повзу-

чості в умовах одновісного стаціонарного навантаження. Даний підхід оригіна-

льний імовірнісним трактуванням кінетичних рівнянь, що описують повзучість 

та критеріїв руйнування. 

2. На підставі даного підходу розроблено стохастичну модель руйнування 

конструкційних матеріалів, яка дозволяє за заданими значеннями напруження, 

температури та результатами експериментальних досліджень на повзучість ма-

теріалу визначати імовірнісний розподіл його часу до руйнування. 

3. Розроблено методику ідентифікації сталих повзучості матеріалу, яку за-

сновано на статистичній обробці сімейства експериментальних кривих повзучо-

сті та використанні методів теорії ймовірностей, математичної статистики та 

методів оптимізації. 

4. За заданими експериментальними даними на повзучість зразків з коро-

зійностійкої сталі 12Х18Н10Т та зразків з алюмінієвого сплаву PA6 проведено 

розрахунки основних ймовірнісних характеристик розподілу часу до руйнуван-

ня та перевірено адекватність розроблених стохастичних моделей процесам 

руйнування при повзучості. 

5. Розроблено стохастичний метод базових діаграм, який застосовується 

для екстраполяції довготривалої міцності конструкційних матеріалів на терміни 

служби, які на декілька порядків перевищують тривалість експериментів. 
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6. За заданими експериментальними даними на довготривалу міцність 

зразків зі сталі 08Х18Н10 проведено розрахунки основних ймовірнісних харак-

теристик розподілу напруження при фіксованій довговічності та перевірено 

адекватність розробленого методу. 

7. Стохастична модель руйнування та стохастичний метод базових діаг-

рам разом об’єднуються в узагальнену стохастичну модель руйнування конс-

трукційних матеріалів при повзучості, яка в залежності від наявності відомих 

експериментальних характеристик та необхідного порядку екстраполяції вико-

ристовує той чи інший ймовірнісний підхід.  

8. Запропонована модель може бути використана для прогнозування часу 

до руйнування різних конструкційних матеріалів, які широко використовуються 

у машинобудуванні, аерокосмічній галузі, а також при розробці стандартів, ме-

тодичних рекомендацій та інших документів в області оцінки довговічності 

конструкційних матеріалів в умовах повзучості. 
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ДОДАТОК Б 

Довідка про впровадження результатів дисертаційної роботи в учбовий процес 

на механіко-математичному факультеті ДНУ ім. О. Гончара 
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ДОДАТОК Г 

Відомості про апробацію результатів дисертації 

 

 

Основні положення та результати дисертаційної роботи доповідались здо-

бувачем та обговорювались на наступних конференціях: 

– XV Международная молодежная научно – практическая конференция 

«Человек и Космос» под эгидой Международной федерации астронавтики, Дне-

пропетровск, 10-12 апреля 2013 года, тези та її доповідь подано дистанційно;  

– III Научная конференция «Информационные технологии в управлении 

сложными системами», Днепропетровск, 19-20 июня 2013 года, участь з допо-

віддю;  

– XVI Международная научно – практическая конференция «Человек и 

Космос» под эгидой Международной федерации астронавтики, Днепропет-

ровск, 9-11 апреля 2014 года, тези та її доповідь подано дистанційно; 

– Всеукраїнська науково – методична конференція «Проблеми матема-

тичного моделювання», Дніпродзержинськ, 27-29 травня 2015 року, тези та її 

доповідь подано дистанційно; 

– XVIII Международная научно – практическая конференция «Человек и 

Космос» под эгидой Международной федерации астронавтики, Днепропет-

ровск, 6-8 апреля 2016года, тези та її доповідь подано дистанційно. 


