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ПЕРЕДМОВА 

 

 

Починаючи з 70-х років попереднього століття задачі про динамічну 

поведінку циліндричних оболонок, заповнених або оточених пружним 

інерційним середовищем, стали об’єктом дослідження для багатьох 

вітчизняних та закордонних вчених. Це було викликано в першу чергу тим, 

що оболонки з заповнювачем або трьохшарові оболонки з більш м’яким 

внутрішнім шаром є важливим елементом в ракетній, авіаційній та 

суднобудівній галузях. Крім того зросли вимоги до точності розрахунку 

різного роду підземних конструкцій (трубопроводи, тунелі метро, 

вертикальні стволи шахт). Крім перерахованої практичної важливості задач 

подібного виду це також приводить до важливої проблеми механіки 

деформівного твердого тіла, а саме, до задач про математичний опис 

проблеми взаємодії пружних тіл, які описуються рівняннями різної 

просторової розмірності (двовимірні рівняння для оболонок і тривимірні – 

для пружного середовища). 

Слід зазначити, що на початковій стадії розв’язання таких задач вони 

найчастіше розглядалися в статичній або стаціонарній динамічній постановці 

(це в першу чергу питання про стійкість оболонки і вплив на процес втрати 

стійкості наявності заповнювача, або оточуючого оболонку амортизуючого 

шару, а також багато уваги було приділено вільним і вимушеним коливанням 

системи оболонка – пружне середовище, розповсюдженням вільних хвиль в 

таких складених системах і достатньо детально вивчено дію навантаження, 

яке рухається зі сталою швидкістю вздовж оболонки). 

При такій стаціонарній динамічній постановці задач змінна часу 

виключається із розгляду зрозумілим переходом або до амплітуд шуканих 

величин, або до рухомої системи координат і тоді частота коливань або 

швидкість руху навантаження входить в рівняння оболонки і середовища, як 

параметр. З практичної точки зору остання ситуація з рухомим 
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навантаженням може розглядатися як розв’язок задачі з початковими 

умовами (нестаціонарної) але для моментів часу, коли від початку руху 

навантаження вже досить далеко. Але щоб визначити динамічний ефект, 

зокрема коефіцієнт динамічності, потрібно розглядати нестаціонарну 

постановку і результати порівнювати з розв’язком відповідної стаціонарної 

або статичної, коли навантаження не рухається, задачі. Крім того, в задачах, 

коли циліндрична оболонка знаходиться в пружному середовищі до цього 

часу не розглядався вплив вільної поверхні, коли оболонка знаходиться на 

порівняно малій глибині, а також коли вісь оболонки перпендикулярна до 

поверхні півпростору, або коли в півпросторі (просторі) знаходяться дві 

коаксіальні циліндричні оболонки. Виникає також необхідність детального 

аналізу застосування різних підходів до опису руху оболонки в 

нестаціонарних задачах такого класу. 

В даній монографії розглянуті математичні моделі, які можна 

запропонувати для опису нестаціонарної динаміки циліндричних оболонок 

нескінченної довжини, які знаходяться в необмеженому або 

напівнескінченному пружному середовищі, а також запропоновано кілька 

методів для розв’язання задач такого класу. При цьому для однієї оболонки, 

яка знаходиться в необмеженому пружному просторі розвинуто чисельно-

аналітичний підхід, який полягає в сумісному застосуванні інтегральних 

перетворень Фур’є за осьовою координатою, Лапласа за змінною часу і рядів 

Фур’є за кутовою координатою, з наступним ефективним чисельним 

алгоритмом їх сумісного обернення. Для врахування впливу вільної поверхні 

або взаємовпливу двох оболонок запропоновано два підходи: 

напіваналітичний, коли за допомогою біполярної системи координат 

рівняння оболонки, які спочатку записані в циліндричній системі, і простору, 

які записані в декартовій системі, записуються в єдиній системі координат і 

інтегруються потім чисельно. Другий підхід ґрунтується на сумісному 

використанні методу скінчених елементів і ітераційному процесі за часом. В 



 

7 

монографії наведені лише результати, які отримані авторами і не 

використовуються дані інших вчених. 

У вступі міститься короткий огляд публікацій за темою дослідження та 

аналіз сучасного стану проблеми, зокрема, основна увага приділена питанням 

розрахунку циліндричних оболонок,оточених пружним середовищем, рух 

якого описується тривимірними рівняннями теорії пружності. Відмічені ті 

небагаточисельні публікації, в яких враховується поверхня напівпростору, а  

також публікації, в яких запропоновано використання методу скінченних 

елементів. 

Перший розділ, основні результати якого опубліковані в роботах  

[53, 54, 64, 66, 95], присвячено побудові математичних моделей для 

дослідження процесів у системі циліндрична оболонка – необмежене пружне 

середовище. При цьому основна увага була приділена порівняльному аналізу 

використання різних моделей (теорій) для опису руху оболонки (тривимірні 

рівняння теорії пружності, рівняння типу Тимошенко, рівняння теорії 

оболонок, що ґрунтуються на гіпотезах Кірхгофа-Лява). У всіх випадках 

середовище, що оточує оболонку, моделювалось тривимірними динамічними 

рівняннями теорії пружності. З математичної точки зору задача зводиться до 

сумісного інтегрування рівнянь руху оболонки і середовища при виконанні 

умов контакту на сумісній поверхні і задоволення початкових умов руху. 

Методи розв’язання таких задач були чисельно-аналітичними, коли на 

першому етапі застосовувалися інтегральні перетворення Фур’є за 

просторовою (осьовою) координатою (при необхідності у випадку 

невісесиметричної задачі ще і ряди Фур’є за кутовою) і перетворення 

Лапласа за часовою змінною, в результаті напруження і переміщення 

довільної точки системи оболонка – середовище отримуються у вигляді рядів 

Фур’є від подвійних невласних інтегралів. Для обернення таких інтегралів 

розроблені ефективні чисельні алгоритми, що ґрунтуються на сумісному 

використанні методу Файлона і зміщених многочлені Лежандра, що 

дозволило у всіх розглянутих задачах побудувати графіки переміщень і 
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напружень у різні моменти часу. Зроблено висновок про межі застосування 

кожної з моделей для оболонки в задачах даного класу. Результати 

розповсюджені на оболонки, які підкріплені повздовжніми і поперечними 

ребрами жорсткості, при цьому враховується дискретність підкріплень 

шляхом запису для них відповідних рівнянь теорії балок і кілець. 

У другому розділі, якому присвячені публікації [67, 68, 104] розроблені 

математичні моделі для розрахунку оболонок неглибокого залягання, тобто 

коли виникає необхідність врахування поверхні (вільної або навантаженої) на 

динамічний процес у системі оболонка – середовище. Крім того, значний 

практичний і теоретичний інтерес викликає дослідження взаємовпливу двох 

коаксіально розташованих оболонок у пружному середовищі при їх 

динамічному навантаженні. При цьому в даному розділі запропоновано 

чисельно-аналітичний підхід, який ґрунтується на застосуванні біполярної 

системи координат як для врахування впливу поверхні півпростору, так і при 

аналізі взаємовпливу двох оболонок. Показано, як виходячи із динамічних 

рівнянь теорії пружності в довільній ортогональній системі координат 

вивести рівняння руху півпростору у біполярній системі, а із рівнянь теорії 

оболонок в довільній ортогональній системі перейти до рівнянь руху в тій 

же, що і для середовища, біполярній системі. Після цього отримана система 

рівнянь у частинних похідних зі змінними коефіцієнтами розв’язувалася 

чисельним методом, що ґрунтується на методі скінчених різниць за 

просторовими координатами і θ-методі Вільсона за часовою змінною, який 

дозволяє звести розв’язання нестаціонарної задачі до розв’язання ітераційної 

послідовності квазістатичних задач. З механічної точки зору основними 

результатами є знаходження залежності між відстанню до поверхні 

півпростору і радіусом оболонки, з якої видно, коли справедливе 

моделювання оболонки у необмеженому просторі. Аналогічні висновки 

зроблені про взаємовплив двох оболонок. 

Третій розділ, основні результати якого були раніше висвітлені у 

публікаціях [56, 61-63, 65], присвячено розробці чисельних методів, які 
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побудовані на основі методу скінчених елементів (МСЕ) для просторових 

змінних і θ-методі Вільсона, для дослідження динаміки однієї або кількох 

циліндричних оболонок у пружному інерційному середовищі . Крім того, 

отримані таким шляхом результати, в окремих задачах порівнюються з 

результатами, отриманими у другому розділі за допомогою біполярної 

системи координат, що дозволяє говорити про достовірність обох підходів. 

Також отримані розв’язки задач, які не розглядалися іншими методами, 

зокрема, динаміка напівскінченної оболонки, вісь якої перпендикулярна до 

поверхні півпростору (вертикальний ствол шахти), а також динаміка двох 

коаксіальних циліндричних оболонок, які знаходяться на різній глибині у 

півпросторі. Усі задачі проілюстровані великою кількістю чисельних 

результатів. 

Автори сподіваються, що приведені в монографії математичні моделі, 

розвинуті методи і отримані результати можуть бути корисними для 

розробки адекватних розрахункових схем спеціалістами, які, зокрема, 

займаються проектуванням підземних споруд і трубопроводів, що працюють 

в умовах значних динамічних навантажень, а також студентами та 

аспірантами математичних і механічних спеціальностей. 
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ВСТУП 

 

Задачі розповсюдження пружних хвиль в елементах механічних 

конструкцій, зокрема тонких оболонках і пластинах, почали розглядати 

порівняно давно. Наприклад, задачу про розповсюдження пружних хвиль в 

пластині було розглянуто Релеєм ще у 1889. Дослідження коливань оболонок 

із заповнювачем (як пружним, так і рідким) та аналіз розповсюдження 

вільних хвиль у системі оболонка – пружне середовище почалося у другій 

половині двадцятого сторіччя. Але в перших роботах у даному напрямку 

головним об’єктом дослідження виступала безпосередньо сама оболонка, а 

пружний заповнювач приймався неінерціальним та враховувався за 

допомогою наближеної моделі Вінклера-Цімермана [99]. Процес 

розповсюдження вісесиметричних хвиль в оболонках з використанням точної 

тривимірної моделі вперше був розглянутий К. Хошем у 1923 році [1], але 

правильна крива першої моди вісесиметричного переміщення приводиться в 

роботі Д. Германа та О. Мірського в 1956 році. Історія цього питання та 

відповідна бібліографія робіт до кінця 1970-х років наведена в огляді 

Л. Айноли та У. Нігула [1], а стан питання про динамічну взаємодію 

оболонок та пластин з суцільними середовищами розглянуто в роботах та 

монографіях А. Г. Горшкова, М. А. Ільгамова та В. І. Пожуєва [18-21, 29]. 

Слід зазначити, що в більшості робіт, які присвячені динамічній 

взаємодії тонкостінних конструкцій (зокрема оболонок та пластин) з 

інерційними основами задачі розглядалися в стаціонарній постановці 

(розповсюдження вільних хвиль, вимушені коливання, рух навантаження з 

постійною швидкістю вздовж необмеженої, принаймні, в одному напрямку 

конструкції). Але навіть в такій постановці, коли не враховуються початкові 

умови та виключається перехідний процес, виникають принципові труднощі, 

для вирішення яких запропоновано та розроблено різного роду спрощені 

підходи для описання процесу взаємодії, а також спеціальні чисельні методи 
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обчислення невласних інтегралів, які використовуються для обернення 

використаних інтегральних перетворень. 

Значний вклад в розвиток методів розв’язку стаціонарних задач динамічної 

взаємодії внесли Бешенков С. Н., Голосков Є. Г., Ольшанський В. П. [8, 15-17], 

Гузь О. М. [24], Дубінін В. В. [25], Ільгамов М. А., Іванов В. А., Гулін Б. В. [28, 

29], Корбут Б. А., Нагорний Ю. І., Мастиновский Ю. В. [34, 41], Пожуєв В. І. [71, 

72], Селезов І. Т., Ткаченко В. А. [91], Цурпал І. А., Тамуров М. Г. [97],  

Шульга М. О. [98]. Більш детально фізична сторона процесу розповсюдження 

хвиль різної природи була розглянута в монографії Л. М. Бреховського [9], в якій 

досить детально проаналізовано розповсюдження хвиль в шарувато 

неоднорідному середовищі, зокрема досліджено випромінювання звукових хвиль 

в системі шарів. В роботі [8] досліджено розповсюдження вісесиметричних 

вільних хвиль в нескінченно довгій циліндричній оболонці, яка містить пружний 

заповнювач. Також отримано та проаналізовано дисперсійні співвідношення, які 

описують залежність між частотами та фазовими швидкостями. в даному 

випадку, рух оболонки описувався рівняннями, які враховують поперечний зсув 

та інерцію обертання, а для заповнювача використовувалась наближена модель, в 

якій осьові та дотичні переміщення припускаються рівними нулю. Таке 

припущення є прийнятними, оскільки дотичні переміщення є досить малими 

порівняно з нормальними переміщеннями в пологих оболонках. На основі 

описаного підходу були визначені фазові швидкості хвиль в оболонці із 

суцільним заповнювачем для різних значень його жорсткості та числа хвиль в 

радіальному напрямку. 

Подальші дослідження проводились в напрямку розвитку та 

застосування уточнених моделей поведінки тонкостінних конструкцій 

(зокрема оболонок). Для цього застосовувались рівняння, які враховують 

поперечний зсув та інерцію обертання, а також врахування анізотропії та 

неоднорідності основ. Зокрема в роботах Бабича С. Ю., Глухова Ю. П., 

Гузя О. М. [4, 14] для отримання розв’язку задачі про дію рухомого 

напруженнями на пластину, яка лежить на стискуваному або нестискуваному 
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півпросторі, застосовано лінеаризовану теорію пружних тіл з початковими 

навантаженнями. Основна увага приділена визначенню критичних 

швидкостей, а при дослідженні стаціонарного напружено-деформованого 

стану застосовано звичайний для таких випадків перехід до рухомої системи 

координат, яка рухається разом із навантаженням. Потім в такій системі 

координат застосовується комплексне інтегральне перетворення Фур’є. 

 Задача про розповсюдження вільних хвиль в шаруватому середовищі в 

точній постановці теорії пружності, в тому числі для анізотропних шарів, 

розглянуто в роботі Шульги М. О. [98]. Зокрема при дослідженні спектрів 

фазових та групових швидкостей повздовжніх хвиль в циліндричних 

оболонках з ортотропного матеріалу використано запропонований автором 

для подібного типу задач метод степеневих рядів. 

Роботи, в яких розглядалася динаміка елементів конструкцій, які 

знаходяться під дією рухомих навантажень, детально проаналізовані в огляді 

Якушева Н. З. [100]. В цій роботі розглянуто дослідження, які присвячено 

динаміці півпростору, пластин та оболонок під дією рухомих навантажень. 

Відмічено достатньо загальний характер терміну «рухоме навантаження», 

причому як з математичної, так і з фізичної точок зору. Це визначає можливість 

дослідження закономірностей взаємодії рухомих навантажень без врахування 

реального фізичного процесу, в результаті якого ці навантаження і виникають. 

Під час аналізу задач про дію рухомих навантажень на шаруваті 

середовища, в основному, були розглянуті дозвукові та докритичні швидкості 

руху навантажень. В роботах Пожуєва В. І. [69, 71, 72] запропоновано два 

методи, які дозволяють розглядати довільні за величиною, але постійні 

швидкості руху навантаження: метод деформування контуру інтегрування при 

обчисленні інтегралів обернення [69], за допомогою якого вивчено вплив 

величини швидкості руху навантаження на реакцію пластини, яка лежить на 

пружному шарі скінченної товщини; та метод демпфування в різних варіантах 

врахування дисипації як за рахунок середовища, яке оточує конструкцію [71], 

так і за рахунок в’язко-пружних властивостей самої конструкції [72]. 
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Спроби отримати розв’язок задач навіть для необмежених тіл у 

нестаціонарній постановці приводять до досить складної проблеми, яка 

пов’язана з відсутністю ефективних методів обернення інтегрального 

перетворення Лапласа для випадків, коли підінтегральна функціє є досить 

складною, більш того сама є інтегралом Фур’є. Це пов’язано з тим, що як 

правило, в таких задачах необхідно застосовувати двох, а іноді і трьохкратні 

інтегральні перетворення. Тому, досить раціональними виглядають спроби 

обернення таких кратних інтегральних перетворень чисельно із застосуванням 

ЕОМ. При цьому основою для такого роду алгоритмів виступають квадратурні 

формули, які отримані В. І. Криловим та його учнями [35, 36]. І. Т. Селезов, 

В. А. Ткаченко [91] вперше застосували один з можливих підходів такого типу 

в задачах механіки, де реалізували алгоритм обернення інтегрального 

перетворення Лапласа за допомогою зміщених поліномів Лежандра. 

Використовуючи запропонований алгоритм, авторами було побудовано 

графіки горизонтального та вертикального переміщень поверхні пружного 

півпростору, на який діє симетрично розподілений імпульс тиску. 

В подальшому такого роду алгоритми сумісного обернення 

інтегральних перетворень Фур’є та Лапласа, Ханкеля та Лапласа, 

підсумовування тригонометричних рядів Фур’є, коефіцієнтами яких є 

трансформанти Лапласа, були побудовані роботах Пожуєва В. І., 

Полякової Н. П., Мохамеда Жибігайе [73-84]. 

В роботах [78, 79] розроблено алгоритм розв’язання двовимірних 

(плоских) задач динаміки пластин типу Тимошенко на пружній основі скінченної 

(шар) та нескінченної (півплощина) глибини. Розв’язок задачі отримано за 

допомогою застосування інтегральних перетворень Фур’є за повздовжньою 

координатою та перетворення Лапласа за змінною часу. Чисельний алгоритм 

сумісного обернення двох інтегральних перетворень дозволив в задачах про дію 

рухомих та нерухомих навантажень врахувати нульові (тобто початкові) умови 

та обчислити час, за який процес стає таким, що встановився. Тобто час, 

починаючи з якого можна застосовувати стаціонарний розв’язок. 



 

14 

 В роботі [82] побудовано аналогічний алгоритм для аналізу 

нестаціонарної динаміки трьохшарової пластини в двовимірній постановці, 

коли рух кожного шару описується рівняннями типу Тимошенко, а для 

заповнювача використовувалися динамічні рівняння теорії пружності. На 

основі аналізу плоского напружено-деформованого стану зроблено висновок 

про вплив умов контакту між шарами та заповнювачем, побудовано графіки, 

які можна використовувати для порівняння з розрахунками на основі 

наближених теорій трьохшарових пластин. Однак, в наведеній роботі 

розглянуто лише частковий випадок (як і в роботах [78, 81]), коли в напрямку 

однієї з просторових змінних картина не змінюється, тому можна застосувати 

інтегральне перетворення тільки по одній координаті та за змінною часу. 

Нестаціонарна динаміка пластин необмежених в плані розмірів, які 

лежать на пружній основі під дією нормального навантаження досліджено в 

роботі [83]. Розв’язок отримано за допомогою використання інтегральних 

перетворень Ханкеля (за радіальною змінною) та Лапласа (за змінною часу) і 

спеціального алгоритму для сумісного обернення використаних інтегральних 

перетворень. Побудовано графіки зміни компонент напружено-

деформованого стану розглянутої механічної системи за змінною часу. 

В роботах [73-77] для аналізу динаміки підземних циліндричних споруд 

побудовано наближену модель для опису поведінки пружного масиву, яка 

ґрунтується на підході до пружного інерційного середовища, який 

запропоновано Власовим та Пастернаком. Такий спрощений підхід дозволив 

досить легко побудувати розв’язок задач динаміки для оболонок скінченної та 

нескінченої довжини, в тому числі в нестаціонарній постановці, врахувати 

явище відриву оболонки від масиву. 

В роботі Пожуєва А. В. [51] розглянуто нестаціонарну динаміку 

нескінченно-довгої циліндричної оболонки з пружним заповнювачем. Для 

описання руху оболонки використовувалися рівняння типу Тимошенко, а рух 

заповнювача моделювався динамічними рівняннями теорії пружності. Для 

отримання розв’язку всі величини були розкладені у тригонометричні ряди 
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Фур’є, а потім для коефіцієнтів розкладання застосовані інтегральне 

перетворення Фур’є (за осьовою координатою) та інтегральне перетворення 

Лапласа за змінною часу. Розроблено алгоритм сумісного підсумовування рядів 

та чисельного обернення інтегральних перетворень. Побудовано графіки 

залежності від часу компонент напружено-деформованого стану розглянутої 

механічної системи. В роботі Пожуєва А. В. [50] побудовано математичну 

модель циліндричної оболонки, яка дискретно підкріплена ребрами жорсткості 

та містить пружний заповнювач. На основі методу, який наведено в роботі [51], 

розроблено алгоритм розрахунку компонент напружено-деформованого стану 

такої механічної системи. Також в роботі проаналізовано вплив взаємної відстані 

між ребрами жорсткості на динамічний напружений стан системи ребриста 

оболонка – пружний заповнювач. В роботі Пожуєва А. В. [52] розглянута 

аналогічна задача для ребристої циліндричної оболонки скінченної довжини. 

В роботі Пожуєва А. В. [49] розглянуто нестаціонарну динаміку 

дискретно-підкріпленої ребрами жорсткості пластини на пружній основі. Для 

описання руху пластини використовувались рівняння типу Тимошенко, а рух 

основи моделювався динамічними рівняннями теорії пружності. Для 

отримання розв’язку до всіх величин було застосовано двовимірне 

інтегральне перетворення Фур’є та інтегральне перетворення Лапласа за 

змінною часу. Розроблено алгоритм чисельного сумісного обернення 

інтегральних перетворень. Побудовано графіки залежності від часу 

компонент напружено-деформованого стану розглянутої механічної системи. 

В роботах Мейш В. Ф., та Мейш Ю. А. [42, 43] розглянуто 

нестаціонарну динаміку тонкої циліндричної оболонки в ґрунтовому 

трьохкомпонентному нелінійному середовищі періодичної структури. Рух 

оболонки описується рівняннями типу Тимошенко, для ґрунту 

використовуються рівняння нелінійного трьохкомпонентного середовища, а 

рівняння стану кожної основи представлені згідно моделі нелінійного 

багатокомпонентного середовища В. М. Ляхова. Для розв’язання задачі було 

використано скінченно-різнецеву схему Мак – Кормака. Отримані чисельні 
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результати дозволили проаналізувати хвильові процеси в системі в 

залежності від параметрів циліндричної оболонки та параметрів ґрунтового 

середовища періодичної структури. 

Дослідженню динамічної поведінки елементів конструкцій під дією 

короткочасного навантаження, яке викликає нестаціонарне деформування, 

присвячені роботи [101-103, 105-108]. В якості конструктивних елементів 

розглядалися пластини і оболонки. Враховуючи особливості конкретних 

задач, авторами використовувалися ряд чисельних і чисельно-аналітичних 

методів.  

В роботі [102] проведено аналіз задачі коливань двошарової пластини 

нескінченної довжини, яка знаходиться на стисливій рідині. При цьому шари 

пластини з’єднані пружним прошарком, а до пластини прикладене 

навантаження, яке рухається із постійною швидкістю. Для кожного із двох 

шарів застосовується рівняння пластин типу Тимошенко з врахуванням 

ефектів деформації зсуву і інерції обертання. В [101] досліджується динамічна 

реакція циліндричної оболонки з неідеальними в’язями, яка знаходиться у 

пружному просторі. Між оболонкою і простором знаходиться тонка пружна 

в’язь. Навантаження – вісесиметричне кільце тиску, яке рухається в осьовому 

напрямку вздовж внутрішньої поверхні оболонки. В стаціонарній постановці 

розв’язок отримано за допомогою перетворення Фур’є за осьовою змінною, 

при цьому приймається, що рух оболонки підпорядковується теорії товстих 

оболонок, а поведінка простору описується лінійною теорією пружності. 

Знайдена критична швидкість руху навантаження, як функція жорсткості в’язі, 

і показана залежність між радіальними переміщеннями від докритичної 

швидкості при певних значеннях жорсткості в’язі. 

В роботах [107, 108] розглянута нескінченно довга циліндрична оболонка 

із ортотропного матеріалу, яка неідеально контактує з оточуючим її пружним 

простором і на яку діють або хвиля тиску, або падає хвиля зсуву. Тонкий шар 

між оболонкою і оточуючим середовищем  розглядається з врахуванням його 

властивостей жорсткості і демпфування. Досліджено різний ступінь 
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недосконалості (неідеальності) в’язі шляхом зміни параметрів жорсткості і 

демпфування прошарку. Із аналізу моди руху для невісесимметричної реакції 

зроблено висновок, що припущення про ідеальність контакту, можливо, не 

завжди приводить до безпечної і точної оцінки переміщення оболонки і, 

відповідно, виникає необхідність розглядати неідеальні в’язі. 

За допомогою метода хвильових функцій в роботі [106] досліджено 

розсіювання гармонічного плоского звукового поля, що падає під кутом на 

багатошаровий полий циліндр з неідеальними в’язями між шарами. 

Використовується лінійна модель стрибка для опису міжшарової клейкої 

в’язі між елементами циліндра. Наведені чисельні результати для 

двохшарової алюмінієвої циліндричної оболонки, яка знаходиться в рідині. 

Досліджено ефект неідеальної в’язі між шарами конструкції на резонанси, які 

пов’язані з різними видами хвиль, що розповсюджуються (симетричні, 

несиметричні, Лямда хвилі в рідині та інші). Також наведені чисельні 

результати для п’ятишарової оболонки, в якої жорсткість клейового 

прошарку різна. Розглянуті граничні переходи та встановлені задовільні 

погодження з результатами, раніше описаними в літературі. 

Задачі динаміки для циліндричних оболонок у пружному середовищі із 

вільною поверхнею (тобто коли глибина залягання оболонки не перевищує 

п’яти її діаметрів) приводять до досить складних математичних проблем, які 

пов’язані із необхідністю враховувати вплив поверхні середовища. 

Складність таких задач веде до необхідності розробки та використання 

чисельних методів, та розробки відповідних алгоритмів для обчислення на 

ЕОМ, тому розглядати подібні задачі почали порівняно недавно. 

І. С. Нікітін [45] розглянув у стаціонарній постановці задачу для пружного 

півпростору із циліндричною порожниною, причому вісь порожнини паралельна 

площині поверхні півпростору. Рухоме навантаження, яке рухається зі сталою 

швидкістю, прикладалося до поверхні півпростору. Також припускалося, що 

навантаження діє симетрично лінії, яка проходить через початок координат та 

центральну вісь порожнини. Це дало можливість зробити розріз вздовж лінії 
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симетрії, який було враховано за допомогою граничних умов. Для отримання 

розв’язку задачі була застосовано біполярна система координат, яка дала 

можливість відобразити півпростір з порожниною в прямокутник скінченних 

розмірів. Всі основні співвідношення теорії пружності у швидкостях були 

виписані у біполярній системі координат. Для розв’язку задачі застосовувалися 

метод скінченних різниць першого порядку точності (для просторових змінних) 

та ітераційний метод за змінною часу. Всі компоненти напружено-

деформованого стану розглянутої системи проілюстровано графічно та, зокрема, 

проаналізовано їх залежність від швидкості руху навантаження. 

 В подальших дослідженнях Н. А. Попова, В. С. Проценко, 

Н. А. Українець [85-89] розглядали задачу для пружного півпростору з 

циліндричною порожниною в статичній постановці за допомого методу 

перерозвинення базисних розв’язків рівняння Ламе (узагальненого методу 

Фур’є). Ці методи ґрунтуються на тому, що для рівняння Ламе виписуються 

базисні розв’язки в циліндричній та декартовій системі координат. За 

допомогою теорем підсумовування, які пов’язують базисні розв’язки в різних 

координатних системах, ці функції записуються в одній координатній 

системі та задовольняють граничним умовам. Зокрема  в роботах [86, 88] 

доводяться теореми про оцінку точності та залежність кількості доданків в 

рядах Фур’є від наперед заданої точності. 

В своєму дослідженні Л. О. Алексєєва, В. Н. Українець [2] розглянули 

динамічну задачу для циліндричної оболонки у пружному середовищі із 

поверхнею у стаціонарній постановці. Задача розв’язується у рухомій 

циліндричній системі координат, а для розв’язку використовується узагальнений 

метод Фур’є. В роботі розглянуто випадок, коли навантаження рівномірно 

рухається по внутрішній поверхні оболонки зі сталою швидкістю. Рух оболонки 

описувався класичними рівняннями теорії тонких оболонок, а рух середовища – 

динамічними рівняннями теорії пружності, для розв’язання яких 

використовуються потенціали Ламе. У процесі дослідження побудовано та 

проаналізовано дисперсійні криві для ковзного та жорсткого контактів оболонки 
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з пружним середовищем, що оточує оболонку. Вивчено вплив параметрів 

оболонки на напружено-деформований стан масиву. В роботі [3] розглянуто 

задачу для багатошарової оболонки у пружному півпросторі під дією 

періодичного навантаження, яке рухається з незмінною швидкістю. Для опису 

руху кожного шару оболонки використовуються класичні рівняння теорії тонких 

оболонок, а для півпростору – динамічні рівняння теорії пружності, розв’язання 

яких отримується за допомогою потенціальних функцій Ламе. Контакт між 

оболонками та між зовнішньою оболонкою і півпростором вважається жорстким. 

Проаналізовано напружено-деформований стан системи багатошарова оболонка 

– пружний півпростір для дозвукових швидкостей руху навантаження. Вивчено 

вплив кількості шарів оболонки на напружено-деформований стан півпростору. 

Одним з основних методів дослідження напружено-деформованого 

стану складених конструкцій (зокрема оболонок у пружному середовищі) є 

метод скінченних елементів (МСЕ). Значний вклад в розвиток методики 

застосування МСЕ до розв’язання контактних задач теорії пружності внесли 

С. М. Гребенюк, К. С. Решевска, В. М. Тархова [22, 23, 90].  

У своїх роботах О. С. Каїров, В. О. Каїров, В. П. Шевченко, С. О. Моргун 

[30-32] досліджували динаміку циліндричних оболонок за допомогою 

розробленого чисельного методу та алгоритмів розрахунку із використанням 

ізопараметричних СЕ. Зокрема в роботах робиться акцент на дискретному 

підкріпленні ребрами жорсткості, або дискретності приєднаних мас. Проведено 

аналіз величини приєднаних мас на НДС циліндричних оболонок. 

В. Д. Петренко, Є. Ю. Кулаженко [48] на основі МСЕ побудували 

математичну модель для перевірки гіпотез про зменшення вібраційного 

впливу поїздів метрополітену на середовище, що оточує тунель (який 

моделюється оболонкою) за допомогою свердловин із різними типами 

пружних заповнювачів. Дослідження проводиться в рамках плоскої задачі 

теорії пружності. В роботі проведено порівняння напрямку та величини 

переміщень на основі статико-динамічного аналізу моделей для різних 

матеріалів заповнення свердловин відсічного екрану. На основі проведеного 
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аналізу зроблено висновок, що найбільш ефективним варіантом закріплення 

є варіант з заповнювачем із керамзиту. Також відмічено, що заповнювач з 

керамзиту є більш економічно ефективним, зокрема в порівнянні з 

використанням класичного цементно-піщаного розчину. 

Г. Є. Габріелян, В. А, Баранов, Б. М. Лисов [11-13] досліджували 

статичний напружено-деформований стан замкнутої циліндричної оболонки 

у пружному середовищі з одностороннім зв’язком у плоскій постановці. 

Авторами розроблено алгоритми аналізу, які ґрунтуються на МСЕ. 

Ч. С. Лінь [40] у своїй роботі провів дослідження впливу величини 

пружного масиву, який оточує оболонку, на НДС системи оболонка-пружний 

масив. Дослідження проведено за допомогою чисельних експериментів на 

основі просторового МСЕ, де середовище моделювалося тетраедрами, сітка 

яких робилася більш густою по мірі наближення до оболонки. В результаті 

встановлено, що для отримання достатньої точності можна обмежуватись 

розміром пружного масиву від трьох до п’яти діаметрів оболонки. 

С. Б. Косіцин, Ч. С. Лінь [37, 38] провели дослідження просторового 

статичного напружено-деформованого стану циліндричних оболонок у 

пружному масиві, які ортогонально перетинаються. Дослідження проведено на 

основі МСЕ. Оболонки моделювалися плоскими СЕ з чотирма вузлами (по шість 

ступенів вільності в кожному), які побудовані на основі наближеної теорії 

Кірхгофа-Лява. Ґрунтове середовище моделювалося чотирьохвузловими 

тетраедрами (з трьома ступенями вільності в кожному вузлі). Сітка просторових 

елементів робилася більш густою по мірі наближення до оболонок. В роботі 

також врахована можливість відставання оболонки від ґрунтового масиву. 

Графічно приведені результати чисельного аналізу. На основі аналізу отриманих 

результатів зроблено висновок, що можливість односторонньої взаємодії 

оболонок з пружним масивом (ефект відставання) приводить до підвищення 

значень основних характеристик НДС системи в цілому у порівнянні з 

загальноприйнятою моделлю повного контакту оболонок та масиву ґрунту. 
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Проведений короткий огляд літератури показав, що в більшості робіт 

використовуються чисельно-аналітичні, або чисельні методи, що зумовлено 

складністю задач. При цьому більшість досліджень проведена для 

динамічних задач у стаціонарній постановці і для випадку, коли оболонка 

знаходиться у необмеженому середовищі. 

Можна також зробити висновок, що при аналізі динамічних задач для 

тонких оболонок як у необмеженому середовищі, так і в середовищі із 

поверхнею, важливу роль почали відігравати чисельні алгоритми, зокрема 

МСЕ. Крім того, перспективними є напрямки застосування некласичних 

ортогональних систем координат (наприклад біполярної) у поєднанні із 

чисельними методами розв’язку систем диференціальних рівнянь у 

частинних похідних. 

Таким чином, розробка чисельно-аналітичних та чисельних підходів до 

розв’язання динамічних задач для тонких циліндричних оболонок у пружному 

середовищі у загальній постановці є актуальною з теоретичної та практичної 

точок зору. Дана монографія присвячена викладенню результатів, які отримані 

авторами у даному напрямку. 
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Розділ 1 

 

ДИНАМІКА ЦИЛІНДРИЧНИХ ОБОЛОНОК У НЕОБМЕЖЕНОМУ 

ТРИВИМІРНОМУ ПРУЖНОМУ СЕРЕДОВИЩІ 

 

1.1 Динаміка циліндричної оболонки у пружному середовищі при 

вісесиметричних навантаженнях 

 

1.1.1 Опис руху оболонки за допомогою рівнянь теорії пружності 

 

Розглянемо нескінченно довгу, тонку циліндричну оболонку, яка 

знаходиться у необмеженому, лінійно-пружному, однорідному та 

ізотропному середовищі. Нехай оболонка та середовище віднесені до 

нерухомої циліндричної системи координат  xr ,, , причому вісь оболонки 

та вісь x  – співпадають. Внутрішній радіус оболонки b , а зовнішній – a , 

bah   – товщина оболонки. Середовище, що оточує оболонку, задається 

нерівністю ar  . В цьому підрозділі будемо розглядати вісесиметричну 

задачу, тобто усі компоненти напружено-деформованого стану не залежать 

від змінної  . 

Рух оболонки і середовища будемо описувати рівняннями теорії 

пружності у переміщеннях, які у векторній формі мають вигляд [46]: 
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kk  ,  – параметри Ламе; 
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k  – щільність. 

Також припускаємо, що на внутрішню поверхню оболонки діє 

імпульсивне нормальне динамічне навантаження, а контакт між оболонкою і 

середовищем – ковзний, а зв’язок – двосторонній. В такому випадку граничні 

умови матимуть вигляд: 
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де  txf ,  – імпульсивне нормальне динамічне навантаження, яке діє на 

внутрішню поверхню оболонки. 

Для інтегрування рівнянь (1.1) вводимо потенціальні функції 

   kk  , , які при відсутності масових сил задаються формулами [46]: 
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Підставляючи залежності (1.3) в рівняння (1.1) маємо: 
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При цьому необхідні для задоволення граничним умовам напруження 

виражаються через переміщення згідно формул [46]: 
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Початкові умови у всіх випадках приймаються нульовими, тобто при 

0t  шукані величини та їх перші похідні за часом вважаємо рівними нулю. 

Зауважимо, що для статичної задачі треба покласти рівними нулю 

похідні за часом, а всі величини не залежать від змінної t . 

Для розв’язання задачі будемо використовувати інтегральне 

перетворення Лапласа за часовою змінною: 
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та комплексне інтегральне перетворення Фур’є за осьовою координатою: 
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Перейдемо до безрозмірних величин: 
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Застосовуємо перетворення Лапласа за змінною  , та перетворення 

Фур’є за змінною *x  до рівнянь (1.4). Будемо мати: 
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Загальний розв’язок рівнянь (1.10) з урахуванням умов затухання на 

нескінченності має вигляд: 
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де         ,2)1(2)1( psm pp   ,2)1(2)1( psm ss   ,2)2(2)2( psm pp   

2)2(2)2( psm ss  ; 

1100 ,,, IKIK  – модифіковані функції Бесселя. 

Застосовуємо перетворення Лапласа за змінною  , та перетворення 

Фур’є за змінною *x  до співвідношень (1.3) та (1.6). Отримуємо вирази для 

переміщень та напружень у просторі зображень: 
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У просторі зображень граничні умови мають вигляд: 
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Якщо підставити вирази (1.12), (1.13) в умови (1.14), отримаємо 

систему лінійних алгебраїчних рівнянь відносно функцій    psCpsC ,, 61  . 

Розв’язок системи за методом Крамера приводить до таких виразів: 
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де     6,1,,  jiaA
ij  – матриця системи, коефіцієнти якої записуються так: 
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Матриці   6,1, jA
j

 отримуються з матриці A  заміною j -го стовпця 

вектором:   .0,0,0,0,0,, psfLF  

В результаті отримуємо вирази для нормальних переміщень та 

нормальних напружень середовища у просторі зображень за Фур’є-Лапласом 

в такому вигляді: 

 

       psfpsrTpsrU LFUrLF ,,,,, **

2  ,                             (1.16) 

 
     psfpsrTpsr LFrrLF ,,,,, **

2

  ,                           (1.17) 

 

де 
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Для остаточного знаходження виразів для компонент напружено-

деформованого стану у просторі зображень за Фур’є-Лапласом потрібно 

підставити вирази для навантажень у формули (1.16) та (1.17). Розглянемо 

два види імпульсивних динамічних нормальних навантажень: 

а) навантаження, ділянка дії якого розширюється із постійною 

швидкістю c , симетрично відносно початку координат, а сумарний тиск 

однаковий у всі моменти часу та рівний 0F  (рис. 1.1): 
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де  xH  – одинична функція Хевісайда; 

б) навантаження, яке рівномірно розподілене по ділянці внутрішньої 

поверхні оболонки, довжина якої дорівнює d2  (рис. 1.2): 

 

     tHxdHFtxf  0, .                                      (1.19) 

 

 

Рисунок 1.1 – Геометрична модель навантаження, заданого співвідношенням 

(1.18) 

 

 

Рисунок 1.2 – Геометрична модель навантаження, заданого співвідношенням 

(1.19) 
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Тепер переходимо у виразах для навантажень до безрозмірних величин 

та застосовуємо інтегральні перетворення Фур’є та Лапласа. В результаті 

будемо мати: 

а) для навантаження (1.18): 
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де 
2

*
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c
c  ; 

б) для навантаження (1.19): 

 

 
 

sp

sdF
psfLF



*

0 sin2
,  ,                                    (1.21) 

 

де 
a

d
d *

. 

Подальші викладки приведемо для навантаження, що розширюється. 

Для іншого випадку ці викладки аналогічні.  

Для остаточного розв’язку задачі, потрібно повернутись у простір 

оригіналів. Для цього, спочатку обернемо перетворення Фур’є. У просторі 

зображень за Лапласом будемо мати: 
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Для знаходження оригіналу за відомим зображення за Лапласом 

використаємо чисельний алгоритм, що ґрунтується на методі зміщених 

поліномів Лежандра [36]. Даний алгоритм дозволяє звести початкову задачу 

обернення інтегрального перетворення Лапласа до пошуку оригіналу за 

значеннями зображення функції в точках 1 kp ,  ,...2,1,0k . Тобто, якщо 

відоме зображення  pF  функції  tf , тоді [36]: 
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де 
 k

i
a  – коефіцієнти полінома Лежандра  tPk , який має вигляд [36]: 
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Для обчислення невласних інтегралів у виразах (1.22), (1.23) 

застосовувався метод Файлона [35]. Наведемо алгоритм цього метода. Нехай 

потрібно обчислити інтеграли: 
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Нехай, значення функції  sf  відоме у системі рівновіддалених точок 

khsk  ,  0,...,2,1,0  hk . Тоді, у відповідності до методу Файлона [35] 

будемо мати: 
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Верхня границя та довжина відрізків розбиття за осьовою координатою 

підбиралась в результаті чисельних експериментів для забезпечення наперед 

заданої відносної точності. Аналогічно в результаті чисельних експериментів 

встановлено, що для обернення перетворення Лапласа досить брати вісім 

доданків у сумі (1.25). 

Для порівняння результатів для навантаження, яке задано у вигляді 

(1.19) розглянемо відповідну статичну задачу. Розв’язок статичної задачі 

будемо шукати у формі Папковича-Нейбера [46] через дві гармонічні функції 

  xrk ,1  і 
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Відповідні напруження виражаються через переміщення за формулами (1.6). 

Функції   xrk ,1  і   xrk ,2  задовольняють рівнянням: 
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Після переходу до безрозмірних величин за співвідношеннями (1.9) та 

застосування перетворення Фур’є за змінною *x  до рівнянь (1.28), будемо 

мати: 
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Загальний розв’язок рівнянь (1.29) з урахуванням умов затухання на 

нескінченності має вигляд: 
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Застосувавши перетворення Фур’є за змінною *x  до співвідношень 

(1.26) і враховуючи (1.9) приходимо до таких виразів: 
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Трансформанти відповідних напружень задаються формулами (1.13). 

Підставляємо співвідношення (1.30) в (1.31), а потім співвідношення 

(1.31) в граничні умови (1.14), отримуємо систему лінійних алгебраїчних 

рівнянь відносно    sCsC 61  . Коефіцієнти системи мають наступний 

вигляд:  
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де     6,1,,  jiaA
ijs  – матриця системи. 
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Описана вище система розв’язується за формулами аналогічними 

(1.15). Вирази для нормальних переміщень та напружень для середовища 

можна записати аналогічно до виразів (1.16) та (1.17) відповідно. 

Навантаження для статичної задачі має вигляд: 

  

   xdHFxf  0 ,                                          (1.32) 

 

трансформанта Фур’є якого має вигляд: 

 

 
 

s

sdF
sfF



*

0 sin2
 .                                      (1.33) 

 

Обернення інтегрального перетворення Фур’є здійснювалось чисельно, 

за допомогою метода Файлона. 

При проведенні чисельних розрахунків приймались такі значення 

безрозмірних величин: ,3,021   ,30  ,02,0  ,98,011  d  .
2

1* d  

Величини *

** ,,, cxr   – змінювалися. 

На рис. 1.3 проілюстровано зміну нормальних переміщень та 

нормальних напружень за часом на границі контакту оболонки і пружного 

середовища при 1* r , 0* x  для різних значень безрозмірної швидкості 

руху навантаження (1.18). На рис. 1.4 для навантаження (1.19) 

проілюстровано нормальні переміщення та напруження в точці 1* r ,  0* x  

за змінною безрозмірного часу у порівнянні із статичним розв’язком (який 

зображено горизонтальною лінією). 
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На основі отриманих результатів обчислимо коефіцієнт динамічності 

dk , тобто відношення максимального значення компонент напружено-

деформованого стану за змінною часу до відповідного статичного значення 

при навантаженні, яке залежить від часу як функція Хевісайду. В даному 

випадку отримуємо: 2844,1dk . 

  

а                                                                   б 

Рисунок 1.4 – Розподіл нормальних переміщень (а) та напружень (б) за 

змінною часу для навантаження (1.19) 

 
 

а                                                                   б 

Рисунок 1.3 – Розподіл нормальних переміщень (а) та напружень (б) за 

змінною часу для навантаження (1.18): 

1 – 1,0* c , 2 – 25,0* c , 3 – 4,0* c  
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На рис. 1.5 для навантаження (1.19) проілюстровано зміну за осьовою 

змінною нормальних переміщень і напружень на границі контакту оболонки і 

пружного середовища ( 1* r ), у порівнянні зі статичним розв’язком. 

 

  

 

Рис. 1.6 ілюструють зміну нормальних переміщень та напружень за 

осьовою координатою для навантаження (1.19) при 1  при різних 

значеннях радіальної координати, тобто у пружному середовищі при 

віддаленні від границі контакту з оболонкою. 

  

а                                                                   б 

Рисунок 1.5 – Розподіл нормальних переміщень (а) та напружень (б) за 

безрозмірною осьовою змінною для навантаження (1.19): 

1 (а) – 1 , 1 (б) – 2,0 , 2 – 2 , 3 – статичний розв’язок 
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На основі отриманих результатів можна зробити висновок, що із 

зростанням змінної часу, компоненти динамічного напружено-

деформованого стану збігаються до нуля для навантаження (1.18), та до 

відповідного статичного розв’язку для навантаження (1.19). 

 

1.1.2 Опис руху оболонки за допомогою рівнянь, що враховують 

поперечний зсув та інерцію обертання 

 

У цьому пункті досліджується задача аналогічна до розглянутої в 

пункті 1.1.1, але рух оболонки будемо описувати рівняннями, які враховують 

поперечний зсув та інерцію обертання (оболонка типу Тимошенко). У 

вісесиметричному випадку рівняння для оболонки запишуться так [10]: 

 

  

а                                                                   б 

Рисунок 1.6 – Розподіл нормальних переміщень (а) та напружень (б) за 

безрозмірною осьовою змінною для навантаження (1.19) на різній глибині: 

1 – 1* r , 2 – 5,1* r , 3 – 2* r  
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  (1.34) 

 

де       uw,  – нормальне та осьове переміщення оболонки; 

x  – кут повороту нормалі до серединної поверхні оболонки у 

осьовому напрямку;  

3

22 k  – числовий коефіцієнт;  

xr qqf ,,  – нормальне навантаження, та реакція зі сторони середовища у 

радіальному та осьовому напрямках. 

Граничні умови для середовища запишуться так: 

 

              txwtxautxqtxatxqtxa rrrrxrx ,,,,,,,,0,,, 222   .   (1.35) 

 

Перейдемо до безрозмірних величин аналогічно (1.9): 

 

       xrxr
qq

G
qquw

a
UW ,

1
,;,

1
,

2

 .                         (1.36) 

 

Враховуючи (1.9) та (1.36), система (1.34) у просторі зображень за 

Фур’є-Лапласом матиме наступний вигляд: 
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а граничні умови (1.35) запишуться так: 
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222   – беруться із (1.12) та (1.13) відповідно. 

Враховуючи граничні умови (1.38) з першого та третього рівняння 

системи (1.37) знаходимо функції    pspsU xLFLF ,,,   відповідно: 
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Підставляючи (1.39) та (1.40) в друге рівняння системи (1.37), та 

враховуючи умови (1.38), отримуємо таку залежність: 
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В результаті отримуємо систему лінійних алгебраїчних рівнянь 

(СЛАР), яка складається з рівняння (1.41) та першої умови (1.38), відносно 

змінних ),(),,( 65 psCpsC . Після розв’язання отриманої системи, отримаємо 

вирази для ),(),,( 65 psCpsC TT . Тоді трансформанти нормальних переміщень та 

напружень запишуться у вигляді: 
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Обернення інтегральних перетворень Фур’є та Лапласа здійснюється за 

допомогою чисельного алгоритму, який описано у пункті 1.1.1. вирази для 

функції навантажень використовуються ті, що й вище.  
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Проведено порівняння результатів при опису руху оболонки 

рівняннями теорії пружності та рівняннями, які враховують поперечний зсув 

та інерцію обертання. 

На рис. 1.7 проілюстровано порівняння розподілу нормальних 

переміщень та нормальних напружень за часом на границі контакту 

оболонки і пружного середовища при 1* r , 0* x  для різних значень 

безрозмірної швидкості руху навантаження (1.18), причому суцільними 

лініями позначено розв’язок при моделюванні руху оболонки рівняннями, які 

враховують поперечний зсув та інерцію обертання, а пунктирними лініями – 

рівняннями теорії пружності.  

 

 

 

На рис. 1.8 проілюстровано порівняння розподілу нормальних 

переміщень та нормальних напружень за часом в точці 1* r , 0* x  для 

навантаження (1.19), у порівнянні із статичним розв’язком. В даному 

випадку, також, суцільними лініями позначено розв’язок при моделюванні 

 

 

а                                                                   б 

Рисунок 1.7 – Порівняння нормальних переміщень (а) та напружень (б) за 

змінною часу для навантаження (1.18): 

1 – 4,0* c , 2 – 25,0* c , 3 – 1,0* c  
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руху оболонки рівняннями, які враховують поперечний зсув та інерцію 

обертання, а пунктирними лініями – рівняннями теорії пружності. 

Горизонтальні прямі – статичний розв’язок, отриманий у пункті 1.1.1. 

 

 

 

На основі отриманих результатів можна зробити висновок, що 

величина максимального відхилення при описанні руху оболонки 

наближеними рівняннями (оболонка типу Тимошенко) від результатів 

отриманих на основі описання руху оболонки динамічними рівняннями 

теорії пружності не перевищує двох відсотків для переміщень, та трьох для 

напружень. Таким чином, можна зробити висновок, що при розв’язанні 

аналогічних, але більш складних задач, для зменшення об’єму розрахунків, 

можна застосовувати наближену теорію опису руху оболонки. 

 

 

 

 

  

а                                                                   б 

Рисунок 1.8 – Порівняння нормальних переміщень (а) та напружень (б) за 

змінною часу для навантаження (1.19): 
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1.1.3 Опис руху оболонки за допомогою класичних рівнянь теорії тонких 

оболонок, що задовольняють гіпотезі Кірхгофа-Лява 

 

Будемо описувати рух оболонки класичними рівняннями теорії тонких 

оболонок, які задовольняють гіпотезі Кірхгофа-Лява. У вісесиметричному 

випадку рівняння для оболонки запишуться в такому вигляді [10]: 

 

 















































.
2

1

2

1

12

,
2

1

2

1

1

1

2

2

1

1
124

42

1

1

1

2

2

1

1
1

1

2

2

r

x

qf
hGt

w

Ga

w

x

wh

x

u

a

q
hGt

u

Gx

w

ax

u











                (1.44) 

 

Зрозуміло, що в цьому випадку залишаться справедливими граничні 

умови (1.37). 

Враховуючи (1.9) та (1.36), система (1.44) у просторі зображень за 

Фур’є-Лапласом матиме наступний вид: 
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Враховуючи граничні умови (1.37) з першого рівняння системи (1.45) 

виражаємо функцію  psU LF ,  через  psW
LF

, : 
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Підставляючи (1.46) в друге рівняння системи (1.45), та враховуючи 

умови (1.38), отримуємо: 
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 

 pspsU rrLFrLF ,,1,,,1
22   – беруться із (1.12) та (1.13) відповідно. 

В результаті отримуємо систему лінійних алгебраїчних рівнянь 

(СЛАР), яка складається з рівняння (1.47) та першої умови (1.38), відносно 

змінних ),(),,( 65 psCpsC . Після розв’язання отриманої системи, отримаємо 

розв’язки ),(),,( 65 psCpsC KLKL
. Тоді вирази для нормальних переміщень та 

напружень запишуться у вигляді: 
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Обернення інтегральних перетворень Фур’є та Лапласа здійснюється за 

допомогою чисельного алгоритму, який описано в пункті 1.1.1. вирази для 

функції навантажень використовуються ті, що і раніше. 

Розподіл величини максимального відхилення при описанні руху 

оболонки наближеними рівняннями (рівняння Кірхгофа-Лява) від результатів 

отриманих на основі описання руху оболонки динамічними рівняннями 

теорії пружності аналогічний до результатів, які отримано в пункті 1.1.2 

(тобто не перевищує двох відсотків для переміщень, та трьох для напружень). 

Тому, можна зробити висновок, що при розв’язанні аналогічних, але більш 

складних задач, для зменшення об’єму розрахунків,  можна застосовувати 

наближену теорію опису руху оболонки. 

 

2.2 Динаміка циліндричної оболонки у пружному середовищі при 

невісесиметричних навантаженнях 

 

В даному підрозділі розглядається тривимірна задача в загальній 

динамічній постановці для механічної системи оболонка – пружне інерційне 

середовище, яка розглядалась в підрозділі 1.1. 

Рух середовища будемо описувати динамічними рівняннями теорії 

пружності (1.1) 

Оскільки у пункті 1.1.2 було показано, що описання руху оболонки 

рівняннями, які враховують поперечний зсув та інерцію обертання має 

досить високу точність у порівнянні з динамічними рівняннями теорії 

пружності, тому рух оболонки будемо описувати рівняннями, які враховують 

поперечний зсув та інерцію обертання (оболонка типу Тимошенко), що в 

загальному випадку мають такий вигляд [10]: 
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           (1.50) 

 

де       wvu ,,  – осьове, кільцеве та нормальне переміщення точок серединної 

поверхні оболонки відповідно;  

 ,x  – кути повороту нормалі до серединної поверхні в осьовому і 

кільцевому напрямках;  

qqq xr ,,  – нормальна, осьова та кільцева реакція з боку простору на 

границі контакту між простором та оболонкою. 

При відсутності масових сил вводимо потенціальні функції  ,,  за 

формулами [46]: 
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Підставивши залежності (1.51) в рівняння (1.1), будемо мати: 
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Граничні умови нашої задачі мають такий вигляд: 
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Напруження, необхідні для задоволення граничних умов, виражаються 

через переміщення згідно формул: 
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Початкові умови приймаються нульовими, тобто при 0t  шукані 

величини та їх перші похідні за часом вважаємо рівними нулю. 

Для розв’язання задачі будемо використовувати інтегральне 

перетворення Лапласа за часовою змінною (1.7), та комплексне інтегральне 

перетворення Фур’є (1.8). 

Перейдемо до безрозмірних величин: 
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 (1.56) 

 

Застосовуємо перетворення Лапласа за змінною   та перетворення 

Фур’є за змінною *x  до рівнянь (1.52), та розкладаємо зображення 

потенціальних функцій в ряд Фур’є за формулами: 
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Рівняння (1.52) приймають такий вигляд: 
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Загальний розв’язок рівнянь (1.58) з урахуванням умов затухання на 

нескінченності має вигляд: 
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де       ;, 22222 psmpsm spr     

nK  – модифіковані функції Бесселя. 

Застосовуємо перетворення Лапласа за змінною   та перетворення 

Фур’є за змінною *x  до компонент переміщень і напружень, та розкладаємо 

їх в ряд Фур’є за формулами: 
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Рівності (1.51) та (1.55) приводяться до такого виду: 
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Розкладаємо зображення шуканих величин у ряд Фур’є наступним 

чином: 
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У просторі зображень за Фур’є-Лапласом система (1.50) матиме вигляд: 
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  (1.64) 

 

Граничні умови (1.54) приводяться до таких: 
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Враховуючи граничні умови (1.65), в системі (1.64) з четвертого та 

п’ятого рівнянь знаходимо невідомі функції 
nLFnxLF ,, ,  , а потім з першого та 

другого рівнянь виражаємо функції nLFnLF VU ,, ,  через  psW
nLF

,
,

: 
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В результаті третє рівняння системи (1.64) прийме такий вигляд: 
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Доповнимо рівняння (1.67) двома останніми рівностями граничних 

умов (1.65), та отримаємо систему лінійних алгебраїчних рівнянь відносно 

невідомих ),(),,(),,( 321 psCpsCpsC nnn . Нехай ),(),,(),,( 321 psCpsCpsC nnn  – 

розв’язок отриманої системи, який знайдено методом Гауса. Тоді вирази для 

нормальних переміщень та напружень у просторі зображень для коефіцієнтів 

рядів Фур’є мають такий вигляд: 
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Для того, щоб отримати остаточні вирази коефіцієнтів рядів Фур’є в 

просторі зображень за Фур’є-Лапласом для нормальних переміщень (1.68) та 

напружень (1.69) потрібно підставити вирази для нормальних поверхневих 

навантажень. Розглянемо два типи навантажень: 

а) навантаження, ділянка дії якого розширюється із сталою швидкістю 

c , симетрично відносно початку координат, а сумарний тиск однаковий у всі 

моменти часу та рівний 0F : 

 

 
 

        2121

0

4
, 





 HHHH

ctb

xctHF
txf ,  (1.70) 

 

де   210 ; 
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б) навантаження, яке рівномірно розподілене по ділянці внутрішньої 

поверхні оболонки: 

 

              21210,   HHHHtHdxHFtxf . (1.71) 

 

Перейдемо у виразах для навантажень до безрозмірних величин, 

застосуємо інтегральні перетворення Фур’є та Лапласа та розкладемо 

трансформанти у тригонометричні ряди Фур’є. В результаті будемо мати: 

а) для навантаження (1.70): 

 

  nnLF
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p
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F

psf 










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де 
sc

c
c * , а  

 

 

    
















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.0,
sinsin2

,0,
2

12
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n

nn

n

n

n









                              (1.73) 

 

Тут 0,1  nn , 0,
1

sin
1













 n

NF

n

n

NF
n




  – множники для прискорення 

збіжності тригонометричних рядів Фур’є [39], сума яких наближується 

скінченним рядом з NF  доданків; 

б) для навантаження (1.71): 

 

 
 

nnLF
sp

sdF
psf 



*

0
,

sin2
,  ,                                    (1.74) 
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де 
a

d
d * . 

Для отримання оригіналів формул (1.68) та (1.69), необхідно підставити 

відповідний вираз для функції навантаження, обернути інтегральні 

перетворення Фур’є та Лапласа та підсумувати тригонометричні ряди Фур’є.  

Якщо підсумувати тригонометричні ряди Фур’є та застосовати 

обернене перетворення Фур’є, то для трансформант Лапласа будемо мати: 

 

       

      ,cos,,,2

cos,,,,,,
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
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dsxspsfpsrT

dsxspsFpsrTpxrU 

            (1.75) 

       

      .cos,,,2

cos,,,,,,

1
*

0

,*

*

0

0,*0**

















n
nLFn

LFrrL

dsxspsfpsrT

dsxspsFpsrTpxr





          (1.76) 

 

Невласні інтеграли у виразах (1.75) та (1.76) обчислюються за 

допомогою метода Файлона, який описано в пункті 1.1.1. Кількість доданків 

в рядах Фур’є підбиралася за допомогою чисельних експериментів для 

забезпечення заданої відносної похибки. Перетворення Лапласа обертається 

за допомогою метода, описаного в пункті 1.1.1. 

При проведенні чисельних розрахунків приймались такі значення 

безрозмірних величин: ,3,021   ,30  ,4*   ,02,0  ,
2

1* d  ,0* x  

1* r , 
3

1


  , 

3

2
1


  . Величини  , , *c  – змінювались. 

Рис. 1.9 ілюструє зміну нормальних переміщень та напружень, для 

навантаження (1.72), за кутовою координатою на границі контакту оболонки 

і пружного середовища  1,0,0,1 ***  cxr , для різних значень 

безрозмірного часу. 

На рис. 1.10 наведені аналогічні рис. 1.9 результати, але для більш 

високого значення швидкості 4,0* c . 
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а                                                                   б 

Рисунок 1.10– Порівняння нормальних переміщень (а) та напружень (б) за 

кутовою координатою для навантаження (1.72) при 4,0* c : 

3 (а) – 25,0 , 3 (б) – 2,0 , 2 – 1 , 1 – 4  

 

 

а                                                                   б 

Рисунок 1.9 – Порівняння нормальних переміщень (а) та напружень (б) за 

кутовою координатою для навантаження (1.72) при 1,0* c : 

3 (а) – 25,0 , 3 (б) – 2,0 , 2 – 1 , 1 – 4  
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На рис. 1.11 показано зміну нормальних переміщень та нормальних 

напружень за кутовою координатою на границі контакту оболонки і 

пружного середовища  0,1 **  xr  у різні моменти безрозмірного часу. 

 

1.3 Динаміка підкріпленої повздовжніми ребрами жорсткості 

циліндричної оболонки у пружному середовищі 

 

У даному підрозділі будемо розглядати механічну систему  

оболонка – пружне інерційне середовище, яка описана у пункті 1.1.1, але з 

припущенням, що внутрішня поверхня оболонки дискретно підкріплена N  

повздовжніми ребрами жорсткості. Положення кожного ребра жорсткості на 

внутрішній поверхні оболонки задається рівнянням  .,1, Njj   Також 

припускається, що динамічне навантаження прикладене по нормалі до 

ділянки кожного ребра жорсткості. 

Для середовища будемо використовувати динамічні рівнянь теорії 

пружності (1.1). Рух оболонки описується рівняннями, які враховують 

  

а                                                                   б 

Рисунок 1.11 – Порівняння нормальних переміщень (а) та напружень (б) за 

кутовою координатою для навантаження (1.73) при 4,0* c : 

1 (а) – 1 , 1 (б) – 2,0 , 2 – 3 , 3 – 6  



 

58 

поперечний зсув та інерцію обертання (оболонка типу Тимошенко) (1.50). 

Для опису руху кожного ребра використовуємо рівняння теорії балок [96]: 

 

    ,,1;,,
2

2

4

4

Njtxqtxp
t

y
F

x

y
IE jcj

k

jj

j

jj 
















            (1.77) 

 

де       txp j ,  – інтенсивність заданого навантаження на j -е ребро;  

 txq jc ,  – невідома реакція з боку оболонки на j -е ребро;  

jjE  ,  – модуль Юнга і щільність j -го ребра;  

jy  – прогин j -го ребра;  

jj FI , – момент інерції і площа поперечного перерізу ребра. 

Граничні умови між оболонкою і середовищем задаються у формі 

(1.53). 

Умови контакту ребер і оболонки запишемо так: 

а) в місцях контакту j   нормальне переміщення ребра рівне 

нормальному переміщенню оболонки: 

 

   ;,,, txytxw jj                                       (1.78) 

 

б) внутрішнє навантаження на оболонку дорівнює сумі тисків, які 

передаються через кожне ребро: 

 

     ,,,,
1





N

j
jjc txqtxp                             (1.79) 

 

де N  – кількість ребер, а    – дельта-функція Дірака. 

Початкові умови приймаються нульовими, тобто при 0t  шукані 

величини та їх перші похідні за часом вважаємо рівними нулю. 
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Для розв’язання задачі будемо використовувати інтегральне 

перетворення Лапласа за часовою змінною (1.7) та комплексне інтегральне 

перетворення Фур’є за осьовою координатою (1.8), а також тригонометричні 

ряди Фур’є. 

Перейдемо до безрозмірних величин (1.56) та додатково введемо нові 

параметри: 
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G
qy

a
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j

j

jjcjcjj 






      (1.80) 

 

Вирази для нормальних переміщень та напружень у довільній точці 

середовища у просторі зображень за Фур’є-Лапласом для коефіцієнтів 

тригонометричних рядів Фур’є можна записати у вигляді (1.68) та (1.69) 

відповідно. Далі всі викладки будемо проводити для нормальних 

переміщень. Вирази для трансформант інших компонент динамічного 

напружено-деформованого стану обчислюються аналогічно. 

Тепер для знаходження остаточного вигляду виразів (1.68) та (1.69) 

потрібно знайти навантаження, яке передається на оболонку з боку ребер 

жорсткості. Для цього застосовуємо перетворення Лапласа за змінною   та 

перетворення Фур’є за змінною *x  до рівняння (1.77): 

 

     .,,12 2**4* psqpspYpFYsI
LFjcLFjLFjjjLFjjjj           (1.81) 

 

Введемо позначення: 

 

  .12 2**4* pFsIA jjjjjj     

 

Тоді: 
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 
   

j

LFjcLFj

LFj
A

psqpsp
psY

,,
,







.                         (1.82) 

 

Застосуємо перетворення Лапласа за змінною   та перетворення Фур’є 

за змінною *x  до співвідношень (1.79), будемо мати: 

 

    ,,,
1

, 



N

j

j

njLFcnLF Dpsqpsp                               (1.83) 

 

де    


0

cos
n

j

nj
nD  , а коефіцієнти j

nD  обчислюються наступним 

чином: 

 

      njj
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n ndnD 





 
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

,              (1.84) 

 

а 
n

  – множники для прискорення збіжності рядів Фур’є [39], вирази для 

яких наведено в (1.73). 

Підставляємо (1.82) в (1.67). Будемо мати: 
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
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j
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U
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**, ,,,,, .                (1.85) 

 

Підсумуємо в (1.84) тригонометричний ряд Фур’є: 

 

     

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
0

*
1

** )cos(,,,,,
n

j
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U
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LFjcrLF nDpsrTpqpxrU  .         (1.86) 

 

У виразі (1.86) замість   підставляємо  Nkk ,1,  , та отримаємо N  

рівностей: 
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 .  (1.87) 

 

Використаємо тепер граничну умову (1.78). З урахуванням (1.82) 

будемо мати: 
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або 
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        (1.89) 

 

Якщо розв’язати систему (1.89) відносно невідомих 

   psqpsq
LFNcLFc

,,...,,
1

 і підставити отримані результати у вираз (1.87), то 

будемо мати вираз для нормальних переміщень у просторі зображень за 

Фур’є-Лапласом. 

Проілюструємо описаний алгоритм для випадку двох, чотирьох та 

шести ребер жорсткості. Для спрощення розрахунків припустимо, що всі 

ребра мають однакові механічні та геометричні характеристики, та 

прикладемо до них однакові навантаження. Також будемо припускати, що всі 

ребра знаходяться у вершинах правильного N -кутника, який вписано в коло, 

що описує поперечний переріз оболонки. В такому випадку для всіх ребер 

реакції зі сторони оболонки будуть однакові. 

Позначимо:       ,...,,...,, 11 NLFNLFLF AAApsppsppsp    
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     .,...,,
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  

В такому випадку будемо мати: 
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де     .)cos(,,,,
0 1

1**1  
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В силу властивостей кутів вписаного в коло правильного N -кутника, 

будемо мати: 
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
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,,,

1 ZkNkn

ZkNknN
D

n
N

j

j

n


                             (1.93) 

 

Іншими словами співвідношення (1.92) та (1.93) означають, що у 

формулах (1.90) та (1.91) при підсумовуванні тригонометричних рядів Фур’є 

потрібно враховувати лише ті доданки, номер яких кратний N . 

Розглянемо тепер випадок, коли в початковий момент часу 0t  в 

області   dxdbrNkk  ,,,1  прикладається імпульсивне 

нормальне навантаження (1.19), яке постійно діє на даній ділянці, та має 

трансформанту (1.21) 

Після обернення перетворення Фур'є та підсумовування рядів Фур’є 

отримаємо вирази для трансформанти Лапласа функції нормальних 

переміщень: 
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Обчислення невласних інтегралів у виразі (1.94) здійснювалось 

наближено з використанням метода Файлона, обернення перетворення 

Лапласа здійснювалось чисельно за допомогою зміщених поліномів 

Лежандра. 

Розрахунки проведено для таких значень безрозмірних параметрів: 

,3,021    ,30  ,300  ,4*   ,8*   ,107 4* F  

,10 6* I ,02,0  ,1* r  .
2

1
* d  Величини *,, x  – змінювались. 

На рис. 1.12 (а) проілюстровано зміну нормальних переміщень (1.94) 

середовища за кутовою координатою в різні моменти безрозмірного часу на 

границі контакту з оболонкою, підкріпленою двома ребрами, у характерній 

точці  0* x . На рис. 1.12 (б) приводиться аналогічні результати за осьовою 

координатою (при 0 ) у різні моменти безрозмірного часу. 

 

 

 

 

а                                                                   б 

Рисунок 1.12 – Розподіл нормальних переміщень за кутовою (а) та осьовою 

(б) координатами для двох ребер жорсткості: 

1 – 6,0 , 2 – 6  
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На рис. 1.13 та рис. 1.14 приведені аналогічні до рис. 1.12 результати 

для оболонок, підкріплених чотирма та шістьма ребрами відповідно. 

 

 

 

 

 

 

а                                                                   б 

Рисунок 1.14 – Розподіл нормальних переміщень за кутовою (а) та осьовою 

(б) координатами для шести ребер жорсткості: 

1  – 6,0 , 2 – 6  

 

 

а                                                                   б 

Рисунок 1.13 – Розподіл нормальних переміщень за кутовою (а) та осьовою 

(б) координатами для чотирьох ребер жорсткості: 

1  – 6,0 , 2 – 6  
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1.4 Динаміка підкріпленої поперечними ребрами жорсткості 

циліндричної оболонки у пружному середовищі 

 

В даному підрозділі будемо розглядати механічну систему оболонка – 

пружне інерційне середовище, яка описана у пункті 1.1.1, але з 

припущенням, що на внутрішній поверхні оболонка дискретно підкріплена 

поперечними ребрами жорсткості (шпангоутами). В даному пункті буде 

розглянуто три випадки. В першому випадку будемо припускати, що при 

01 x  розташоване одне кільцеве ребро жорсткості. В другому, що два ребра 

розташовані симетрично відносно нуля на відстані d  один від одного (тобто 

при 
2

1

d
x  , 

2
2

d
x  ). І в третьому випадку розглянемо три ребра жорсткості. 

Перше розташовано в початку координат ( 02 x ), а два інші симетрично 

відносно першого на відстані d  (тобто при dx 1 , dx 3 ). 

Рух середовища будемо описувати за допомогою динамічних рівнянь 

теорії пружності (1.1). Для оболонки використовуються рівняння, які 

враховують поперечний зсув та інерцію обертання (оболонка типу 

Тимошенко) (1.50). Рух кожного ребра описується рівняннями динаміки 

кілець [92]: 
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(1.95) 

 

де       tp k ,  – інтенсивність заданого навантаження на k -е ребро;  

 tq kc ,  – невідома реакція з боку оболонки на k - е ребро;  

kkE  ,  – модуль Юнга і щільність k -го ребра;  

kk vw  ,  – нормальне і дотичне переміщення k -го ребра;  
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kk FI , – момент інерції і площа поперечного перерізу кільцевого ребра 

жорсткості. 

Граничні умови між оболонкою і середовищем задаються у формі (1.54). 

Умови контакту ребер жорсткості та оболонки запишемо так: 

а) в місцях контакту kxx   нормальне переміщення ребра рівне 

нормальному переміщенню оболонки, взятому з протилежним знаком: 

 

   ;,,,   twtxw kk                                          (1.96) 

 

б) внутрішнє навантаження на оболонку дорівнює сумі тисків, які 

передаються через кожне ребро: 

 

                                        ,,,,
1





NK

k
kkc xxtqtxp                                    (1.97) 

 

де NK  – кількість ребер. 

Початкові умови приймаються нульовими, тобто при 0t  шукані 

величини та їх перші похідні за часом вважаємо рівними нулю. 

Для розв’язання задачі будемо використовувати інтегральне 

перетворення Лапласа за часовою змінною (1.7) та комплексне інтегральне 

перетворення Фур’є за осьовою координатою (1.8), а також тригонометричні 

ряди Фур’є. 

Перейдемо до безрозмірних величин (1.56) та введемо нові: 
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Вирази для нормальних переміщень та напружень для середовища у 

просторі зображень за Фур’є-Лапласом для коефіцієнтів тригонометричних 
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рядів Фур’є можна записати у вигляді (1.67) та (1.68) відповідно. Далі всі 

викладки будемо проводити для нормальних переміщень. Вирази для 

трансформант інших компонент динамічного напружено-деформованого 

стану обчислюються аналогічно. 

Тепер для знаходження остаточного вигляду виразів (1.68) та (1.69) 

потрібно знайти навантаження, яке передається на оболонку з боку ребер 

жорсткості. Для цього застосовуємо перетворення Лапласа за змінною   та 

перетворення Фур’є за змінною *x  до рівнянь (1.95). Розкладемо спочатку усі 

величини системи (1.95) в тригонометричний ряд Фур’є: 
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              (1.99) 

 

Рівняння (1.95) приймуть такий вигляд: 
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     (1.100) 

 

Введемо позначення: 

 

        ,12;12 2**
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2****2

11 nIFnApFIFnA kkkkkkkkkkkk     

    .,12 22
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2
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2**4**

22 A
A

A
ApFnIFA kkkkkkkk     

 

Тоді із системи (1.100) знаходимо: 
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Застосуємо перетворення Лапласа за змінною   та перетворення Фур’є 

за змінною *x  до співвідношень (1.97): 
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Якщо підставити вираз (1.103) у залежності (1.68), то прийдемо до 

такого співвідношення: 
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Позначимо    

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
 dseepsrTpxrf

isxkisx
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
 і перепишемо 

(1.104) в такому вигляді: 
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У виразі (1.105) замість *x  підставляємо по черзі значення 

 NKjx j ,1,  , отримуємо такі NK  рівностей: 

 

       NKjpxrfpqpxrU
NK

k
jnknLkcjnrLF ,1,,,,,,

1
**, 



.           (1.106) 
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Використаємо тепер умову контакту (1.96). З урахуванням виразу 

(1.102) будемо мати: 
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або 
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Якщо розв’язати систему (1.108) відносно невідомих 

   pqpq
nLNKcnLc ,,1

,...,  і підставити отримані результати у вираз (1.106) та 

отримаємо остаточний вираз для нормальних переміщень у просторі 

зображень за Фур’є-Лапласом. 

Проілюструємо описаний алгоритм для випадку одного, двох та трьох 

ребер жорсткості. Для спрощення розрахунків припустимо, що усі ребра 

мають однакові механічні та геометричні характеристики, та прикладемо до 

них однакові навантаження. 

Позначимо:       ....,... 3313333,,1, NKnLNKnLnL AAApppppp    

У випадку одного ребра будемо мати  01 x : 
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де  
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Тепер розглянемо випадок, коли оболонка підкріплена двома ребрами 
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x . Тоді система (1.108) матиме такий вигляд: 
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Якщо від першого рівняння цієї системи відняти друге то прийдемо до 

наступного ланцюжка формул: 
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Підставивши отримані результати у вираз (1.111), приходимо до 

наступної залежності: 

 

       

       ,,,,,1
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pxrfpxrfApq

pxrfpxrfApq

nnnLc
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   .
,2,1

pqpq nLFcnLFc   

 

Звідси випливає, що симетрично розташовані відносно початку 

координат ребра, мають однакову реакцію зі сторони оболонки, і тоді будемо 

мати: 
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 
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
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Тепер розглянемо випадок, коли оболонка підкріплена трьома 

кільцевими ребрами жорсткості  *

32

*

1 ,0, dxxdx  . Також будемо 

враховувати отриманий раніше результат для двох симетрично розташованих 

ребер, а саме    .
,3,1

pqpq
nLFcnLFc

  З урахуванням вищеописаного система 

(1.108) матиме такий вигляд: 
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Позначимо:  
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Розв’язуючи систему (1.115) відносно невідомих    pqpq
nLFcnLFc ,2,1

, , 

будемо мати: 
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Усі невласні інтеграли, які виникають у співвідношеннях (1.110), 

(1.114) та (1.118) обчислюються наближено за допомогою методу Файлона. 

Розглянемо тепер випадок, коли в початковий момент часу 0t  в 

області   ,,,1 brNKkxx k     210 , 12    

прикладається імпульсивне нормальне навантаження 0F , яке постійно діє на 

даній ділянці. 

Функція навантаження має такий вигляд: 

 

           ., 21210   HHHHtHFtp     (1.119) 
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Трансформанта навантаження (1.119) має вигляд: 
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де       



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






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1
sin
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N

n

n

N
n




  – множники, для прискорення збіжності 

тригонометричних рядів Фур’є [39];  

N  – кількість доданків в ряді Фур’є. 

Після обернення перетворення Фур'є та підсумовування рядів Фур’є, 

отримаємо вирази для трансформанти Лапласа функції нормальних 

переміщень. У випадку одного ребра жорсткості будемо мати: 
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У випадку двох ребер жорсткості оригінал матиме вигляд: 
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У випадку трьох ребер для оригіналу можемо записати: 
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Обчислення невласних інтегралів у виразах (1.121)-(2.123) здійснювалось 

наближено з використанням метода Файлона, обернення перетворення Лапласа 

здійснювалось чисельно за допомогою зміщених поліномів Лежандра. 

Розрахунки проведено для таких значень безрозмірних параметрів: 

,3,021    ,30  ,300  ,4*   ,8*   ,107 4* F  

,10 6* I ,02,0  
3

1


  , 

3

2
2


  . Величини ** ,,, dx  – змінювались. 

Для порівняння результатів для випадку одного кільцевого ребра 

жорсткості було розв’язано задачу для непідкріпленої оболонки з 

навантаженням, яке діє на ділянці, де розташоване ребро за аналогічним 

законом. Розв’язок отримано методами, описаними в підпункті 2.2. 

На рис. 1.15 проілюстровано зміну нормальних переміщень (1.121) 

середовища за змінною безрозмірного часу на границі контакту з оболонкою 

у характерній точці 







 0,

2
*x


 . На рис. 1.16 приводиться аналогічне 

порівняння за кутовою координатою (при 0* x ) у різні моменти часу, а на 

рис. 1.17 – за осьовою (при ,5  
2


  ). З результатів зрозуміло, що 

наявність ребра жорсткості зменшує нормальні переміщення оболонки на 

57%. 
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Рисунок 1.15 Порівняння нормальних переміщень оболонки за змінною 

безрозмірного часу: 

1 – підкріплена оболонка; 2 – не підкріплена оболонка. 

 

 

  

а                                                                   б 

Рисунок 1.16 – Порівняння нормальних переміщень оболонки за кутовою 

координатою у моменти часу ,2,0  (а) та 5  (б): 

1 – підкріплена оболонка; 2 – не підкріплена оболонка.  
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Рисунок 1.17 Порівняння нормальних переміщень за осьовою координатою: 

1 – підкріплена оболонка; 2 – не підкріплена оболонка. 

 

 

  

а                                                                   б 

Рисунок 1.18 – Нормальні переміщення оболонки за осьовою координатою, 

підкріпленої двома (а) та трьома (б) ребрами жорсткості: 

1 (а)  – 2* d , 2 (а) – 3* d , 3 (а) – 4* d ; 

1 (б)  – 1* d , 2 (б) – 5,1* d , 3 (б) – 2* d  
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На рис. 1.18 проілюстровано прогин оболонки по довжині для різних 

відстаней між двома та трьома ребрами жорсткості для 5 . 

Із рисунків видно, що для двох (рис. 1.18 (а)) та трьох (рис. 1.18 (б)) 

ребер жорсткості при відстані 3* d  їх взаємний вплив незначний, тому для 

вказаних відстаней можна розглядати нескінченну циліндричну оболонку з 

одним кільцевим ребром жорсткості. 

 



 

79 

Розділ 2 

 

ЗАСТОСУВАННЯ БІПОЛЯРНИХ КООРДИНАТ ДО РОЗВ’ЯЗАННЯ 

ДИНАМІЧНИХ ЗАДАЧ ДЛЯ ЦИЛІНДРИЧНИХ ОБОЛОНОК У 

ПРУЖНОМУ СЕРЕДОВИЩІ 

 

2.1 Рівняння руху середовища та оболонки у біполярній системі 

координат  

 

2.1.1 Біполярна система координат, та її основні геометричні 

характеристики 

 

Якщо геометрична область, яка моделює задачу являється 

півплощиною з круговим отвором (рис 2.1 (а)), або необмеженою площиною, 

яка містить два кругові отвори (рис 2.1 (б)), тоді для розв’язання такої задачі 

доцільно використовувати біполярну систему координат. 

 

 

 

 

а                                                                   б 

Рисунок 2.1 – Геометрична модель областей, що розглядаються 
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Біполярна система координат   ,  задається за допомогою двох точок 

 01 ,0 O  та  02 ,0 O  які називають полюсами (рис. 2.2). Координата   

довільної точки площини є логарифмом відношенням відстаней від цієї точки 

до полюсів, тобто 
2

1ln
r

r
 , а   – кут між відрізками 1r  та продовженням 2r  

(рис. 2.2). 

 

 

Рисунок 2.2 – Біполярна система координат 

 

 

Зв'язок між декартовою системою координат та біполярною системою 

координат задається співвідношеннями [94]: 

 

22

0
00 ,

cos
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ch
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a
x 


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









,            (2.1) 

 

де       yx,  – декартові координати;  

  ,  – біполярні координат;  
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l  – відстань від початку декартової системи координат до центру 

кругового отвору (рис 2.1); 

a  – радіус кругового отвору (рис 2.1). 

Біполярна система координат, задана співвідношеннями (2.1) є 

ортогональною [94], та має наступні геометричні характеристики: 

 

,,
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20
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a
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
                            (2.2) 

 

де        hh ,  – коефіцієнти Ламе;  

 gg ,  – компоненти метричного тензора. 

Довільне векторне поле в декартовій системі координат  yx AA ,  

виражається через відповідні компоненти векторного поля в довільній 

ортогональній системі координат  
21

, xx AA  за наступними співвідношеннями 

[26]: 
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де     212211 ,,, xxyxxx    – формули зв’язку між декартовою та 

довільною ортогональною системами координат. Для випадку біполярної 

системи координати, яка задається співвідношеннями (2.1), формула (2.3) 

матиме вигляд: 
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де yx AA ,  – компоненти векторного поля в декартовій системі координат, а 

 AA ,  – відповідні компоненти векторного поля в біполярній системі 

координат. 

Зауважимо, що біполярна система координат може бути узагальнена до 

біциліндричної системи координат, яка також є ортогональною та її 

геометричні характеристики по осьовій координаті співпадають з 

відповідними характеристиками для осьової координати в циліндричній 

системі координат. Тобто 1,1  zzz gh . 

 

2.1.2 Співвідношення теорії пружності у біполярній системі координат 

 

Оскільки біполярна система координат (БСК) є ортогональною [94], 

тому в ній справедливі рівняння руху, які в довільній ортогональній системі 

координат (при відсутності масових сил) мають такий вигляд [46]: 
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де        3,2,1, ih
ix  – коефіцієнти Ламе;  

321332211 xxx hhhgggg  . 

Оскільки, для БСК ,1 x  ,2 x  zx 3 , ,
1 hhx   ,

2 hhx   1
3
xh , 

,2

2211  hggg   ,133 g  ,2

 hgg   тоді рівняння (2.5) запишуться так: 
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або після спрощення в такому вигляді: 
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де        ,   – нормальні напруження в БСК; 


  – дотичні напруження; 


u , 


u  – переміщення у напрямку осей   та   відповідно; 

t  – змінна часу. 

Також, в довільній ортогональній системі координат справедливі 

співвідношення Коші, які мають вигляд [46]: 
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В БСК вирази (2.8) приймають такий вигляд: 
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Тепер отримаємо вирази для напружень через переміщення у БСК. Для 

цього використаємо закон Гука [46]:  
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,2,2,2                   (2.10) 
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   . 

Якщо підставити вирази (2.9) у співвідношення (2.10), то будемо мати: 
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Після спрощення ці співвідношення запишуться так: 
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Щоб отримати рівняння руху середовища у переміщеннях в БСК, 

підставляємо (2.12) у (2.7)і приходимо до таких рівнянь: 
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2.1.3 Рівняння руху оболонки у біполярній системі координат 

 

Згідно з результатами отриманими у підрозділі 1.1 рух оболонки 

можна, з досить високою точністю, описувати наближеними рівняннями. 

Тому в цьому розділі для описання руху оболонки використаємо класичні 

рівняння теорії тонких оболонок, що задовольняють гіпотезі Кірхгофа-Лява, 

та в довільній ортогональній системі координат мають такий вигляд [96]: 
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де   wvu ,,  – компоненти переміщень середньої поверхні оболонки у 

напрямках осей 321 ,, xOxOxO  відповідно;  

 321 ,, fff  – відповідні компоненти навантаження;  

 321 ,, qqq  – відповідні реакції з боку середовища;  

21, RR  – радіуси кривизни ліній constx 1 , constx 2  відповідно;  

111 ,,,  Gh  – густина, товщина, модуль зсуву та коефіцієнт Пуассона 

оболонки;  

21, gg  – відповідні компоненти першої квадратичної форми середньої 

поверхні оболонки. Величини системи (2.14), враховуючи технічну моментну 

теорію оболонок, запишуться так: 
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Як буде показано далі, при введенні БСК виразами (2.1), середня 

поверхня оболонки буде задаватись рівняннями 
1

  , тому у виразах 

(2.14), (2.15) потрібно прийняти, що  OxOOxOzOxO  321 ,, . Тоді 

11 g , hg 2 , 0
1

1


R

, 1
1

2


R

. Також, будемо припускати, що навантаження 

рівномірно діє вздовж осьової координати, тому потрібно зазначити, що 

0u , 01 q , 01 f  та похідні від всіх величин за змінною z  дорівнюють 

нулю. Тоді вирази (2.15) приймуть такий вигляд: 
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З урахуванням (2.16) перше рівняння системи (2.14) перетвориться у 

тотожність 00  , а четверте та п’яте у вирази: 

 

.0;0 21  QQ                                         (2.17) 

 

Враховуючи (2.16) та (2.17) система (2.14) в БСК запишеться так: 
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де      wv,  – переміщення серединної поверхні оболонки у напрямку осей O  

та O ; 

1  – коефіцієнт Пуассона оболонки. Зауважимо, що в системі (2.18) 

величини h  та g  беруться при 
1

  , тобто залежать лише від змінної  . 

 

2.2 Динаміка циліндричної оболонки у пружному середовищі із вільною 

поверхнею 

 

У даному підрозділі будемо розглядати динаміку тонкої циліндричної 

оболонки у лінійно-пружному, однорідному та ізотропному середовищі, яке 

має вільну поверхню (рис. 2.1 (а)), причому глибина залягання оболонки не 
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перевищує п’яти її діаметрів. Розглядаються два випадки: коли нормальні 

самоврівноважені поверхневі навантаження діють на ділянку внутрішньої 

поверхні оболонки, а поверхня середовища вільна від напружень і коли 

нормальні навантаження діють на ділянку поверхні середовища, а поверхня 

оболонки вільна від напружень. 

Нехай оболонка та середовище віднесені до нерухомої декартової 

системи координат  zyx ,, . Внутрішня поверхня оболонки задається 

рівнянням   222 blyx  , а поверхня контакту між півпростором та 

оболонкою –   222 alyx   ( bah   – товщина оболонки). Поверхня 

середовища задається рівнянням 0y . Контакт між оболонкою та 

середовищем вважаємо ковзним. Нехай вісь оболонки та вісь z  паралельні. 

Також, слід зазначити, що в даній роботі приймається, що навантаження 

рівномірно розподілене за осьовою координатою, тобто не залежить від 

змінної z , тому початкова задача зводиться до плоскої задачі теорії 

пружності. Також будемо припускати, що навантаження прикладені 

симетрично відносно осі y . 

Для розв’язання задачі одразу перейдемо до безрозмірних величин: 
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    (2.19) 

 

де       22 ,G  – густина та модуль зсуву півпростору;  

11,G  – густина та модуль зсуву оболонки. 

Введемо БСК, яка задається виразами (2.1). Оскільки припускається, 

що задані навантаження діють симетрично відносно *y , тому можна зробити 
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розріз по осі *yO , який буде враховано за допомогою граничних умов. 

Введена біполярна система координат дозволяє перевести нескінченну 

область ABCD  в скінченну область ;0;0 01     '''' DCBA , де 

 











 0

0

0
1 ,ln

aLR

aLR
 (рис 2.3). 

 

 

Рисунок 2.3 – Перетворення області 

 

Запишемо вирази для безрозмірних напружень, які виражені через 

переміщення у БСК (2.12): 
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(2.20) 

 

Для отримання рівнянь руху середовища, підставимо в систему (2.13) 

відповідні сталі теорії пружності та перейдемо до безрозмірних величин : 
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(2.21) 

 

Для опису руху оболонки у БСК використаємо систему (2.18), яка у 

безрозмірних величинах матиме такий вигляд: 
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   (2.22) 

 

де      WV ,  – безрозмірні переміщення оболонки у напрямку осей O  та O ;  

1  – коефіцієнт Пуассона оболонки.  

Як видно з рис. 2.2, у БСК серединна поверхня оболонка задається 

рівнянням 1  , тому в системі (2.22)  величини h  та g  беруться при 

1  . 

Розглянемо випадок, коли поверхневе нормальне навантаження діє на 

ділянку внутрішньої поверхні оболонки, а поверхня середовища – вільна від 

напружень. Тоді граничні умови запишеться у вигляді: 
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HFffq
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    (2.23) 

 

А у випадку, коли навантаження прикладено до ділянки поверхні 

середовища, а оболонка вільна від напружень, граничні умови запишуться 

так: 

 

       
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                  (2.24) 

 

Розріз, який було зроблено вздовж осі *y , враховується наступними 

граничними умовами: 

 

        .0,,,0,,,,0, 00    UU       (2.25) 

 

Також припускаємо, що усі невідомі величини на нескінченності 

обертаються в нуль, тому у точці  ,0  всі величини дорівнюють нулю. 

Початкові умови приймаємо нульовими, тобто всі шукані величини та їх 

перші похідні при 0  дорівнюють нулю. 

Оскільки рівняння (2.20)-(2.22) мають достатньо складні коефіцієнти, 

які залежать від просторових змінних, тому для розв’язання задачі за 

просторовими змінними застосуємо метод скінченних різниць. Для цього 

розіб’ємо область 01 0,0    (рис. 2.3) на сітку таким чином, що за 

змінною   на N  частин, а за змінною   на N  частин відповідно. Нехай 





N
h 1

1   – довжина відрізка розбиття за змінною  , а 




N
h 2  – за змінною  . 
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Отже ми отримали сітку з точок  ji  , , де  



 Ni
N

ih
i ,01  , 

 



 Nj
N

jh
j ,02  . Потім апроксимуємо похідні скінченними різницями 

другого порядку точності.  

Далі у внутрішніх точках області   1,1,1,1,,   NjNiji  

записуємо різницеві рівняння для системи (2.21). У відповідності до 

граничних умов: 

 

  .0;0;,00 0,0,0, 
  NNNii VVUNiUU  

 

На границях 0 ,   ,0  записуємо різницеві рівняння для 

(2.20) для величин, які входять до відповідних граничних умов. 

На границі 1   записуємо різницеві рівняння для системи (2.22) з 

урахуванням відповідних граничних умов. 

В результаті отримаємо систему з   232  NN  лінійних 

алгебраїчних рівнянь відносно змінних  1,1,,0,   NjNiU ji , 

  NjNiU ji ,0,,0,  ,  1,1  NjV j . 

Після розв’язання, описаної вище СЛАР, отримаємо розв’язок задачі в 

біполярній системі координат. У декартовій системі координат поле 

переміщень буде вражатись через поле переміщень у БСК за формулами 

(2.4): 
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 
.

cos

sincos1

,
cos

cos1sin






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













ch

shUchU
U

ch

chUshU
U

y

x

                       (2.26) 
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Відповідні компоненти тензора напружень знаходяться за отриманими 

у формулах (2.26) переміщеннями згідно з виразами (2.10), які записані у 

декартовій системі координат. 

Тепер розглянемо динамічну задачу. Після застосування скінченно-

різнецевої схеми за біполярними координатами до рівнянь (2.20)-(2.22), за 

методом, описаним вище, отримаємо динамічне матричне рівняння, яке 

можна записати у вигляді: 

 

          ,
2

2




HFUBUA 



                              (2.27) 

 

де       U  – вектор невідомих вузлових переміщень;  

   BA ,  – матриці коефіцієнтів скінченно-різнецевої схеми та 

коефіцієнтів при других похідних за змінною безрозмірного часу відповідно; 

 F  – вектор вузлових навантажень;  

 H  – одинична сходинкова функція Хевісайду.  

Отримане динамічне матричне рівняння (2.27) розв’язується за 

допомогою θ-метода Вільсона [7]. Наведемо алгоритм цього методу. 

Основна ідея полягає у припущенні, що зміна прискорення на 

розширеному проміжку безрозмірного часу від   до    відбувається за 

лінійним законом [7]: 
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

 ........

UUUU ,                     (2.28) 

 

де  0 ; 37,1 . 

Після інтегрування виразу (2.28) можна отримати рівняння зміни 

швидкості та переміщення: 
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Співвідношення (2.29) і (2.30) для моменту часу    можна 

переписати у вигляді: 
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Далі, беремо в якості незалежної змінної стовпець вузлових 

переміщень 

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 U  і будемо мати: 
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Оскільки, прискорення на відрізку часу   ,  змінюється лінійно, 

тоді можна припустити, що і вектор навантаження так само може 

змінюватись на ньому лінійно. Тоді: 

 

          FFFF   .                      (2.33) 
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Після підстановки виразів (2.31)-(2.33) в (2.27) можна отримати 

рівняння квазистатичної рівноваги [7]: 

 

       FUA ,                                      (2.34) 

 

де 
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Отже, застосування  -методу Вільсона дозволило звести розв’язок 

нестаціонарної задачі (2.27) до розв’язку ітераційної послідовності 

квазістатичних задач (2.34), які є СЛАР та розв’язуються методом Гауса.  

Наведемо результати чисельного аналізу вищеописаного алгоритму. 

При розрахунках використовувались наступні значення безрозмірних 

величин: .02,0;4;30    Величини ,L  – змінювались. 

У випадку, коли навантажена внутрішня поверхня оболонки, 

виконуються граничні умови (2.23), а функція  F  задається у вигляді: 
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а у випадку, коли навантажена поверхня середовища: 

 



 

96 

 
 

 

 

















.
2

1
,,0

,
2

1
,0,

,

1

1*

*
1






 

x

x
g

F                               (2.36) 

На рисунках 2.4 зображено переміщення границі контакту оболонки та 

середовища в різні моменти часу у порівнянні із статичним розв’язком, при 

2L , причому на рис. 2.4 (а) ілюструє результати при навантаженні 

внутрішньої поверхні оболонки, а на рис 2.4 (б) – при навантаженні поверхні 

середовища. Точковим пунктиром позначено положення границі контакту до 

прикладення навантаження. 

 

 

 

  

а                                                                   б 

Рисунок 2.4 – Переміщення границі контакту оболонки і середовища для 

навантажень (2.35) (а) та (2.36) (б) при 2L : 

1 – статичний розв’язок, 2 – 2 , 3 – 4 , 3 – 6  
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На рис. 2.5 наведено переміщення yU  поверхні середовища у різні 

моменти часу. Причому на рис. 2.5 (а) – навантаження діє на внутрішню 

поверхню оболонки, а на рис 2.5 (б) – на поверхню середовища. 

 

 

 

На рис. 2.6 наведені переміщення yU  середовища вздовж лінії 0* x  від 

оболонки до поверхні середовища у різні моменти часу для навантаження, яке 

прикладено до внутрішньої поверхні оболонки. Причому на рис. 2.6 (а) 

глибина розташування оболонки – 4L , а на рис. 2.6 (б) – 6L . 

На рис. 2.7 проілюстровані величини ті ж, що і на рис. 2.6 відповідно, 

але для навантаження, яке діє на поверхню середовища. 

На рис. 2.8 наведені напруження на границі контакту оболонки та 

середовища у різні моменти часу для навантаження яке діє на внутрішню 

поверхню середовища. Причому на рис. 2.8 (а) наведено криві для xx , а на 

рис. 2.8 (б) – yy . На рис. 2.8 проілюстровані аналогічні величини, але для 

навантаження, яке прикладено до поверхні середовища. 

 

 

 
 

а                                                                   б 

Рисунок 2.5 – Переміщення поверхні середовища для навантажень (2.35) (а) 

та (2.36) (б) при 2L : 

1 – статичний розв’язок, 2 – 2 , 3 – 4 , 3 – 6  
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а                                                                   б 

Рисунок 2.6 – Переміщення yU  середовища при 0* x   для навантажень 

(2.35) при 4L  (а) та 6L  (б): 

1 – статичний розв’язок, 2 – 2 , 3 – 4 , 3 – 6  

 

  

а                                                                   б 

Рисунок 2.7 – Переміщення yU  середовища при 0* x   для навантажень 

(2.36) при 4L  (а) та 6L  (б): 

1 – статичний розв’язок, 2 – 2 , 3 – 4 , 3 – 6  
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На основі отриманих результатів, можна зробити висновок, що для 

оболонок, які розташовані на відстані понад п’ять їх діаметрів від поверхні 

півпростору можна, без суттєвої втрати точності, розглядати динамічну 

 

 

а                                                                   б 

Рисунок 2.9 – напруження yy  на границі контакту оболонки та 

середовища для навантажень (2.35) (а) та (2.36) (б) при 2L : 

1 – статичний розв’язок, 2 – 2 , 3 – 4 , 3 – 6  

  

 

а                                                                   б 

Рисунок 2.8 – напруження хх  на границі контакту оболонки та 

середовища для навантажень (2.35) (а) та (2.36) (б) при 2L : 

1 – статичний розв’язок, 2 – 2 , 3 – 4 , 3 – 6  
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задачу для необмеженого середовища з однією порожниною, що підкріплена 

оболонкою. 

 

2.3 Динаміка двох коаксіальних циліндричних оболонок у пружному 

середовищі 

 

У цьому підрозділі будемо розглядати динаміку лінійно-пружного, 

однорідного та ізотропного середовища, що містить дві коаксіальні 

циліндричні порожнини, які підкріплені тонкими пружними оболонками 

(рис. 2.1 (б)). Будемо припускати, що самоврівноважені навантаження, що 

діють по нормалі до внутрішньої поверхні однієї з оболонок залежать від 

часу, як одинична функція Хевісайда. Інша оболонка вільна від напружень.  

Нехай оболонки та середовище віднесені до нерухомої декартової 

системи координат  zyx ,, . Внутрішня поверхня однієї з оболонок задається 

рівнянням   222 blyx  , а іншої –   222 blyx  . Поверхні контакту 

між середовищем та оболонками –   222 alyx   та   222 alyx   

відповідно ( bah   – товщина оболонок). Осі оболонок та вісь z  

паралельні. Контакт між оболонками та середовищем вважаємо ковзним, а 

зв’язок – двостороннім. Слід зазначити, що в даному підрозділі приймається, 

що навантаження рівномірно розподілене за осьовою координатою, тобто не 

залежить від змінної z , тому початкова задача зводиться до плоскої задачі 

теорії пружності. Також будемо припускати, що навантаження прикладені 

симетрично відносно осі y . 

Для розв’язання задачі одразу перейдемо до безрозмірних величин за 

співвідношеннями (2.19). Потім вводимо БСК, задану співвідношеннями 

(2.1). 

Оскільки припускається, що задані навантаження діють симетрично 

відносно *y , тому можна зробити розріз по осі *yO , який буде враховано за 

допомогою граничних умов.  
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Введена біполярна система координат дозволяє перевести нескінченну 

область BCDCAD 11 , що геометрично моделює задачу, в скінченну область 

;0; 011   aa   '''''' 11 DCBCDA , де  











 0

0

0
1 ,ln

aLR

aLR
a  (рис 

2.10). 

 

 

Рис. 2.10 – Перетворення області 

 

Рух середовища будемо описувати рівняннями (2.21), а рух оболонок – 

рівняннями (2.22). Причому в рівняннях (2.22) для навантаженої оболонки всі 

величини беруться при 1a , а для оболонки, яка вільна від напружень – 

1a . 

Граничні умови для навантаженої оболонки мають вигляд: 

 

       

           ,,,0,,,,

,,,,,,,,

1

11









HFffqa

qaWaU




    (2.37) 
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де функція  F  задається формулою (2.35). 

Граничні умови для оболонки, яка вільна від напружень, мають вигляд: 

 

       

        .0,,,,,

,,,,,,,,

1

11













ffqa

qaWaU
         (2.38) 

 

Напруження, необхідні для задоволення граничних умов (2.37)-(2.38) 

обчислюються за допомогою виразів (2.20). Розріз, який було зроблено 

вздовж осі *y , враховується граничними умовами (2.25). 

Далі до розв’язання задачі застосовується алгоритм який ґрунтується на 

скінченно-різницевій схемі для просторових змінних та ітераційному  

 -методі Вільсона за змінною безрозмірного часу. Алгоритм описано в 

підрозділі 2.2. 

На рис. 2.11 наведено переміщення середовища вздовж осі *yO  між 

оболонками, причому на рис. 2.11 (а) – 1L , а на рис. 2.11 (б) – 5,1L . 

 

 

 

 
 

а                                                                   б 

Рисунок 2.11 – Переміщення yU  середовища по лінії 0* x  при 1L  (а) та 

5,1L  (б): 

1 – статичний розв’язок, 2 – 2 , 3 – 4 , 3 – 6  
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На рис. 2.12 зображено переміщення границі контакту оболонки та 

середовища в різні моменти часу у порівнянні із статичним розв’язком, 

причому на рис. 2.12 (а) 1L , а на рис. 2.12 (б) – 5,1L . Точковим 

пунктиром позначено положення границі контакту до прикладення 

навантаження. На обох рисунках зліва показані переміщення для оболонки, 

яка вільна від напружень, а справа – навантажена оболонка. 

 

 

 

На рис. 2.13–2.14 наведені напруження на границі контакту 

навантаженої оболонки та середовища у різні моменти часу. Причому на рис. 

2.13 (а) та 2.14 (а) 1L , а на рис. 2.13 (б) та 2.14 (б) – 5,1L . 

 

 

 

а                                                                   б 

Рисунок 2.12 – Переміщення границі контакту оболонки і середовища при 

1L  (а) та 5,1L  (б): 

1 – статичний розв’язок, 2 – 2 , 3 – 4 , 3 – 6  
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На основі отриманих результатів, можна встановити, що для оболонок, 

які розташовані на відстані понад п’ять їх радіусів можна, без суттєвої втрати 

точності, розглядати задачу для середовища з однією порожниною, що 

підкріплена оболонкою. 

  
а                                                                   б 

Рисунок 2.13 – Напруження хх  на границі контакту оболонки та 

середовища при 1L  (а) та 5,1L  (б): 

1 – статичний розв’язок, 2 – 2 , 3 – 4 , 3 – 6  

  
а                                                                   б 

Рисунок 2.14 – Напруження yy  на границі контакту оболонки та 

середовища при 1L  (а) та 5,1L  (б): 

1 – статичний розв’язок, 2 – 2 , 3 – 4 , 3 – 6  
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Розділ 3 

 

ДОСЛІДЖЕННЯ ВЗАЄМНОГО ВПЛИВУ ОБОЛОНКИ ТА ВІЛЬНОЇ 

ПОВЕРХНІ СЕРЕДОВИЩА ПРИ ПОВЕРХНЕВИХ ДИНАМІЧНИХ 

НАВАНТАЖЕННЯХ МЕТОДОМ СКІНЧЕННИХ ЕЛЕМЕНТІВ 

 

3.1 Основи методу скінченних елементів в задачах динаміки 

 

Метод скінченних елементів (МСЕ), як і більшість інших чисельних 

методів, ґрунтується на представленні неперервного суцільного об’єкта 

дискретною моделлю. Це дозволяє звести складні диференціальні рівняння, 

що описують стан суцільного об’єкта, до системи лінійних алгебраїчних 

рівнянь. Основні розрахункові схеми МСЕ ґрунтуються на розбитті тіла на 

скінченну кількість елементів простої геометричної структури та 

подальшому використанні варіаційних принципів [27, 47]. При цьому 

інтерпретація фізичних характеристик тіла стає досить простою та 

зрозумілою. 

Розглянемо алгоритм побудови схеми розв’язку задачі механіки 

деформівного твердого тіла на основі МСЕ [27]. Будемо розглядати 

двовимірний випадок, тобто плоску задачу. Для цього запишемо рівняння 

плоскої теорії пружності в матричній формі. 

Введемо наступні безрозмірні вектори: 

 

  
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x
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xy
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
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














xy

yy

xx







 ,  















y

x

f

f
f .               (3.1) 

 

де  U ,   ,   ,  f  – вектори безрозмірних переміщень, деформацій, 

напружень та поверхневих навантажень відповідно.  
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Також введемо наступні безрозмірні матриці: 

 

 
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
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




ij

ji
A

0

0
, (3.2) 

де  D ,  B ,  A  – безрозмірні матриці пружних коефіцієнтів, 

диференціювання та направляючих косинусів нормалі до лінії, яка є 

границею тіла відповідно. 

Тепер, використовуючи (3.1) та (3.2) співвідношення теорії пружності 

можна записати у матричній формі: 

1) рівняння рівноваги: 

 

    0
T

B ;                                                (3.3) 

 

2) співвідношення Коші 

 

    UB ;                                                    (3.4) 

 

3) закон Гука: 

 

     D ;                                               (3.5) 

 

4) граничні умови: 

 

    fA  .                                               (3.6) 
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При відсутності масових сил, повна безрозмірна потенціальна енергія 

системи має вигляд [47]: 

 

  AW ,                                                  (3.7) 

 

де           


 dUBDUBW T  – безрозмірна потенціальна енергія 

деформації; 

   


dUfA
T

 – робота зовнішніх сил; 

  – область, яку займає тіло; 

  – лінія, що обмежує область  . 

Тепер наведемо алгоритм, за допомогою якого можна отримати з 

рівняння (3.7) систему лінійних алгебраїчних рівнянь. Для цього проводимо 

дискретизацію тіла на скінченну кількість елементів скінченного розміру. В 

кожному елементі обираються вузлові точки. Дискретизація проводиться 

таким чином, що сусідні елементи стикаються за ребрами без розривів, а 

вузлові точки на цих ребрах збігаються. Потім, в межах кожного елемента 

вводяться апроксимуючі функції (функції форми) [27], за допомогою яких 

невідомі функції переміщень описуються апроксимуючими функціями, які 

залежать від значень переміщень у вузлових точках. В якості невідомих 

приймаємо значення функцій переміщення у вузлових точках.  

Дискретизацію тіла проводимо трикутниками таким чином, щоб 

оболонка та середовище моделювалися різними елементами, причому 

максимально густа сітка була на границі контакту оболонки та середовища, а 

при віддаленні від неї сітка розріджується. В якості вузлових точок беремо 

вершини трикутників, а в якості функцій форми – лінійні функції [27]. 

Апроксимуючі функції переміщень всередині кожного елемента (для 

випадку плоскої задачі теорії пружності) мають вигляд [27]: 
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    kx
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k
kxux uyxNyxU **

0

1
** ,, 
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 ,     ky

k

k
kyuy uyxNyxU **

0

1
** ,, 



 ,    (3.8) 

 

де     kxu , kyu  – переміщення k -го вузла у напрямку осей *x  та *y  відповідно;  

 **, yxN kxu ,  **, yxN kyu  – функції форми;  

0k  – кількість вузлів у елементі.  

Введемо вектор безрозмірних вузлових переміщень  U  та матрицю 

функцій форми  N  для елемента m : 
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де        















ky

kx

k
u

u
U  – вектор вузлових переміщень k -го вузла; 

 















kyu

kxu

k N

N
N

0

0
 – матриця функцій форми k -го вузла m -го 

скінченного елемента.  

В результаті, для елемента m  будемо мати: 

 

    m
m

m UNV  .                                             (3.10) 

 

Використовуючи (3.10) перепишемо вирази (3.4) та (3.5): 

 

        m
m

mm UNBVB  ,                                     (3.11) 

         m
m

mm UNBDD   .                                  (3.12) 
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Рівняння (3.7) можна переписати у вигляді скінченної суми інтегралів 

по площах та границях окремих елементів [47]: 

 

         

    ,
1
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T
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m m

mm
T

m

kn

k
m

kn

m
m

kn

m
m

dVf

dVBDVBAW





        (3.13) 

 

де kn  – загальна кількість елементів. 

Підставивши (3.10), (3.11) та (3.12) у вираз (3.13), будемо мати [47]: 

 

           

              

    .
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m
m

UdNf

UdNBDNBUdUNf

dUNBDUNB







 (3.14) 

 

Введемо позначення: 

 

             
 


kn

m m

m
mTm dNBDNBK

1

,                      (3.15) 

      



kn

m m

m
mT

dNfF
1

 ,                                      (3.16) 

 























0

2

1

...

mU

U

U

U ,                                                     (3.17) 

 

де       U  – вектор безрозмірних вузлових переміщень всієї області; 
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0m  – загальна кількість вузлів. 

Мінімізація енергії  приводить до рівняння [47]: 

 

   
0

1
















kn

m

m

UU
,                                        (3.18) 

 

яке з урахування (3.15), (3.16) та (3.17) матиме наступний вигляд [27]: 

 

    FUK  ,                                            (3.19) 

 

де        K  – безрозмірна матриця жорсткості системи;  

 F  – вектор безрозмірних еквівалентних вузлових навантажень 

Вираз (3.19) і є шуканою системою лінійних алгебраїчних рівнянь. 

Розв’язавши систему (3.19) відносно  U , отримаємо вузлові переміщення. 

Після підстановки знайдених вузлових переміщень  U  у вирази (3.10) та 

(3.12) знаходимо розподіл переміщень  V  та напружень    всередині 

розглянутого тіла. 

Наведемо матрицю жорсткості для плоского трикутного скінченного 

елемента у випадку, коли в якості функцій форми обираються лінійні функції 

[27]. Нехай вузли елемента задані координатами:  ii yx ** , ,  jj yx ** , , 

 mm yx ** , . Тепер перепишемо співвідношення (3.10) в такому вигляді: 

 

           


















m

j

i

mjie
e

e

U

U

U

NNNUNV                     (3.20) 

 

Зауважимо, що у виразі (3.20) та у подальшому в підрозділі індекс e  

буде означати, що позначена таким чином величина розглядається для 

довільного трикутного скінченного елемента. 
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Для отримання матриці  eN , будемо вважати, що переміщення xV  та 

yV  всередині трикутного елемента змінюються за лінійним законом:  

 

,, *6*54*3*21 ylxllVylxllV yx   

 

де 
i

l  – деякі сталі ( 6,1i ). 

У вершинах трикутника xV  та yV  повинні співпадати з вузловими 

переміщеннями, тому для знаходження невідомих il  отримуємо систему з 

шести лінійних алгебраїчних рівнянь: 

 

   
 .,,

,,,, ****

mjir

uyxVuyxV ryrryrxrrx




                          (3.21) 

 

Отримана система буде мати дві незалежні групи рівнянь. Перша 

система відносно невідомих 
321

,, lll , а друга група відносно 
654

,, lll . 

Розв’язавши першу групу рівнянь, отримаємо:  

 

 

 

 ,
2

1

;
2

1

;
2

1

3

2

1

mxmjxjixi

mxmjxjixi

mxmjxjixi

ucucuc
S

l

uzuzuz
S

l

uuu
S

l





 

                             (3.22) 

 

де       
jmimjijmmji xxcyyzyxyx ******** ,,  ; 

S  – площа відповідного трикутника. 

Коефіцієнти mmmjjj czcz ,,,,,   отримуються за допомогою циклічної 

перестановки індексів. Коефіцієнти 654 ,, lll  отримуються аналогічно до 

співвідношень (3.22). 
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Отже переміщення можна записати у вигляді:  

 

    
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





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
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






























m

j

i

mji

mji

e
e

y

x

e

U
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U

S
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V

V
V





000

000

2

1
    (3.22) 

 

де  .,,,
**

mjirycxz
rrrr

   

 

Враховуючи (3.22), співвідношення Коші (3.11) для елемента, що 

розглядається запишуться у наступному вигляді: 

 

           



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
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mjieee

U

U

U

BBBVB ,                     (3.23) 

де типова під матриця  rB  обчислюється наступним чином: 
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Використовуючи співвідношення (3.23), напруження (3.12) можна 

записати у вигляді: 

 

        meee UBDD   .                                  (3.24) 

 

Скориставшись співвідношенням (3.15) знаходимо матрицю жорсткості 

скінченого елемента: 
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                e
T

e

e

ee
T

e

e

ee
T

ee BDBSqdBDBdBDBK    


,       (3.25) 

 

де q  – товщина скінченного елемента.  

Оскільки розглядається плоский випадок задачі теорії пружності, тому 

далі будемо вважати, що 1q . Отримуємо остаточний вираз для матриці 

жорсткості скінченного трикутного елемента: 
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де 

 

     

 

 

 
 .,,,,

1
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mjinr
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czzz
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e
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







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


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Глобальна матриця жорсткості формується шляхом додавання 

відповідних блоків матриць жорсткості для окремих елементів згідно з 

глобальної нумерацією вузлів. Також слід зазначити, що для елементів, які 

моделюють оболонку, потрібно всі компоненти безрозмірної матриці 

жорсткості помножити на   – відношення модулів зсуву оболонки та 

середовища. 

Вираз для еквівалентних вузлових навантажень отримується шляхом 

підстановки (3.22) у (3.16): 

 

     

e

e
eT

e dNfF


 .                                      (3.27) 
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Глобальний вектор правих частин формується аналогічно до 

формування глобальної матриці жорсткості. В результаті отримуємо 

глобальну систему лінійних алгебраїчних рівнянь статичної рівноваги тіла, 

відносно вузлових переміщень, яка записується у вигляді (3.19). 

Для отримання диференціального матричного рівняння для 

моделювання динамічних задач за допомогою МСЕ, вектор  f  в кожен 

момент часу замінюється еквівалентом (при відсутності демпфування) [27]: 

 

 
 

2

2
*









U
fd ,                                            (3.28) 

 

де       * – безрозмірний коефіцієнт, причому 4*   для оболонки, та 1*   

для середовища; 

 df  – динамічне навантаження, яке діє на тіло, що розглядається; 

  – безрозмірна змінна часу. 

Підставивши (3.28) у вираз (3.14), з урахуванням (3.9) будемо мати 

[27]: 
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        (3.29) 

 

Введемо позначення: 
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       
 
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      
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
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m
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dd dNfF
1

 ,                                    (3.31) 

             

де       M  – безрозмірна матриця мас; 

 dF  – безрозмірний вектор еквівалентних динамічних навантажень. 

Якщо функції матриця функцій форми є лінійною, тоді 

використовуючи (3.22) вираз для матриці мас (3.30) можна переписати у 

вигляді: 
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Глобальна матриця мас формується аналогічно до глобальної матриці 

жорсткості. 

В результаті отримуємо диференціальне матричне рівняння, яке 

моделює динамічну задачу на основі МСЕ [27]: 

 

        dFU
d

d
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2

2


.                                   (3.33) 
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Диференціальне рівняння (3.33) розв’язується за допомогою  -методу 

Вільсона [7], який дозволяє звести початкову задачу до ітераційної 

послідовності квазістатичних задач, які є звичайними системами лінійних 

алгебраїчних рівнянь (СЛАР). Алгоритм методу наведено в розділі 2  

(2.28)-(2.34). 

Оскільки, СЛАР (3.19) для статичної задачі та СЛАР, яку отримуємо 

під час застосування  -методу Вільсона є симетричними [27], тому ці 

системи розв’язуємо за допомогою методу спряжених градієнтів [6]. 

Наведемо алгоритм цього методу на основі системи (3.19). 

Обираємо початкове наближення розв’язку  0U , та похибку  . На 

попередньому етапі обчислюються наступні величини: 

 

      00 UKFR  , 

   .00 RP   

 

Далі для ...,3,2,1,0j : 
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     jjjj PUU 1 , 

      jjjj PKRR 1 , 

   
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,

, 11 
 . 

 

Якщо         111 , jjj RRR , тоді отримано розв’язок, в іншому 

випадку      jjjj PRP   11 , та збільшити j . 
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Зауважимо, що позначення  ,  означає скалярний добуток двох 

векторів у n -вимірному евклідовому просторі ( n  – розмірність вектора  U  у 

системі (3.19)). 

 

3.2 Динаміка циліндричної оболонки у пружному півпросторі 

 

Оскільки в підрозділі 2.2 було припущено, що динамічні навантаження, 

які прикладені до тіла, симетричні відносно осі *y , тому при розв’язанні цієї 

задачі МСЕ, по цій осі робимо розріз та враховуємо його умовою рівності 

нулю вузлових переміщень в напрямку осі *x . 

Тепер наведемо результати чисельних експериментів, проведених на 

основі вищеописаного алгоритму та порівняємо із результатами отриманими 

в підрозділі 2.2. Зазначимо, що значення безрозмірних величин взяті такі 

самі, як і в підрозділі 2.2. 

Проведемо порівняння результатів для випадку, коли навантажена 

ділянка внутрішньої поверхні оболонки, а поверхня середовища – вільна від 

напружень. Порівняння проводилось для двох значень глибини залягання 

оболонки 2L  та 6L . 

На рис. 3.1 наведено порівняння для переміщень границі контакту 

оболонки та середовища при 2L  (рис 3.1 (а)) та 6L  (рис. 3.1(б)). 

Причому, ліва частина зображення відповідає результатам, отриманим за 

допомогою МСЕ, а з права – за допомогою біполярних координат. 

Суцільними кривими зображено максимальні динамічні переміщення, 

пунктиром – статичний розв’язок, а точковим пунктиром – початкове 

положення границі контакту. 
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На рис. 3.2 наведено аналогічні результати для переміщення yU  

поверхні середовища. Причому суцільні криві відповідають результатам, 

отриманим за допомогою біполярних координат (1, 3), а пунктирні (2, 4) – 

МСЕ. Криві 3 та 4 – максимальні динамічні переміщення, а криві 1 та 2 – 

статичні розв’язки. 

Проілюстровані криві показують, що результати отримані за 

допомогою використання підходу, на основі БСК та МСЕ добре 

узгоджуються. 

Розрахунки для випадків, коли навантажена ділянка поверхні 

середовища, показують аналогічні співвідношення результатів, отриманих за 

допомогою використання БСК та МСЕ. 

 

  

а                                                                   б 

Рисунок 3.1 – Порівняння переміщень на границі контакту оболонки і 

середовища при 2L  (а) та 6L  (б) 
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3.3 Динаміка циліндричної оболонки, вісь якої перпендикулярна 

поверхні пружного середовища 

 

Розглянемо тепер динамічну задачу для однорідного, лінійно-пружного 

середовища, яке містить циліндричну порожнину, яка підкріплена тонкою 

оболонкою. Середовище та оболонка обмежені площиною, яка 

перпендикулярна осі оболонки. Розглядаються випадки, коли динамічне 

навантаження прикладено до ділянки внутрішньої поверхні оболонки, а 

поверхня середовища – вільна від навантажень (рис. 3.3) та випадок, коли 

навантажена ділянка поверхні середовищ, а внутрішня поверхня оболонки – 

вільна від навантажень. Також будемо припускати, що навантаження діє 

симетрично відносно осі оболонки та залежить від часу як одинична функція 

Хевісайда. 

 

  

а                                                                 б 

Рисунок 3.2 – Порівняння переміщень yU  на поверхні середовища при 

2L  (а) та 6L  (б): 

1, 2 – статичний розв’язок, 3, 4 – максимальні динамічні переміщення 



 

120 

 

Рисунок 3.3 – Циліндрична оболонка у середовищі із поверхнею у випадку, 

коли вісь оболонки перепендикулярна до площини цієї поверхні 

 

Задачу будемо розв’язувати МСЕ для вісесиметричних задач [27]. Для 

цього віднесемо середовище та оболонку до безрозмірної циліндричної 

системи координат  ** ,, xr   та перейдемо до безрозмірних величин за 

співвідношеннями (1.9). Оскільки навантаження прикладені симетрично 

відносно осі оболонки, тоді задача зводиться до вісесиметричної задачі теорії 

пружності, тобто всі величини не залежать від змінної  . 

При застосуванні МСЕ до вісесиметричної задачі теорії пружності, 

співвідношення (3.1) та (3.2) приймуть такий вигляд [27]: 
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Всі інші співвідношення залишаються без змін. Далі проводимо 

дискретизацію області трикутниками, причому оболонка та середовище 

моделюється різними елементами. Тоді, аналогічно до підрозділу 3.1, 

отримуються безрозмірний вектор еквівалентних вузлових навантажень, 

безрозмірні матриці жорсткості та мас, остаточні вирази для яких мають вигляд: 
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kn
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
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Зауважимо, що у виразах (3.36)-(3.38) інтеграли обчислювались 

чисельно за допомогою квадратур Гауса. 

Слід зазначити, що при застосуванні в якості функцій форми лінійних 

функцій, вираз для кожного блоку матриці жорсткості трикутного елемента в 

співвідношенні (3.26) з урахуванням (3.34), (3.35) та (3.36) приймуть 

наступний вигляд: 
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Для того, щоб отримати вираз для матриці мас вісесиметричного 

елемента потрібно в (3.32) помножити праву частину на 2 . Після формування 

глобальних матриць жорсткості та мас і вектора еквівалентних вузлових 

навантажень отримуємо рівняння (3.19) для статичної задачі, та (3.33) – для 

динамічної. Методи розв’язання отриманих систем такі ж самі, що і в 

попередньому підрозділі. 

Тепер перейдемо до результатів чисельних експериментів. Спочатку 

розглянемо випадок, коли навантажена ділянка внутрішньої поверхні оболонки 

дорівнює одному її радіусу, а глибина прикладання (від поверхні середовища) 

п’ять радіусів та півтора радіуса оболонки.  

На рис. 3.4 проілюстровано радіальні переміщення поверхні контакту 

оболонки та пружного середовища при глибині прикладання навантаження 

рівній п’яти радіусам (рис 3.4 (а)) та півтора (рис 3.4 (б)) радіуса оболонки 

відповідно. 
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На рис. 3.5 проілюстровані радіальні, а на 3.6 – осьові переміщення 

поверхні середовища при відповідних глибинах прикладання навантаження.  

 

 

 

 
 

а                                                             б 

Рисунок 3.5 – Переміщення rU  поверхні середовища для навантаження 

прикладеного на глибині 5 радіусів (а) та 1,5 радіуси (б): 

1 – статичний розв’язок, 2 – 2 , 3 – 4 , 4 – 6  

  

а                                                             б 

Рисунок 3.4 – Переміщення rU  границі контакту оболонки і середовища 

для навантаження прикладеного на глибині 5 радіусів (а) та 1,5 радіуси (б): 

1 – статичний розв’язок, 2 – 2 , 3 – 4 , 4 – 6  
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Порівнюючи отримані результати для глибини прикладання 

навантаження п’ять радіусів із результатами отриманими в пункті 1.1.1 без 

врахування вільної поверхні півпростору, можна зробити висновок, що 

максимальна похибка результатів для статичної задачі не перевищує 1,5 %, а 

динамічної – 12 %. Аналогічні результати спостерігаються і для глибини дії 

навантаження у півтора радіуси. Тому можна зробити висновок, що вплив 

поверхні середовища на НДС системи оболонка – середовище є незначним, а 

тому без суттєвої втрати точності, для таких випадків (коли глибина 

прикладання навантаження понад півтора радіуса) можна розглядати 

оболонку у необмеженому середовищі та застосовувати методи, розглянуті у 

пункті 1.1.1. 

Тепер перейдемо до випадку, коли навантажена поверхня середовища. 

Зроблено припущення, що навантажена ділянка довжиною один радіус 

оболонки, а прикладено навантаження на відстані півтора радіуси оболонки 

від границі контакту оболонки та середовища. 

На рис. 3.7 проілюстровано радіальні та осьові переміщення поверхні 

контакту оболонки та пружного середовища при навантаженні, яке 

  

а                                                             б 

Рисунок 3.6 – Переміщення xU  поверхні середовища для навантаження 

прикладеного на глибині 5 радіусів (а) та 1,5 радіуси (б): 

1 – статичний розв’язок, 2 – 2 , 3 – 4 , 4 – 6  
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прикладено до поверхні середовища. На рис. 3.8 проілюстровано аналогічні 

криві для поверхні півпростору. 

 

 

 

 

 
 

а                                                             б 

Рисунок 3.8 – Переміщення rU  (а) та xU  (б) поверхні середовища при 

навантаженні, яке прикладене до цієї поверхні: 

1 – статичний розв’язок, 2 – 2 , 3 – 4 , 4 – 6  

 
 

а                                                             б 

Рисунок 3.7 – Переміщення rU  (а) та xU  (б) границі контакту оболонки та 

середовища при навантаженні, яке прикладене до його поверхні: 

1 – статичний розв’язок, 2 – 2 , 3 – 4 , 4 – 6  
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3.4 Динаміка двох коаксіальних циліндричних оболонок у тривимірному 

пружному середовищі 

 

3.4.1 Динаміка двох коаксіальних циліндричних оболонок у 

необмеженому середовищі 

 

В даному пункті розглянемо задачу, описану в підрозділі 2.3 

(рис 2.1 (б)). Для розв’язання задачі використаємо МСЕ та порівняємо 

отримані результати з результатами отриманими за допомогою застосування 

біполярної системи координат (підрозділ 2.3). 

Дискретизуємо тіло шляхом розбиття його на трикутники, причому при 

наближення до границі контакту оболонки та середовища проводимо 

згущення сітки. Також оболонку та середовище моделюємо різними 

елементами. Після проведення дискретизації застосовуємо алгоритм 

скінченно-елементної схеми, наведеної у підрозділі 3.1. 

Порівняємо результати для відстані між оболонками три радіуси 

( 3L ). 

На рис. 3.9 наведено порівняння для переміщень границі контакту 

оболонки та середовища при 3L . Зазначимо, що на рис. 3.9 (а) 

проілюстровано результати для навантаженої оболонки, а на рис. 3.9 (б) – 

оболонки вільної від навантажень. При чому ліва частина зображення 

відповідає результатам, отриманим за допомогою МСЕ, а права – за 

допомогою біполярних координат. Суцільними кривими зображено 

максимальні динамічні переміщення, пунктиром – статичний розв’язок, а 

точковим пунктиром – початкове положення границі контакту. 

На рис. 3.10 проілюстровані переміщення xU  вздовж осі *y . Тут 

суцільні криві відповідають результатам, отриманим за допомогою 

біполярних координат, а пунктирні – МСЕ. Криві 2 та 4 – максимальні 

динамічні переміщення, а криві 1 та 3 – статичні розв’язки. 
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Рисунок 3.10 – Порівняння переміщення xU  середовища між оболонками 

вздовж осі *y  

 

Як видно з отриманих результатів, результати, отримані методом, який 

ґрунтуються на БСК, добре узгоджуються з результатами, отриманими МСЕ. 

 

  

а                                                             б 

Рисунок 3.9 – Порівняння переміщення на границі контакту оболонки і 

середовища для навантаженої оболонки (а) та оболонки вільної від 

навантажень (б) при 3L  



 

128 

3.4.2 Динаміка двох коаксіальних циліндричних оболонок у середовищі 

із вільною поверхнею, при однаковій глибині залягання 

 

У цьому пункті розглянемо динаміку двох коаксіальних циліндричних 

оболонок у пружному середовищі із вільною поверхнею, площина якої 

паралельна осям оболонок (рис 3.11). Імпульсивне динамічне навантаження 

рівномірно діє на внутрішню поверхню однієї з оболонок, а внутрішня 

поверхня іншої оболонки та поверхня середовища – вільні від напружень. 

 

 

Рисунок 3.11 – Дві коаксіальні оболонки у півпросторі при однаковій глибині 

залягання 

 

Нехай оболонки та середовище віднесені до нерухомої безрозмірної 

декартової системи координат  *** ,, zyx ; q  – відстань по осі від початку 

декартової системи координат до центрів кіл, які описують оболонки. Тобто 

координати центрів цих кіл мають вигляд  0,q  та  0,q  (рис 3.11). 

Внутрішня поверхня першої оболонки задається рівнянням 

  222
)1(  yqx , а другої –   22

*

2

* )1(  yqx . Аналогічно поверхні 

контакту між середовищем та оболонками –   1
2

*

2

*  yqx  та 

  1
2

*

2

*  yqx  (  – відношення товщини оболонок до радіусів 

циліндричних порожнин середовища, які підкріплені оболонками). Контакт 
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між оболонкою та середовищем вважаємо жорстким, а зв’язок двостороннім. 

Площина, що обмежує середовище, задається рівнянням  .1*  LLy  

Будемо вважати, що навантаження, яке діє на внутрішню поверхню 

однієї з оболонок, рівномірно розподілене по її довжині, тобто не залежить 

від змінної *z , тому початкова задача зводиться до плоскої задачі теорії 

пружності.  

Початкові умови приймаються нульовими, тобто всі шукані величини 

та їх перші похідні за змінною часу при 0  дорівнюють нулю. 

Для розв’язання задачі будемо використовувати МСЕ, алгоритм якого 

наведено в підрозділі 3.1. Дискретизація тіла проводиться аналогічно до 

попереднього пункту з урахуванням того, що середовище обмежено лінією 

Ly * . 

Тепер перейдемо до результатів чисельних експериментів. Відстань 

між оболонками припускалась рівною одному радіусу (тобто 5,1q ). Було 

розглянуто два випадки: глибина залягання дорівнює два радіуси  2L , та 

чотири радіуси  4L . 

На рис. 3.12 наведені переміщення границі контакту оболонок та 

середовища у різні моменти часу, причому на рис 3.12 (а) – навантажена 

оболонка, а на 3.12 (б) – оболонка вільна від напружень. В обох випадках 

2L . 

На рис. 3.13 та рис. 3.14 проілюстровано переміщення yU  та xU  

відповідно для поверхні середовища, причому на рис 3.13 (а) та рис. 3.14 (а) – 

2L , а на рис 3.13 (б) та рис. 3.14 (б) – 4L . 
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а                                                             б 

Рисунок 3.12 – Переміщення на границі контакту оболонки і середовища 

для навантаженої оболонки (а) та оболонки вільної від напружень (б): 

1 – статичний розв’язок, 2 – 75,0 , 3 – 5,1 , 4 – 5,2  

 
 

а                                                             б 

Рисунок 3.13 – Переміщення yU  поверхні середовища при 2L  (а) та при 

4L  (б): 

1 – статичний розв’язок, 2 – 75,0 , 3 – 5,1 , 4 – 5,2  
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3.4.3 Динаміка двох коаксіальних циліндричних оболонок у середовищі 

із вільною поверхнею, при різній глибині залягання 

 

Тут розглянемо динаміку двох коаксіальних циліндричних оболонок у 

пружному середовищі із вільною поверхнею, площина якої паралельна осям 

оболонок, причому глибина залягання оболонок різна (рис. 3.15). 

Імпульсивне самоврівноважене динамічне навантаження рівномірно діє на 

внутрішню поверхню однієї з оболонок, а внутрішня поверхня іншої 

оболонки та поверхня середовища – вільні від нанавантажень. 

Нехай оболонки та середовище віднесені до нерухомої безрозмірної 

декартової системи координат  *** ,, zyx . Внутрішня поверхня першої 

оболонки задається рівнянням  22

*

2

* 1  yx , а другої – 

     22

2*

2

1* 1  qyqx . Аналогічно поверхні контакту між 

середовищем та оболонками – 1
2

*

2

*  yx  та     1
2

2*

2

1*  qyqx  (  – 

відношення товщини оболонок до радіуса циліндричних порожнин 

середовища, які підкріплені оболонками). Контакт між оболонками та 

 
 

а                                                             б 

Рисунок 3.14 – Переміщення xU  поверхні середовища при 2L  (а) та при 

4L  (б): 

1 – статичний розв’язок, 2 – 75,0 , 3 – 5,1 , 4 – 5,2  
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середовищем вважаємо жорстким, а зв’язок двостороннім. Площина, що 

обмежує середовище, задається рівнянням  .1*  LLy  Будемо припускати, 

що навантаження діє на оболонку, центр якої знаходиться у початку системи 

координат (рис. 3.15). 

 

 

Рисунок 3.15 – Дві коаксіальні оболонки у півпросторі при різній глибині 

залягання 

 

Будемо вважати, що навантаження, яке діє на внутрішню поверхню однієї 

з оболонок, рівномірно розподілене по її довжині, тобто не залежить від змінної 

*z , тому початкова задача зводиться до плоскої задачі теорії пружності.  

Початкові умови приймаються нульовими, тобто всі шукані величини 

та їх перші похідні за змінною часу при 0  дорівнюють нулю. 

Для розв’язання задачі будемо використовувати МСЕ, алгоритм якого 

наведено в підрозділі 3.1. Дискретизація тіла проводиться наступним чином: 

спочатку проводиться дискретизація для однієї оболонки, центр якої 

співпадає з початком системи координат, з обмеженням по осі 2/* Qx  , де 

Q  – відстань між центрами оболонок. Потім отримана дискретизація 

дзеркально відображується відносно прямої 2/* Qx  , та виконується 

поворот за годинниковою стрілкою отриманого розбиття на кут 
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Q

LL 
 1arcsin  відносно початку координат, де 1, LL  – глибина залягання 

першої та другої оболонок відповідно (рис. 3.15). 

Тепер перейдемо до результатів чисельних експериментів. Відстань 

між оболонками припускалась рівною двом радіусам, а глибина залягання 

однієї оболонки один радіус, а іншої – два (тобто 

1,873,3,3,2 211  qqLL ).  

На рис. 3.16 наведено переміщення границі контакту оболонок та 

середовища у різні моменти часу, причому на рис 3.16 (а) – показана 

навантажена оболонка, а на 3.16 (б) – оболонка вільна від напружень. В 

подальшому в пункті точками зображено початкове положення межі 

контакту (тобто до навантаження). 

 

 

 

На рис. 3.17 наведено криві переміщень yU  (рис 3.17 (а)) та xU  (рис 

3.17 (б)) поверхні середовища відповідно. 

 

 

 

а                                                             б 

Рисунок 3.16 – Переміщення границі контакту оболонки і середовища для 

навантаженої оболонки (а) та оболонки вільної від напружень (б): 

1 – статичний розв’язок, 2 – 75,0 , 3 – 5,1 , 4 – 5,2  
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На рис. 3.18 (а) та рис 3.19 (а) проілюстровано розподіл напружень yy  

та xx  за кутовою координатою на границі контакту оболонки та середовища 

для навантаженої оболонки. На рис. 3.18 (б) та рис 3.19 (б) наведено 

аналогічні криві для оболонки, яка вільна від навантажень. 

 

 

 

 
 

а                                                             б 

Рисунок 3.17 – Переміщення yU  (а) та xU  (б) поверхні середовища: 

1 – статичний розв’язок, 2 – 75,0 , 3 – 5,1 , 4 – 5,2  

 
 

а                                                             б 

Рисунок 3.18 – Напруження yy  навантаженої оболонки (а) та оболонки 

вільної від навантажень (б): 

1 – статичний розв’язок, 2 – 75,0 , 3 – 5,1 , 4 – 5,2  
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Тепер розглянемо випадок, коли 2,464,3,2 21  qqL , тобто 

оболонка, внутрішня поверхня якої навантажена, знаходиться на глибині 

один радіус, інша оболонка – три радіуса. Відстань між оболонками дорівнює 

двом радіусам. 

На рис 3.20 зображені переміщення границі контакту оболонок із 

середовищем для навантаженої оболонки (Рис. 3.20 (а)), та оболонки, вільної 

від навантажень (Рис. 3.20 (б)). 

На рис 3.21 наведено криві для переміщень поверхні середовища, 

причому на рис. 3.21 (а) – yU , а на рис. 3.21 (б) – xU . 

На рис 3.22-3.23 проілюстровано розподіл напружень в середовищі за 

кутовою координатою на границі контакту оболонок із середовищем, 

причому випадок а) відповідає навантаженій оболонці, випадок  

б) – оболонці, вільної від навантажень.  

 

 

 

а                                                             б 

Рисунок 3.19 – Напруження xx  навантаженої оболонки (а) та оболонки 

вільної від навантажень (б): 

1 – статичний розв’язок, 2 – 75,0 , 3 – 5,1 , 4 – 5,2  
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а                                                             б 

Рисунок 3.21 – Переміщення yU  (а) та xU  (б) поверхні середовища при 

2,464,3,2 21  qqL : 

1 – статичний розв’язок, 2 – 75,0 , 3 – 5,1 , 4 – 5,2  

 
 

а                                                             б 

Рисунок 3.20 – Переміщення границі контакту оболонки і середовища для 

навантаженої оболонки (а) та оболонки вільної від напружень (б) при 

2,464,3,2 21  qqL : 

1 – статичний розв’язок, 2 – 75,0 , 3 – 5,1 , 4 – 5,2  
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Тепер розглянемо випадок, коли 1,873,3,4 21  qqL , тобто оболонка, 

внутрішня поверхня якої навантажена, знаходиться на глибині три радіуси, інша 

оболонка – чотири радіуса. Відстань між оболонками дорівнює двом радіусам. 

 

 

а                                                             б 

Рисунок 3.23 – Напруження xx  навантаженої оболонки (а) та оболонки 

вільної від навантажень (б) при 2,464,3,2 21  qqL : 

1 – статичний розв’язок, 2 – 75,0 , 3 – 5,1 , 4 – 5,2  

 
 

а                                                             б 

Рисунок 3.22 – Напруження yy  навантаженої оболонки (а) та оболонки 

вільної від навантажень (б) при 2,464,3,2 21  qqL : 

1 – статичний розв’язок, 2 – 75,0 , 3 – 5,1 , 4 – 5,2  
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На рис 3.24 зображені переміщення границі контакту оболонок із 

середовищем для навантаженої оболонки (рис. 3.24 (а)), та оболонки вільної 

від навантажень (рис. 3.24 (б)). 

 

 

 

 

 
 

а                                                             б 

Рисунок 3.25 – Переміщення yU  (а) та xU  (б) поверхні середовища при 

1,873,3,4 21  qqL : 

1 – статичний розв’язок, 2 – 75,0 , 3 – 5,1 , 4 – 5,2  

 
 

а                                                             б 

Рисунок 3.24 – Переміщення границі контакту оболонки і середовища для 

навантаженої оболонки (а) та оболонки вільної від напружень (б) при 

1,873,3,4 2*1**  qqL : 

1 – статичний розв’язок, 2 – 75,0 , 3 – 5,1 , 4 – 5,2  
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На рис 3.25 проілюстровані переміщення поверхні середовища, 

причому на рис 3.25 (а) – yU , а рис. 3.25 (б) – xU .  

Тепер розглянемо випадок, коли 2,464,3,4 21  qqL , тобто 

оболонка, внутрішня поверхня якої навантажена, знаходиться на глибині три 

радіуси, інша оболонка – чотири радіуса. Відстань між оболонками дорівнює 

двом радіусам. 

На рис 3.26 зображені переміщення границі контакту оболонок із 

середовищем для навантаженої оболонки (рис. 3.26 (а)), та оболонки вільної 

від навантажень (рис. 3.26 (б)). 

 

 

 

На рис 3.27 наведені криві переміщень поверхні середовища, причому 

на рис. 3.27 (а) – yU , а на рис. 3.27 (б) – xU .  

 

 
 

а                                                             б 

Рисунок 3.26 – Переміщення границі контакту оболонки і середовища для 

навантаженої оболонки (а) та оболонки вільної від напружень (б) при 

2,464,3,4 21  qqL : 

1 – статичний розв’язок, 2 – 75,0 , 3 – 5,1 , 4 – 5,2  
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На основі проведених розрахунків проаналізовано взаємний вплив двох 

оболонок в залежності від відстані між ними. На основі цього аналізу можна 

сказати, що величина взаємного впливу має такий самий характер, як і у 

випадку двох коаксіальних оболонок у необмеженому середовищі. Що 

стосується глибини залягання оболонок, то при збільшенні глибини 

залягання оболонки, вільної від навантажень, спостерігається збільшення 

напружень вздовж границі контакту між оболонками та середовищем. При 

аналізі впливу поверхні середовища від глибини залягання навантаженої 

оболонки, можна зробити висновок, що характер величини цього впливу 

такий самий, як і у випадку однієї оболонки у середовищі із поверхнею. 

 

 
 

а                                                             б 

Рисунок 3.27 – Переміщення yU  (а) та xU  (б) поверхні середовища при 

2,464,3,4 21  qqL : 

1 – статичний розв’язок, 2 – 75,0 , 3 – 5,1 , 4 – 5,2  
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