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ДОСЛІДЖЕННЯ ЗМІНИ ЗВЕДЕНОЇ МАСИ У ПЛОСКИХ БАГАТОЛАН-

КОВИХ МЕХАНІЗМАХ 
 

Мета роботи. Визначення рівняння руху кривошипно-шатунного механізму із застосуванням методів дос-

лідження руху плоских багатоланкових механізмів. Розробка залежності за допомогою теореми про зміну кіне-

тичної енергії механічної системи для визначення зведеної  маси плоских механізмів при зміні кута повороту 

ведучої ланки плоского механізму. 

Методи дослідження. Динамічний аналіз механізму. Метод зведення сил та мас. Математичне визначення 

кінетичної енергії в залежності від кута обертання кривошипу плоского механізму. Регресійне оброблення отри-

маних результатів розрахунків та подальший їх кореляційний аналіз проводили за допомогою комп’ютерного 

програмного забезпечення для аналізу та візуалізації науково-статистичних даних – «SigmaPlot» від фірми 

«Jandel Corporation». 

Отримані результати. В результаті розрахунків отримана розрахункова формула зміни зведеної маси за-

лежно від кута повороту кривошипу. Встановлена наявність синусоїдальної залежності між розрахунковими 

параметрами (кут повороту кривошипу і зведена маса). Проведений кореляційний аналіз отриманої функції по-

казав достатньо високу ступінь взаємозв’язку між розрахунковими даними та математичною залежністю, при 

цьому коефіцієнт кореляції склав r = 0,972. Графік визначеної математичної залежності також показав досить 

високу кореляцію між вказаними параметрами. Отримане рівняння можна використовувати для систем з од-

ним  ступенем волі. Для механізмів з декількома ступенями волі для кожного ступеня волі закон зміни  зведеної 

маси буде інший. 

Наукова новизна. Із застосуванням розрахункових формул кінетичної енергії для плоских механізмів отри-

мано закон зміни зведеної маси у плоских механізмах, який враховує обертання кривошипу навколо власної осі. 

Практична цінність. При проектуванні плоских кривошипно-шатунних механізмів в розрахунках необхідно 

враховувати дію сил інерції, величина яких залежить від маси і прискорення. Це дає можливість правильно роз-

рахувати динамічні навантаження на деталі плоского механізму (підшипники т.ї). Отримана математична за-

лежність зміни зведеної маси від кута повороту ведучої ланки механізму дає змогу аналізувати зміну зведеного 

моменту інерції, який в свою чергу впливає на зміну крутильного моменту. 

Ключові слова: кінетична енергія, зведена маса, зведений момент інерції, кривошип, шатун, поршень, мит-

тєвий центр швидкостей (МЦШ), кут повороту кривошипу, комп’ютерне моделювання. 

 

Вступ 

В класичній механиці маса кожної точки або час-

ток системи при русі вважається величиною постій-

ною. Проте, у природі і техніці часто зустрічаються 

тіла, маса яких змінюється в процесі їх руху (літаки, 

ракети, автомобілі, Земля).  

Досить часто зустрічаються випадки, коли в рів-

нянні руху машин або механізму маса не є постійною 

величиною. При  цьому використовувати рівняння обе-

ртального руху твердого тіла  (1) навколо нерухомої 

осі в вигляді диференційного рівняння обертального 

руху зі сталим моментом інерції досить некоректно.  

 

𝐼𝑧 ∙ 𝜀 = ∑ 𝑀𝑘𝑧 ,                                 (1) 

 

де 𝐼𝑧 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 – момент інерції тіла відносно неру-

хомої осі обертання; 

 𝜀 =
𝑑2𝛼

𝑑𝑡2 −кутове прискорення обертального твер-

дого тіла; 

          𝛼 – кут обертання;  
∑ 𝑀𝑘𝑧 – сума моментів зовнішніх сил, прикладе-

них до тіла. 

mailto:omelchenko15@ukr.net
https://orcid.org/0000-0002-4351-9123
https://orcid.org/0000-0002-4351-9123


p-ISSN 1607-6885 Нові матеріали і технології в металургії та машинобудуванні. 2024/1 

e-ISSN 2786-7358 New materials and technologies in metallurgy and mechanical engineering. 2024/1 
 

 

© Омельченко О. С., Акімов І. В., Штанько П. К., Шалева Н. В. 2024 

DOI 10.15588/1607-6885-2024-2-1 

При динамічному дослідженні руху механічних 

систем широко використовується зведена маса (mзв) і 

зведений момент інерції (Ізв). 

Зведена маса – це маса, кінетична енергія якої до-

рівнює кінетичній енергії всіх ланок механічної сис-

теми. 

Зведений момент сили, або зведена маса, зведе-

ний момент інерції залежить від положення ланки зве-

дення, тобто вони являються функцією узагальненої 

координати. 

В практиці зустрічаються машини  з кривошипно-

шатунним механізмом, у яких зведена маса є змінна ве-

личина, яка залежить від кута повороту кривошипа φ і 

змінюється в досить великих межах. 

Тіло, маса якого безперервно змінюється з часом 

називається тілом змінної маси або точка змінної маси.  

В статті розглядається плоский кривошипно-ша-

тунний механізм із зведеною масою з одноим ступенем 

волі. Зміна маси механізму відбувається за рахунок по-

стійної зміни положення його ланок під час руху. 

Мета роботи 

Метою дослідження було дати вивод рівняння 

руху ведучої ланки машини з кривошипно-шатунним 

механізмом та визначити як змінюється маса, а з нею і 

інертність рухомих ланок плоского кривошипно–ша-

тунного механізму з заданою постійною кутовою шви-

дкістю.  

Інертність — здатність тіла зберігати свою швид-

кість і напрямок руху під час дії на нього зовнішньої 

сили. m — інерційна маса тіла, що є чисельною мірою 

інертності.  

Зведена маса - це маса поступально-рухаючих, 

або міра інерції обертаючих ланок, кінетична енергія 

яких дорівнює кінетичній енергії усіх ланок механізму. 

Матеріал і методика досліджень 

У двигунах внутрішнього згоряння зворотно-

поступальний рух поршня перетворюється на оберта-

льний рух колінчастого валу за допомогою кривоши-

пно-шатунного механізму. Схема класичного центра-

льного кривошипно-шатунного механізму представ-

лена на Рис.1. 

 
 

Рисунок 1 - Схема класичного центрального криво-

шипно-шатунного механізму 

 

У динаміці механізмів і машин дуже широко ви-

користовується метод зведення сил і мас для 

розв’язання задач із визначення закону руху механі-

зму, що знаходиться під дією прикладених до нього 

сил, з урахуванням мас ланок.  
Даний метод спрощує рішення задач, оскільки 

рух ланок механізму зводиться до руху лише до однієї 

ланки. Ця ланка називається ланкою зведення. Як пра-

вило, ланкою зведення вибирають початкову (вхідну) 

ланку механізму. У робочих машинах – головний вал, 

у двигунах - вихідний вал. 

Зведена маса – це маса, з сумарною кінетичною 

енергією всіх ланок механізму та визначається за фор-

мулою: 

𝒎зв = 𝟐
∑ 𝑻𝒊

𝒗𝑨
𝟐 =

∑ 𝒎𝒊 ∙ 𝒗𝒊 + ∑ 𝑰𝒊 ∙ 𝝎𝒊
𝟐

𝒗𝑨
𝟐 ∙ ,             (𝟐) 

де 𝑚і – маси і–их ланок, які рухаються поступа-

льно; 

𝒗𝒊– швидкість і–их ланок;  

Iзв – моменти інерції і – их ланок, що здійсню-

ють обертальний рух; 

𝑣𝐴 – швидкість точки зведення ; 

𝜔і – кутова швидкість і–их ланок/ 

 

Зведена маса залежить від положення ланки зве-

дення, тобто являється функцією узагальненої коорди-

нати α. 

Будь-яка математична модель намагається як най-

точніше описати реальний процес з деякими припу-

щеннями, використання яких значно спрощує як саму 

модель, так і її розрахунок відповідно до мети основ-

них задач досліджень. 

Для вирішення поставленої задачі пропонується 

наступна узагальнена схема кривошипно-шатунного 

механізму в крайніх положеннях при 𝜶 = 𝟎° та 

 𝜶 = 𝟏𝟖𝟎°   (рис. 2). 

 

 
Рисунок 2. Крайні положення механізму 

 

α – кут повороту кривошипу в даний момент часу 
(𝟎 ≤ 𝜶 ≤ 𝝅), що відраховується від осі циліндра Bx у 

напрямку обертання колінчастого валу. Після пово-

роту кривошипу на кут 𝜶 = 𝝅 = 𝟏𝟖𝟎°, відлік 𝜶 почи-

нається з нуля. 

Кривошип обертається з постійною кутовою шви-

дкістю 1. 

При α =0 (початок відліку) поршень знаходиться 

у крайній зліва «мертвій» точці, а кривошип займає по-

ложення ОА. При α = 180 ° поршень знаходиться в ни-

жній мертвій точці (точці С''), і кривошип займає поло-

ження ОА''. Кожен такт циклу складається з руху пор-

шня лівої до правої «мертвої» точки та навпаки. 
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Розміри кривошипа взяті в наступній пропорції: 

кривошип довжиною а, а шатун 2а. Для спрощення ро-

зрахунку взяті однакові маси кривошипу, шатуна і по-

взуна. 

Розглянемо розрахунок зведеної маси механізму 

для одного із положень механізму при 𝜶 = 𝟑𝟎° =
𝝅

𝟔
.  

Виразимо значення кінетичної енергії ланок ме-

ханізму в залежності від кута повороту. 

Миттєвий центр швидкостей шатуна АВ – це то-

чка Р (див. рис.3). 

Застосуємо відомі з кінематики співвідношення. 

Відстані 𝑨𝑷 = 𝟐, 𝟐𝒂 = 𝟒𝟒 мм; 𝑷𝑪 = 𝟏, 𝟔𝟓 𝒂 =
𝟑𝟑 мм;  𝑷𝑩 = 𝟏, 𝟔𝟓 𝒂 = 𝟑𝟑 мм. 

𝝎𝑨𝑩 =
𝒗𝑨

𝑨𝑷
=

𝝎𝟏 ∙ 𝒂

𝟐, 𝟐𝒂
=

𝝎𝟏

𝟐, 𝟐
= 𝟎, 𝟒𝟓𝟒 𝝎𝟏; 

𝒗𝑪 = 𝝎𝑨𝑩 ∙ 𝑷𝑪 =
𝝎𝟏

𝟐, 𝟐
∙ 𝟏, 𝟔𝟓𝒂 = 𝝎𝟏𝒂 ∙ 𝟎, 𝟕𝟓; 

𝒗𝑩 = 𝝎𝑨𝑩 ∙ 𝑷𝑩 =
𝝎𝟏

𝟐, 𝟐
∙ 𝟏, 𝟔𝟓𝒂 = 𝝎𝟏𝒂 ∙ 𝟎, 𝟕𝟓. 

𝝎𝑨𝑩 −  кутова швидкість шатуна навколо 

миттєвого центра швидкостей. 
 

 
Рисунок 3. Схема визначення МЦШ 

 

Кінетична енергія системи при 𝜶 = 𝟑𝟎° =
𝝅

𝟔
 

       𝑻𝟑𝟎 = 𝑻𝟏 + 𝑻𝟐 + 𝑻𝟑. 

𝑻𝟏 =
(𝝎𝟏 ∙ 𝒂)𝟐

𝟐

𝒎𝟏

𝟑
 

– кінетична енергія кривошипа ОА. 

 

𝑻𝟐 =
𝟏

𝟐
𝒎𝟐𝒗𝑪

𝟐 +
𝟏

𝟐
𝓘𝑪𝝎𝑨𝑩

𝟐 = 

=
𝟏

𝟐
𝒎𝟐(𝝎𝟏𝒂 ∙ 𝟎, 𝟕𝟓)𝟐 +

𝟏

𝟐

𝒎𝟐𝑨𝑩𝟐

𝟏𝟐
∙ 𝟎, 𝟒𝟓𝟒 ∙  (𝝎𝟏)𝟐 = 

=
(𝝎𝟏𝒂)𝟐

𝟐
𝒎𝟐 [𝟎, 𝟕𝟓𝟐 +

𝟒

𝟏𝟐
𝟎, 𝟒𝟓𝟒𝟐] = 

=
(𝝎𝟏𝒂)𝟐

𝟐
[𝟎, 𝟓𝟔𝟐𝟓 + 𝟎, 𝟎𝟔𝟗] ∙ 𝒎𝟐 = 

=
(𝝎𝟏𝒂)𝟐

𝟐
𝒎𝟐 ∙ 𝟎, 𝟔𝟑𝟏𝟓; – кінетична енергія ша-

туна АВ. 

𝑻𝟑 =
𝟏

𝟐
𝒎𝟑𝒗𝑩

𝟐 =
𝟏

𝟐
𝒎𝟑(𝝎𝟏𝒂 ∙ 𝟎, 𝟕𝟓)𝟐 = 

=
(𝝎𝟏𝒂)𝟐

𝟐
𝟎, 𝟕𝟓𝟐𝒎𝟑 =

(𝝎𝟏𝒂)𝟐

𝟐
∙ 𝒎𝟑 ∙ 𝟎, 𝟓𝟔𝟐𝟓 – кіне-

тична енергія повзуна  В. 

 𝑻𝟑𝟎 =
(𝝎𝟏𝒂)𝟐

𝟐
[

𝒎𝟏

𝟑
+ 𝟎, 𝟔𝟑𝟏𝟓𝒎𝟐 + 𝟎, 𝟓𝟔𝟐𝟓𝒎𝟑] =

𝟏

𝟐
𝒗𝑨

𝟐𝑴зв
𝟑𝟎

- кінетична енергія системи при 𝜶 = 𝟑𝟎°. 

Зведена маса системи при 𝜶 = 𝟑𝟎° 

𝑴зв
𝟑𝟎 =

𝒎𝟏

𝟑
+ 𝟎, 𝟔𝟑𝟏𝟓𝒎𝟐 + 𝟎, 𝟓𝟔𝟐𝟓𝒎𝟑. 

За умовою, що 𝒎𝟏 = 𝒎𝟐 = 𝒎𝟑       𝑴зв
𝟑𝟎 = 𝟏, 𝟓𝟐𝟕 𝒎. 

Також цікаво розглянути ще два крайні поло-

ження механізму при 𝜶 = 𝟎° та 𝜶 = 𝟗𝟎°. 
Розглянемо розрахунок зведеної маси механізму 

для одного із положень механізму при 𝜶 = 𝟎°.  
 

 
Рисунок 4. Розрахунок зведеної маси механізму при 

𝜶 = 𝟎°. 
 

𝑶𝑨 = 𝒂; 𝑨𝑩 = 𝟐𝒂; 𝒂 = 𝟐𝟎 мм. 

Точка В – МЦС ланки АВ (𝒗𝐁 = 𝟎)/ 

𝒗𝐀 = 𝛚𝟏 ∙ 𝒂; 𝝎𝑨𝑩 =
𝒗𝑨

𝑨𝑩
=

𝛚𝟏 ∙ 𝒂

𝟐𝒂
=

𝝎𝟏

𝟐
. 

Кінетична енергія системи при 𝜶 = 𝟎° 

дорівнює Т𝟎. 

       𝑻𝟎 = 𝑻𝟏 + 𝑻𝟐 + 𝑻𝟑. 

𝑻𝟏 =
𝟏

𝟐
𝓘𝟎𝝎𝟏

𝟐 =
𝟏

𝟐
𝒎𝟏

𝒂𝟐

𝟑
∙ 𝝎𝟏

𝟐 =
(𝝎𝟏 ∙ 𝒂)𝟐

𝟐
∙

𝒎𝟏

𝟑
− 

кінетична енергія кривошипа 𝑶𝑨. 

𝑻𝟐 =
𝟏

𝟐
𝓘𝟐𝑩𝝎𝑨𝑩

𝟐 =
𝟏

𝟐
𝒎𝟐

(𝑨𝑩)𝟐

𝟑
∙ (

𝝎𝟏

𝟐
)

𝟐

= 

=
𝟏

𝟐

𝒎𝟐(𝟐𝒂)𝟐

𝟑
∙

𝝎𝟏
𝟐

𝟒
=

(𝝎𝟏 ∙ 𝒂)𝟐

𝟐
∙

𝒎𝟐

𝟑
− 

кінетична енергія шатуна 𝑨𝑩. 

𝑻𝟑 =
𝟏

𝟐
𝒎𝟑𝒗𝑩

𝟐 = 𝟎, (𝒗𝑩 = 𝟎) – кінетична енер-

гія повзуна В (поступальний рух). 

Кінетична енергія системи при 𝜶 = 𝟎° 

 𝑻𝟑𝟎 =
(𝝎𝟏𝒂)𝟐

𝟐
[
𝒎𝟏

𝟑
+

𝒎𝟐

𝟑
] =

𝟏

𝟐
𝒗𝑨

𝟐𝑴зв
𝟎. 

Зведена маса механізму при 𝜶 = 𝟎°  

𝑴зв
𝟎 = [

𝒎𝟏

𝟑
+

𝒎𝟐

𝟑
]. 

Розглянемо розрахунок зведеної маси механізму 

для одного із положень механізму при 𝜶 = 𝟗𝟎°. 
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Миттєвий центр швидкостей шатуна 𝑨𝑩 знахо-

диться в нескінченності. Шатун 𝑨𝑩 в даний момент 

часу рухається поступально:  

𝒗𝑨 = 𝒗𝑩 = 𝒗𝑪 = 𝝎𝟏 ∙ 𝒂. 

 

 

Рисунок 5. Розрахунок зведеної маси механізму при 

𝜶 = 𝟗𝟎°. 
 

Кінетична енергія системи при 𝜶 = 𝟗𝟎°: 

       𝑻𝟗𝟎 = 𝑻𝟏 + 𝑻𝟐 + 𝑻𝟑. 

𝑻𝟏 =
(𝝎𝟏∙𝒂)𝟐

𝟐
∙

𝒎𝟏

𝟑
− кінетична енергія кривошипа 𝑶𝑨. 

𝑻𝟐 =
(𝝎𝟏∙𝒂)𝟐

𝟐
∙ 𝒎𝟐 − кінетична енергія повзуна  В. 

 𝑻𝟗𝟎 =
(𝝎𝟏𝒂)𝟐

𝟐
[
𝒎𝟏

𝟑
+ 𝒎𝟐 + 𝒎𝟑] =

𝒗𝑨
𝟐

𝟐
𝑴зв

𝟗𝟎. 

Зведена маса механізму при 𝜶 = 𝟗𝟎°  

𝑴зв
𝟗𝟎 = [

𝒎𝟏

𝟑
+ 𝒎𝟐 + 𝒎𝟑]. 

 

Результати досліджень 

В результаті розрахунків було отримано низку 

даних, які показують зміну зведеної маси кривошипно-

шатунного механізму Мзв в залежності від кута пово-

роту кривошипу α (табл. 1). 

 

Таблиця 1 – Зведена маса кривошипно-шатунного 

механізму Мзв в залежності від кута повороту криво-

шипу α 
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Попередній аналіз отриманих даних вказує на 

наявність хвильоподібної закономірності між парамет-

рами Мзв та α. 

Для виявлення математичної залежності й побу-

дови графіку функції Мзв = f(α) із використанням мето-

дів комп’ютерного моделювання було проведено ре-

гресійне оброблення отриманих розрахункових даних 

(табл. 2).  

 

Таблиця 2 – Результати регресійної обробки зведеної 

маси кривошипно-шатунного механізму Мзв 
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В результаті було отримано залежність синусої-

дального вигляду: 

 

Мзв = 𝟏, 𝟒𝟏𝟔 + 𝟏, 𝟎𝟕𝟔 ∙ 𝐬𝐢𝐧 (
𝜶 ∙ 𝟐𝝅

𝟐𝟎𝟗, 𝟕𝟕𝟒
− 𝟎, 𝟔𝟕𝟗) .     (𝟑) 

 

Подальший кореляційний аналіз отриманої фу-

нкції (3) показав достатньо високу ступінь взає-

мозв’язку між розрахунковими даними (див. табл.1), 

при цьому коефіцієнт кореляції склав r = 0,972. Побу-

дова графіку визначеної математичної залежності (3) 

також показала досить високу кореляцію між вказа-

ними параметрами (Рис. 6). 

 

 
 

Рисунок 6.  Результати комп’ютерного моде-

лювання 
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Рисунок 7. Графічне відображення математичної за-

лежності (див. формулу 3) між зведеною масою кри-

вошипно-шатунного механізму Мзв в залежності від 

кута повороту кривошипу α. 

 

Висновки 

1. В результаті розрахунків було отримано низку 

даних, які показують зміну зведеної маси криво-

шипно-шатунного механізму Мзв в залежності 

від кута повороту кривошипу α. 

2. Отримана залежність між Мзв та α.  

3. Аналіз отриманих даних показав наявність хви-

льо-подібної закономірності між параметрами 

Мзв та α. 

4. Для виявлення математичної залежності й побу-

дови графіку функції Мзв = f(α) із використанням 

методів комп’ютерного моделювання було про-

ведено регресійне оброблення отриманих розра-

хункових даних. 

5. Проведений  кореляційний аналіз отриманої фу-

нкції показав достатньо високу ступінь взає-

мозв’язку між розрахунковими даними та мате-

матичною залежністю, при цьому коефіцієнт ко-

реляції склав r = 0,972.  

6. Графік визначеної математичної залежності та-

кож показав досить високу кореляцію між вка-

заними параметрами. 

7. Отримане рівняння можна використовувати для 

систем з одним  ступенем волі.  

8. Для механізмів з декількома ступенями волі для 

кожного ступеня волі закон зміни  зведеної маси 

буде інший. 
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RESEARCH OF THE CHANGE IN THE CONSOLIDATED MASS IN FLAT 

MULTI-LINK MECHANISMS  
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Purpose. Determination of the equation of motion of the crank-connecting mechanism using the methods of re-

searching the motion of flat multi-link mechanisms. Development of the dependence using the theorem on the change in 

kinetic energy of the mechanical system for determining the total mass of flat mechanisms when the angle of rotation of 

the driving link of the flat mechanism changes. 

Research methods. Dynamic analysis of the mechanism. The method of reducing forces and masses. Mathematical 

determination of the kinetic energy depending on the angle of rotation of the crank of a flat mechanism. Regression 

processing of the obtained calculation results and their subsequent correlation analysis were carried out using computer 

software for the analysis and visualisation of scientific and statistical data – «SigmaPlot» from the company «Jandel 

Corporation». 

Results. As a result of the calculations, a calculated formula for the change in the combined mass depending on the 

angle of rotation of the crank was obtained. The existence of a sinusoidal relationship between the calculated parameters 

(crank angle and reduced mass) was established. The correlation analysis of the obtained function showed a sufficiently 

high degree of relationship between the calculated data and the mathematical dependence, while the correlation coeffi-

cient was r = 0.972. The graph of the determined mathematical dependence also showed a fairly high correlation between 

the specified parameters. The resulting equation can be used for systems with one degree of freedom. For mechanisms 

with several degrees of freedom, the law of change of the combined mass will be different for each degree of freedom. 

Scientific novelty. Using the calculated formulas of kinetic energy for planar mechanisms, the law of change of the 

reduced mass in planar mechanisms, which takes into account the rotation of the crank around its own axis, is obtained. 

Practical value. When designing flat crank mechanisms, it is necessary to take into account the effect of inertial 

forces, the value of which depends on the mass and acceleration. This makes it possible to calculate correctly the dynamic 

loads on the parts of the flat mechanism (bearings, etc.). The obtained mathematical dependence of the change in the 

combined mass on the angle of rotation of the leading link of the mechanism makes it possible to analyse the change in 

the combined moment of inertia, which in turn affects the change in torque. 

Key words: kinetic energy, reduced mass, reduced moment of inertia, crank, connecting rod, piston, instantaneous 

centre of velocity (ICV), crank rotation angle, computer modelling. 
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