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ПРАКТИЧНА РОБОТА 1
Розв’язання задач лiнiйного програмування

графiчним методом

Мета роботи – навчитись формулювати задачi лiнiйного про-
грамування та розв’язувати їх графiчним методом.

1.1 Короткi теоретичнi вiдомостi

Задачу лiнiйного програмування (ЛП) можна сформулювати
так [1–3]: знайти невiд’ємнi значення змiнних 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, у
яких значення цiльової функцiї досягає максимуму (мiнiмуму)

𝑓(𝑥) = 𝑐1𝑥1 + 𝑐2𝑥2 + · · ·+ 𝑐𝑛𝑥𝑛, (1.1)

та задовольняють умовам-нерiвностям:

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + · · ·+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 ≤ 𝑏1, (1.2)

𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + · · ·+ 𝑎2𝑛𝑥𝑛 ≤ 𝑏2,

. . . . . . . . . . . . . . .

𝑎𝑚1𝑥1 + 𝑎𝑚2𝑥2 + · · ·+ 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 ≤ 𝑏𝑚.

Допустимим рiшенням задачi ЛП називається будь-яка су-
купнiсть невiд’ємних значень 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, що задовольняє умо-
вам (1.2).

Оптимальним рiшенням задачi ЛП називається таке з допу-
стимих рiшень, що доставляє максимум функцiї (1.1).

Теорема 1.1. Множина допустимих рiшень утворює опуклу
множину або опуклий багатогранник.

Теорема 1.2. Якщо задача ЛП має оптимальний розв’язок,
то максимальне значення цiльова функцiя набуває в однiй з вер-
шин багатогранника, що утворений обмеженнями.

Нагадаємо, що множина точок називається опуклою, якщо во-
на разом iз будь-якими двома точками мiстить вiдрiзок, що з’єднує
їх (рис. 1.1).
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Рисунок 1.1 – Поняття опуклої множини

1.2 Приклад графiчного розв’язку задачi ЛП

Нехай виробнику необхiдно максимiзувати прибуток вiд виро-
бництва меблiв (стiльцiв та столiв). Цiна продажну одного стiльця
дорiвнює 45 грошових одиниць (г.о.), а одного столу – 80 г.о. На
виготовлення стiльця потрiбно 5 частин дерева (ч.д.) та 10 людино-
годин (л.г.) роботи. На виготовлення столу – 20 ч.д. та 15 л.г. На
пiдприємствi є 400 ч.д. та трудовий ресурс 450 л.г.

Цiльова функцiя задачi максимiзацiї прибутку матиме вигляд:

𝑓(𝑥) = 45𝑥1 + 80𝑥2, (1.3)

де 𝑥1 – кiлькiсть стiльцiв, 𝑥2 – кiлькiсть столiв.
З урахуванням витрат (дерева та трудового ресурсу) нерiвностi-

обмеження запишемо у виглядi

5𝑥1 + 20𝑥2 ≤ 400; (1.4)

10𝑥1 + 15𝑥2 ≤ 450; (1.5)

умову неможливостi виробництва вiд’ємної кiлькостi меблiв:

𝑥1 ≥ 0, 𝑥2 ≥ 0. (1.6)

Побудуємо область допустимих рiшень. На площинi 𝑥10𝑥2 по-
будуємо пряму для рiвняння 5𝑥1 + 20𝑥2 = 400 та позначимо iї як
𝑃 (див. рис. 1.2). Для побудови цiєї прямої визначимо двi точки:
перша – буде на осi 𝑥1 при 𝑥2 = 0, друга – на осi 𝑥2 при 𝑥1 = 0.
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Визначимо напiвплощину, що задається нерiвнiстю (1.4). Ця
напiвплощина знаходиться нижче за побудовану пряму 𝑃 . Таким
же чином побудуємо пряму 𝑄, для рiвняння 10𝑥1 + 15𝑥2 = 450.
Напiвплощина, яка задається нерiвнiстю (1.5), знаходиться нижче
за побудовану пряму 𝑄. Напiвплощина, що вiдповiдає нерiвностi
𝑥1 ≥ 0, розташована вище осi 𝑥1. Напiвплощина, що вiдповiдає не-
рiвностi 𝑥2 ≥ 0, лежить правiше осi 𝑥2.

Рисунок 1.2 – Побудова прямих, що визначенi обмеженнями

Отже, ми отримали обмежену дiлянку 𝐴𝐵𝐶𝐷, будь-яка то-
чка якої задовольняє умовам-нерiвностям i, отже, є допустимою
(рис. 1.3). З рисунку очевидно, що область допустимих розв’язкiв
(координати точок усерединi i на межах областi 𝐴𝐵𝐶𝐷) утворюють
опуклий багатогранник, тобто опуклу множину.

Рисунок 1.3 – Область допустимих розв’язкiв
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Тепер побудуємо пряму 𝐺, для рiвняння 45𝑥1+80𝑥2 = 0, тобто
коли значення цiльової функцiї дорiвнює нулю. Ця пряма називає-
ться вектором-градiєнтом, початок якого в точцi (0,0), а кiнець – у
точцi (45, 80). Вектор-градiєнт вказує напрямок зростання значення
цiльової функцiї (рис. 1.4).

Рисунок 1.4 – Пошук максимального значення цiльової функцiї

Якщо побудувати перпендикуляр (синя пунктирна лiнiя) до
вектора градiєнта i пересувати його паралельно самому собi у бiк
зростання значення цiльової функцiї, ми досягнемо крайньої точки
областi допустимих рiшень. У нашому випадку – це точка 𝐶. Ко-
ординати цiєї точки є розв’язком нашої задачi, тобто у цiй точцi
цiльова функцiя набуває максимального значення. Координати цiєї
точки можна отримати з графiка або розв’язати систему, яка скла-
дається з рiвнянь прямих, що перетинаються в точцi оптимального
рiшення. Для нашого прикладу ця система має вигляд:{︃

5𝑥1 + 20𝑥2 = 400;

10𝑥1 + 15𝑥2 = 450.
(1.7)

Розв’язком цiєї системи є 𝑥1 = 24, 𝑥2 = 14. Таким чином для
отримання максимального прибутку виробнику необхiдно виготов-
ляти 24 стiльцiв та 14 столiв.

Зазначимо, що оптимальне рiшення виявилося на однiй з вер-
шин опуклого багатогранника, як i стверджується у наведенiй вище
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Tеоремi 1.1. Пiдрахунок прибутку в кутових точках областi 𝐴𝐵𝐶𝐷
дає такi результати:

– у точцi 𝐴 𝑓(0, 0) = 0;
– у точцi 𝐵 𝑓(0, 20) = 1600;
– у точцi 𝐶 𝑓(24, 14) = 2200;
– у точцi 𝐷 𝑓(0, 20) = 2025.

1.3 Завдання до практичної роботи

Нижче наведено варiанти задач ЛП, в яких записано цiльо-
ва функцiя та обмеження-нерiвностi. Необхiдно графiчно знайти
оптимальний розв’язок задачi та обчислити максимальне значення
цiльової функцiї. Результат подати у звiтi з практичної роботи. Гра-
фiки можна створити вручну або за допомогою середовища Scilab
(див. методичнi вказiвки до лабораторних робiт) або мови програ-
мування (C/C++, Java, Python).

Варiант 1

𝑓(𝑥) = 50𝑥1 + 40𝑥2 → max;

𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 40;

𝑥1 + 𝑥2 ≤ 30;

2𝑥1 + 𝑥2 ≤ 55;

𝑥1 ≥ 0, 𝑥2 ≥ 0.

Варiант 2

𝑓(𝑥) = 300𝑥1 + 200𝑥2 → max;

3𝑥1 + 𝑥2 ≤ 18;

25𝑥1 + 3𝑥2 ≤ 120;

3𝑥2 ≤ 27;

𝑥1 ≥ 0, 𝑥2 ≥ 0.

Варiант 3

𝑓(𝑥) = 90𝑥1 + 95𝑥2 → max;

0.7𝑥1 + 0.34𝑥2 ≤ 81;

0.5𝑥1 + 0.35𝑥2 ≤ 65;

0.16𝑥2 ≤ 14;

𝑥1 ≥ 0, 𝑥2 ≥ 0.

Варiант 4

𝑓(𝑥) = 47𝑥1 + 50𝑥2 → max;

2𝑥1 + 4𝑥2 ≤ 12;

𝑥1 + 8𝑥2 ≤ 28;

7𝑥1 + 4𝑥2 ≤ 24;

𝑥1 ≥ 0, 𝑥2 ≥ 0.



10

Варiант 5

𝑓(𝑥) = 70𝑥1 + 60𝑥2 → max;

3𝑥1 + 4𝑥2 ≤ 380;

5𝑥1 + 3𝑥2 ≤ 450;

𝑥1 + 4𝑥2 ≤ 270;

𝑥1 ≥ 0, 𝑥2 ≥ 0.

Варiант 6

𝑓(𝑥) = 20𝑥1 + 15𝑥2 → max;

1.5𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 35;

2𝑥1 + 1.2𝑥2 ≤ 40;

𝑥2 ≤ 12;

𝑥1 ≥ 0, 𝑥2 ≥ 0.

Варiант 7

𝑓(𝑥) = 85𝑥1 + 63𝑥2 → max;

0.8𝑥1 + 0.5𝑥2 ≤ 84;

0.4𝑥1 + 0.8𝑥2 ≤ 75;

0.3𝑥1 + 0.9𝑥2 ≤ 76;

𝑥1 ≥ 0, 𝑥2 ≥ 0.

Варiант 8

𝑓(𝑥) = 2.4𝑥1 + 30𝑥2 → max;

6𝑥1 + 5𝑥2 ≤ 120;

− 12𝑥1 + 8𝑥2 ≤ 48;

− 2𝑥1 + 4𝑥2 ≤ 40;

𝑥1 ≥ 0, 𝑥2 ≥ 0.

Варiант 9

𝑓(𝑥) = 6𝑥1 + 12𝑥2 → max;

7𝑥1 + 6𝑥2 ≤ 90;

− 3𝑥1 + 4𝑥2 ≤ 12;

− 𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 8;

𝑥1 ≥, 𝑥2 ≥ 0.

Варiант 10

𝑓(𝑥) = 𝑥1 + 8𝑥2 → max;

5𝑥1 + 4𝑥2 ≤ 20;

− 𝑥1 + 9𝑥2 ≤ 27;

5𝑥1 + 6𝑥2 ≤ 24;

𝑥1 ≥ 0, 𝑥2 ≥ 0.

1.4 Змiст звiту

1. Титульний лист, оформлений вiдповiдно до вимог.
2. Мета роботи.
3. Графiчний розв’язок задачi ЛП згiдно з варiантом.
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ПРАКТИЧНА РОБОТА 2
Розв’язання двоїстої задачi лiнiйного програмування

графiчним методом

Мета роботи – навчитись формулювати та розв’язувати дво-
їсту задачу лiнiйного програмування.

2.1 Короткi теоретичнi вiдомостi

Для зручностi представимо задачу ЛП (1.1)–(1.2) у векторно-
матричнiй формi i назвемо її першою стандартною формою:

𝑓(𝑥) = 𝑐𝑥 → max, (2.1)

𝐴𝑥 ≤ 𝑏, (2.2)

𝑥 ≥ 0, (2.3)

де 𝑥 – вектор-стовпець невiдомих;
𝑐 – вектор-стовпець коефiцiєнтiв цiльової функцiї;
𝑏 – вектор-стовпець обмежень;
𝐴 – матриця обмежень-умов;
𝑐𝑥 =

∑︀𝑛
𝑗=1 𝑐𝑗𝑥𝑗 – скалярний добуток векторiв 𝑐 i 𝑥.

Кожнiй задачi ЛП вiдповiдає так звана двоїста задача ЛП.
При цьому вихiдну задачу називають прямою задачею ЛП. Дво-
їста задача для прямої задачi (2.1)–(2.3) має вигляд, який назвемо
другою стандартною формою:

𝜙(𝑦) = 𝑏𝑦 → min, (2.4)

𝐴𝑇𝑦 ≥ 𝑐, (2.5)

𝑦 ≥ 0, (2.6)

Теорема 2.1. Якщо пряма задача ЛП має оптимальний розв’
язок, то й двоїста задача також має оптимальний розв’язок i навпа-
ки, якщо двоїста задача ЛП має оптимальний розв’язок то й пряма
задача також має оптимальний розв’язок, причому для оптималь-
них розв’язкiв значення цiльових функцiй збiгаються [2, 4].
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2.2 Приклад формулювання та розв’язання задачi

Розглянемо спочатку приклад прямої задачi ЛП i потiм сфор-
мулюємо для неї подвiйне завдання ЛП.

Пряма задача ЛП.
Виробнику необхiдно максимiзувати прибуток вiд мiсячного

виробництва трьох видiв продукцiї: 𝑃1, 𝑃2 i 𝑃3. Для виготовлення
цих видiв продукцiї використовується два типи сировини 𝑀1 и 𝑀2.
Витрати сировини на виготовлення одиницi виду продукцiї та її
мiсячний запас наведено у табл. 2.1.

Таблиця 2.1 – Приклад

𝑃1 𝑃2 𝑃3 Мiсячний запас

𝑀1 6 7 1 320

𝑀2 7 4 2 480

Цiна продажу одиницi продукцiї виду 𝑃1 дорiвнює 42 грошо-
вим одиницям (г.о.), виду 𝑃2 – 28 г.о., виду 𝑃3 – 8 г.о. Отже, метою
виробника є визначення обсягiв кожного виду продукцiї, якi по-
трiбно виготовити для отримання максимального прибутку вiд їх
продажу.

Для формалiзацiї прямої задачi ЛП позначимо обсяги проду-
кцiї 𝑃1, 𝑃2 та 𝑃3 вiдповiдно через 𝑥1, 𝑥2 i 𝑥3; цiни продажу цих видiв
продукцiї вiдповiдно через 𝑐1, 𝑐2 i 𝑐3; мiсячнi запаси типiв сировини
𝑀1, 𝑀2 вiдповiдно через 𝑏1 i 𝑏2. Тодi ця задача в першiй стандартнiй
формi матиме вигляд:

𝑓(𝑥) = 42𝑥1 + 28𝑥2 + 8𝑥3 → max, (2.7)

6𝑥1 + 7𝑥2 + 1𝑥3 ≤ 320,

7𝑥1 + 4𝑥2 + 2𝑥3 ≤ 480,
(2.8)

𝑥1 ≥ 0, 𝑥2 ≥ 0, 𝑥3 ≥ 0. (2.9)
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Тепер для одержаної прямої задачi сформулюємо двоїсту за-
дачу ЛП у другiй стандартнiй формi. Введемо новi змiннi 𝑦1 i 𝑦2, якi
позначатиму вiдповiдно вартостi одиницi сировини типу 𝑀1 та оди-
ницi сировини типу 𝑀2. Вiдповiдно до формул (2.4)–(2.6) двоїста
задача матиме вигляд:

𝜙(𝑦) = 320𝑦1 + 480𝑦2 → min, (2.10)

6𝑦1 + 7𝑦2 ≥ 42,

7𝑦1 + 4𝑦2 ≥ 28,

1𝑦1 + 2𝑦2 ≥ 8,

(2.11)

𝑦1 ≥ 0, 𝑦2 ≥ 0. (2.12)

Iнтерпретувати двоїсту задачу для прямої задачi, що розгля-
дається, можна наступним чином. Виробник зацiкавлений придбати
необхiднi типи сировини за мiнiмальну цiну, тобто цiльова функцiя
має бути мiнiмiзована. Цим визначається цiльова функцiя (2.10).
Умови-обмеження (2.11) означають, що загальна вартiсть сирови-
ни, яка використовується для виготовлення кожного виду проду-
кцiї, не може бути меншою за вартiсть того обсягу сировини, без
якого виготовлення цього виду продукцiї неможливе.

Двоїста задача (2.10)–(2.12) має всього двi невiдомi змiннi 𝑦1
i 𝑦2, тому може бути розв’язана графiчно. Побудуємо на площинi
𝑦10𝑦2 прямi 1, 2 i 3 (див. рис. 2.1), якi описуються рiвностями:

6𝑦1 + 7𝑦2 = 42,

7𝑦1 + 4𝑦2 = 28,

1𝑦1 + 2𝑦2 = 8.

(2.13)

Вiдповiдно до умов-нерiвностей (2.11) i (2.12) визначається
область допустимих розв’язкiв (заштрихована частина на рис. 2.1).
Побудуємо вектор-градiєнт 𝐺, вiдповiдний цiльовiй функцiї (2.10),
та перпендикулярну пряму до нього (пунктирна лiнiя, див. рис. 2.1)



14

у будь-якiй точцi областi допустимих розв’язкiв. Якщо перемiща-
ти цей перпендикуляр паралельно самому собi у напрямку векто-
ра градiєнта, ми досягнемо крайньої точки 𝐶 областi допустимих
розв’язкiв. Координати цiєї точки є оптимальним розв’язком дво-
їстої задачi ЛП i визначаються перетином прямих, що вiдповiдають
першiй та третiй рiвностям системи (2.11). Точнi значення коорди-
нат цiєї точцi (𝑦1 = 5.6, 𝑦2 = 1.2) можна знайти, якщо розв’язати
систему рiвнянь:

6𝑦1 + 7𝑦2 = 42,

1𝑦1 + 2𝑦2 = 8.
(2.14)

Пiдставляючи знайденi 𝑦1 i 𝑦2 у цiльову функцiю (2.10), зна-
йдемо її мiнiмальне значення:

𝜙(𝑦) = 320 · 5.06 + 480 · 1.2 = 2368.

Рисунок 2.1 – Пошук мiнiмального значення цiльової функцiї
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2.3 Завдання до практичної роботи

Нижче наведено варiанти прямої задачi ЛП, в якої записано
цiльова функцiя та обмеження-нерiвностi. Сформулюйте для цiєї
задачi двоїсту задачу ЛП та розв’яжiть її графiчним способом. Зна-
йдiть аналiтично розв’язок цiєї задачi та мiнiмальне (максимальне)
значення цiльової функцiї. Бажано придумати змiстовну iнтерпре-
тацiю прямої та двоїстої задачi.

Варiант 1

𝑓(𝑥) = 0.6𝑥1 + 28𝑥2 + 12𝑥3 → max;

− 𝑥1 + 4𝑥2 + 3𝑥3 ≤ 32;

1.5𝑥1 + 7𝑥2 + 2𝑥3 ≤ 36;

𝑥1 ≥ 0, 𝑥2 ≥ 0, 𝑥3 ≥ 0.

Варiант 2

𝑓(𝑥) = 30𝑥1 + 13𝑥2 + 11𝑥3 → max;

5𝑥1 + 1𝑥2 + 4𝑥3 ≤ 43;

6𝑥1 + 3𝑥2 + 2𝑥3 ≤ 35;

𝑥1 ≥ 0, 𝑥2 ≥ 0, 𝑥3 ≥ 0.

Варiант 3

𝑓(𝑥) = 20𝑥1 + 15𝑥2 + 14𝑥3 → max;

− 5𝑥1 + 1𝑥2 + 3𝑥3 ≤ 10;

8𝑥1 + 3𝑥2 + 2𝑥3 ≤ 13;

𝑥1 ≥ 0, 𝑥2 ≥ 0, 𝑥3 ≥ 0.

Варiант 4

𝑓(𝑥) = 30𝑥1 + 15𝑥2 + 50𝑥3 → max;

4𝑥1 + 1.5𝑥2 + 6𝑥3 ≤ 200;

1.5𝑥1 + 2.7𝑥2 + 4𝑥3 ≤ 110;

𝑥1 ≥ 0, 𝑥2 ≥ 0, 𝑥3 ≥ 0.

Варiант 5

𝑓(𝑥) = 0.6𝑥1 + 27𝑥2 + 12𝑥3 → max;

− 0.9𝑥1 + 4𝑥2 + 3𝑥3 ≤ 16;

1.6𝑥1 + 7𝑥2 + 2𝑥3 ≤ 42;

𝑥1 ≥ 0, 𝑥2 ≥ 0, 𝑥3 ≥ 0.

Варiант 6

𝑓(𝑥) = 8𝑥1 + 11𝑥2 + 20𝑥3 → max;

2𝑥1 + 𝑥2 + 4𝑥3 ≤ 10;

𝑥1 + 3𝑥2 + 3𝑥3 ≤ 20;

𝑥1 ≥ 0, 𝑥2 ≥ 0, 𝑥3 ≥ 0.

Варiант 7

𝑓(𝑥) = 11𝑥1 + 7𝑥2 + 10𝑥3 → min;

2𝑥1 + 1𝑥2 + 2𝑥3 ≥ 10;

4𝑥1 + 3𝑥2 + 𝑥3 ≥ 25;

𝑥1 ≥ 0, 𝑥2 ≥ 0, 𝑥3 ≥ 0.

Варiант 8

𝑓(𝑥) = 6𝑥1 + 10𝑥2 + 3𝑥3 → max;

1.2𝑥1 + 2.5𝑥2 + 0.4𝑥3 ≥ 17;

2.9𝑥1 + 3.5𝑥2 + 2.7𝑥3 ≥ 32;

𝑥1 ≥ 0, 𝑥2 ≥ 0, 𝑥3 ≥ 0.
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Варiант 9

𝑓(𝑥) = 600𝑥1 + 310𝑥2 + 240𝑥3 → min;

24𝑥1 + 8𝑥2 + 3𝑥3 ≥ 40;

8𝑥1 + 8𝑥2 + 8𝑥3 ≥ 50;

𝑥1 ≥ 0, 𝑥2 ≥ 0, 𝑥3 ≥ 0.

Варiант 10

𝑓(𝑥) = 6𝑥1 + 81𝑥2 + 62𝑥3 → max;

2𝑥1 + 40𝑥2 + 60𝑥3 ≤ 60;

3𝑥1 + 20𝑥2 + 10𝑥3 ≤ 65;

𝑥1 ≥ 0, 𝑥2 ≥ 0, 𝑥3 ≥ 0.

2.4 Змiст звiту

1. Титульний лист, оформлений вiдповiдно до вимог.
2. Мета роботи.
3. Формулювання двоїстої задачi згiдно з варiантом.
4. Графiчний розв’язок двоїстої задачi ЛП згiдно з варiантом.
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ПРАКТИЧНА РОБОТА 3
Розв’язання транспортної задачi

Мета роботи – навчитися розумiти та розв’язувати задачу
ЛП транспортного типу.

3.1 Теоретичнi вiдомостi та приклад задачi

Для зручного представлення транспортної задачi будемо ви-
користовувати транспортну таблицю у виглядi, показаному на
рис. 3.1. Робочi клiтини таблицi мають координати (𝐴𝑖𝐵𝑗), де iн-
декс 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚, вiдповiдає номеру постачальника товару, а iн-
декс 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛 – номеру споживача. У кожнiй робочiй клiтинi
таблицi вказується вартiсть перевезення однiєї одиницi товару вiд
𝑖-постачальника 𝑗-му споживачевi 𝑐𝑖𝑗 (у правому верхньому кутi
клiтини) та кiлькiсть товару 𝑥𝑖𝑗 , перевезеного вiд постачальника
𝐴𝑖 споживачевi 𝐵𝑗 .

Рисунок 3.1 – Транспортна таблиця
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У правiй колонцi таблицi вказується кiлькiсть товару, що є у
запасi в постачальника. У нижньому рядку таблицi записано кiль-
кiсть товару, яку має отримати споживач. Ми розглядаємо збалан-
совану транспортну задачу, тому загальна кiлькiсть товару у по-
стачальникiв повинна дорiвнювати загальнiй кiлькостi товару, яка
необхiдна споживачевi.

Нагадаємо, що у задачах лiнiйного програмування (ЛП) опти-
мальне рiшення досягається в однiй з вершин областi допустимих
рiшень. Розв’язок транспортної задачi, яка також вiдноситься до
завдань ЛП, що знаходиться в областi допустимих рiшень, називає-
ться опорним планом. Опорний план, що призводить до мiнiмальної
вартостi перевезень, називається оптимальним.

У даному завданнi для побудови опорного плану транспортної
задачi використовується «метод пiвнiчно-захiдного кута» [4]. Хоча
цей метод не найкращий, вiн допоможе глибше розiбратися в сутi
вирiшення транспортної задачi. Ми розглянемо цей спосiб на при-
кладi.

3.2 Приклад розв’язку транспортної задачi

Хiд розв’язання прикладу транспортної задачi показано на
рис. 3.2. На рис. 3.2a наведено вихiдну транспортну таблицю, в якiй
зазначено вартiсть перевезення товару, запаси товару у постачаль-
никiв та потреби у товарi у споживачiв.

Почнемо заповнення транспортної таблицi з лiвого верхньо-
го («пiвнiчно-захiдного») кута (рис. 3.2b). Вiдправимо споживачевi
𝐵1 стiльки одиниць товару, скiльки йому потрiбно, iз запасiв поста-
чальника 𝐴1. Решту товару постачальника 𝐴1 вiдправимо спожи-
вачевi 𝐵2. Частину товару, що бракує споживачевi 𝐵2, видiлимо iз
запасiв постачальника 𝐴2. У даному випадку запаси постачальни-
ка 𝐴2 дозволяють повнiстю задовольнити споживача 𝐵3, а частину
товару, що залишиться, вiдправити споживачу 𝐵4. Частину това-
ру, що бракує споживачевi 𝐵4, видiлимо iз запасiв постачальника
𝐴3. I, нарештi, частину товару, що залишилася у постачальника
𝐴3 вiдправимо споживачевi 𝐵4. Таким чином, дотримано умови ба-
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лансу: постачальники реалiзували всi запаси товару, а споживачi
отримали стiльки товару, скiльки їм потрiбно. Якщо умова балансу
дотримується, план є опорним.

На цьому етапi ми одержали перший опорний план. Але чи
є вiн оптимальним? При розподiлi товару ми враховували варто-
стi перевезень, тому план може бути не оптимальним. Пiдрахуємо
вартiсть перевезення:

𝑆 = 60 · 5 + 50 · 4 + 50 · 6 + 70 · 4 + 30 · 7 + 80 · 1 + 80 · 6 = 1850.

Розглядаючи рис. 3.2b, можна помiтити, що план можна по-
лiпшити, збiльшивши кiлькiсть товару в клiтцi з дешевим переве-
зенням (𝐴3, 𝐵4) i зменшивши кiлькiсть у клiтцi з бiльш дорогим пе-
ревезенням (𝐴2, 𝐵4). Дотримуючись умови балансу виконаємо так
звану циклiчну перестановку (показано на рисунку стрiлкою). Пi-
сля такого перенесення опорний план набуде вигляду, показаного
на рис. 3.2c.

Пiдрахуємо вартiсть перевезення за новим планом:

𝑆 = 60 · 5 + 50 · 4 + 50 · 6 + 70 · 4 + 30 · 8 + 110 · 1 + 50 · 6 = 1730.

Як бачимо, цей план кращий за попереднiй. Продовжимо процес
циклiчних перестановок. Виконаємо перестановку, показану стрiл-
ками на рис. 3.2c. Результат перестановки показано на рис. 3.2d, а
загальна вартiсть перевезення за цим планом:

𝑆 = 60 · 5 + 50 · 6 + 50 · 4 + 70 · 4 + 30 · 8 + 110 · 1 + 50 · 3 = 1580.

Виконаємо ще одну перестановку згiдно зi стрiлками на рис. 3.2d.
Результат цiєї перестановки показаний на рис. 3.2e, а вартiсть пе-
ревезення:

𝑆 = 30 · 5 + 30 · 9 + 50 · 4 + 50 · 6 + 70 · 4 + 110 · 1 + 80 · 3 = 1550.

Порожнi клiтини у транспортнiй таблицi називаються вiльними, не
порожнi - базисними. Число клiтин у таблицi дорiвнює 𝑛 ·𝑚. Число
вiльних клiтин 𝑘 = (𝑚− 1)(𝑛− 1), а кiлькiсть базисних 𝑚+ 𝑛− 1.
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(a) Транспортна таблиця (b) Перший опорний план

(c) Результат першої перестановки (d) Результат другої перестановки

(e) Результат третьої перестановки

Рисунок 3.2 – Етапи розв’язання транспортної задачi

Для кожної вiльної клiтини iснує єдиний цикл, у якому одна
клiтина вiльна, iншi базиснi. Отже, розглядаючи транспортну та-
блицю, треба шукати вiльну клiтину, яка дешевша за якусь клiтину
в циклi даної вiльної клiтини.
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При аналiзi плану перевезення зручно скористатися так зва-
ною «цiною циклу». Цiна циклу – це алгебраїчна сума вартостi пе-
ревезень, зазначених у клiтинах циклу, причому, якщо в цю клiти-
ну переноситься перевезення, то вартiсть береться зi знаком плюс,
якщо з клiтини циклу вилучається перевезення, вартiсть цiєї клi-
тини береться зi знаком мiнус. Якщо цiна циклу негативна, то пе-
рестановка за цим циклом зменшить загальну вартiсть плану.

Обчислимо, наприклад, цiну циклу, показаного на рис. 3.2b.
Вона дорiвнює −7+1−6+8 = −4, отже, перемiщення за цим циклом
зменшить загальну вартiсть перевезення (на −4 · 30 = −120).

Таким чином, для отримання оптимального плану необхiдно
переглянути цикли вiльних клiтин i якщо їх цiна негативна, то зро-
бити перестановки. Якщо циклiв з негативною цiною немає у планi,
вiн оптимальний.

3.3 Завдання до практичної роботи

Нижче наведено варiанти задач: 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3 – постачальники,
𝐵1, 𝐵2, 𝐵3, 𝐵4, 𝐵5 – споживачi.

Таблиця 3.1 – Варiанти 1–2

Варiант 1 𝐵1 𝐵2 𝐵3 𝐵4 𝐵5 Пропозицiя

𝐴1 5 4 5 6 3 110

𝐴2 9 6 4 7 8 150

𝐴3 7 4 8 5 1 160

Попит 120 90 50 100 60

Варiант 2 𝐵1 𝐵2 𝐵3 𝐵4 𝐵5 Пропозицiя

𝐴1 2 4 5 7 3 280

𝐴2 5 6 3 7 8 160

𝐴3 9 4 3 5 12 170

Попит 60 150 160 80 160
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Таблиця 3.2 – Варiанти 3–8

Варiант 3 𝐵1 𝐵2 𝐵3 𝐵4 𝐵5 Пропозицiя

𝐴1 2 4 7 3 9 220

𝐴2 6 8 1 5 7 160

𝐴3 5 12 9 4 6 180

Попит 120 80 160 110 90

Варiант 4 𝐵1 𝐵2 𝐵3 𝐵4 𝐵5 Пропозицiя

𝐴1 7 10 4 6 4 180

𝐴2 2 8 6 5 3 60

𝐴3 6 11 8 7 4 150

Попит 120 50 60 100 60

Варiант 5 𝐵1 𝐵2 𝐵3 𝐵4 𝐵5 Пропозицiя

𝐴1 5 4 5 6 3 110

𝐴2 9 6 4 7 8 150

𝐴3 7 4 8 5 1 160

Попит 120 90 50 100 60

Варiант 6 𝐵1 𝐵2 𝐵3 𝐵4 𝐵5 Пропозицiя

𝐴1 7 12 4 6 5 280

𝐴2 1 5 6 5 3 160

𝐴3 6 13 8 7 4 170

Попит 90 140 60 110 210

Варiант 7 𝐵1 𝐵2 𝐵3 𝐵4 𝐵5 Пропозицiя

𝐴1 1 4 7 3 9 90

𝐴2 6 8 2 5 7 150

𝐴3 3 12 9 4 6 140

Попит 120 70 50 100 40

Варiант 8 𝐵1 𝐵2 𝐵3 𝐵4 𝐵5 Пропозицiя

𝐴1 9 4 5 5 3 180

𝐴2 5 6 11 4 8 160

𝐴3 2 4 3 5 2 70

Попит 60 50 60 80 160
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Таблиця 3.3 – Варiанти 9–10

Варiант 9 𝐵1 𝐵2 𝐵3 𝐵4 𝐵5 Пропозицiя

𝐴1 9 4 5 5 3 220

𝐴2 5 6 11 4 8 160

𝐴3 2 4 3 5 7 80

Попит 120 80 60 100 100

Варiант 10 𝐵1 𝐵2 𝐵3 𝐵4 𝐵5 Пропозицiя

𝐴1 5 12 4 6 3 80

𝐴2 2 9 6 5 7 160

𝐴3 6 1 8 9 4 150

Попит 120 50 60 100 60

3.4 Змiст звiту

1. Титульний лист, оформлений вiдповiдно до вимог.
2. Мета роботи.
3. Постановка транспортної задачi.
4. Опорнi плани, яки побудованi в процесi розв’язання транс-

портної задачi.
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ПРАКТИЧНА РОБОТА 4
Розв’язання задач методом динамiчного

програмування

Мета роботи – навчитись формулювати задачi динамiчного
програмування та розв’язувати їх чисельним методом.

4.1 Короткi теоретичнi вiдомостi

Динамiчне програмування – це обчислювальний метод для
розв’язання задач, якi можна представити у виглядi кiлькох кон-
трольованих (керованих) етапiв. Ось деякi задачi, якi ефективно
вирiшуються за допомогою динамiчного програмування:

– планування розподiлом ресурсiв;
– календарне планування виробництва;
– планування замiною та ремонтом обладнання;
– вибiр оптимального маршруту
Початком розробки методу динамiчного програмування по-

служили роботи Р. Беллмана для задач розподiлу ресурсiв. В осно-
вi динамiчного програмування лежить принцип оптимальностi, за-
пропонований Р. Беллманом, який можна сформулювати так: не-
залежно вiд того, в якому станi знаходиться система на поточно-
му етапi, управлiння на даному етапi потрiбно вибрати таке, щоб
цей етап i всi наступнi були найбiльш вигiдними. Iнакше висловлю-
ючись, сумарний виграш має бути максимальним на цьому i всiх
iнших етапах.

Розглянемо спочатку простий та наочний приклад, у якому
шляхом простих обчислень визначається оптимальна траєкторiя [2].

4.2 Приклад задачi про вибiр траєкторiї

Нехай прокладання траєкторiї (маршруту) з початкового пун-
кту до пункту призначення складається з кiлькох етапiв, кожен з
яких має певну вартiсть. Це може бути обумовлено, наприклад, ре-
льєфом мiсцевостi, наявнiстю або вiдсутнiстю прокладених дорiг
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тощо. Завдання полягає в тому, щоб побудувати такий маршрут,
щоб його вартiсть була мiнiмальною. Якщо етапiв завдання багато,
то пошук оптимального маршруту може стати дуже важким обчи-
слювальним завданням.

Представимо етапи прокладання маршруту у виглядi сiтки
вiдрiзкiв iз зазначенням вартостi кожного етапу (див. рис. 4.1). У
кожному вузлi сiтки необхiдно вирiшити, в якому напрямку рухати-
ся далi: праворуч або вгору. Очевидно, що в цьому прикладi будь-
який маршрут складатиметься з 10 етапiв. Позначимо вузли сiтки
як 𝑎𝑖𝑗 , 𝑖 = 1, · · · , 5, 𝑗 = 1, · · · , 7.

Рисунок 4.1 – Сiтка вiдрiзкiв iз зазначенням вартостi кожного етапу

Кожен маршрут матиме власну вартiсть. Наприклад, послi-
довнiсть крокiв

𝑎11 → 𝑎21 → 𝑎31 → 𝑎41 → 𝑎51 → 𝑎52 → 𝑎53 → 𝑎54 → 𝑎55 → 𝑎56 → 𝑎57

матиме загальну вартiсть 106.
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Процедура динамiчного програмування для цiєї задачi поля-
гає в тому, що ми спочатку виконаємо умовну оптимiзацiю, а потiм
– безумовну.

Умовна оптимiзацiя виконується з кiнця маршруту, тобто з
вузла 𝑎57. Рухаємось з кiнцевого вузла (𝑎57) . У вузол 𝑎57 можна
достатися лише з двох вузлiв 𝑎47 i 𝑎56 (див. рис. 4.2).

Рисунок 4.2 – Приклад умовної оптимiзацiї

З вузла 𝑎47 дистанцiя дорiвнює 11, а з вузла 𝑎56 – 13. Цi зна-
чення є мiнiмальними для перемiщення з вузлiв 𝑎47 i 𝑎56, ставимо їх
в кружки бiля вiдповiдних вузлiв. Оптимальне значення в даному
випадку є 11, тому вiдзначимо шлях з 𝑎47 до 𝑎57 жирною стрiлкою.
Тепер переходимо до вибору оптимального шляху на передостан-
ньому кроцi. Розглянемо вузли, iз яких можна дiстатися до вузлiв
𝑎47 i 𝑎56 за один крок. Це вузли 𝑎37, 𝑎46 та 𝑎55. З вузла 𝑎37 до кiнце-
вого вузла 𝑎57 дистанцiя дорiвнює 26, з вузла 𝑎46 – 20, з вузла 𝑎55 –
23. Тому оптимальною стратегiєю буде рух з вузла 𝑎46. Вiдзначимо
цей шлях жирною стрiлкою, а мiнiмальнi значення з вузлiв ставимо
в кружки бiля вiдповiдних вузлiв. Таким чином, рухаючись послi-
довно вiд вузла до вузла справа налiво i зверху вниз, знаходимо
для кожного вузла мiнiмальну вiдстань до кiнцевого вузла (див.
рис. 4.3).
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Рисунок 4.3 – Процес умовної оптимiзацiї

Цей процес умовної оптимiзацiї закiнчиться, коли ми дiйдемо
до початкового вузла 𝑎11. В результатi цього процесу ми отрима-
ли оптимальну траєкторiю мiж вузлами 𝑎11 i 𝑎57, а в кружку бiля
вузла 𝑎11 – значення дистанцiї мiж ними. Безумовна оптимiзацiя по-
лягає в тому, щоб слiдувати по побудованiй траєкторiї. Запишемо
цю траєкторiю так

𝑎11 → 𝑎12 → 𝑎22 → 𝑎23 → 𝑎33 → 𝑎34 → 𝑎35 → 𝑎36 → 𝑎46 → 𝑎47 → 𝑎57

4.3 Завдання до практичної роботи

Нижче наведено варiанти задач прокладання маршруту у ви-
глядi сiтки вiдрiзкiв iз зазначенням вартостi кожного етапу. Необ-
хiдно побудувати такий маршрут, щоб його вартiсть була мiнiмаль-
ною. У кожному вузлi сiтки необхiдно вирiшити, в якому напрямку
рухатися далi: праворуч або вгору. Результат подати у звiтi з пра-
ктичної роботи.
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(a) Варiант 1 (b) Варiант 2

(c) Варiант 3 (d) Варiант 4

(e) Варiант 5 (f) Варiант 6

Рисунок 4.4 – Завдання (варiанти 1–6)
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(a) Варiант 7 (b) Варiант 8

(c) Варiант 9 (d) Варiант 10

Рисунок 4.5 – Завдання (варiанти 7–10)

4.4 Змiст звiту

1. Титульний лист, оформлений вiдповiдно до вимог.
2. Мета роботи.
3. Графiчний розв’язок задачi за варiантом.
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ПРАКТИЧНА РОБОТА 5
Розв’язання задачi розподiлу ресурсiв

Мета роботи – навчитись розв’язувати методом динамiчного
програмування задачу розподiлу ресурсiв.

5.1 Короткi теоретичнi вiдомостi

Задача розподiлу ресурсiв належить до задач динамiчного
програмування. Вона складається з кiлькох етапiв (крокiв). Кiль-
кiсть етапiв позначимо через 𝑁 . Кожен етап характеризується де-
яким станом 𝑠0, 𝑠1,..., 𝑠𝑁 . На кожному етапi вибирається якесь рi-
шення 𝑥1,..., 𝑥𝑁 , яке називається управлiнням (або кроковим управ-
лiнням). Ефективнiсть керування на кожному кроцi зазвичай нази-
вається виграшем. Сукупнiсть усiх управлiнь є управлiння у цiлому.
Потрiбно знайти таке управлiння в цiлому 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, · · · , 𝑥𝑁 ), при
якому сума виграшiв усiх етапiв була б максимальною.

Перехiд системи з одного стану в iнший визначається станом
системи на попередньому етапi та управлiнням на даному етапi:

𝑠𝑖 = ℎ𝑖(𝑠𝑖−1, 𝑥𝑖). (5.1)

Оптимальний виграш на кожному етапi визначається реку-
рентним рiвнянням Беллмана, яке пов’язує умовний оптимальний
виграш 𝑔𝑖(𝑠𝑖−1) на 𝑖-му етапi з умовним оптимальним виграшем
𝑔𝑖+1(𝑠𝑖) на наступному етапi [2, 4]:

𝑔𝑖(𝑠𝑖−1) = max
𝑥𝑖

(𝑓𝑖(𝑠𝑖−1, 𝑥𝑖) + 𝑔𝑖+1(ℎ𝑖(𝑠𝑖−1, 𝑥𝑖))), (5.2)

де 𝑓𝑖(𝑠𝑖−1, 𝑥𝑖) – цiльова функцiя, яка визначає ефективнiсть пере-
ходу зi стану 𝑠𝑖−1 у стан 𝑠𝑖.

Оптимальний виграш називається умовним, тому що вiн за-
лежить вiд можливих станiв системи 𝑠𝑖−1 на попередньому етапi.

Так як останнiй етап пошуку ефективного переходу не впли-
ває на наступнi переходи (вони вiдсутнi), то умовний оптимальний
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виграш на 𝑁 -му етапi визначається виразом:

𝑔𝑁 (𝑠𝑁−1) = max
𝑥𝑁

(𝑓𝑁 (𝑠𝑁−1, 𝑥𝑁 )). (5.3)

Цей ефект пiдказує нам, що задачу розподiлу ресурсiв слiд розв’я-
зувати починаючи з останнього етапу. Таким чином, знайшовши ма-
ксимальний виграш на останньому етапi, згiдно з рiвнянням Белл-
мана можна знайти умовний оптимальний виграш на 𝑁 − 1 етапi,
потiм – на 𝑁 −2 етапi i т.д. Отримавши нарештi рiшення на першо-
му етапi, ми матимемо умовнi оптимальнi управлiння на всiх етапах
задачi.

Тепер можна знайти оптимальне управлiння на першому етапi
за формулою:

𝑔1(𝑠0) = max
𝑥𝑖

(𝑓1(𝑠0, 𝑥1) + 𝑔2(ℎ1(𝑠0, 𝑥1))). (5.4)

З формули (5.4) знаходимо стан 𝑠1 = ℎ1(𝑠0, 𝑥1) i на пiдставi 𝑠1 ви-
бираємо вже вiдоме управлiння 𝑥2(𝑠1). Продовжуючи цей процес,
ми дiйдемо до останнього 𝑁 -го етапу. В результатi ми отримаємо
для кожного етапу оптимальне управлiння. Це й буде розв’язанням
нашої задачi.

5.2 Приклад задачi про розподiл ресурсiв

Будемо називати ресурсами суму iнвестицiй, якi необхiдно
вкласти у розвиток кiлькох пiдприємств з метою отримання ма-
ксимального прибутку. У постановцi задачi вiдомо, який прибуток
можна отримати вiд iнвестицiй у кожне пiдприємство та загаль-
на сума iнвестицiй. Припустимо, що загальна сума запланованих
iнвестицiй 𝑠0 дорiвнює 7 (наприклад, мiльйонiв грн), є чотири пiд-
приємства (𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷) i вiдомi можливi прибутки 𝑓𝐴, 𝑓𝐵, 𝑓𝐶 , 𝑓𝐷
вiд вкладу iнвестицiй 𝑥𝐴, 𝑥𝐵, 𝑥𝐶 , 𝑥𝐷, поданi в табл. 5.1.

Умовою обмеженням у цiй задачi є нерiвнiсть

𝑥𝐴 + 𝑥𝐵 + 𝑥𝐶 + 𝑥𝐷 ≤ 𝑠0,
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яка означає, що сума iнвестицiй, вкладених у всi пiдприємства, не
може бути бiльшою за задану, тобто вихiдну суму iнвестицiй, видi-
лених на всю операцiю розподiлу ресурсiв.

У таблицi 5.1 значення типу (𝑥𝐴, 𝑓𝐴) = 0, 0 означає нульову
iнвестицiю i, вiдповiдно, нульовий прибуток.

Значення типу (𝑥𝐴, 𝑓𝐴) = (–, –) означає, що вкладення iнве-
стицiї бiльше 3 у пiдприємство 𝐴 не збiльшує прибуток, тобто, коли
пiдприємство не здатне освоїти вкладення бiльше нiж 3.

Таблиця 5.1 – Варiанти iнвестицiй та прибуткiв

𝑥𝐴 𝑓𝐴 𝑥𝐵 𝑓𝐵 𝑥𝐶 𝑓𝐶 𝑥𝐷 𝑓𝐷

0 0 0 0 0 0 0 0

2 3 1 3 1 4 2 5

3 5 2 4 2 5 5 6

– – 3 6 5 7 – –

Зазначимо, що цю задачу можна розв’язати шляхом повного
перебору варiантiв. При такому способi повна кiлькiсть варiантiв,
якi треба аналiзувати, дорiвнюватиме 3 · 4 · 4 · 3 = 144. Варiантiв,
якi задовольняють умову-обмеження 𝑥𝐴 + 𝑥𝐵 + 𝑥𝐶 + 𝑥𝐷 ≤ 𝑠0, буде
74. Розв’язання задачi методом динамiчного програмування суттєво
ефективнiше за метод прямого перебору.

Процедура динамiчного програмування для цiєї задачi поля-
гає в тому, що ми спочатку виконаємо умовну оптимiзацiю, а потiм
– безумовну.

Задачу розподiлу ресурсiв розпочнемо з останнього етапу, тоб-
то iз розподiлу iнвестицiї пiдприємству 𝐷. Для цього складемо та-
блицю табл. 5.2. Умовно оптимальнi управлiння на етапi 4 шукаю-
ться згiдно з формулою:

𝑔𝐷(𝑠3) = max
𝑥𝑖

(𝑓𝐷(𝑠3, 𝑥𝐷)),

де 𝑥𝐷 може набувати значення 0, 3 або 5 при восьми теоретично
можливих станах 𝑠3.
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Якщо iнвестицiї не видiлено жодному з пiдприємств 𝐴, 𝐵 i 𝐶,
то пiдприємству 𝐷 можна видiлити будь-який iз необхiдних обсягiв
ресурсу, тобто 0 або 2 або 5. Якщо, наприклад, пiдприємству 𝐴 не
видiлено ресурс, а кожному з пiдприємств 𝐵 i 𝐶 видiлено ресурс,
який дорiвнює одиницi, то пiдприємству 𝐷 можна видiлити ресурс,
що дорiвнює 5. Якщо весь ресурс було видiлено на пiдприємства 𝐴,
𝐵 i 𝐶, то пiдприємству 𝐷 не видiляється ресурс.

Всi можливi варiанти стану системи перед четвертим етапом
записанi в першiй колонцi табл. 5.2. У наступних трьох колонках
табл. 5.2 записанi прибутки з табл. 5.1, якi можуть бути отриманi
при управлiннях для кожного можливого стану 𝑠3. В останнiй ко-
лонцi табл. 5.2 записанi максимальнi значення прибутку, якi отри-
манi для всiх варiантiв управлiння для кожного стану 𝑠3. У перед-
останнiй колонцi таблицi записанi управлiння, у яких досягнуто цi
максимальнi прибутки.

Таблиця 5.2 – Умовно оптимальнi управлiння (етап 4)

𝑠3 𝑓𝐷(𝑥 = 0) 𝑓𝐷(𝑥 = 2) 𝑓𝐷(𝑥 = 5) 𝑥𝐷 𝑔𝐷(𝑠3)

0 0 – – 0 0

1 0 – – 0 0

2 0 5 – 2 5

3 0 5 – 2 5

4 0 5 – 2 5

5 0 5 6 5 6

6 0 5 6 5 6

7 0 5 6 5 6

Далi розглянемо третiй етап – варiанти видiлення iнвестицiї
пiдприємству 𝐶 (див. табл. 5.3). На цьому етапi визначається умов-
ний оптимальний виграш, який можна отримати вiд розподiлу iн-
вестицiй для пiдприємств 𝐷 та 𝐶. Вiн визначається рiвнянням

𝑔𝐶(𝑠2) = max
𝑥𝑖

(𝑓𝐶(𝑠2, 𝑥𝐶) + 𝑔𝐷(𝑠2 − 𝑥𝐷)).
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Розглянемо кiлька прикладiв (варiантiв) видiлення iнвестицiї пiд-
приємству 𝐶 докладнiше. Припустимо, що перед етапом 3 запас
ресурсу 𝑠2 дорiвнює двом. Тодi, згiдно з наведеною вище форму-
лою при управлiннi 𝑥𝐶 = 0 прибуток 𝑓𝐶(𝑠2 = 2, 𝑥𝐶 = 0) = 0 i весь
запас буде вкладено в пiдприємство 𝐷, тобто

𝑔𝐷(𝑠2 − 𝑥𝐷) = 𝑔𝐷(2− 0) = 5,

i загальний прибуток при такому варiантi дорiвнюватиме 0+5=5.
Розглянемо варiант, у якому 𝑠2 = 3 i 𝑥𝐶 = 1. У цьому варi-

антi 𝑓𝐶(𝑠2 = 3, 𝑥𝐶 = 1) = 4. В результатi такого управлiння для
пiдприємства 𝐷 доступна буде iнвестицiя, що дорiвнює 2, яка дасть
прибуток, що дорiвнює 5 (див. табл. 5.2). Таким чином, при станi
𝑠2 = 3 i управлiннi 𝑥𝐶 = 1 максимальний сумарний прибуток вiд
пiдприємств 𝐶 i 𝐷 дорiвнюватиме 9. Подiбним чином визначено всi
умовно оптимальнi управлiння третього етапу розподiлу iнвестицiй.

Таблиця 5.3 – Умовно оптимальнi управлiння (етап 3)

𝑠2 𝑓𝐶(𝑥 = 0) 𝑓𝐶(𝑥 = 1) 𝑓𝐶(𝑥 = 2) 𝑓𝐶(𝑥 = 5) 𝑥𝐶 𝑔𝐶(𝑠2)

0 0+0=0 – – – 0 0

1 0+0=0 4+0=4 – – 1 4

2 0+5=5 4+0=4 5+0=5 – 0∨2 5

3 0+5=5 4+5=9 5+0=5 – 1 9

4 0+5=5 4+5=9 5+5=10 – 2 10

5 0+6=6 4+5=9 5+5=10 7+0=7 2 10

6 0+6=6 4+6=10 5+5=10 7+0=7 1∨2 10

7 0+6=6 4+6=10 5+6=11 7+5=12 5 12

Аналогiчно складається таблиця другого етапу для визначе-
ння умовно оптимальних управлiнь при iнвестуваннi пiдприємства
𝐵 (див. табл. 5.4). Для цього етапу можна записати рiвняння Белл-
мана у виглядi

𝑔𝐵(𝑠1) = max
𝑥𝑖

(𝑓𝐵(𝑠1, 𝑥𝐵) + 𝑔𝐶(𝑠1 − 𝑥𝐶)).
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Таблиця 5.4 – Умовно оптимальнi управлiння (етап 2)

𝑠1 𝑓𝐵(𝑥 = 0) 𝑓𝐵(𝑥 = 1) 𝑓𝐵(𝑥 = 2) 𝑓𝐵(𝑥 = 3) 𝑥𝐵 𝑔𝐵(𝑠1)

0 0+0=0 – – – 0 0

1 0+4=4 3+0=3 – – 0 4

2 0+5=5 3+4=7 4+0=5 – 1 7

3 0+9=9 3+5=8 4+4=8 6+0=6 0 9

4 0+10=10 3+9=12 4+5=9 6+4=10 1 12

5 0+10=10 3+10=13 4+9=13 6+5=11 2∨3 13

6 0+10=10 3+10=13 4+10=14 6+9=15 4 15

7 0+12=12 3+10=13 4+10=14 6+10=16 4 16

Розглянемо тепер останнiй етап задачi, у якому видiляється
ресурс пiдприємству 𝐴. На цьому етапi стан 𝑠0 = 7, тобто в на-
шому розпорядженнi знаходиться весь ресурс, тому на цьому етапi
ми визначаємо безумовно оптимальний виграш, який визначається
рiвнянням Беллмана у виглядi

𝑔𝐴(𝑠0) = max
𝑥𝑖

(𝑓𝐴(𝑠0, 𝑥𝐴) + 𝑔𝐵(𝑠0 − 𝑥𝐵)).

Результат цього етапу представлений в табл. 5.5. Як видно з таблицi
максимальний прибуток (𝑔𝐴(𝑠0) = 17) досягається при управлiннi
𝑥𝐴 = 3.

Таблиця 5.5 – Безумовно оптимальне управлiння

𝑠0 𝑓𝐴(𝑥 = 0) 𝑓𝐴(𝑥 = 2) 𝑓𝐴(𝑥 = 3) 𝑥𝐴 𝑔𝐴(𝑠0)

7 0+16=16 3+13=16 5+12=17 3 17

Пiдсумковий оптимальний розподiл ресурсiв мiж пiдприєм-
ствами 𝐴, 𝐵, 𝐶 i 𝐷 визначається, якщо розглянути таблицi 5.2–5.5
у зворотному порядку: для отримання максимального прибутку, що
дорiвнює 17, необхiдно пiдприємству 𝐴 видiлити iнвестицiю, що до-
рiвнює 3, щоб сумарний прибуток вiд iнвестицiй у пiдприємства 𝐵,
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𝐶 i 𝐷 дорiвнював 12; у пiдприємство 𝐵 необхiдно вкласти iнвести-
цiю, рiвну 1, щоб сумарний прибуток вiд iнвестицiй у пiдприємства
𝐶 i 𝐷 дорiвнював 9; зрештою, щоб отримати саме такий прибуток,
пiдприємство 𝐷 необхiдно iнвестувати у розмiрi 2. Остаточний ре-
зультат розподiлу iнвестицiй оформлений у виглядi табл. 5.6.

Таблиця 5.6 – Оптимальний розподiл ресурсiв

𝐴 𝐵 𝐶 𝐷

Iнвестицiя 3 1 1 2

Прибуток 5 3 4 5

5.3 Завдання до практичної роботи

У завданнi для кожного варiанту заданий повний обсяг ресур-
сiв и таблиця, в якiй наведено обсяги можливих вкладень ресурсiв
у розвиток пiдприємств 𝐴, 𝐵, 𝐶, i 𝐷 та вiдповiднi прибутки, якi
отримають цi пiдприємства за рахунок цих вкладень. Необхiдно за
допомогою методу динамiчного програмування знайти такий роз-
подiл ресурсiв мiж пiдприємствами, щоб прибуток вiд розподiлу був
максимальним.

Таблиця 5.7 – Завдання (варiанти 1-2)

Варiант 1 𝑥𝐴 𝑓𝐴 𝑥𝐵 𝑓𝐵 𝑥𝐶 𝑓𝐶 𝑥𝐷 𝑓𝐷

Об’єм
ресурсiв
𝑠 = 10

0 0 0 0 1 2 1 3

1 2 2 2 2 3 2 4

2 3 3 4 4 5 5 6

4 5 5 6 5 7 – –

Варiант 2 𝑥𝐴 𝑓𝐴 𝑥𝐵 𝑓𝐵 𝑥𝐶 𝑓𝐶 𝑥𝐷 𝑓𝐷

Об’єм
ресурсiв
𝑠 = 7

1 2 0 0 1 2 1 2

2 3 1 2 2 3 2 4

4 5 3 5 4 5 3 5

5 6 5 6 – – – –
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Таблиця 5.8 – Завдання (варiанти 3-5)

Варiант 3 𝑥𝐴 𝑓𝐴 𝑥𝐵 𝑓𝐵 𝑥𝐶 𝑓𝐶 𝑥𝐷 𝑓𝐷

Об’єм
ресурсiв
𝑠 = 12

0 0 2 3 1 3 1 3

2 4 5 6 4 5 3 5

4 5 7 8 5 7 5 6

6 7 – – 6 8 – –

Варiант 4 𝑥𝐴 𝑓𝐴 𝑥𝐵 𝑓𝐵 𝑥𝐶 𝑓𝐶 𝑥𝐷 𝑓𝐷

Об’єм
ресурсiв
𝑠 = 18

2 3 2 4 1 2 2 5

3 5 4 6 3 5 3 6

4 6 5 7 5 6 4 7

6 8 – – 6 7 – –

Варiант 5 𝑥𝐴 𝑓𝐴 𝑥𝐵 𝑓𝐵 𝑥𝐶 𝑓𝐶 𝑥𝐷 𝑓𝐷

Об’єм
ресурсiв
𝑠 = 13

2 3 1 2 1 2 1 3

3 5 3 4 3 4 3 5

5 7 4 5 4 7 4 6

– – 5 7 – – 5 7

5.4 Змiст звiту

1. Титульний лист, оформлений вiдповiдно до вимог.
2. Мета роботи.
3. Розв’язок задачi розподiлу ресурсiв за допомогою таблиць.
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ПРАКТИЧНА РОБОТА 6
Побудова парето-оптимальних розв’язкiв

багатокрiтерiальної задачi прийняття рiшення

Мета роботи – набути практичних навичок побудови парето-
оптимальних множин, навчитися використовувати для розв’язку
задач багатокритерiальної оптимiзацiї принцип Еджворта-Парето.

6.1 Короткi теоретичнi вiдомостi

Задача багатокритерiальної оптимiзацiї може бути сформу-
льована так: потрiбно знайти числа 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, що задовольня-
ють системi обмежень

𝑔𝑖(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ≤ 𝑏𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚, (6.1)

для яких функцiї

𝑦𝑘 = 𝑓𝑘(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛), 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝐾 (6.2)

досягають максимального (мiнiмального) значення.
Пiдмножина точок 𝐷 ⊆ 𝑋, 𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, . . .}, що задоволь-

няють системi обмежень (6.1), називається множиною допустимих
розв’язкiв. Числовi функцiї 𝑓𝑘 (6.2) називаються цiльовими функцi-
ями, або критерiями ефективностi. Цiльовi функцiї вiдображають
множину 𝐷 в множину 𝐹 , яка називається множиною досяжностi
(див. рис. 6.1)

Рисунок 6.1 – Множини допустимих розв’язкiв i досяжностi
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Два критерiї назвемо суперечливими вiдносно деякої множи-
ни допустимих альтернатив 𝐷, якщо покращення оцiнки по одному
з критерiїв на множинi 𝐷 супроводжується її погiршенню за iншим.

Два критерiї назвемо сильно зв’язаними вiдносно деякої мно-
жини допустимих альтернатив 𝐷, якщо їх оцiнки є близькими на
рiзних альтернативах множини 𝐷, або якщо покращення оцiнки за
одним критерiєм приводить до її покращення за iншим критерiєм.
Приклад суперечливих критерiїв: мiнiмiзацiя затрат на виробни-
цтво та максимiзацiя прибутку. Приклад сильно зв’язаних крите-
рiїв: мiнiмiзацiя собiвартостi продукцiї та мiнiмiзацiя енергозатрат
виробництва.

Якщо функцiї 𝑓1, 𝑓2, . . . , 𝑓𝐾 досягають максимуму в однiй i тiй
же точцi множини 𝐷 = {𝑥1 = 𝑐1, 𝑥2 = 𝑐2, . . . , 𝑥𝑛 = 𝑐𝑛} (рис. 6.2),
тодi задача багатокритерiальної оптимiзацiї є тривiальною i має iде-
альний розв’язок.

Рисунок 6.2 – Iдеальний розв’язок багатокритерiальної задачi

Випадки iснування iдеального розв’язку в багатокритерiаль-
нiй задачi вкрай рiдкi. В бiльшостi випадкiв задача багатокритерi-
альної оптимiзацiї є задачею пошуку компромiсiв

Вектор значень цiльових функцiй 𝐹 (𝑋) = (𝑓1(𝑋), . . . , 𝑓𝐾(𝑋))
називається векторною оцiнкою альтернативи 𝑋 ∈ 𝐷.

Розглянемо двi множини 𝑋1, 𝑋2 ∈ 𝐷. Якщо для всiх кри-
терiїв 𝑓1, 𝑓2 . . . , 𝑓𝐾 мають мiсце нерiвностi 𝑓𝑘(𝑋2) ≥ 𝑓𝑘(𝑋1), 𝑘 =
1, 2, . . . ,𝐾, причому хоча б одна нерiвнiсть строга, то говорять,
що розв’язок 𝑋2 переважний розв’язку 𝑋1 (що розв’язок 𝑋2 до-
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мiнує над розв’язком 𝑋1). Умову переваги прийнято зазначати у
виглядi 𝑋2 ≻ 𝑋1.

Визначення. Розв’язок 𝑋* ∈ 𝐷 називається оптимальним
за Парето, якщо не iснує iншого розв’язку 𝑋 ∈ 𝐷, який би перева-
жав розв’язок 𝑋*.

Альтернативне визначення. Якщо 𝑋* – парето-оптимальний
розв’язок, то немає iншого розв’язка 𝑋 ∈ 𝐷 , яке перевищує 𝑋* хо-
ча б за одним критерiєм, а за рештою критерiїв не гiрше.

Математичне визначення. Розв’язок 𝑋* називається парето-
оптимальним (оптимальним за Парето, ефективним), якщо не
iснує iншого розв’язку 𝑋 ∈ 𝐷 , для якого

𝑓𝑘(𝑋) ≥ 𝑓𝑘(𝑋
*), 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝐾; ∃𝑘 : 𝑓𝑘(𝑋) > 𝑓𝑘(𝑋

*) (6.3)

З вищенаведених визначень випливає, що парето-оптимальний
розв’язок – це такий допустимий розв’язок, який не може бути по-
кращений (збiльшений) за одним iз наявних критерiїв без погiрше-
ння (зменшення) за якимось хоча б одним iншим критерiєм [5].

Таким чином, вiддаючи перевагу одному парето-оптимальному
рiшенню перед iншими парето-оптимальними рiшеннями, ОПР зму-
шена йти на певний компромiс, погоджуючись на деяку втрату хоча
б за одним критерiєм (отримуючи, зрозумiло, певний виграш, при-
наймнi за якимсь iншим). Тому множину Парето нерiдко називають
множиною компромiсiв.

Принцип Еджворта-Парето: якщо ОПР поводиться “ро-
зумно”, то розв’язки, що обираються, обов’язково повиннi бути парето-
оптимальними.

У разi двох критерiїв можна побудувати наочну геометричну
iнтерпретацiю множини Парето.

Нехай деякий об’єкт характеризується двома критерiями 𝑥1
i 𝑥2 i допустимими розв’язками двокритерiальної задачi є множи-
на векторiв 𝐷 = {𝐴1 = (0.5, 3.5);𝐴2 = (2, 4), 𝐴3 = (1, 1), 𝐴4 =
(3.1.5), 𝐴5 = (0.2, 3.5), 𝐴6 = (4, 2.5), 𝐴7 = (5, 1)} (рис. 6.3).

Побудуємо для кожного вектора 𝐴 кут iз из сторонами, пара-
лельними координатним осям, и вершиною у точцi (𝑥1, 𝑥2). Якщо в
кутi точки, що розглядається, знайдуться iншi точки, то ця точка
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не є парето-оптимальною. У нашому прикладi вектори 𝐴1, 𝐴3, 𝐴4 i
𝐴5 не є парето-оптимальними, а множина Парето 𝑃 (𝑋) складається
з векторiв 𝐴2, 𝐴6 i 𝐴7.

Рисунок 6.3 – Геометрична iнтерпретацiя множини Парето

6.2 Приклад пошуку розв’язкiв за Парето

Припустимо покупцю комп’ютера запропоновано на вибiр п’ять
моделей: Model-1 – Model-5. Пiсля аналiзу iнформацiї (опублiкова-
нi статистики продажу та рейтингiв) покупець склав свої оцiнки за
10-бальною шкалою про наступнi компоненти запропонованих моде-
лей: процесор (CPU), материнська плата (MBoard), жорсткий диск
(HDD), монiтор (Monitor), корпус (Case). Оцiнки цих компонентiв
разом iз вартiстю моделей наведено у табл. 6.1.

Перед покупцем стоїть задача вибрати модель комп’ютера
для покупки вiдповiдно до власних уподобань та виконаних оцiнок.
Оцiнки компонентiв у кожному рядку таблицi є вектором оцiнки
моделi (для стислостi будемо називати їх вектор моделi).
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Таблиця 6.1 – Приклад

Model CPU MBoard HDD Monitor Case Cost

Model-1 8 7 8 7 6 19500

Model-2 9 7 7 7 5 20200

Model-3 6 8 6 8 7 20500

Model-4 9 7 6 7 5 21500

Model-5 7 8 7 8 6 19100

Перевiримо, чи є цi вектори парето-оптимальною множиною.
Порiвняємо вектор моделi Model-1 iз векторами iнших моделей. На-
приклад, вектор моделi Model-1 не краще, нiж вектор моделi Model-
2 за компонентами CPU, MBoard, Monitor, але краще за компонен-
тами HDD i Case. Порiвняння з векторами iнших моделей також
показує, що вектор моделi Model-1 не краще, нiж iншi, але й не гiр-
ше. Це говорить нам, що вектор моделi Model-1 не є домiнованим.

Далi порiвняємо вектор моделi Model-2 з векторами моделей
Model-3, Model-4 та Model-5. Ми виявимо, що вектор моделi Model-2
домiнує над вектором моделi Model-4 за компонентом HDD. Отже,
вектор моделi Model-4 є домiнованим i його можна виключити з
подальшого розгляду.

Тепер порiвнюємо вектор моделi Model-3 з вектором моделi
Model-5 i переконуємося, що вектори цих моделей є недомiновани-
ми. Таким чином, вектори моделей Model-1, -2, -3, -5 утворюють
парето-оптимальну множину: жоден з них не кращий за вектори
iнших моделей. Отже, множина Парето в даному прикладi склада-
еться з векторiв:

(8 7 8 7 6)

(9 7 7 7 5)

(6 8 6 8 7)

(7 8 7 8 6)

(6.4)

Представимо множину парето-оптимальних векторiв у вигля-
дi матрицi рiшень:
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𝐴 =

⎛⎜⎜⎝
8 7 8 7 6
9 7 7 7 5
6 8 6 8 7
7 8 7 8 6

⎞⎟⎟⎠ (6.5)

Природно припустити, що рiвень важливостi компонентiв для
покупця не однакова. Це може залежати вiд призначення комп’юте-
ра, що купується (iгровий, для навчання або доступу до Iнтернету).
Нехай цi компоненти мають таку значущiсть (ваги) для покупця:
CPU (0.35), MBoard (0.25, НDD (0.2), Monitor (0.17), Case (0.03):

𝑊 = (0.35, 0.25, 0.2, 0.17, 0.03)𝑇 . (6.6)

Помножимо матрицю (6.5) на вектор (6.6):

𝑉 =

⎛⎜⎜⎝
8 9 8 7 6
9 7 7 7 5
6 8 6 8 7
7 8 7 8 6

⎞⎟⎟⎠×

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0.35
0.25
0.2
0.17
0.03

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎝
13.57
13.84
11.12
12.29

⎞⎟⎟⎠ . (6.7)

В результатi, ми отримали вектор прiоритетiв моделей ком-
п’ютерiв. Елементи цього вектора характеризують рiвень переваги
покупця щодо пропонованих моделей або ступiнь задоволеностi, яку
вiн отримає в результатi купiвлi однiєї з моделей.

У нашiй задачi ми ще не врахували вартiсть моделей, яка
вказана у правiй колонцi таблицi. Вартiсть моделi також може вi-
дiгравати важливу роль у виборi моделi.

Представимо альтернативнi рiшення задачi вибору моделi ком-
п’ютера на площинi прiоритет-вартiсть у виглядi точок (рис. 6.4).
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Рисунок 6.4 – Альтернативи на площинi прiоритет-вартiсть

Побудуємо для кожної точки кути, як це зроблено на рис. 6.3,
тiльки променi кутiв по осi абсцис направимо влiво, тому що мен-
ша вартiсть є кращою. В результатi ми бачимо, що альтернатива
Модель-3 не є парето-оптимальною, вона домiнується iншими аль-
тернативами. У цьому також можна переконатися, якщо побудува-
ти та порiвняти вектори моделей за критерiями прiоритет i вартiсть,
як це ми зробили з векторами оцiнок компонентiв (6.4).

6.3 Завдання до практичної роботи

Знайти парето-оптимальне рiшення задачi багатокритерiаль-
ного ухвалення рiшення. Варiанти вихiдних даних задачi наведено
у таблицях табл. 6.2–6.5. На першому етапi рiшення побудувати
парето-оптимальну множину альтернатив вибору моделi комп’юте-
ра та визначити вектор прiоритетiв, використовуючи значущiсть
(ваги) компонентiв, що наведенi у формулi (6.6). На другому етапi
знайти оптимальну модель комп’ютера з точки зору прiоритет/вар-
тiсть.
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Таблиця 6.2 – Варiанти 1–3

Варiант 1

Model CPU MBoard HDD Monitor Case Cost

Model-1 6.0 10.0 5.0 8.0 3.0 19900

Model-2 7.0 4.0 7.0 4.0 5.0 20900

Model-3 4.0 6.0 8.0 5.0 3.0 20200

Model-4 4.0 10.0 4.0 7.0 5.0 21500

Model-5 4.0 6.0 9.0 4.0 9.0 22300

Model-6 3.0 10.0 10.0 7.0 3.0 22200

Model-7 10.0 5.0 9.0 8.0 8.0 19700

Варiант 2

Model CPU MBoard HDD Monitor Case Cost

Model-1 6.0 8.0 8.0 4.0 4.0 20400

Model-2 4.0 4.0 5.0 4.0 9.0 22600

Model-3 9.0 4.0 4.0 4.0 4.0 22300

Model-4 9.0 10.0 6.0 9.0 5.0 20400

Model-5 10.0 4.0 7.0 3.0 5.0 20200

Model-6 6.0 4.0 3.0 7.0 8.0 21600

Model-7 8.0 5.0 3.0 4.0 10.0 22800

Варiант 3

Model CPU MBoard HDD Monitor Case Cost

Model-1 5.0 4.0 5.0 6.0 4.0 22600

Model-2 10.0 4.0 3.0 10.0 8.0 20900

Model-3 3.0 8.0 10.0 10.0 9.0 22300

Model-4 8.0 6.0 8.0 8.0 6.0 21400

Model-5 5.0 7.0 3.0 6.0 6.0 20400

Model-6 6.0 4.0 8.0 10.0 9.0 19900

Model-7 7.0 8.0 7.0 10.0 8.0 21100
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Таблиця 6.3 – Варiанти 4–6

Варiант 4

Model CPU MBoard HDD Monitor Case Cost

Model-1 9.0 7.0 6.0 5.0 6.0 20500

Model-2 10.0 6.0 6.0 5.0 8.0 19800

Model-3 9.0 7.0 10.0 3.0 8.0 22200

Model-4 3.0 10.0 4.0 3.0 6.0 21300

Model-5 10.0 3.0 3.0 6.0 10.0 22400

Model-6 8.0 6.0 5.0 3.0 8.0 20100

Model-7 4.0 10.0 9.0 10.0 3.0 19800

Варiант 5

Model CPU MBoard HDD Monitor Case Cost

Model-1 5.0 9.0 4.0 3.0 7.0 21300

Model-2 5.0 6.0 10.0 7.0 7.0 21900

Model-3 6.0 10.0 6.0 9.0 7.0 22400

Model-4 6.0 8.0 6.0 4.0 6.0 19700

Model-5 10.0 10.0 6.0 7.0 8.0 22400

Model-6 4.0 7.0 8.0 10.0 4.0 19900

Model-7 6.0 10.0 9.0 6.0 3.0 19600

Варiант 6

Model CPU MBoard HDD Monitor Case Cost

Model-1 4.0 6.0 3.0 3.0 4.0 19000

Model-2 7.0 5.0 8.0 4.0 9.0 22000

Model-3 7.0 4.0 3.0 4.0 8.0 21000

Model-4 5.0 7.0 10.0 5.0 10.0 19900

Model-5 10.0 8.0 8.0 5.0 6.0 22200

Model-6 5.0 6.0 8.0 10.0 5.0 21200

Model-7 7.0 4.0 9.0 3.0 9.0 21600
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Таблиця 6.4 – Варiанти 7–9

Варiант 7

Model CPU MBoard HDD Monitor Case Cost

Model-1 3.0 6.0 7.0 10.0 3.0 20000

Model-2 9.0 6.0 9.0 6.0 3.0 19700

Model-3 6.0 5.0 9.0 7.0 10.0 22300

Model-4 8.0 10.0 10.0 9.0 10.0 20300

Model-5 10.0 5.0 4.0 9.0 9.0 20400

Model-6 6.0 9.0 6.0 10.0 6.0 21800

Model-7 4.0 3.0 5.0 7.0 6.0 21000

Варiант 8

Model CPU MBoard HDD Monitor Case Cost

Model-1 4.0 6.0 5.0 10.0 7.0 21600

Model-2 3.0 3.0 8.0 6.0 8.0 20300

Model-3 3.0 4.0 8.0 10.0 6.0 20600

Model-4 5.0 5.0 8.0 8.0 9.0 21300

Model-5 5.0 7.0 5.0 6.0 7.0 22000

Model-6 3.0 10.0 8.0 4.0 3.0 19500

Model-7 4.0 10.0 9.0 5.0 10.0 20000

Варiант 9

Model CPU MBoard HDD Monitor Case Cost

Model-1 6.0 5.0 3.0 3.0 9.0 19700

Model-2 9.0 8.0 7.0 5.0 7.0 21600

Model-3 4.0 10.0 3.0 4.0 4.0 21700

Model-4 10.0 7.0 10.0 10.0 9.0 21100

Model-5 7.0 4.0 7.0 6.0 4.0 20500

Model-6 10.0 5.0 9.0 4.0 6.0 22400

Model-7 4.0 5.0 8.0 8.0 9.0 20800
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Таблиця 6.5 – Варiант 10

Варiант 10

Model CPU MBoard HDD Monitor Case Cost

Model-1 7.0 9.0 5.0 9.0 6.0 21600

Model-2 10.0 3.0 10.0 6.0 5.0 21900

Model-3 6.0 7.0 9.0 6.0 5.0 20200

Model-4 9.0 5.0 9.0 5.0 6.0 22300

Model-5 4.0 4.0 10.0 7.0 8.0 19700

Model-6 7.0 5.0 3.0 8.0 5.0 20500

Model-7 5.0 6.0 5.0 7.0 7.0 20400

6.4 Змiст звiту

1. Титульний лист, оформлений вiдповiдно до вимог.
2. Мета роботи.
3. Послiдовнiсть побудови множини парето-оптимальних аль-

тернатив.
4. Графiчний розв’язок задачi пошуку оптимального рiшення

з точки зору прiоритет/вартiсть.
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ПРАКТИЧНА РОБОТА 7

Прийняття рiшення при багатьох критерiях методом
МАI. Багатокритерiальна оптимiзацiя

Мета роботи – отримати практичнi навички постановки, фор-
мулювання та розв’язання задач багатокритерiальної оптимiзацiї,
найглибше зрозумiти концепцiю критерiю оцiнки об’єкта, навчити-
ся оцiнювати та порiвнювати критерiї, визначати значимiсть крите-
рiю, перевiрiти узгодженiсть оцiнок критерiїв експертом чи особою,
яка приймає рiшення.

7.1 Короткi теоретичнi вiдомостi

7.1.1 Формулювання задачi оптимiзацiї

Показником загальної цiнностi будь-якої сутностi зазвичай ро-
зумiють ступень або вiдсоток виконанних вимог користувача до цiєї
сутностi. Метою оптимiзацiї, наприклад при придбаннi комп’ютера
може бути:

– максимiзацiя загальної цiнностi за обмеженої вартостi;
– мiнiмiзацiя загальної вартостi, доки загальна цiннiсть пе-

ревищує задану потрiбну цiннiсть;
– максимiзацiя спiввiдношення цiннiсть/вартiсть.
Комп’ютер має багато важливих i не дуже важливих компо-

нентiв. Крiм того, в комп’ютерi є компоненти сумiснi i несумiснi як
за електричними, конструктивними параметрами, так i за iнфор-
мацiйними iнтерфейсами. Також iснує багато виробникiв, брендiв,
постачальникiв, умов продажу комп’ютерних компонентiв. Тому за-
дача комплектацiї комп’ютера компонентами є складною задачею
багатокритерiального вибору як самих компонентiв, i вибору аль-
тернативних моделей комп’ютерiв.

Наприклад, користувач вибирає модель комп’ютера з ураху-
ванням ефективностi вартостi п’яти компонентiв (рис. 7.1).
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Рисунок 7.1 – Приклад вибору моделi комп’ютера

Кiлькiсть альтернативних комплектацiй комп’ютера дорiвню-
ватиме:

3 · (9 + 12) · 12 · 12 · 8 = 72576.

Кожна конфiгурацiя з одного боку, має певну цiннiсть чи рiвень за-
доволення потреб користувача, з iншого – певну вартiсть. Необхiдно
також враховувати, що звичайному користувачевi не завжди легко
розiбратися у своїх уподобаннях, якi можуть бути суперечливими,
помилковими, неусвiдомленими та змiнними залежно вiд досвiду,
порад експертiв, дослiдження вiдгукiв в Iнтернетi тощо.

7.1.2 Метод МАI

Метод МАI детально викладено у лекцiйних матерiалах до
курсу та методичних вказiвках до лабораторних робiт. Основними
етапами методу МАI є наступнi [6, 7].

1. Створення iєрархiї мети, критерiїв та альтернатив.
2. Визначення рейтингiв (векторiв прiоритетiв, значимостi)

всiх можливих варiантiв рiшень:
– створення матрицi парних порiвнянь варiантiв рiшень за

всiма критерiями (кiлькiсть матриць дорiвнює кiлькостi критерiїв);
– нормалiзацiя кожної матрицi;
– отримання векторiв прiоритетiв по кожної матрицi;
– обчислення i перевiрка коефiцiєнти узгодженостi (конси-

стентностi).
3. Визначення вагових коефiцiєнтiв критерiїв:
– створення матрицi парних порiвнянь значимостi критерiїв;
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– нормалiзацiя цiєї матрицi;
– отримання вектору прiоритетiв критерiїв;
– обчислення i перевiрка коефiцiєнта узгодженостi матрицi

парних порiвнянь значимостi критерiїв.
4. Обчислення рейтингу для кожної альтернативи рiшення та

вибiр рiшення.

7.2 Приклад використання методу МАI

Розглянемо приклад вибору одного з компонентiв комп’ютера
– жорсткого диска (HDD). Користувачевi запропонували кiлька мо-
делей HDD вiд виробникiв Seagate, Western Digital (WD) i Toshiba.
Найбiльш значущi характеристики запропонованих моделей наве-
денi в табл. 7.1. Усi представленi моделi мають однаковий форм-
фактор (3,5 дюйми) та iнтерфейс (SATA III).

Таблиця 7.1 – Моделi запропонованих HDD

Виробник Найменування
моделi

Ємнiсть,
Тб

Швидкiсть
обертання,
об/хв

Ємнiсть
буферу,
Мб

Вартiсть,
грн.

Seagate ST1000DM010 1 7200 64 1650

Western Digital WD5000AVDS 0,5 5400 32 920

Western Digital WD10EZEX 1 7200 64 1700

Toshiba HDWD320 2 7200 256 2200

Процес МАI структурує проблему як iєрархiю. На рис. 7.2 по-
казано iєрархiю, запропоновану для нашого прикладу. Перший рi-
вень iєрархiї – це покупка HDD. Другий рiвень iєрархiї складається
з критерiїв, якi ми будемо використовувати для ухвалення рiшення
про покупку. У нашому прикладi ми вирiшили використати 3 кри-
терiї: «Ємнiсть» жорсткого диска, «Рейтинг» виробникiв жорстких
дискiв (https://ek.ua/ua/z190.htm), за статистикою продажiв в
Українi, вiдгукiв користувачiв тощо, а також критерiй «Суджен-
ня» (Jadgment) покупця, який має власну думку та вподобання на
основi досвiду використання жорстких дискiв.

https://ek.ua/ua/z190.htm
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Рисунок 7.2 – Iєрархiя рiшення при виборi жорсткого диска

Створимо таблицi парних порiвнянь за критерiями «Ємнiсть»
та «Рейтинг». Для таблицi за критерiєм «Ємнiсть» (табл. 7.2) ви-
користовуються фактичнi данi щодо ємностi НDD. При цьому ми
припускаємо, що покупець вважає, що цiннiсть диска пропорцiйна
його ємностi. Таблиця парних порiвнянь за критерiєм «Рейтинг»
(табл. 7.3) складена згiдно з рейтингом: Seagate – 26%; WD – 44%;
Toshiba – 11%.

Для зручностi позначимо пропонованi моделi HDD наступним
чином:

– ST1000DM010 – S1;
– WD5000AVDS – W05;
– WD10EZEX – W1;
– HDWD320 – T2.
Наступним кроком методу МАI є визначення вiдносних прiо-

ритетiв альтернатив щодо кожного критерiю. Цi прiоритети нази-
вають локальними.

Таблиця 7.2 – Парне порiвняння (критерiй «Ємнiсть»)

Ємнiсть 0.5 1 2

0.5 1 0.5 0.25

1 2 1 0.5

2 4 2 1
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Таблиця 7.3 – Парне порiвняння (критерiй «Рейтинг»)

Рейтинг Seagate WD Toshiba

Seagate 1 0.591 2.364

WD 1.692 1 4

Toshiba 0.423 0.25 1

Таблиця парних порiвнянь за критерiєм «Судження» (табл. 7.4)
створюється на пiдставi суджень покупця, який має власну думку
щодо цiнностi пропонованих моделей HDD. Для цього використову-
ється запропонована автором методу МАI Т. Саатi шкала вiдносної
важливостi (значущостi, переваги), подана в табл. 7.5.

Таблиця 7.4 – Парне порiвняння («Судження»)

Судження S1 W05 W1 T2

S1 1 3 1 1.5

W05 0.333 1 0.5 0.5

W1 1 2 1 1.5

T2 0.667 2 0.6671 1

Таблиця 7.5 – Шкала Т. Саатi

Вербальне (словесне) судження Числове
значення

Надзвичайна важливiсть (дуже велика перевага) 9

Дуже сильна важливiсть (значна перевага) 7

Сильна важливiсть (суттєва перевага) 5

Помiрна важливiсть (перевага) 3

Однакова важливiсть 1

Промiжнi значення 8, 6, 4, 2
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Наступним кроком методу МАI є визначення вiдносних прiо-
ритетiв альтернатив щодо кожного критерiю. Цi прiоритети назива-
ють локальними. Для математичних перетворень представимо данi
у табл. 7.2 – 7.4 у виглядi матриць:

𝐴𝐶 =

⎛⎝1 0.5 0.25
2 1 0.5
4 2 1

⎞⎠ , (7.1)

𝐴𝑅 =

⎛⎝ 1 0.591 2.364
1.692 1 4
0.423 0.25 1

⎞⎠ , (7.2)

𝐴𝐽 =

⎛⎝ 1 3 5
0.33 1 2
0.2 0.5 1

⎞⎠ (7.3)

виконаємо їх нормалiзацiю за формулою:

𝑏𝑖𝑗 =
𝑎𝑖𝑗∑︀
𝑖 𝑎𝑖𝑗

, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, (7.4)

тобто кожен елемент матрицi дiлиться на суму елементiв стовпця, в
якому цей елемент знаходиться. В результатi нормалiзацiї матриць
(7.1)–(7.3) ми отримаємо вiдповiднi ним нормалiзованi матрицi:

𝐵𝐶 =

⎛⎝0.143 0.143 0.143
0.286 0.286 0.286
0.571 0.571 0.571

⎞⎠ (7.5)

𝐵𝑅 =

⎛⎝0.321 0.321 0.321
0.543 0.543 0.543
0.136 0.136 0.136

⎞⎠ (7.6)

𝐵𝐽 =

⎛⎜⎜⎝
0.333 0.375 0.316 0.333
0.111 0.125 0.158 0.111
0.333 0.25 0.316 0.333
0.222 0.25 0.211 0.222

⎞⎟⎟⎠ (7.7)
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Вектори прiоритетiв (локальнi) за кожним критерiєм обчи-
слюються як середнi за кожним рядком вiдповiдної нормалiзованої
матрицi, тобто:

𝑤𝑖 =
1

𝑛

∑︁
𝑗

𝑏𝑖𝑗 , 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 (7.8)

Таким чином, ми отримали вектори локальних прiоритетiв (7.9):

𝑊𝐶 = (0.143, 0.286, 0.571)𝑇 ;

𝑊𝑅 = (0.321, 0.543, 0.136)𝑇 ;

𝑊𝐽 = (0.339, 0.126, 0.308, 0.226)𝑇 .

(7.9)

Матрицi парних порiвнянь, якi отриманi на пiдставi суджень
ОПР, необхiдно перевiрити на узгодженiсть (консистентнiсть), оскiль-
ки ОПР може через рiзнi причини судити непослiдовно або помиля-
тися. Нижче наведено методику перевiрки консистентностi матрицi
(7.3).

Обчислення вектора зваженої суми:

𝑊 *
𝐽 = 𝐴𝐽 ×𝑊𝐽 (7.10)

𝑊 *
𝐽 =

⎛⎜⎜⎝
1 3 1 1.5

0.333 1 0.5 0.5
1 2 1 1.5

0.667 2 0.667 1

⎞⎟⎟⎠×

⎛⎜⎜⎝
0.339
0.126
0.308
0.226

⎞⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎝
1.366
0.507
1.239
0.910

⎞⎟⎟⎠ .

Обчислення консистентностi елементiв вектора 𝑊𝐽 :

𝜆𝑖 = 𝑤*
𝐽𝑖/𝑤𝐽𝑖, 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑛 (7.11)

𝜆1 = 4.097; 𝜆2 = 4.559; 𝜆3 = 3.718; 𝜆4 = 4.097.

Обчислення середньої консистентностi матрицi 𝐴𝐽 , яка є ма-
ксимальним власним значення матрицi i тому позначається як 𝜆𝑚𝑎𝑥:

𝜆max =
1

𝑛

∑︁
𝑖

𝜆𝑖 = 4.118. (7.12)
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Обчислення iндексу консистентностi :

𝐶𝐼 =
𝜆max − 𝑛

𝑛− 1
=

4.118− 4

3
= 0.039. (7.13)

Обчислення коефiцiєнта консистентностi:

𝐶𝑅 =
𝐶𝐼

𝑅𝐼
=

0.039

0.9
= 0.044, (7.14)

де 𝑅𝐼 – iндекс рандомiзацiї (ймовiрностi). Iндекси рандомiзацiї для
матриць рiзного розмiру наведено у табл. 7.6.

Таблиця 7.6 – Iндекси рандомiзацiї

𝑛 3 4 5 6 7 8 9 10

𝑅𝐼 0.59 0.9 1.12 1.24 1.32 1.41 1.45 1.49

Вiдповiдно до Т. Саатi практично слiд приймати матрицi зi
значеннями 𝐶𝑅 ≤ 0.1 i вiдкидати iнакше. Значення 𝐶𝑅 > 0.1 озна-
чає, що судження бiльш нiж 10% суперечливi, нiби вони булi сфор-
мованi випадковим чином. Таким чином, у нашому прикладi кон-
систентнiсть матрицi 𝐴𝐽 , яка дорiвнює 0.044, є допустимою.

Наступним кроком розв’язання задачi вибору буде визначен-
ня глобального прiоритету.

Розглянутi критерiї «Ємнiсть», «Рейтинг» та «Судження» мо-
жуть мати рiзну значущiсть для ОПР. Вектор прiоритетiв цих кри-
терiїв також можна визначити за допомогою матрицi парних порiв-
нянь. Припустимо ОПР, користуючись шкалою Т. Саатi (табл. 7.5),
склав таку таблицю парних порiвнянь критерiїв (табл. 7.7):

Таблиця 7.7 – Парне порiвняння критерiїв

Критерiї Судження Ємнiсть Рейтинг

Судження 1 0.333 0.5

Ємнiсть 3 1 2

Рейтинг 2 0.5 1
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Користуючись вище наведеною методикою, обчислимо локаль-
ний вектор прiоритетiв для табл. 7.7 та перевiримо її консистен-
тнiсть. В результатi отримаємо наступне:

Матриця парних порiвнянь критерiїв:

𝐴𝐶𝑟 =

⎛⎝1 0.333 0.5
3 1 2
2 0.5 1

⎞⎠ . (7.15)

Нормалiзована матриця парних порiвнянь критерiїв:

𝐵𝐶𝑟 =

⎛⎝0.167 0.182 0.143
0.5 0.545 0.571
0.333 0.273 0.286

⎞⎠ . (7.16)

Локальний вектор прiоритетiв критерiїв:

𝑊𝐶𝑟 = (0.164, 0.539, 0.297)𝑇 ; (7.17)

Iндекс и коефiцiєнт консистентностi:

𝐶𝐼 = 0.0046; 𝐶𝑅 = 0.0078. (7.18)

Оскiльки коефiцiєнт консистентностi матрицi (7.15) менше 0.1, вва-
жаємо, що складенi оцiнки критерiїв узгодженi.

Вектор глобальних прiоритетiв альтернатив обчислюється як
лiнiйна комбiнацiя їх локальних прiоритетiв з коефiцiєнтами, вiд-
повiдними прiоритетам критерiїв:

𝐺𝑆1 = 𝑊𝐶2 *𝑊𝐶𝑟1 +𝑊𝑅1 *𝑊𝐶𝑟2 +𝑊𝐽𝑆1 *𝑊𝐶𝑟3;

𝐺𝑊05 = 𝑊𝐶1 *𝑊𝐶𝑟1 +𝑊𝑅2 *𝑊𝐶𝑟2 +𝑊𝐽𝑊05 *𝑊𝐶𝑟3;

𝐺𝑊1 = 𝑊𝐶2 *𝑊𝐶𝑟1 +𝑊𝑅2 *𝑊𝐶𝑟2 +𝑊𝐽𝑊1 *𝑊𝐶𝑟3;

𝐺𝑇2 = 𝑊𝐶3 *𝑊𝐶𝑟1 +𝑊𝑅3 *𝑊𝐶𝑟2 +𝑊𝐽𝑇2 *𝑊𝐶𝑟3;

(7.19)

𝐺𝑆1 = 0.286 * 0.164 + 0.321 * 0.539 + 0.339 * 0.297 = 0.32;

𝐺𝑊05 = 0.143 * 0.164 + 0.543 * 0.539 + 0.126 * 0.297 = 0.35;

𝐺𝑊1 = 0.286 * 0.164 + 0.543 * 0.539 + 0.308 * 0.297 = 0.43;

𝐺𝑇2 = 0.571 * 0.164 + 0.136 * 0.539 + 0.226 * 0.297;= 0.23.

(7.20)
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Таким чином, ми отримали глобальний вектор прiоритетiв
альтернатив

𝐺 = (0.32, 0.35, 0.43, 0.23), (7.21)
який визначає остаточний рейтинг моделей HDD:

𝑊1 ≻ 𝑊05 ≻ 𝑆1 ≻ 𝑇2. (7.22)

Цей рейтинг ми отримали з урахуванням фактичних даних
(«Ємнiсть» i «Рейтинг»), а також суб’єктивних мiркувань (критерiї
«Судження» та «Критерiї») ОПР. Суб’єктивнi оцiнки в рiзних ОПР
зазвичай рiзняться, тому отриманi рейтинги для кожного ОПР мо-
жуть бути рiзними. Проте, цi рейтинги вiдповiдають оцiнкам ОПР,
тобто. задовольняють вимогам ОПР до оцiнюваних альтернатив.

Для пошуку оптимального розв’язання задачi вибору HDD
складемо вектор пар цiннiсть/вартiсть. Цiннiсть кожного HDD ви-
значається значеннями елементiв вектора (7.21), данi вартостi мо-
делей HDD наведенi в табл. 7.1:

((0.32, 1659); (0.35, 920); (0.43, 1700); (0.23, 2200)). (7.23)

Побудуємо точки, що вiдповiдають цьому вектору, на площинi
цiннiсть/вартiсть (рис. 7.3). Як видно з цього рисунку, оптималь-
ним рiшенням щодо спiввiдношення цiннiсть/вартiсть є вибiр моде-
лi W1, оптимальним найбiльш дешевим є варiант W05. Рiшення S1
та T2 є домiнованими i тому неоптимальними.

Рисунок 7.3 – Площина цiннiсть/вартiсть
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7.3 Завдання до практичної роботи

Знайти оптимальне рiшення вибору одного з компонентiв для
комп’ютера, призначеного для використання в процесi навчання.
Рiшення має бути оптимальним за спiввiдношенням цiннiсть/вар-
тiсть. У якостi критерiїв оцiнки альтернатив використовувати:

– одну або двi з технiчних характеристик компонента;
– рейтинг виробникiв (брендiв) моделей компонента (прода-

жiв чи популярностi у свiтi або в Українi), iнформацiю пiдтвердити
Iнтернет-посиланням;

– власнi оцiнки переваг (уподобання) моделей компонента;
– власнi оцiнки значимостi критерiїв.

Розрахунками пiдтвердить консистентнiсть матриць парних порiв-
нянь.

Варiант 1. Знайти оптимальне рiшення задачi вибору монi-
тора серед альтернатив:

a) MSI PRO MP223
b) S24R358FZ
c) LG 22MP410-B
d) VP229HE
e) VA24EHF
Варiант 2. Знайти оптимальне рiшення задачi вибору монi-

тора серед альтернатив:
a) MSI PRO MP271
b) S22C310
c) LG 24MK430H-B
d) LG 27MP400-B
e) VZ27EHEF
Варiант 3. Знайти оптимальне рiшення задачi вибору монi-

тора серед альтернатив:
a) S24R358FZ
b) S22C310
c) LG 24MK430H-B
d) VA24EHF
e) VZ27EHE
Варiант 4. Знайти оптимальне рiшення задачi вибору монi-

тора серед альтернатив:
a) MSI PRO MP223
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b) S22C310
c) LG 22MP410-B
d) VP229HE
e) VA24EHF
Варiант 5. Знайти оптимальне рiшення задачi вибору монi-

тора серед альтернатив:
a) MSI PRO MP243
b) S24R358FZ
c) LG 22MP410-B
d) LG 24MK430H-B
e) VZ27EHE
Варiант 6. Знайти оптимальне рiшення задачi вибору корпу-

су серед альтернатив:
a) Vinga CS210B
b) Vinga Pillar
c) 2E Virtus G3301
d) Qube Neptune
e) 1stPlayer F4-3B1
Варiант 7. Знайти оптимальне рiшення задачi вибору корпу-

су серед альтернатив:
a) Vinga Legend
b) Vinga Ghost
c) 2E RUNA
d) Qube Shadow
e) 1stPlayer F4-3R2
Варiант 8. Знайти оптимальне рiшення задачi вибору корпу-

су серед альтернатив:
a) Vinga CS216B
b) Vinga Winston
c) Qube Carnival
d) 2E 2E-E185
e) 1stPlayer RT5-BK
Варiант 9. Знайти оптимальне рiшення задачi вибору корпу-

су серед альтернатив:
a) Gamemax Storm
b) Gamemax Infinity Mini
c) Qube REEF ARGB
d) Vinga Cloud
e) Vinga CS210B
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Варiант 10. Знайти оптимальне рiшення задачi вибору кор-
пусу серед альтернатив:

a) 2E GALAXY
b) Chieftec APEX AIR
c) Qube Carnival
d) ASUS TUF Gaming GT302 ARGB
e) Gamemax Focus MB

7.4 Змiст звiту

1. Титульний лист, оформлений вiдповiдно до вимог.
2. Мета роботи.
3. Постановка задачi згiдно з варiантом.
4. Таблицi (матрицi) парних порiвнянь, якi використовували-

ся для визначення локальних прiоритетiв та розрахунки елементiв
векторiв локальних прiоритетiв.

5. Розрахункове обґрунтування консистентностi матриць пар-
них порiвнянь, складених виходячи з суджень.

6. Розрахунок елементiв вектора глобальних прiоритетiв аль-
тернатив.

7. Графiчний розв’язок задачi пошуку оптимальної альтерна-
тиви з точки зору прiоритет/вартiсть.
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