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ВСТУП

Методичнi вказiвки мiстять теоретичнi вiдомостi з роздiлу
«Диференцiальнi рiвняння» курсу вищої математики у вiдпо-
вiдностi до програми з курсу «Вища математика» багатоступе-
невої пiдготовки фахiвцiв усiх спецiальностей.

Викладення побудовано в такий спосiб, щоб охопити основ-
нi типи звичайних диференцiальних рiвнянь i прийоми та ме-
тоди їх розв’язання. Разом з тим, сформульовано теореми, якi
використовують при практичнiй побудовi розв’язкiв.

Запропоновано iндивiдуальнi завдання в кiлькостi 15 варi-
антiв i приклад розв’язку одного варiанту.



1 ТЕОРЕТИЧНI ПОЛОЖЕННЯ

1.1 Вступнi термiни

При розв’язуваннi фiзичних, технiчних або iнших задач ста-
новлять iнтерес рiвняння, якi мiстять шукану функцiю i її по-
хiднi. Такi рiвняння називають диференцiальними рiвняннями
(ДР). Якщо шуканою є функцiя одного змiнного, вiдповiдне ДР
називають звичайним. Ми розглядатимемо лише такi ДР.

Порядком звичайного ДР називають найвищий номер похi-
дної, яка до нього входить. Найбiльш загальний вигляд ДР n-го
порядку є F

(
x, y, y′, y′′, · · · , y(n)

)
= 0.

Розв’язком ДР називають функцiю, при пiдстановцi якої до
ДР виникає тотожнiсть.

Одне й те саме ДР n-го порядку зазвичай має безлiч розв’яз-
кiв y = f(x;C1, C2, · · · , Cn), де Ck, k = 1, n – незвизначенi кон-
станти iнтегрування. Сукупнiсть усiх таких розв’язкiв назива-
ють загальним розв’язком ДР. Очевидно, загальний розв’язок
є n-параметричною родиною функцiй.

До рiвняння можна приєднати додатковi умови у кiлькостi,
яка дорiвнює порядку рiвняння. Цi умови називають початко-
вими умовами, оскiльки вони визначають початкове значен-
ня шуканої функцiї i її похiдних. З використанням початкових
умов складають систему рiвнянь вiдносно констант Ck. При
пiдстановцi знайдених значень до загального розв’язку вини-
кає єдина функцiя, яка задовольняє не лише ДР, а ще й по-
чатковi умови. Її називають частинним розв’язком. Сукупнiсть
ДР i потрiбної кiлькостi початкових умов називають задачею

Кошi. Iснування i єдинiсть розв’язку задачi Кошi становлять
iнтерес в теоретичному аспектi. Практично ми обмежимость
розгляданням методiв знаходження цього розв’язку.

1.2 Рiвняння першого порядку

Найбiльш загальний вигляд звичайних ДР першого порядку
вiдносно функцiї y(x) є F (x, y, y′) = 0. Припустимо, це рiвня-
ння вдалось розв’язати вiдносно y′:

y′ = f(x, y). (1.1)
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Кажуть, що ДР вдалося звести до нормальної (або нормалiзо-
ваної) форми.

1◦. Якщо права частина (1.1) не залежить вiд функцiї y, то
нормальна форма має вигляд y′ = ϕ(x). Загальний розв’язок
виникає в результатi безпосереднього iнтегрування.

2◦. Нехай права частина ДР в нормальнiй формi є добутком
двох спiвмножникiв, кожен з яких є функцiєю лише одного
аргументу:

y′ = ϕ(x) · ψ(y). (1.2)

Такi рiвняння називають диференцiальними рiвняннями з роз-
дiленими змiнними. Їх розв’язок легко побудувати аналiтично:

dy

dx
= ϕ(x) · ψ(y),

dy

ψ(y)
= ϕ(x) dx,

∫
dy

ψ(y)
=

∫
ϕ(x) dx+ C.

3◦. Нехай права частина ДР в нормальнiй формi залежить
лише вiд одного аргументу z = ax + by, тобто (1.1) має вигляд
y′ = f(ax + by). При введеннi замiни z(x) = ax + by(x) змiннi
можна роздiлити.

4◦. Нехай права частина ДР в нормальнiй формi є функцi-
єю одного аргументу z = y

x , тобто (1.1) має вигляд y′ = f
(
y
x

)
.

Рiвняння такого типу називають однорiдними ДР першого по-

рядку. При введеннi замiни z(x) = y
x рiвняння також зводиться

до вигляду (1.2).

1.3 Лiнiйнi рiвняння першого порядку

Неоднорiдним лiнiйним звичайним диференцiальним рiвнян-

ням першого порядку називають ДР вигляду

y′ + p(x) · y = f(x). (1.3)

Для розв’язування такого рiвняння користуються або мето-

дом Лагранжа (методом варiацiї довiльної сталої), або мето-

дом Бернуллi.
Розв’язування методом Лагранжа здiйснюють в два етапи.
На першому етапi вихiдному рiвнянню зiставляють вiдпо-

вiдне однорiдне лiнiйне звичайне диференцiальне рiвняння

першого порядку, яке виникає при вiдкиданнi правої частини
f(x) i має вигляд:

y′ + p(x) · y = 0. (1.4)
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Це ДР з роздiленими змiнними. Його загальний розв’язок:

yодн = Ce−
∫
p(x) dx.

На другому етапi загальний розв’язок неоднорiдного рiвнян-
ня знаходять, варiюючи невизначену константу iнтегрування,
тобто припускаючи її змiну в залежностi вiд x. А саме, кажуть:
загальний розв’язок неоднорiдного рiвняння методом Лагран-

жа (варiацiї довiльної сталої) шукаємо у виглядi:

yнеодн(x) = C(x)e−
∫
p(x) dx. (1.5)

Пiдставляючи цю функцiю до (1.3), знаходять dC
dx , i далi C(x).

Остаточна вiдповiдь виникає у виглядi (1.5).
Методом Бернуллi розв’язок задачi (1.3) шукають у виглядi

y(x) = u(x) · v(x).

Тодi (1.3) можна звести до вигляду (u′ + p(x)u) v + uv′ = f(x).
Достатньо покласти {

u′ + p(x)u = 0,
uv′ = f(x).

Тут перше рiвняння може бути розв’язаним як (1.4), а друге –
безпосереднiм iнтегруванням.

Узагальненням (1.3) є нелiнiйне рiвняння

y′ + p(x) · y = f(x) · yn, n 6= 1.

Його називають рiвняння Бернуллi з показником n. Методом
Бернуллi його розв’язок шукають у виглядi y(x) = u(x) · v(x), i
отримують (u′ + pu)v + uv′ = funvn. Достатньо покласти{

u′ + pu = 0,
uv′ = funvn.

Тут перше рiвняння може бути розв’язаним як (1.4), а друге –
роздiленням змiнних.

Замiсть методу Бернуллi можна скористатись також мето-
дом лiнеаризацiї: замiна z(x) = [y(x)]

1−n перетворює рiвняння
Бернуллi на лiнiйне рiвняння вигляду (1.3) вiдносно функцiї z.
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1.4 Рiвняння в повних диференцiалах

Оскiльки y′ = dy
dx , то нормальнiй формi (1.1) безпосередньо вда-

ється надати вигляду dy = f(x, y) dx. Узагальнимо цей вигляд
рiвнянням

P (x, y) dx+Q(x, y) dy = 0. (1.6)

Рiвняння (1.6) називають рiвнянням в повних диференцiалах,

якщо iснує функцiя u(x, y) така, що du = P (x, y) dx + Q(x, y) dy.
Тодi рiвняння (1.6) набуває вигляду du = 0. Очевидно, його
загальний розв’язок в неявному виглядi u(x, y) = C.

Часто «угледiти» потрiбну функцiю u(x, y) важко. У нас на-
вiть немає гарантiї, що така функцiя iснує.

Розглянемо випадок, коли таку гарантiю можна надати. Не-
хай iснує функцiя u(x, y), диференцiал du = ∂u

∂x dx + ∂u
∂y dy якої

тотожно дорiвнює виразу P (x, y) dx+Q(x, y) dy. Тодi{
P (x, y) = ∂u

∂x ,
Q(x, y) = ∂u

∂y . (1.7)

Продиференцiюємо перше рiвняння за змiнною y, а друге – за
змiнною x:

∂P

∂y
=

∂2u

∂x∂y
,

∂Q

∂x
=

∂2u

∂y∂x
.

Оскiльки друга мiшана частинна похiдна функцiї u не зале-
жить вiд порядку диференцiювання, то

∂P

∂y
=
∂Q

∂x
. (1.8)

Отримали необхiдну умову iснування потрiбної функцiї u.
Обмежимось випадком, коли умова (1.8) виконана. Розгля-

немо два способи вiдновлення функцiї u за її повним диферен-
цiалом.

1◦. Iнтегруючи перше рiвняння системи (1.7) за змiнною x,
знаходимо

u =

∫
∂u

∂x
dx =

∫
P (x, y) dx+ ϕ(y). (∗)

При обчисленнi iнтегралу
∫
P dx вважаємо, що y = const. Фун-

кцiя ϕ(y) вiдiграє роль невизначеної константи iнтегрування
(при знаходженнi частинної похiдної ∂u

∂x ця функцiя зникне як
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константа). Пiдставляємо знайдений вираз для u до другого
рiвняння системи (1.7):

∂

∂y

(
ϕ(y) +

∫
P dx

)
= Q, ϕ′(y) = Q− ∂

∂y

∫
P dx.

Функцiю ϕ(y) знаходимо звiдси iнтегруванням за змiнною y
при x = const:

ϕ(y) =

∫
ϕ′(y) dy + C =

∫ [
Q− ∂

∂y

∫
P dx

]
dy + C.

Тепер функцiю u знайдено у виглядi (∗) з точнiстю до адитивної
константи C.

Порядок дiй можна змiнити на протилежний: спочатку ко-
ристуємось другим рiвнянням системи (1.7), а потiм – першим.
З другого рiвняння маємо:

u =

∫
∂u

∂y
dy =

∫
Q(x, y) dy + ψ(x). (∗∗)

При обчисленнi iнтегралу
∫
Qdy вважаємо, що x = const. Пiд-

ставляємо знайдений вираз для u до першого рiвняння:

∂

∂x

(
ψ(x) +

∫
Qdy

)
= P, ψ′(x) = P − ∂

∂x

∫
Qdy.

Функцiю ψ(x) знаходимо звiдси iнтегруванням за змiнною x
при y = const:

ψ(x) =

∫
ψ′(x) dx+ C =

∫ [
P − ∂

∂x

∫
Qdy

]
dx+ C.

Тепер функцiю u знайдено у виглядi (∗∗) з точнiстю до адитив-
ної константи C.

2◦. Розглянемо другий спосiб побудови розв’язку рiвняння
(1.6). Цей спосiб дозволяє одразу знайти частинний розв’язок,
який задовольняє початкову умову y(x0) = y0.

Нехай M0(x0, y0) – деяка початкова точка координатної пло-
щини Oxy, а M(x, y) – довiльна поточна точка. Нехай M0M –
довiльний контур, який не виводить за межi областi D, в якiй
функцiї P , Q неперервно диференцiйовнi. Оскiльки за викона-
ння умови (1.8) вираз P dx+Qdy = du є повним диференцiалом,
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то криволiнiйний iнтеграл вiд нього не залежить вiд форми
контуру M0M . Тодi частинний розв’язок в неявному виглядi

u(M)− u(M0) =

∫
M0M

P dx+Qdy.

Власне, цей спосiб мiстить обидва варiанти попереднього.
Справдi, вище ми обчислювали криволiнiйний iнтеграл вздовж
ламаної, перша ланка якої горизонтальна (y = const), а друга –
вертикальна (x = const), або навпаки.

1.5 Рiвняння вищих порядкiв

Звичайне ДР n-го порядку має вигляд

F
(
x, y, y′, · · · , y(n)

)
= 0. (1.9)

Нижче розглянуто припущення щодо функцiї F , за яких (1.9)
вдається спростити шляхом зниження порядку.

1◦. Нехай рiвняння (1.9) не мiстить в явному виглядi фун-

кцiю y i (k−1) її перших похiдних. Замiна p(x) = y(k)(x) знижує
порядок на k одиниць, i рiвняння набуває вигляду:

F
(
x, p, p′, · · · , p(n−k)

)
= 0.

Пiсля знаходження функцiї p(x) її iнтегрують k разiв поспiль
за змiнною x.

2◦. Нехай рiвняння (1.9) не мiстить в явному виглядi аргу-

мент x, тобто має вигляд:

F
(
y, y′, · · · , y(n)

)
= 0.

В цьому випадку порядок вдається знизити на одиницю.
Вводять замiну p(y) = y′. Тодi

y′ =
dy

dx
= p,

y′′ =
dy′

dx
=
dp

dx
=
dp

dy
· dy
dx

=
dp

dy
· p = pp′,
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y′′′ =
dy′′

dx
=
d
(
dp
dy · p

)
dx

=
d
(
dp
dy · p

)
dy

· dy
dx

=

=

(
d2p

dy2
p+

(
dp

dy

)2
)
· p = p

[
pp′′ + (p′)

2
]
,

i т.д. Пiдкреслимо, тут символ «штрих» в правих частинах слiд
розумiти як символ похiдної за «новим» аргументом y. Напри-
клад, рiвняння y′′ = pp′ слiд розумiти в такий спосiб: y′′xx = pp′y,

тобто d2y
dx2 = p(y) · dpdy .

1.6 Лiнiйнi рiвняння вищих порядкiв

Неоднорiдним лiнiйним звичайним диференцiальним рiвнян-

ням n-го порядку зi змiнними коефiцiєнтами називають рiвня-
ння вигляду

y(n) + a1(x)y(n−1) + a2(x)y(n−2) + · · ·+ an−1(x)y′ + an(x)y = f(x).
(1.10)

Тут ak(x), k = 1, n – деякi функцiї аргументу x. Рiвняння (1.10),
є неоднорiдним за рахунок наявностi правої частини f(x).

Однорiдним лiнiйним звичайним диференцiальним рiвня-

нням n-го порядку зi змiнними коефiцiєнтами, яке вiдповiдає
рiвнянню (1.10), називають рiвняння вигляду

y(n)+a1(x)y(n−1)+a2(x)y(n−2)+ · · ·+an−1(x)y′+an(x)y = 0. (1.11)

Отже, з неоднорiдного ДР вiдповiдне йому однорiдне виникає
при вiдкиданнi правої частини f(x).

Неоднорiдним лiнiйним звичайним диференцiальним рiв-

нянням n-го порядку зi сталими коефiцiєнтами називають рiв-
няння вигляду

y(n) + a1y
(n−1) + a2y

(n−2) + · · ·+ an−1y
′ + any = f(x). (1.12)

Тепер ak, k = 1, n – деякi числа.
Однорiдним лiнiйним звичайним диференцiальним рiвня-

нням n-го порядку зi сталими коефiцiєнтами, яке вiдповiдає
рiвнянню (1.12), називають рiвняння вигляду

y(n) + a1y
(n−1) + a2y

(n−2) + · · ·+ an−1y
′ + any = 0. (1.13)

Спочатку розв’язують однорiдне рiвняння, а потiм врахову-
ють наявнiсть правої частини.
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1.7 Однорiднi лiнiйнi рiвняння

Розглянемо теореми, якi стосуються ДР (1.11), (1.13).
� Теорема 1.1. Нехай кожна з функцiй y1(x), y2(x) є частин-

ним розв’язком лiнiйного однорiдного ДР. Тодi суперпозицiя
(лiнiйна комбiнацiя) y(x) = C1y1(x) + C2y2(x) цих функцiй та-
кож є розв’язком цього ДР при довiльних i незалежних C1, C2.

Зауваження 1. Цю теорему назвають принципом суперпо-

зицiї (принципом накладання) розв’язкiв лiнiйного однорiдного
ДР за аналогiєю до численних випадкiв, коли загальний резуль-
тат виникає при накладаннi («змiшуваннi в певнiй пропорцiї»)
окремих внескiв без їх взаємного впливу.

Зауваження 2. Ця теорема справедлива i в разi ДР (1.13), i
в разi ДР (1.11).

Зауваження 3. Цю теорему легко узагальнити на випадок
довiльної кiлькостi розв’язкiв: якщо функцiї yi(x) (кожна окре-
мо) є розв’язками лiнiйного однорiдного ДР, то функцiя

yодн(x,C1, C2, · · · , Cn) = C1y1(x) + C2y2(x) + · · ·+ Cnyn(x). (1.14)

також є розв’язком цього ДР, причому при довiльних Ci.
Нехай yi(x) – розв’язки деякого лiнiйного однорiдного ДР.

Кажуть, що сукупнiсть цих розв’язкiв утворює фундаменталь-
ну систему розв’язкiв (ФСР), якщо 1) їх кiлькiсть дорiвнює по-
рядку рiвняння i 2) усi розв’язки yi(x) лiнiйно незалежнi. Самi
розв’язки yi(x) називають фундаментальними.

� Теорема 1.2. Якщо функцiї yi(x), i = 1, n, утворюють ФСР
лiнiйного однорiдного ДР n-го порядку, то розв’язок цього ДР,
поданий суперпозицiєю (1.14), є загальним.

Щоб встановити факт лiнiйної незалежностi функцiй, обчи-
слюють визначник Вроньского:

W =

∣∣∣∣∣∣∣∣
y1 y2 · · · yn
y′1 y′2 · · · y′n
· · · · · · · · · · · ·

y
(n−1)
1 y

(n−1)
2 · · · y

(n−1)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
� Теорема 1.3. Якщо система функцiй yi(x), i = 1, n, на де-

якому вiдрiзку x ∈ [a; b] лiнiйно залежна, то визначник Вронь-
ского цих функцiй на цьому вiдрiзку дорiвнює нулю.

Наслiдок. Якщо W 6= 0, то функцiї лiнiйно незалежнi.
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Знаходження ФСР для ДР (1.11) при довiльних залежностях
aj = aj(x) є складною задачею. Вона значно спрощується, якщо
aj – сталi. Тому далi в цьому пунктi розглянемо лише ДР (1.13).

В цьому випадку фундаментальнi розв’язки yk(x) за допо-
могою пiдстановки Ейлера шукають у виглядi

yk(x) = eλx. (1.15)

ДР (1.13) набуває вигляду

eλx
(
λn + a1λ

n−1 + a2λ
n−2 + · · ·+ an−1λ+ an

)
= 0.

Многочлен

F (λ) = λn + a1λ
n−1 + a2λ

n−2 + · · ·+ an−1λ+ an (1.16)

називають характеристичним многочленом, який вiдповiдає
однорiдному рiвнянню (1.13). Маємо:

F (λ) = 0.

Це характеристичне рiвняння. Його коренi λk пiдставляють до
(1.15), i виникають фундаментальнi розв’язки. В залежностi вiд
ситуацiї можливi наступнi випадки.

1◦. Якщо число λ – простий дiйсний корiнь, то до ФСР до-
лучають один фундаментальний розв’язок: y = eλx.

2◦. Якщо число λ – кратний дiйсний корiнь кратностi p, то
до ФСР долучають p фундаментальних розв’язкiв:

y1 = eλx, y2 = xeλx, y3 = x2eλx, · · · , yp = xp−1eλx.

3◦. Якщо числа λ = a ± ib – простi комплекснi коренi, то до
ФСР долучають два фундаментальнi розв’язки:

y1 = eax cos bx, y2 = eax sin bx.

4◦. Якщо числа λ = a± ib є коренями характеристичного рiв-
няння кратностi p кожний, то вiдповiдний цим кореням внесок
у ФСР може бути прийнятий у виглядi

eax cos bx, eax sin bx,

xeax cos bx, xeax sin bx,

· · · ,
xp−1eax cos bx, xp−1eax sin bx.
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1.8 Метод варiацiї довiльних сталих

Перейдемо до розв’язування неоднорiдних лiнiйних ДР. Вва-
жатимемо, що права частина має довiльний вигляд f(x). Обме-
жимось випадком лiнiйного рiвняння другого порядку:

y′′ + a1(x)y′ + a2(x)y = f(x). (∗)

Нехай вдалося пiдiбрати функцiї y1(x), y2(x), якi утворюють
ФСР. Загальний розв’язок вiдповiдного однорiдного рiвняння
має вигляд

yодн(x) = C1y1(x) + C2y2(x).

Тут C1, C2 – довiльнi сталi. Тодi загальний розв’язок неоднорi-
дного рiвняння (∗) шукаємо методом Лагранжа варiацiї довiль-
них сталих у виглядi:

y(x) = C1(x)y1(x) + C2(x)y2(x). (α)

Фактично вiд задачi пошуку однiєї функцiї y(x) ми перехо-
димо до задачi пошуку двох функцiй: C1(x), C2(x). Тому тре-
ба мати два рiвняння. В нашому розпорядженнi поки є лише
одне – рiвняння (∗). Тому в процесi розв’язку треба побудувати
ще одне.

Диференцiюємо рiвняння (α):

y′(x) = C ′1y1 + C1y
′
1 + C ′2y2 + C2y

′
2.

Рiвняння, якого досi бракувало, приймемо у виглядi:

C ′1y1 + C ′2y2 = 0. (∗∗)

Тодi
y′(x) = C1y

′
1 + C2y

′
2. (β)

Диференцiюємо рiвняння (β):

y′′(x) = C ′1y
′
1 + C1y

′′
1 + C ′2y

′
2 + C2y

′′
2 . (γ)

Пiдставимо тепер рiвняння (γ), (β), (α) до рiвняння (∗):

(C ′1y
′
1 + C1y

′′
1 + C ′2y

′
2 + C2y

′′
2 ) + a1(x) (C1y

′
1 + C2y

′
2) +

+a2(x) (C1y1 + C2y2) = f(x).
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Перегруповуючи доданки, отримуємо:

C1 (y′′1 + a1(x)y′1 + a2(x)y1) + C2 (y′′2 + a1(x)y′2 + a2(x)y2) +

+C ′1y
′
1 + C ′2y

′
2 = f(x).

Тут

y′′1 + a1(x)y′1 + a2(x)y1 ≡ 0, y′′2 + a1(x)y′2 + a2(x)y2 ≡ 0,

оскiльки y1(x), y2(x) – розв’язки однорiдного рiвняння. Тодi рiв-
няння (∗) набуває вигляду

C ′1y
′
1 + C ′2y

′
2 = f(x).

Складемо систему рiвнянь (∗∗), (∗):(
y1 y2
y′1 y′2

)(
C ′1
C ′2

)
=

(
0

f(x)

)
.

Матриця цiєї системи є невиродженою, оскiльки її визначник
вiдмiнний вiд нуля як визначник Вроньского ФСР y1,2(x). Тодi її

розв’язок
(
C ′1 C ′2

)T
iснує i є єдиним. Iнтегруючи компонен-

ти цього розв’язку, знаходимо функцiї C1(x), C2(x). Остаточно
розв’язком неоднорiдного рiвняння (∗) є вираз (α) при визна-
чених функцiях C1(x), C2(x).

1.9 Випадок спецiальної

правої частини

Розглянутий метод Лагранжа занадто складний. В той же час,
якщо вдається пiдiбрати хоча б один частинний розв’язок нео-
днорiдного рiвняння, то його загальний розв’язок знайти дуже
просто за допомогою наступної теореми.

� Теорема 1.4. Загальний розв’язок неоднорiдного лiнiйно-
го ДР дорiвнює сумi загального розв’язку вiдповiдного однорi-

дного лiнiйного ДР i будь-якого частинного розв’язку вихiдно-
го неоднорiдного ДР:

y(x) = yодн(x) + y∗(x).

Принцип пiдбору частинного розв’язку y∗(x) полягає в на-
ступному. Задаються таким виглядом («проектом») частинного
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Таблиця 1.1 – Вигляд частинного розв’язку при рiзних спецi-
альних правих частинах f(x) = Ps(x)eµx

f(x) y∗(x)

P Qxα

Peµx xαQeµx

Ps(x) xαQs(x)
P cos bx+Q sin bx xα (M cos bx+N sin bx)
eax (P cos bx+Q sin bx) xαeax (M cos bx+N sin bx)
Ps(x)eµx xαQs(x)eµx

eax [Ps′(x) cos bx+
+Qs′′(x) sin bx]

xαeax [Ms(x) cos bx+
+Ns(x) sin bx],

де s = max {s′, s′′}

розв’язку, який нагадує праву частину i узагальнює її. Узагаль-
нення вiдбувається за рахунок включення до вигляду розв’язку
певної кiлькостi параметрiв. Наприклад, якщо права частина є
конкретним лiнiйним двочленом, то такими параметрами бу-
дуть a i b у виразi y∗(x) = ax + b, який узагальнює усi лiнiйнi
двочлени. Подальша пiдстановка цього вигляду до ДР надає мо-
жливiсть методом невизначених коефiцiєнтiв скласти систему
алгебраїчних рiвнянь для знаходження цих параметрiв. Сумi-
снiсть такої системи теоретично обґрунтована для всiх правих

частин спецiального вигляду. Так називають вираз

f(x) = Ps(x)eµx, (1.17)

де Ps(x) – многочлен s-го степеня. Термiн «спецiальний вигляд»
застосовують також до лiнiйної комбiнацiї таких виразiв.

Число µ може бути комплексним, тому вираз (1.17) охоплює
також випадки наявностi тригонометричних функцiй.

Зауважимо, для використання викладеного способу пiдбо-
ру навiть не потрiбно iнтегрувати: можна обмежитись лише
рацiональними операцiями при розв’язуваннi системи методу
невизначених коефiцiєнтiв.

Вигляд, в якому при данiй правiй частинi iснування частин-
ного розв’язку гарантується, подано в таблицi 1.1. Позначено:
P , Q, M , N , a, b, µ – числа, µ = a + ib; s, s′, s′′ – степенi много-
членiв Ps(x), Qs(x), Ps′(x), Qs′′(x), Ms(x), Ns(x).

Вигляд «проекту розв’язку», який при данiй правiй частинi
гарантує сумiснiсть системи методу невизначених коефiцiєн-
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тiв, суттєво залежить вiд того, чи є число µ коренем характе-
ристичного рiвняння. Якщо так, то α позначає кратнiсть цього
кореня. Випадок вважають резонансним. Якщо нi, то випадок
вважають нерезонансним; в цьому разi покладають α = 0. Вiд-
повiдно, спiвмножник xα з «проекту розв’язку» зникає.

1.10 Системи диференцiальних рiвнянь

Нехай t – незалежна дiйсна змiнна, i xk(t), k = 1, n – деякi
функцiї, диференцiйовнi потрiбну кiлькiсть разiв. Нехай мiж
змiнною t, функцiями xk(t) i їх похiдними iснує зв’язок, пода-
ний рiвнянням:

F
(
t;x1, x

′
1, x
′′
1 , · · · , x

(m1)
1 ; · · · ;xn, x

′
n, x
′′
n, · · · , x(mn)

n

)
= 0.

Тут в круглих дужках у верхньому iндексi вказано номер похi-
дної. В наявностi може бути одночасно декiлька таких рiвнянь
(наприклад, ` штук):

Fi

(
t;x1, x

′
1, · · · , x

(m1)
1 ; · · · ;xn, x

′
n, · · · , x(mn)

n

)
= 0, i = 1, `. (1.18)

Систему рiвнянь (1.18) називають системою (звичайних) дифе-
ренцiальних рiвнянь (СДР). Найбiльше з чисел m1,m2, · · · ,mn

називають порядком СДР.

Особливе мiсце серед СДР посiдають СДР першого поряд-
ку, оскiльки СДР довiльного порядку завжди може бути зведе-
ною до СДР першого порядку цiною вiдповiдного збiльшення
кiлькостi рiвнянь. Для цього достатньо новою лiтерою позна-
чити кожну функцiю xj(t) i усi її похiднї, крiм вищої. Тому
надалi можна зосередитись лише на СДР першого порядку, i
це не обмежуватиме загальностi мiркувань.

Систему рiвнянь наступного вигляду

Fi (t;x1, x2, · · · , xn;x′1, x
′
2, · · · , x′n) = 0, i = 1, n (1.19)

називають системою диференцiальних рiвнянь (СДР) першого

порядку.

Функцiї Fi, якi входять до (1.19), можуть бути нелiнiйни-
ми за своїми аргументами. В цьому випадку СДР (1.19) може
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виявитись надзичайно складною. Загальних методiв розв’язу-
вання таких СДР не iснує, навiть попри те, що похiднi вищих
порядкiв вiдсутнi.

Уся справа значно спрощується, якщо з системи рiвнянь
(1.19) аналiтично (без iнтегрування) вдається виразити кожну
окремо взяту похiдну через аргумент i шуканi функцiї:

x′k = fk (t;x1, x2, · · · , xn) , k = 1, n, (1.20)

або в розгорнутому виглядi
x′1 = f1 (t;x1, x2, · · · , xn) ,
x′2 = f2 (t;x1, x2, · · · , xn) ,

· · · ,
x′n = fn (t;x1, x2, · · · , xn) .

Кажуть також: рiвняння (1.20) розв’язано вiдносно похiдних.
СДР першого порядку, подану у виглядi (1.20), називають нор-
мальною (або нормалiзованою). Число n iнодi називають по-

рядком нормальної СДР. Зокрема, при n = 1 отримаємо СДР,
що складається з одного рiвняння, яке збiгається з (1.1). Надалi
ми зосередимось лише на нормальних СДР.

Впорядковану сукупнiсть функцiй xk = ϕk(t), взятих у вiд-
повiднiй кiлькостi, називають розв’язком СДР, якщо цi функцiї
при пiдстановцi до рiвнянь СДР перетворюють кожне рiвня-
ння на тотожнiсть в певному iнтервалi значень t. Розв’язок,
визначений цим означенням, є частинним. Як i в разi ДР, су-
купнiсть усiх частинних розв’язкiв утворює родину функцiй,
яку називають загальним розв’язком. Для видiлення конкре-
тного розв’язку з цiєї родини, на додаток до рiвнянь системи,
потрiбно сформулювати також початковi умови. Їх можна по-
дати у виглядi xk(t0) = x0k, де x0k – деякi заздалегiдь вiдомi
числа. Зазвичай покладають t0 = 0:

xk(0) = x0k, k = 1, n, (1.21)

або у розгорнутому виглядi:
x1(0) = x01,
x2(0) = x02,

· · · ,
xn(0) = x0n.



19

Сукупнiсть рiвнянь (1.20) i початкових умов (1.21), взятих у
вiдповiднiй кiлькостi, називають задачею Кошi.

Можна довести наступне: якщо кожна функцiя fk в (1.20)
є диференцiйовною за кожним своїм аргументом, то розв’язок
задачi Кошi iснує i є єдиним. Звичайно, для СДР (1.20) цей
розв’язок є частинним.

Для розв’язування СДР i вiдповiдних задач Кошi викори-
стовують метод виключення, методи замiни змiнних, а також
рiзнi числовi методи. Обмежимось застосуванням методу ви-
ключення до лiнiйних СДР другого порядку:{

x′1 = f11x1 + f12x2 + g1,
x′2 = f21x1 + f22x2 + g2.

Тут усi величини залежать вiд t. Продиференцiюємо перше
рiвняння системи:

x′′1 = f ′11x1 + f11x
′
1 + f ′12x2 + f12x

′
2 + g′1.

Пiдставимо сюди вирази для x′1, x
′
2:

x′′1 = f ′11x1 + f11 (f11x1 + f12x2 + g1) +

+f ′12x2 + f12 [f21x1 + f22x2 + g2] + g′1 =

=
(
f ′11 + f211 + f12f21

)
x1 + [f ′12 + f12 (f11 + f22)]x2+

+ (f11g1 + f12g2 + g′1) .

Звiдси:

x2 =
x′′1−

(
f ′11+f211+f12f21

)
x1−f11g1−f12g2−g′1

f ′12+f12 (f11+f22)
.

Пiдставляючи цей вираз до першого рiвняння системи, отри-
маємо лiнiйне ДР вiдносно шуканої функцiї x1. Знайшовши з
нього x1, далi знайдемо x2 за останньою формулою. Остаточно,
розв’язок СДР – впорядкована сукупнiсть функцiй x1, x2.



2 IНДИВIДУАЛЬНI ЗАВДАННЯ

Задача 1. Розв’язати диференцiальне рiвняння з роздiленими
змiнними.
В-1. 2yy′ = (y2 + 1)(3x2 + cosx). В-2. y′ = 2xey−x

2

.
В-3. 2y′

√
1 + ex = ex(y2 + 1). В-4. y′

√
1− x2 = y.

В-5. (x2 + 9)y′ = 3 cos2 y. В-6. (3y2 + 4y3)y′ = 2e2x.
В-7. y′ sin2 x = 2y + 3. В-8. y′ sinx =

√
1− y2 cosx.

В-9. y′ = (y2 − 1) cos 2x. В-10. yy′
√

1− x2 =
√
y2 + 1.

В-11. y′(x2 + 6) cos y = 2xe− sin y. В-12. xy′ = y2 + 4.
В-13. y′x cos y = 2 lnx. В-14. y′ex

3

= 3(y2 + 1)x2.
В-15. 8yy′ = 3(2y2 + 1)

√
x+ 1.

Задача 2. Розв’язати однорiдне диференцiальне рiвняння.
В-1. x2y′ = y2 + xy. В-2. xy′ = 3(x+ y).

В-3. y′ = y
x + 2

√
1+ey/x

e2y/x . В-4. 2y′ = 3y
x + x

y .

В-5. xy′ = y
[
1 + 1

2(ln y−ln x)

]
. В-6. x2y′ = y2 + xy + 9x2.

В-7. xyy′ = y2 + x2

cos y
x
. В-8. (xy2 − x3)y′ = y3.

В-9. xy′ = y + 2
√
xy + 3x2. В-10. y′ = 2x3y+3y4

x4+3xy3 .

В-11. y′ = 2y4+x2y2−x3y
2xy3−x4 . В-12. 2x2y′ = y2 + 2xy − x2.

В-13. xy′ = y + x tg y
x . В-14. y′ = y

x + x
2yey2/x2 .

В-15. 2x3yy′ + x4 + y4 = 0.
Задача 3. Розв’язати лiнiйне диференцiальне рiвняння першого
порядку зi змiнними коефiцiєнтами.
В-1. y′ + y

x = cos x
x . В-2. y′ + 3x2y = cosxe−x

3

.

В-3. y′ + y
x = 5

2

√
x. В-4. y′ + y cosx = 2xex

2−sin x.

В-5. y′ + 2xy = 3x2−5
ex2 . В-6. y′ − y cosx = esin x

√
1−x2

.

В-7. y′ + 3x2y = 5x4e−x
3

. В-8. y′ + y
1+x2 = 2 cos 2x

earctg x .

В-9. y′ − 3y cos 3x = 1
xe

sin 3x. В-10. y′ + y
x2 = (2x− 1)e

1
x .

В-11. y′ − 2xy = ex
2

ctg x. В-12. y′ − 7x6y = 2xex
7

x2+1 .

В-13. y′ + (2x+ 5)y = 3 ctg 3x

ex2+5x
. В-14. y′ − y

x ln x = 2 lnx.

В-15. y′ − 2y
x = exx2.

Задача 4. Розв’язати нелiнiйне диференцiальне рiвняння пер-
шого порядку.
В-1. y′

(
2e2y − 2xy

)
= y2. В-2. y′

(
3 cos 3y − 4xy3

)
= y4.
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В-3. y′
(

2y
y2+1 − x cos y

)
= sin y. В-4. y′

(
1

y2+1 −
x
y

)
= ln y.

В-5. y′
(

ctg y − 2xyey
2
)

= ey
2

. В-6. y′
(

2
y2−1 −

x
cos2 y

)
= tg y.

В-7. y′
(
5y4 − x sin 2y

)
= sin2 y. В-8. y′

(
1
y − 4xy3

)
= y4.

В-9. y′
(

1
y2 − 3x cos 3y

)
= sin 3y. В-10. y′ (ey + x sin y) = cos y.

В-11. y′
(

3y2

y3+1 − 2xy
)

= y2. В-12. y′
(

2y
(y2+1)2 − xe

y
)

= ey.

В-13. y′
(

2 cos 2y − x
cos2 y

)
= tg y. В-14. y′

(
1

1+y2 + x
sin2 y

)
= ctg y.

В-15. y′
(

1
y −

x
1+y2

)
= arctg y.

Задача 5. Розв’язати диференцiальне рiвняння Бернуллi. Вико-
нати перевiрку.
В-1. y′ − y ctg x = y2 sinx. В-2. y′ − 2xy

x2+1 = cos x√
x2+1

· y√y.

В-3. y′ − y
x ln x = y4ex

3 ln3 x
. В-4. y′ − 3x2y

x3+1 = 2xy2

x3+1 .
В-5. y′ + y

x = xy2ex. В-6. y′ − 2xy + 2xy3 = 0.

В-7. y′ − y
x+3 =

√
y. В-8. y′ − 2y

2x+5 = (2x+5)3e3x

y2 .

В-9. y′ − 3y
x = 4x2

√
xy. В-10. y′ − y

cos2 x = 2x3

y e2 tg x.

В-11. y′ − xy
x2+1 = 2

√
y 4
√
x2 + 1. В-12. y′ − 3x2y = 3x2y2e−x

3

.

В-13. y′ − 2y
x = 2xex

√
y. В-14. y′ − (4x3+1)y

x4+x = y4 sin 3x
(x4+x)3 .

В-15. y′ − y cosx = (2x+3)y2

esin x .
Задача 6. Розв’язати диференцiальне рiвняння в повних дифе-
ренцiалах.
В-1. (2x+ 3x2y) dx+ x3 dy = 0.
В-2. (2y2 + 9x2y) dx+ (4xy + 3x3) dy = 0.
В-3. (2y + 3y2) dx+ (2x+ 6xy) dy = 0.
В-4. (y3 − 2xy) dx+ (3xy2 − x2) dy = 0.
В-5. (y2 + 2y4) dx+ (2xy + 8xy3) dy = 0.
В-6. (6xy + 2y2) dx+ (3x2 + 4xy) dy = 0.
В-7. (4xy + 9x2y2) dx+ (2x2 + 6x3y) dy = 0.
В-8. (6xy2 − 2y3) dx+ (6x2y − 6xy2) dy = 0.
В-9. (8xy3 + 3y2) dx+ (12x2y2 + 6xy) dy = 0.
В-10. (4xy4 − 9x2y) dx+ (8x2y3 − 3x3) dy = 0.
В-11. (6x2y2 + y) dx+ (4x3y + x) dy = 0.
В-12. (2y3 + 2xy2) dx+ (6xy2 + 2x2y) dy = 0.
В-13. (2xy2 − 2y3) dx+ (2x2y − 6xy2) dy = 0.
В-14. (2xy + 3y2) dx+ (x2 + 6xy) dy = 0.
В-15. (2y4 − 2xy) dx+ (8xy3 − x2) dy = 0.
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Задача 7. Знайти частинний розв’язок диференцiального рiв-
няння другого порядку, якщо рiвняння не мiстить а) шукану
функцiю; б) аргумент.

В-1. а)

y
′′ − y′

x = 8x2,
y(1) = 3,
y′(1) = 6;

б)

y
′′ = 2 tg 2y · (y′)2,
y(0) = 0,
y′(0) = 1.

В-2. а)

y
′′ + 2y′

x = 4x,
y(3) = 9,
y′(3) = 8;

б)

3 (y′)
2

= y4 + yy′′,
y(0) = 1,
y′(0) = 1.

В-3. а)

y
′′ + 2xy′

x2+1 = 2
x2+1 ,

y(0) = 2,
y′(0) = 1;

б)

2 (y′)
2

+ yy′′ = 2
y ,

y(0) = 4
3 ,

y′(0) = 1.

В-4. а)

xy
′′ = y′ + 4x,

y(1) = 2,
y′(1) = 4;

б)

yy
′′ = 2y2 + (y′)

2,
y(0) = 1,
y′(0) = 0.

В-5. а)

y
′′ = 2y′ tg x,
y(0) = 1,
y′(0) = 3;

б)

y
′y′′ = 18y,
y(0) = 1,
y′(0) = 3.

В-6. а)

y
′′ = (x−1)y′

x + ex

x3 ,
y(1) = e,
y′(1) = 0;

б)

y
3y′′ = y′,
y(0) = 1,
y′(0) = − 1

2 .

В-7. а)

x
3y′′ = (y′)

3,
y(0) = 3,
y′(0) = 0;

б)

(3y2 + 1)y′′ + 6y (y′)
2

= 0,
y(0) = 0,
y′(0) = 1.

В-8. а)

2(x+ 1)y′′ = y′,
y(0) = 5,
y′(0) = 1;

б)

y
′y′′ cos4 y = sin y,
y(0) = 0,
y′(0) = 1.

В-9. а)

(x+ 1)y′′ + y′ = 0,
y(0) = 0,
y′(0) = 1;

б)

(y2 + 1)y′′ = 2y (y′)
2,

y(0) = 0,
y′(0) = 1.

В-10. а)

y
′′ = (y′)

2
cos 2x,

y(0) = 2,
y′(0) = −2;

б)


y′′ + 2

(2y+1)3 = 0,
y(0) = 0,
y′(0) = 1.

В-11. а)

y
′′ + y′

2(x+1) = x+ 1,
y(0) = 32

15 ,
y′(0) = 7

5 ;
б)

y
′y′′ + e−3y = 0,
y(0) = 0,
y′(0) = 1.
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В-12. а)

y
′′ + 3y′

2x = 3
√
x,

y(1) = 12
5 ,

y′(1) = 0;
б)

y
′y′′ sin4 2y + 2 cos 2y = 0,
y(0) = π

4 ,
y′(0) = 1.

В-13. а)

x
2y′′ + xy′ = 1,
y(1) = 0,
y′(1) = 1;

б)

yy
′′ + 3 (y′)

2
= 0,

y(0) = 1,
y′(0) = 1

4 .

В-14. а)

y
′′ + 2xy′

x2−1 = 2x
x2−1 ,

y(0) = 0,
y′(0) = −1;

б)

(y′)
2
y′′ = 192y2,

y(0) = 1
4 ,

y′(0) =
√

2.

В-15. а)

y
′′ + 4y′

x+1 = 4
x+1 ,

y(0) = 3,
y′(0) = 1;

б)

(5y4 + 1)3y′′ + 20y3 = 0,
y(0) = 0,
y′(0) = 1.

Задача 8. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiв-
няння методом Лагранжа (варiацiї довiльних сталих). Зробити
перевiрку.
В-1. y′′ − 2y′ + y = 36xex lnx. В-2. y′′ − 2y′ + y = 35x

√
xex.

В-3. y′′ − 2y′ + y = ex lnx. В-4. y′′ − 2y′ + y = ex

x .
В-5. y′′ − 2y′ + y = ex

x2+x . В-6. y′′ − 2y′ + y = − e
x

x2 .

В-7. y′′ − 2y′ + y = 2ex ln x
x . В-8. y′′ − 2y′ + y = 3ex

2
√
x
.

В-9. y′′ − 2y′ + y = − ex

2x
√
x
. В-10. y′′ − 2y′ + y = ex

1−x .

В-11. y′′ − 2y′ + y = ex
√
x. В-12. y′′ − 2y′ + y = ex

x2+1 .

В-13. y′′ − 2y′ + y = 9ex ln x
2
√
x

. В-14. y′′ − 2y′ + y = x+1
x2 · ex.

В-15. y′′ − 2y′ + y = x2+1
x3 · ex.

Задача 9. Розв’язати задачу Кошi для однорiдного диференцi-
ального рiвняння.
В-1. а) y′′ − 3y′ + 2y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 1;

б) y′′ − 2y′ + y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 3;
в) y′′′ − 4y′′ + 5y′ − 2y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 1, y′′(0) = 1;
г) y′′ + y = 0, y(0) = 2, y′(0) = −3;
д) y′′ − 2y′ + 2y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 3.
В-2. а) y′′ − 4y′ + 3y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 1;

б) y′′ + 2y′ + y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 0;
в) y′′′ − 5y′′ + 7y′ − 3y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 1, y′′(0) = 2;
г) y′′ + 4y = 0, y(0) = 2, y′(0) = 2;
д) y′′ − 2y′ + 5y = 0, y(0) = 2, y′(0) = 4.
В-3. а) y′′ − 5y′ + 4y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 4;

б) y′′ − 4y′ + 4y = 0, y(0) = 3, y′(0) = 7;
в) y′′′ − 6y′′ + 9y′ − 4y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 4, y′′(0) = 16;
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г) y′′ + 9y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 6;
д) y′′ − 4y′ + 5y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 5.
В-4. а) y′′ − 6y′ + 5y = 0, y(0) = 3, y′(0) = 11;

б) y′′ + 4y′ + 4y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 1;
в) y′′′ − 5y′′ + 8y′ − 4y = 0, y(0) = 2, y′(0) = 3, y′′(0) = 5;
г) y′′ + 16y = 0, y(0) = 3, y′(0) = 0;
д) y′′ − 4y′ + 8y = 0, y(0) = 3, y′(0) = 8.
В-5. а) y′′ − 5y′ + 6y = 0, y(0) = 3, y′(0) = 7;

б) y′′ − 6y′ + 9y = 0, y(0) = 2, y′(0) = 6;
в) y′′′ − 7y′′ + 16y′ − 12y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 4, y′′(0) = 13;
г) y′′ + y = 0, y(0) = 2, y′(0) = 0;
д) y′′ + 2y′ + 2y = 0, y(0) = 2, y′(0) = −2.
В-6. а) y′′ − 6y′ + 8y = 0, y(0) = 2, y′(0) = 4;

б) y′′ + 6y′ + 9y = 0, y(0) = 3, y′(0) = −8;
в) y′′′ + y′′ − y′ − y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 0, y′′(0) = −1;
г) y′′ + 4y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 4;
д) y′′ + 2y′ + 5y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 4.
В-7. а) y′′ − 7y′ + 10y = 0, y(0) = 2, y′(0) = 10;

б) y′′ − 8y′ + 16y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 7;
в) y′′′ − 3y′ + 2y = 0, y(0) = 2, y′(0) = 2, y′′(0) = 2;
г) y′′ + 9y = 0, y(0) = 3, y′(0) = 3;
д) y′′ + 4y′ + 5y = 0, y(0) = 3, y′(0) = −6.
В-8. а) y′′ − 7y′ + 12y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 4;

б) y′′ + 8y′ + 16y = 0, y(0) = 1, y′(0) = −2;
в) y′′′ + y′′ − 5y′ + 3y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 2, y′′(0) = 4;
г) y′′ + 16y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 8;
д) y′′ + 4y′ + 8y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 6.
В-9. а) y′′ − y′ − 2y = 0, y(0) = 2, y′(0) = 1;
б) y′′ − 2y′ + y = 0, y(0) = 2, y′(0) = 3;
в) y′′′ + 2y′′ − 7y′ + 4y = 0, y(0) = 2, y′(0) = 8, y′′(0) = −11;
г) y′′ + y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 1;
д) y′′ − 2y′ + 10y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 4.
В-10. а) y′′ + y′ − 2y = 0, y(0) = 5, y′(0) = −1;

б) y′′ + 2y′ + y = 0, y(0) = 2, y′(0) = −2;
в) y′′′ − 3y′′ + 4y = 0, y(0) = 2, y′(0) = 1, y′′(0) = 5;
г) y′′ + 4y = 0, y(0) = 2, y′(0) = 2;
д) y′′ + 2y′ + 10y = 0, y(0) = 1, y′(0) = −4.
В-11. а) y′′ − 2y′ − 3y = 0, y(0) = 7, y′(0) = 9;

б) y′′ − 4y′ + 4y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 2;
в) y′′′ − y′′ − 8y′ + 12y = 0, y(0) = 1, y′(0) = −2, y′′(0) = 13;
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г) y′′ + 9y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 6;
д) y′′ − 4y′ + 13y = 0, y(0) = −1, y′(0) = 1.
В-12. а) y′′ + 2y′ − 3y = 0, y(0) = 6, y′(0) = 2;

б) y′′ + 4y′ + 4y = 0, y(0) = 1, y′(0) = −1;
в) y′′′ − 12y′ + 16y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 3, y′′(0) = 8;
г) y′′ + 16y = 0, y(0) = 3, y′(0) = 0;
д) y′′ + 4y′ + 13y = 0, y(0) = −2, y′(0) = 4.
В-13. а) y′′ + y′ − 6y = 0, y(0) = 5, y′(0) = 10;

б) y′′ − 6y′ + 9y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 5;
в) y′′′ + 4y′′ + 5y′ + 2y = 0, y(0) = −1, y′(0) = 2, y′′(0) = −3;
г) y′′ + y = 0, y(0) = 4, y′(0) = 0;
д) y′′ − 6y′ + 10y = 0, y(0) = 0, y′(0) = −3.
В-14. а) y′′ − y′ − 6y = 0, y(0) = 4, y′(0) = −8;

б) y′′ + 6y′ + 9y = 0, y(0) = 2, y′(0) = −5;
в) y′′′ + 5y′′ + 7y′ + 3y = 0, y(0) = 0, y′(0) = −2, y′′(0) = 8;
г) y′′ + 4y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 6;
д) y′′ + 6y′ + 10y = 0, y(0) = 3, y′(0) = −9.
В-15. а) y′′ + 5y′ + 4y = 0, y(0) = 3, y′(0) = −12;

б) y′′ − 8y′ + 16y = 0, y(0) = 2, y′(0) = 11;
в) y′′′ + 6y′′ + 9y′ + 4y = 0, y(0) = 2, y′(0) = −4, y′′(0) = 15;
г) y′′ + 9y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 12;
д) y′′ − 6y′ + 13y = 0, y(0) = 4, y′(0) = 12.
Задача 10. Побудувати загальний розв’язок.
В-1. y(IV) − 4y′′′ + 8y′′ − 8y′ + 4y = 0.
В-2. y(IV) − 4y′′′ + 14y′′ − 20y′ + 25y = 0.
В-3. y(IV) − 8y′′′ + 26y′′ − 40y′ + 25y = 0.
В-4. y(IV) − 8y′′′ + 32y′′ − 64y′ + 64y = 0.
В-5. y(IV) + 4y′′′ + 8y′′ + 8y′ + 4y = 0.
В-6. y(IV) + 4y′′′ + 14y′′ + 20y′ + 25y = 0.
В-7. y(IV) + 8y′′′ + 26y′′ + 40y′ + 25y = 0.
В-8. y(IV) + 8y′′′ + 32y′′ + 64y′ + 64y = 0.
В-9. y(IV) − 4y′′′ + 24y′′ − 40y′ + 100y = 0.
В-10. y(IV) + 4y′′′ + 24y′′ + 40y′ + 100y = 0.
В-11. y(IV) − 12y′′′ + 62y′′ − 156y′ + 169y = 0.
В-12. y(IV) − 8y′′′ + 42y′′ − 104y′ + 169y = 0.
В-13. y(IV) + 12y′′′ + 62y′′ + 156y′ + 169y = 0.
В-14. y(IV) + 8y′′′ + 42y′′ + 104y′ + 169y = 0.
В-15. y(IV) + 12y′′′ + 56y′′ + 120y′ + 100y = 0.
Задача 11. Розв’язати задачу Кошi для неоднорiдного диферен-
цiального рiвняння зi спецiальною правою частиною.
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В-1. а) y′′ + y′ − 6y = −4ex, y(0) = 4, y′(0) = −3;
б) y′′ − 3y′ + 2y = 2x2 − 2x− 4, y(0) = 2, y′(0) = 5;
в) y′′ − 3y′ + 2y = (6x+ 1)e−x, y(0) = 2, y′(0) = 1;
г) y′′ − 4y′ + 3y = 10 cosx, y(0) = 2, y′(0) = 1;
д) y′′ − 3y′ + 2y = 10e2x sin 2x, y(0) = 0, y′(0) = −5.
В-2. а) y′′ + 3y′ − 4y = 6e2x, y(0) = 3, y′(0) = −1;

б) y′′ − 4y′ + 3y = 6x2 − 16x+ 7, y(0) = 2, y′(0) = 1;
в) y′′ − 4y′ + 3y = (x− 2)e2x, y(0) = 3, y′(0) = 6;
г) y′′ − 4y′ + 3y = 10 sinx, y(0) = 3, y′(0) = 4;
д) y′′ + 2y′ − 3y = 26e2x cosx, y(0) = 4, y′(0) = 5.
В-3. а) y′′ + 2y′ − 3y = 5e2x, y(0) = 2, y′(0) = 3;

б) y′′ − 5y′ + 4y = 4x2 − 10x+ 6, y(0) = 2, y′(0) = 4;
в) y′′ − 5y′ + 4y = (2x+ 1)e2x, y(0) = 2, y′(0) = 1;
г) y′′ − 2y′ − 3y = 10 cosx, y(0) = −1, y′(0) = −2;
д) y′′ + 3y′ − 4y = 50e−x sinx, y(0) = 0, y′(0) = −5.
В-4. а) y′′ + y′ − 2y = 4e2x, y(0) = 0, y′(0) = 4;

б) y′′ − 6y′ + 5y = −5x2 + 12x− 2, y(0) = 0, y′(0) = −4;
в) y′′ − 5y′ + 6y = (4x− 6)ex, y(0) = 2, y′(0) = 8;
г) y′′ − 2y′ − 3y = 10 sinx, y(0) = 2, y′(0) = −3;
д) y′′ − 2y′ − 8y = 26e3x sinx, y(0) = −2, y′(0) = −15.
В-5. а) y′′ − y′ − 12y = −12ex, y(0) = 2, y′(0) = 5;

б) y′′ − 5y′ + 6y = 6x2 − 4x− 3, y(0) = 0, y′(0) = 2;
в) y′′ − 6y′ + 8y = (3x− 4)ex, y(0) = 3, y′(0) = 7;
г) y′′ + 2y′ − 3y = 10 cosx, y(0) = −1, y′(0) = −2;
д) y′′ − y′ − 6y = 50e−x sin 2x, y(0) = 5, y′(0) = −15.
В-6. а) y′′ − 2y′ − 8y = −9ex, y(0) = 3, y′(0) = 3;
б) y′′ − 6y′ + 8y = 8x2 + 4x− 10, y(0) = −1, y′(0) = −4;
в) y′′ − 7y′ + 12y = (6x+ 1)ex, y(0) = 4, y′(0) = 14;
г) y′′ + 2y′ − 3y = 10 sinx, y(0) = 0, y′(0) = −5;
д) y′′ − 6y′ + 5y = 20ex cos 2x, y(0) = 1, y′(0) = −3.
В-7. а) y′′ − y′ − 6y = −6ex, y(0) = 5, y′(0) = 8;

б) y′′ + y′ − 6y = −6x2 + 8x+ 1, y(0) = 0, y′(0) = −6;
в) y′′ − y′ − 2y = (2x− 5)ex, y(0) = 4, y′(0) = 2;
г) y′′ + 4y′ + 3y = 10 cosx, y(0) = 2, y′(0) = 1;
д) y′′ − 2y′ − 3y = 10e2x sinx, y(0) = 0, y′(0) = −5.
В-8. а) y′′ − 3y′ − 4y = −6ex, y(0) = 4, y′(0) = 13;

б) y′′ − y′ − 2y = −4x2 − 4x+ 4, y(0) = 3, y′(0) = −3;
в) y′′ − 2y′ − 3y = (8x− 4)ex, y(0) = 1, y′(0) = −5;
г) y′′ + 4y′ + 3y = 10 sinx, y(0) = −1, y′(0) = 0;
д) y′′ − y′ − 2y = 10e2x cosx, y(0) = 0, y′(0) = 3.
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В-9. а) y′′ − 2y′ − 3y = −4ex, y(0) = 3, y′(0) = −1;
б) y′′ − 2y′ − 3y = −3x2 − 4x+ 2, y(0) = 3, y′(0) = 9;
в) y′′ − 3y′ − 4y = (6x+ 1)ex, y(0) = 1, y′(0) = −2;
г) y′′ + 3y′ + 2y = 10 cosx, y(0) = 2, y′(0) = 1;
д) y′′ − y = 10e2x cosx, y(0) = 2, y′(0) = 3.
В-10. а) y′′ − y′ − 2y = −2ex, y(0) = 2, y′(0) = −3;

б) y′′ − 3y′ − 4y = −4x2 − 6x− 2, y(0) = 3, y′(0) = −2;
в) y′′ − y′ − 6y = (6x− 7)ex, y(0) = 2, y′(0) = 3;
г) y′′ + 3y′ + 2y = 10 sinx, y(0) = −2, y′(0) = −1;
д) y′′ − 7y′ + 12y = 10e2x cosx, y(0) = 2, y′(0) = 3.
В-11. а) y′′ − 7y′ + 12y = 6ex, y(0) = 2, y′(0) = 3;

б) y′′ − 4y′ − 5y = −5x2 − 13x− 2, y(0) = 2, y′(0) = 11;
в) y′′ − 2y′ − 8y = 9xex, y(0) = 2, y′(0) = −5;
г) y′′ + y′ − 2y = 10 cosx, y(0) = −2, y′(0) = 2;
д) y′′ − 6y′ + 8y = 5e2x cos 2x, y(0) = −1, y′(0) = −6.
В-12. а) y′′ − 6y′ + 8y = 3ex, y(0) = 2, y′(0) = 3;

б) y′′ − y′ − 6y = −6x2 − 2x+ 8, y(0) = −2, y′(0) = −3;
в) y′′ − y′ − 12y = (12x− 1)ex, y(0) = 2, y′(0) = 7;
г) y′′ + y′ − 2y = 10 sinx, y(0) = 0, y′(0) = −2;
д) y′′ − 5y′ + 6y = 2e2x sinx, y(0) = 4, y′(0) = 7.
В-13. а) y′′ − 5y′ + 6y = 2ex, y(0) = 1, y′(0) = 0;

б) y′′ − 2y′ − 8y = −8x2 − 4x− 6, y(0) = 0, y′(0) = 2;
в) y′′ + 3y′ − 4y = (6x+ 7)e2x, y(0) = 3, y′(0) = 4;
г) y′′ − y′ − 2y = 10 cosx, y(0) = −2, y′(0) = 1;
д) y′′ − 5y′ + 4y = 10e2x cosx, y(0) = −1, y′(0) = 1.
В-14. а) y′′ − 5y′ + 4y = −2e2x, y(0) = 3, y′(0) = 7;

б) y′′ − 3y′ − 10y = −10x2 − 6x− 8, y(0) = 2, y′(0) = −9;
в) y′′ + 2y′ − 3y = (5x+ 11)e2x, y(0) = 4, y′(0) = −6;
г) y′′ − y′ − 2y = 10 sinx, y(0) = 2, y′(0) = −1;
д) y′′ − 4y′ + 3y = 5ex cosx, y(0) = 0, y′(0) = 0.
В-15. а) y′′ − 4y′ + 3y = −e2x, y(0) = 2, y′(0) = 3;

б) y′′ + 2y′ − 3y = −3x2 + x+ 4, y(0) = 4, y′(0) = 5;
в) y′′ + y′ − 2y = (4x+ 5)e2x, y(0) = 0, y′(0) = 4;
г) y′′ − 3y′ + 2y = 10 cosx, y(0) = 2, y′(0) = −2;
д) y′′ − 3y′ + 2y = 2e2x sinx, y(0) = 0, y′(0) = −2.
Задача 12. Розв’язати задачу Кошi для неоднорiдного диферен-
цiального рiвняння зi спецiальною правою частиною. Врахува-
ти збiг параметру µ правої частини з коренем характеристи-
чного рiвняння.
В-1. а) y′′ − 3y′ + 2y = 3e2x, y(0) = 2, y′(0) = 6;
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б) y′′ − 3y′ + 2y = (2x+ 3) e2x, y(0) = 2, y′(0) = 3;
в) y′′ − 2y′ + y = (6x+ 4)ex, y(0) = 1, y′(0) = 2;
г) y′′ + y = 12x cosx, y(0) = 1, y′(0) = 3.
В-2. а) y′′ − 4y′ + 3y = 4e3x, y(0) = 3, y′(0) = 7;

б) y′′ − 4y′ + 3y = (4x+ 6) e3x, y(0) = 1, y′(0) = 3;
в) y′′ − 2y′ + y = (12x+ 6)ex, y(0) = 1, y′(0) = 1;
г) y′′ + y = 8x sinx, y(0) = 0, y′(0) = 1.
В-3. а) y′′ − 5y′ + 4y = 3e4x, y(0) = 1, y′(0) = 2;

б) y′′ − 5y′ + 4y = (12x+ 7) e4x, y(0) = 1, y′(0) = 5;
в) y′′ + 2y′ + y = (18x+ 2)e−x, y(0) = 0, y′(0) = 1;
г) y′′ + 4y = 16x cos 2x, y(0) = 1, y′(0) = −1.
В-4. а) y′′ − 6y′ + 5y = −4e5x, y(0) = 3, y′(0) = 10;

б) y′′ − 5y′ + 6y = (4x+ 3) e3x, y(0) = 2, y′(0) = 4;
в) y′′ + 2y′ + y = (6x− 4)e−x, y(0) = 1, y′(0) = −2;
г) y′′ + 4y = 32x sin 2x, y(0) = −1, y′(0) = 2.
В-5. а) y′′ − 5y′ + 6y = −2e3x, y(0) = 2, y′(0) = 2;

б) y′′ − 6y′ + 8y = (4x− 2) e4x, y(0) = 3, y′(0) = 8;
в) y′′ − 4y′ + 4y = (6x− 2)e2x, y(0) = 1, y′(0) = 2;
г) y′′ + 9y = 72x cos 3x, y(0) = 1, y′(0) = 2.
В-6. а) y′′ − 6y′ + 8y = −6e4x, y(0) = 0, y′(0) = −5;

б) y′′ − 7y′ + 12y = (2x− 1) e4x, y(0) = 0, y′(0) = −4;
в) y′′ − 4y′ + 4y = (12x+ 2)e2x, y(0) = 1, y′(0) = 3;
г) y′′ + 9y = 36x sin 3x, y(0) = 0, y′(0) = 3.
В-7. а) y′′ − 7y′ + 10y = −6e5x, y(0) = 2, y′(0) = 5;

б) y′′ − y′ − 2y = (6x+ 2) e2x, y(0) = 2, y′(0) = −2;
в) y′′ + 4y′ + 4y = (24x+ 2)e−2x, y(0) = 2, y′(0) = −4;
г) y′′ + 16y = 64x cos 4x, y(0) = −1, y′(0) = 5.
В-8. а) y′′ − 7y′ + 12y = −e4x, y(0) = 1, y′(0) = 2;

б) y′′ − 2y′ − 3y = (8x− 2) e3x, y(0) = 1, y′(0) = −2;
в) y′′ + 4y′ + 4y = (6x+ 8)e−2x, y(0) = 0, y′(0) = 1;
г) y′′ + 16y = 64x sin 4x, y(0) = 1, y′(0) = −4.
В-9. а) y′′ − 8y′ + 15y = 2e5x, y(0) = 1, y′(0) = 6;

б) y′′ − 3y′ − 4y = (10x+ 2) e4x, y(0) = 2, y′(0) = 3;
в) y′′ − 6y′ + 9y = (6x+ 6)e3x, y(0) = 1, y′(0) = 4;
г) y′′ + y = 16x cosx, y(0) = 1, y′(0) = 4.
В-10. а) y′′ − 9y′ + 20y = 2e5x, y(0) = 0, y′(0) = 3;

б) y′′ − y′ − 6y = (10x+ 2) e3x, y(0) = 1, y′(0) = −2;
в) y′′ − 6y′ + 9y = (12x+ 2)e3x, y(0) = 0, y′(0) = 1;
г) y′′ + y = 20x sinx, y(0) = 0, y′(0) = 1.
В-11. а) y′′ − y′ − 2y = 9e2x, y(0) = 1, y′(0) = 2;
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б) y′′ − 2y′ − 8y = (12x+ 8) e4x, y(0) = 1, y′(0) = 5;
в) y′′ + 6y′ + 9y = (12x− 2)e−3x, y(0) = 1, y′(0) = −3;
г) y′′ + 4y = 80x cos 2x, y(0) = 1, y′(0) = 3.
В-12. а) y′′ − 2y′ − 3y = 8e3x, y(0) = 2, y′(0) = 0;

б) y′′ − y′ − 12y = (14x+ 9) e4x, y(0) = 2, y′(0) = −5;
в) y′′ + 6y′ + 9y = (6x+ 2)e−3x, y(0) = 1, y′(0) = −2;
г) y′′ + 4y = 96x sin 2x, y(0) = −1, y′(0) = 2.
В-13. а) y′′ − 3y′ − 4y = 5e4x, y(0) = 1, y′(0) = 5;

б) y′′ + 3y′ + 2y = (2x− 3) e−2x, y(0) = 2, y′(0) = −2;
в) y′′ − 8y′ + 16y = (6x+ 4)e4x, y(0) = −1, y′(0) = −3;
г) y′′ + 9y = 36x cos 3x, y(0) = 2, y′(0) = 1.
В-14. а) y′′ − 4y′ − 5y = 6e5x, y(0) = 2, y′(0) = 11;

б) y′′ + 4y′ + 3y = (4x+ 2) e−3x, y(0) = 3, y′(0) = −9;
в) y′′ − 8y′ + 16y = (12x+ 2)e4x, y(0) = 1, y′(0) = 3;
г) y′′ + 9y = 36x sin 3x, y(0) = 0, y′(0) = 6.
В-15. а) y′′ − y′ − 6y = 5e3x, y(0) = 0, y′(0) = −4;
б) y′′ + 5y′ + 4y = (6x− 5) e−4x, y(0) = 2, y′(0) = −7;
в) y′′ + 8y′ + 16y = (12x+ 4)e−4x, y(0) = 1, y′(0) = −3;
г) y′′ + 16y = 64x cos 4x, y(0) = −1, y′(0) = 1.
Задача 13. Розв’язати задачу Кошi для системи однорiдних лi-
нiйних диференцiальних рiвнянь.

В-1.
{
x′1 = x1 − 2x2,
x′2 = 6x1 − 6x2,

x1(0) = 3, x2(0) = 5.

В-2.
{
x′1 = 5x1 − 8x2,
x′2 = 6x1 − 9x2,

x1(0) = 5, x2(0) = 4.

В-3.
{
x′1 = 2x1 − 5x2,
x′2 = x1 − 4x2,

x1(0) = 8, x2(0) = 4.

В-4.
{
x′1 = 3x1 − 3x2,
x′2 = 2x1 − 4x2,

x1(0) = 4, x2(0) = 3.

В-5.
{
x′1 = 6x1 − 3x2,
x′2 = 9x1 − 6x2,

x1(0) = 2, x2(0) = 4.

В-6.
{
x′1 = x1 − x2,
x′2 = 6x1 − 4x2,

x1(0) = 4, x2(0) = 9.

В-7.
{
x′1 = 2x1 − 2x2,
x′2 = 2x1 − 3x2,

x1(0) = 3, x2(0) = 3.

В-8.
{
x′1 = x1 − 3x2,
x′2 = −x1 − x2,

x1(0) = 4, x2(0) = 0.

В-9.
{
x′1 = 4x1 − 3x2,
x′2 = 2x1 − 3x2,

x1(0) = 4, x2(0) = 3.
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В-10.
{
x′1 = 5x1 − 8x2,
x′2 = 3x1 − 5x2,

x1(0) = 6, x2(0) = 4.

В-11.
{
x′1 = 5x1 − 6x2,
x′2 = 3x1 − 4x2,

x1(0) = 3, x2(0) = 2.

В-12.
{
x′1 = 7x1 − 8x2,
x′2 = 4x1 − 5x2,

x1(0) = 7, x2(0) = 4.

В-13.
{
x′1 = 5x1 − 2x2,
x′2 = 6x1 − 2x2,

x1(0) = 3, x2(0) = 5.

В-14.
{
x′1 = 7x1 − 6x2,
x′2 = 4x1 − 3x2,

x1(0) = 5, x2(0) = 4.

В-15.
{
x′1 = 8x1 − 5x2,
x′2 = 6x1 − 3x2,

x1(0) = 6, x2(0) = 7.

Задача 14. Розв’язати задачу Кошi для системи неоднорiдних
лiнiйних диференцiальних рiвнянь.

В-1.
{
x′1 = x1 − x2 − t+ 4,
x′2 = 12x1 − 6x2 − 18t+ 7,

x1(0) = 3, x2(0) = 10.

В-2.
{
x′1 = 3x1 − 2x2 + 2t− 11,
x′2 = 12x1 − 7x2 + 4t− 46,

x1(0) = 6, x2(0) = 5.

В-3.
{
x′1 = 3x1 − 2x2 − 8t+ 2,
x′2 = 6x1 − 5x2 − 17t+ 2,

x1(0) = 7, x2(0) = 10.

В-4.
{
x′1 = 7x1 − 10x2 − 4t+ 25,
x′2 = 5x1 − 8x2 − 2t+ 20,

x1(0) = 4, x2(0) = 5.

В-5.
{
x′1 = 7x1 − 4x2 + t+ 4,
x′2 = 10x1 − 7x2 + 4t+ 14,

x1(0) = 8, x2(0) = 14.

В-6.
{
x′1 = x1 − x2 + 2t+ 5,
x′2 = 6x1 − 4x2 + 4t+ 18,

x1(0) = 2, x2(0) = 9.

В-7.
{
x′1 = 7x1 − 3x2 − t− 10,
x′2 = 18x1 − 8x2 − 2t− 26,

x1(0) = 4, x2(0) = 6.

В-8.
{
x′1 = 4x1 − 3x2 − 5t+ 3,
x′2 = 4x1 − 4x2 − 4t+ 1,

x1(0) = 3, x2(0) = 3.

В-9.
{
x′1 = 4x1 − 3x2 − 2t− 7,
x′2 = 2x1 − 3x2 + 2t− 1,

x1(0) = 7, x2(0) = 4.

В-10.
{
x′1 = 5x1 − 2x2 + 2t+ 1,
x′2 = 12x1 − 5x2 + 6t+ 4,

x1(0) = 3, x2(0) = 7.

В-11.
{
x′1 = 5x1 − 2x2 − 2t+ 3,
x′2 = 9x1 − 4x2 − 2t+ 5,

x1(0) = 2, x2(0) = 4.

В-12.
{
x′1 = 5x1 − 4x2 − 6t− 1,
x′2 = 3x1 − 3x2 − 3t− 2,

x1(0) = 3, x2(0) = 2.
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В-13.
{
x′1 = 4x1 − x2 + 5t+ 1,
x′2 = 6x1 − x2 + 7t+ 5,

x1(0) = 2, x2(0) = 5.

В-14.
{
x′1 = 9x1 − 4x2 − 5t+ 2,
x′2 = 12x1 − 5x2 − 7t+ 3,

x1(0) = 2, x2(0) = 3.

В-15.
{
x′1 = 6x1 − 4x2 − 2t+ 1,
x′2 = 3x1 − x2 − 2t− 2,

x1(0) = 7, x2(0) = 7.

Задача 15. Розв’язати задачу Кошi для системи однорiдних лi-
нiйних диференцiальних рiвнянь з урахуванням кратностi ко-
реня характеристичного рiвняння.

В-1.
{
x′1 = 5x1 − x2,
x′2 = 16x1 − 3x2,

x1(0) = 1, x2(0) = 3.

В-2.
{
x′1 = 3x1 − x2,
x′2 = 16x1 − 5x2,

x1(0) = 1, x2(0) = 3.

В-3.
{
x′1 = 4x1 − x2,
x′2 = 9x1 − 2x2,

x1(0) = 1, x2(0) = 2.

В-4.
{
x′1 = 2x1 − x2,
x′2 = 9x1 − 4x2,

x1(0) = 1, x2(0) = 2.

В-5.
{
x′1 = 6x1 − x2,
x′2 = 16x1 − 2x2,

x1(0) = 1, x2(0) = 3.

В-6.
{
x′1 = 2x1 − x2,
x′2 = 16x1 − 6x2,

x1(0) = 1, x2(0) = 3.

В-7.
{
x′1 = 5x1 − x2,
x′2 = 9x1 − x2,

x1(0) = 1, x2(0) = 2.

В-8.
{
x′1 = x1 − x2,
x′2 = 9x1 − 5x2,

x1(0) = 1, x2(0) = 2.

В-9.
{
x′1 = 3x1 − x2,
x′2 = 4x1 − x2,

x1(0) = 1, x2(0) = 1.

В-10.
{
x′1 = x1 − x2,
x′2 = 4x1 − 3x2,

x1(0) = 1, x2(0) = 1.

В-11.
{
x′1 = 4x1 − x2,
x′2 = 4x1,

x1(0) = 1, x2(0) = 1.

В-12.
{
x′1 = x1 − x2,
x′2 = 9x1 − 5x2,

x1(0) = 2, x2(0) = 5.

В-13.
{
x′1 = 5x1 − x2,
x′2 = 4x1 + x2,

x1(0) = 1, x2(0) = 1.

В-14.
{
x′1 = 3x1 − 9x2,
x′2 = 4x1 − 9x2,

x1(0) = 2, x2(0) = 1.

В-15.
{
x′1 = 6x1 − x2,
x′2 = 4x1 + 2x2,

x1(0) = 1, x2(0) = 1.



3 РОЗВ’ЯЗОК

ТИПОВОГО ВАРIАНТУ

Задача 1. Розв’язати диференцiальне рiвняння з роздiленими
змiнними:

(x+ sinx)(y + 1)y′ = (1 + cosx)(y2 + 2y).

Маємо:

(x+ sinx)(y + 1)
dy

dx
= (1 + cosx)(y2 + 2y),

(y + 1) dy

y2 + 2y
=

(1 + cosx) dx

x+ sinx
,

i змiннi роздiлено. Iнтегруємо:∫
(y + 1) dy

y2 + 2y
=

∫
(1 + cosx) dx

x+ sinx
.

Введемо замiни y2 + 2y = z, (2y + 2) dy = dz, (y + 1) dy = 1
2 dz;

x+ sinx = t, (1 + cosx) dx = dt. Маємо:∫ 1
2 dz

z
=

∫
dt

t
, ln |z| = 2 ln |t|+ ln |C| , z = Ct2.

Вводимо оберненi замiни:

y2 + 2y = C(x+ sinx)2.

Загальний розв’язок знайдено у неявному виглядi.
Вiдповiдь: y2 + 2y = C(x+ sinx)2.
Задача 2. Розв’язати однорiдне диференцiальне рiвняння:

xy′ cos
y

x
= y cos

y

x
+ xe− sin y

x .

З метою надати рiвнянню вигляд, який мiстить лише похi-
дну y′ i вiдношення y

x , роздiлимо рiвняння на x:

y′ cos
y

x
=
y

x
cos

y

x
+ e− sin y

x .
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Очевидно, це однорiдне рiвняння. Введемо замiну z(x) = y(x)
x ,

y = xz, y′ = z + xz′. Маємо:

(z + xz′) cos z = z cos z + e− sin z,

z cos z + xz′ cos z = z cos z + e− sin z, x cos z
dz

dx
= e− sin z.

Отримали рiвняння з роздiленими змiнними:

cos zesin z dz =
dx

x
.

Пiсля iнтегрування знаходимо:

esin z = ln |x|+ C, esin
y
x = ln |x|+ C.

Вiдповiдь: esin
y
x = ln |x|+ C.

Задача 3. Розв’язати лiнiйне диференцiальне рiвняння першого

порядку зi змiнними коефiцiєнтами: y′ + (3x2 − 6x)y = e3x
2−x3

2
√
x+1

.
Розв’яжемо це рiвняння методом варiацiї довiльної сталої.

Вiдповiдне однорiдне рiвняння:

y′ + (3x2 − 6x)y = 0,
dy

dx
= (6x− 3x2)y,

dy

y
= (6x− 3x2) dx.

Отримали рiвняння з роздiленими змiнними. Iнтегруючи, одер-
жуємо:

ln |y| = 3x2 − x3 + ln |C| , yодн = Ce3x
2−x3

.

Тодi розв’язок неоднорiдного рiвняння шукаємо у виглядi

y = C(x)e3x
2−x3

.

Пiдставляючи цей вираз в умову задачi, маємо:

C ′e3x
2−x3

+ Ce3x
2−x3

(6x− 3x2) + (3x2 − 6x)Ce3x
2−x3

=
e3x

2−x3

2
√
x+ 1

,

C ′ =
1

2
√
x+ 1

, C(x) =

∫
C ′ dx =

∫
dx

2
√
x+ 1

=
√
x+ 1 + C0.

Остаточно:

y = C(x)e3x
2−x3

=
(√
x+ 1 + C0

)
e3x

2−x3

.
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Вiдповiдь: y =
(√
x+ 1 + C0

)
e3x

2−x3

.
Задача 4. Розв’язати нелiнiйне диференцiальне рiвняння пер-

шого порядку: y′
(

3−4y
(2y2−3y)2 −

x√
1−y2

)
= arcsin y.

Це рiвняння є нелiнiйним за змiнною y, але змiнна x входить
до нього лише в першому степенi. Тому переходимо до задачi
пошуку оберненої функцiї x(y). Маємо:

dy

dx

(
3− 4y

(2y2 − 3y)2
− x√

1− y2

)
= arcsin y,

3− 4y

(2y2 − 3y)2
− x√

1− y2
= arcsin y · dx

dy
,

dx

dy
+ x · 1√

1− y2 arcsin y
=

3− 4y

(2y2 − 3y)2 arcsin y
.

Розв’язок цiєї задачi методом Бернуллi шукаємо у виглядi до-
бутку x(y) = u(y) · v(y):

u′v + uv′ + uv · 1√
1− y2 arcsin y

=
3− 4y

(2y2 − 3y)2 arcsin y
,

(
u′ + u · 1√

1− y2 arcsin y

)
v + uv′ =

3− 4y

(2y2 − 3y)2 arcsin y
,

Функцiю u пiдберемо як частинний розв’язок рiвняння

du

dy
+ u · 1√

1− y2 arcsin y
= 0,

du

u
= − dy√

1− y2 arcsin y
.

Отримали рiвняння з роздiленими змiнними. Його iнтегруван-
ня веде до результату:

lnu = − ln (arcsin y) , u =
1

arcsin y
.

Тодi

1

arcsin y
· v′ =

3− 4y

(2y2 − 3y)2 arcsin y
, v′ =

3− 4y

(2y2 − 3y)2
,

v(y) =

∫
v′(y) dy =

∫
(3− 4y) dy

(2y2 − 3y)2
=

∥∥∥∥2y2 − 3y = t
(4y − 3) dy = dt

∥∥∥∥ =
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=

∫
−dt
t2

=
1

t
+ C =

1

2y2 − 3y
+ C.

Остаточно маємо

x(y) = u(y) · v(y) =
1

arcsin y
·
(

1

2y2 − 3y
+ C

)
.

Вiдповiдь:x arcsin y = 1
2y2−3y + C.

Задача 5. Розв’язати диференцiальне рiвняння Бернуллi:

y′ − (2x+ 1)y

x2 + x
= 3 cosx 3

√
(x2 + x)y2.

В лiвiй частинi шукана функцiя y(x) мiститься в першому сте-
пенi, а в правiй – в степенi n = 2

3 6= 1. Отже, це диференцiальне
рiвняння Бернуллi з показником n = 2

3 . Розв’яжемо його мето-
дом Бернуллi, тобто шукатимемо загальний розв’язок у виглядi
y(x) = u(x) · v(x). Нижче функцiю u(x) оберемо на власний роз-
суд за мiркуваннями зручностi. Рiвняння набуває вигляду

u′v + uv′ − (2x+ 1)uv

x2 + x
= 3 cosx 3

√
(x2 + x)u2v2.

Групуємо перший i третiй доданки в лiвiй частинi:(
u′ − (2x+ 1)u

x2 + x

)
v + uv′ = 3 cosx 3

√
(x2 + x)u2v2,

Отже, в якостi u зручно обрати довiльний частинний розв’язок
рiвняння u′ − (2x+1)u

x2+x = 0. Маємо:

du

dx
=

(2x+ 1)u

x2 + x
,

du

u
=

(2x+ 1) dx

x2 + x
.

Виникло рiвняння з роздiленими змiнними. Пiсля iнтегрування
одержуємо:

ln |u| = ln
∣∣x2 + x

∣∣+ ln |C| , u = C(x2 + x).

Оскiльки ми зараз шукаємо довiльний частинний розв’язок,
то при iнтегруваннi невизначена константа iнтегрування може
бути обраною в довiльний спосiб. Зручно покласти C = 1, i ми
отримуємо:

u = x2 + x.
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Тодi рiвняння набуває вигляду

uv′ = 3 cosx 3
√

(x2 + x)u2v2, v′ = 3 cosx
3
√
x2 + x · u− 1

3 v
2
3

при вже вiдомiй функцiї u(x). Пiдставляючи її, знаходимо:

v′ = 3 cosxv
2
3 .

Це рiвняння з роздiленими змiнними:

dv

dx
= 3 cosxv

2
3 , v−

2
3 dv = 3 cosx dx.

Iнтегруючи, отримуємо:

3v
1
3 = 3 sinx+ C̃.

Позначаючи C̃ = 3C i пiдносячи до кубу, знаходимо:

v = (sinx+ C)3.

Остаточно маємо:

y = uv =
(
x2 + x

)
(sinx+ C)3.

Виконаємо перевiрку:

(2x+ 1) (sinx+ C)3 +
(
x2 + x

)
· 3(sinx+ C)2 · cosx−

− (2x+ 1)

x2 + x
·
(
x2 + x

)
(sinx+ C)3 =

= 3 cosx
3

√
(x2 + x) (x2 + x)

2
(sinx+ C)6,(

x2 + x
)
· 3(sinx+ C)2 · cosx = 3 cosx

3

√
(x2 + x)

3
(sinx+ C)6,

що очевидно.
Вiдповiдь: y =

(
x2 + x

)
(sinx+ C)3.

Задача 6. Розв’язати диференцiальне рiвняння в повних дифе-
ренцiалах: (6xy2 + 4y) dx+ (6x2y + 4x) dy.

За умовою маємо: P = 6xy2 +4y, Q = 6x2y+4x; ∂P∂y = 12xy+4,
∂Q
∂x = 12xy + 4, ∂P

∂y = ∂Q
∂x . Отже, маємо повний диференцiал у

лiвiй частинi. Тодi шукана функцiя

u =

∫
P dx =

∫
(6xy2 + 4y) dx = 3x2y2 + 4xy + ϕ(y).
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Тодi ∂
∂y

(
3x2y2 + 4xy + ϕ(y)

)
= Q(x, y), 6x2y+4x+ϕ′(y) = 6x2y+4x,

ϕ′(y) = 0, ϕ(y) = C. Розв’язок має вигляд u = const, 3x2y2 +4xy+
+ C = const, 3x2y2 + 4xy = const.
Вiдповiдь: 3x2y2 + 4xy = const.
Задача 7. Знайти частинний розв’язок диференцiального рiв-
няння другого порядку, якщо рiвняння не мiстить а) шукану
функцiю; б) аргумент:

а)


xy′′ + y′ = 1√

x
,

y(1) = 4,
y′(1) = 3;

б)

y
′′ = 8y3,
y(0) = −1,
y′(0) = 2.

а) Рiвняння не мiстить шукану функцiю y(x), тому позна-
чимо новою лiтерою молодшу з наявних похiдних: z(x) = y′(x),
z′(x) = y′′(x). Початкова умова z(1) = y′(1) = 3. Отримали зада-
чу Кошi: {

xz′ + z = 1√
x
,

z(1) = 3,

{
z′ + z

x = 1
x
√
x
,

z(1) = 3.

Лiнiйне рiвняння зi змiнними коефiцiєнтами розв’язуємо мето-
дом Бернуллi: нехай z(x) = u(x) · v(x). Маємо:

u′v + uv′ +
uv

x
=

1

x
√
x
, v

(
u′ +

u

x

)
+ uv′ =

1

x
√
x
.

Пiдберемо функцiю u(x):

u′ +
u

x
= 0,

du

dx
= −u

x
,

du

u
= −dx

x
, lnu = − lnx, u =

1

x
.

Тодi:

0 +
1

x
· v′ =

1

x
√
x
, v′ =

1√
x
, v = 2

√
x+ C,

z(x) = u(x) · v(x) =
2
√
x+ C

x
=

2√
x

+
C

x
.

З початкових умов:

3 =
2√
1

+
C

1
, C = 1, z(x) =

2√
x

+
1

x
.



38

Тодi

y =

∫
y′(x) dx =

∫
z(x) dx =

∫ (
2√
x

+
1

x

)
dx = 4

√
x+ ln |x|+B.

З початкових умов:

4 = 4
√

1 + ln |1|+B, B = 0.

Остаточно: y = 4
√
x+ ln |x|.

б) Рiвняння не мiстить аргумент x, тому, вважаючи y новим
незалежним аргументом, покладемо p(y) = y′. Маємо:

y′′ = y′′xx =
d

dx

(
dy

dx

)
=
d (y′)

dx
=
dp

dx
=
dp

dy
· dy
dx

= p′y · y′ = pp′y = pp′.

Тут похiдна в правiй частинi береться за змiнною y. Рiвняння
набуває вигляду pp′ = 8y3.

За початковими умовами при x = 0 одночасно вiдбуваються
двi рiвностi: y = −1 i p(y) = y′ = 2. Отже, початкова умова
p|y=−1 = 2, або p(−1) = 2. Отримали задачу Кошi:{

pp′ = 8y3,
p(−1) = 2.

Роздiляючи змiннi i iнтегруючи, отримуємо:

p · dp
dy

= 8y3, p dp = 8y3 dy,
p2

2
= 2y4 + C.

З початкових умов:

22

2
= 2 · (−1)4 + C, C = 0,

p2

2
= 2y4, p = 2y2,

dy

dx
= 2y2.

Знову роздiляємо змiннi i iнтегруємо:

dy

y2
= 2 dx, −1

y
= 2x+B.

З початкових умов:

− 1

−1
= 2 · 0 +B, B = 1.
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Тодi − 1
y = 2x+ 1. Остаточно: y = − 1

2x+1 .
Вiдповiдь: а) y = 4

√
x+ ln |x|; б) y = − 1

2x+1 .
Задача 8. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвня-
ння: y′′ − 2y′ + y = 15ex · x+1√

x
. Зробити перевiрку.

Запропоноване рiвняння є лiнiйним неоднорiдним диферен-
цiальним рiвнянням другого порядку зi сталими коефiцiєнта-
ми. Але права частина f(x) = 15ex· x+1√

x
не є спецiальною правою

частиною вигляду (1.17). Тому розв’яжемо це рiвняння методом
Лагранжа (варiацiї довiльних сталих).

Вiдповiдне однорiдне рiвняння: y′′ − 2y′ + y = 0. Його хара-
ктеристичне рiвняння: λ2−2λ+1 = 0, (λ−1)2 = 0. Маємо корiнь
λ = 1 другої кратностi. Тому фундаментальна система розв’яз-
кiв складається з функцiй y1 = ex, y2 = xex. Загальний розв’я-
зок однорiдного рiвняння yодн = C1y1 + C2y2. Тодi загальний
розв’язок неоднорiдного рiвняння методом Лагранжа (варiацiї
довiльних сталих) шукаємо у виглядi

y = C1(x)y1(x) + C2(x)y2(x).

В цей момент ми переходимо вiд задачi пошуку однiєї фун-
кцiї y(x) до задачi пошуку двох функцiй C1(x), C2(x). Згiдно
до п. 1.8 складаємо систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь для
знаходження похiдних C ′1(x), C ′2(x) шуканих функцiй:(

ex xex

ex (1 + x)ex

)(
C ′1
C ′2

)
=

(
0

15ex · x+1√
x

)
.

За правилами Крамера

∆ =

∣∣∣∣ex xex

ex (1 + x)ex

∣∣∣∣ = (1 + x)e2x − xe2x = e2x 6= 0,

∆1 =

∣∣∣∣ 0 xex

15ex · x+1√
x

(1 + x)ex

∣∣∣∣ = −15e2x(x+ 1)
√
x,

∆2 =

∣∣∣∣ex 0
ex 15ex · x+1√

x

∣∣∣∣ = 15e2x · x+ 1√
x
.

Отже,

C ′1 =
∆1

∆
= −15

(
x

3
2 + x

1
2

)
, C ′2 =

∆2

∆
= 15

(
x

1
2 + x−

1
2

)
.
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Iнтегруючи, отримуємо:

C1(x) =

∫
C ′1(x) dx = −15

∫ (
x

3
2 + x

1
2

)
dx =

= −15

(
2

5
x

5
2 +

2

3
x

3
2

)
+B1 = −6x

5
2 − 10x

3
2 +B1,

C2(x) =

∫
C ′2(x) dx = 15

∫ (
x

1
2 + x−

1
2

)
dx =

= 15

(
2

3
x

3
2 + 2x

1
2

)
+B2 = 10x

3
2 + 30x

1
2 +B2.

Тодi загальний розв’язок неоднорiдного рiвняння:

y =
(
−6x

5
2 − 10x

3
2 +B1

)
ex +

(
10x

3
2 + 30x

1
2 +B2

)
xex =

=
(
−6x

5
2 − 10x

3
2 +B1

)
ex +

(
10x

5
2 + 30x

3
2 +B2x

)
ex =

=
(

4x
5
2 + 20x

3
2 +B1 +B2x

)
ex =

=
(

4x
5
2 + 20x

3
2

)
ex︸ ︷︷ ︸

y∗

+ (B1 +B2x) ex︸ ︷︷ ︸
yодн

.

Тут доданок

yодн = (B1 +B2x) ex = B1e
x +B2xe

x = B1y1 +B2y2

є загальним розв’язком однорiдного рiвняння. Тому для пере-
вiрки достатньо до рiвняння пiдставити лише частину

y∗ =
(

4x
5
2 + 20x

3
2

)
ex

отриманого виразу. Ця функцiя, як ми зараз переконаємось, i
є частинним розв’язком неоднорiдного рiвняння. Маємо:

y′∗ =

(
4 · 5

2
x

3
2 + 20 · 3

2
x

1
2

)
ex +

(
4x

5
2 + 20x

3
2

)
(ex)

′
=

=
(

4x
5
2 + 30x

3
2 + 30x

1
2

)
ex,
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y′′∗ =

(
4 · 5

2
x

3
2 + 30 · 3

2
x

1
2 + 30 · 1

2
x−

1
2

)
ex+

+
(

4x
5
2 + 30x

3
2 + 30x

1
2

)
(ex)

′
=
(

4x
5
2 + 40x

3
2 + 75x

1
2 + 15x−

1
2

)
ex.

Пiдставляючи цi похiднi до лiвої частини вихiдного рiвняння,
отримуємо:

y′′∗ − 2y′∗ + y∗ =
(

4x
5
2 + 40x

3
2 + 75x

1
2 + 15x−

1
2

)
ex−

−2
[(

4x
5
2 + 30x

3
2 + 30x

1
2

)
ex
]

+
(

4x
5
2 + 20x

3
2

)
ex =

= 15x
1
2 ex + 15x−

1
2 ex = 15ex

(√
x+

1√
x

)
= 15ex · x+ 1√

x
,

що збiгається з правою частиною f(x). Отже, функцiя y∗ i
справдi є частинним розв’язком неоднорiдного рiвняння, а су-
ма y = y∗+yодн – загальним розв’язком неоднорiдного рiвняння.

Вiдповiдь: y =
(

4x
5
2 + 20x

3
2 +B1 +B2x

)
ex.

Задача 9. Розв’язати задачу Кошi:
а) y′′ + 6y′ + 8y = 0, y(0) = 3, y′(0) = −8;
б) y′′ + 8y′ + 16y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 3;
в) y′′′ − 10y′′ + 33y′ − 36y = 0, y(0) = −1, y′(0) = −1, y′′(0) = 2;
г) y′′ + 16y = 0, y(0) = 2, y′(0) = −12;
д) y′′ + 6y′ + 25y = 0, y(0) = 4, y′(0) = 0.
а) Складемо характеристичне рiвняння: λ2 + 6λ + 8 = 0. Його
коренi λ1 = −4, λ2 = −2. Вони виявились дiйсними i вiдмiнни-
ми один вiд одного. Тому фундаментальна система розв’язкiв
складається з функцiй y1 = e−4x, y2 = e−2x. Тодi за принципом
суперпозицiї загальний розв’язок однорiдного рiвняння

y = C1y1 + C2y2 = C1e
−4x + C2e

−2x.

Для похiдної маємо вираз y′ = −4C1e
−4x − 2C2e

−2x. При вико-
ристаннi початкових умов виникає система рiвнянь:{

C1 + C2 = 3,
−4C1 − 2C2 = −8.

Маємо очевидний розв’язок C1 = 1, C2 = 2. Тодi розв’язок за-
дачi Кошi (частинний розв’язок, який задовольняє початковi
умови) y = e−4x + 2e−2x.
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б) Складемо характеристичне рiвняння: λ2 + 8λ + 16 = 0. Його
корiнь λ1 = −4 має кратнiсть 2. Тому фундаментальна система
розв’язкiв складається з функцiї y1 = e−4x i приєднаної до неї
функцiї y2 = xe−4x. Тодi за принципом суперпозицiї загальний
розв’язок однорiдного рiвняння

y = C1y1 + C2y2 = C1e
−4x + C2xe

−4x.

Для похiдної маємо вираз y′ = −4C1e
−4x + C2e

−4x − 4C2xe
−4x.

При використаннi початкових умов виникає система рiвнянь:{
C1 = 0,
−4C1 + C2 = 3.

Маємо очевидний розв’язок C1 = 0, C2 = 3. Тодi розв’язок за-
дачi Кошi y = 3xe−4x.
в) Складемо характеристичне рiвняння: λ3− 10λ2 + 33λ− 36 = 0.
Нехай його коренi λ1, λ2, λ3. Тодi характеристичне рiвняння
повинно мати вигляд

(λ− λ1)(λ− λ2)(λ− λ3) = 0.

Розкриваючи дужки, легко переконатись, що вiльний член лi-
вої частини дорiвнює −λ1λ2λ3, тобто −λ1λ2λ3 = −36. Тому якщо
числа λ1, λ2, λ3 є цiлими, то вони повиннi бути дiльниками чи-
сла −36. Отже, коренi можуть знайтись серед чисел ±1, ±2, ±3,
±4, ±6, ±9, ±12, ±18, ±36. Методом пiдбору легко встановити,
що число λ = 4 є коренем рiвняння. З урахуванням цього:

λ3 − 10λ2 + 33λ− 36 = λ3 − 4λ2 − 6λ2 + 33λ− 36 =

= λ2(λ− 4)− 6λ2 + 24λ+ 9λ− 36 =

= λ2(λ− 4)− 6λ (λ− 4) + 9 (λ− 4) =

= (λ− 4)
(
λ2 − 6λ+ 9

)
= (λ− 4) (λ− 3)

2
.

Отже, коренi характеристичного рiвняння λ1,2 = 3 (кратностi
2), λ3 = 4 (простий).

Зауважимо, знайти коренi можна також за допомогою iнтернет-ресурсу:
wolframalpha.com. В рядок по центру екрану введiть послiдовнiсть символiв
x^3-10x^2+33x-36=0 i натиснiть клавiшу «Enter».
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За знайденими коренями будуємо фундаментальну систему
розв’язкiв: y1 = e3x, y2 = xe3x, y3 = e4x. Тодi за принципом
суперпозицiї загальний розв’язок однорiдного рiвняння

y = C1y1 + C2y2 + C3y3 = C1e
3x + C2xe

3x + C3e
4x.

Для похiдних маємо вирази

y′ = 3C1e
3x + C2e

3x + 3C2xe
3x + 4C3e

4x,

y′′ = 9C1e
3x + 3C2e

3x + 3C2e
3x + 9C2xe

3x + 16C3e
4x.

При використаннi початкових умов виникає система рiвнянь:C1 + C3 = −1,
3C1 + C2 + 4C3 = −1,
9C1 + 6C2 + 16C3 = 2.

Її розв’язок C1 = 0, C2 = 3, C3 = −1. Тодi розв’язок задачi Кошi
y = 3xe3x − e4x.
г) Складемо характеристичне рiвняння: λ2 + 16 = 0. Його ко-
ренi λ1,2 = ±4i. Тому фундаментальна система розв’язкiв скла-
дається з функцiй y1 = cos 4x, y2 = sin 4x. Тодi за принципом
суперпозицiї загальний розв’язок однорiдного рiвняння

y = C1y1 + C2y2 = C1 cos 4x+ C2 sin 4x.

Для похiдної маємо вираз y′ = −4C1 sin 4x + 4C2 cos 4x. При ви-
користаннi початкових умов виникає система рiвнянь:{

C1 = 2,
4C2 = −12.

Маємо очевидний розв’язок C1 = 2, C2 = −3. Тодi розв’язок
задачi Кошi y = 2 cos 4x− 3 sin 4x.
д) Складемо характеристичне рiвняння: λ2 + 6λ + 25 = 0. Його
коренi

λ1,2 =
−6±

√
62 − 4 · 25

2
=
−6±

√
−64

2
=
−6± 8i

2
= −3± 4i.

Тому фундаментальна система розв’язкiв складається з фун-
кцiй y1 = e−3x cos 4x, y2 = e−3x sin 4x. Тодi за принципом супер-
позицiї загальний розв’язок однорiдного рiвняння

y = C1y1 + C2y2 = C1e
−3x cos 4x+ C2e

−3x sin 4x.
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Для похiдної маємо вираз

y′ = −3C1e
−3x cos 4x− 4C1e

−3x sin 4x−

−3C2e
−3x sin 4x+ 4C2e

−3x cos 4x.

При використаннi початкових умов виникає система рiвнянь:{
C1 = 4,
−3C1 + 4C2 = 0.

Маємо очевидний розв’язок C1 = 4, C2 = 3. Тодi розв’язок за-
дачi Кошi y = 4e−3x cos 4x+ 3e−3x sin 4x = (4 cos 4x+ 3 sin 4x) e−3x.
Вiдповiдь: а) y = e−4x + 2e−2x; б) y = 3xe−4x; в) y = 3xe3x − e4x;
г) y = 2 cos 4x− 3 sin 4x; д) y = (4 cos 4x+ 3 sin 4x) e−3x.
Задача 10. Побудувати загальний розв’язок однорiдного рiвня-
ння: y(IV) − 12y′′′ + 56y′′ − 120y′ + 100y = 0.

Складемо характеристичне рiвняння:

λ4 − 12λ3 + 56λ2 − 120λ+ 100 = 0.

Його коренi, знайденi за допомогою wolframalpha.com, дорiв-
нюють λ1,2 = 3± i. Тому розкладання лiвої частини на множни-
ки повинно мiстити фрагмент

(λ− λ1)(λ− λ2) = λ2 − (λ1 + λ2)λ+ λ1λ2 =

= λ2 − (3 + i+ 3− i)λ+ (3 + i)(3− i) = λ2 − 6λ+ 10.

Цей квадратний тричлен має бути дiльником лiвої частини:

λ4 − 12λ3 + 56λ2 − 120λ+ 100 λ2 − 6λ+ 10

λ4 − 6λ3 + 10λ2 λ2 − 6λ+ 10

−6λ3 + 46λ2 − 120λ
−6λ3 + 36λ2 − 60λ

10λ2 − 60λ+ 100
10λ2 − 60λ+ 100

0

Отже, характеристичний многочлен є повним квадратом:

λ4 − 12λ3 + 56λ2 − 120λ+ 100 =
(
λ2 − 6λ+ 10

)2
.
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Тому кожний з коренiв λ1,2 є коренем другої кратностi. Тодi до
фундаментальної системи розв’язкiв входять функцiї

y1 = e3x cosx, y2 = e3x sinx,

а також приєднанi до них функцiї

y3 = xe3x cosx, y4 = xe3x sinx.

Тодi за принципом суперпозицiї загальний розв’язок однорi-
дного рiвняння

y = C1y1 + C2y2 + C3y3 + C4y4 =

= C1e
3x cosx+ C2e

3x sinx+ C3xe
3x cosx+ C4xe

3x sinx.

Вiдповiдь: y = C1e
3x cosx+ C2e

3x sinx+ C3xe
3x cosx+ C4xe

3x sinx.
Задача 11. Розв’язати задачу Кошi для неоднорiдного диферен-
цiального рiвняння зi спецiальною правою частиною:
а) y′′ − 3y′ + 2y = 2e3x, y(0) = 6, y′(0) = 10;
б) y′′ + 2y′ − 8y = −8x2 + 4x+ 10, y(0) = 3, y′(0) = −16;
в) y′′ − 6y′ + 5y = (12x− 8)e−x, y(0) = 2, y′(0) = 7;
г) y′′ − 3y′ + 2y = 10 sinx, y(0) = 4, y′(0) = 2;
д) y′′ − 7y′ + 12y = 2e3x sinx, y(0) = 1, y′(0) = 1.

а) Однорiдне рiвняння: y′′ − 3y′ + 2y = 0. Характеристичне
рiвняння λ2 − 3λ + 2 = 0 має коренi λ1 = 1, λ2 = 2. Як бачимо,
λ2 6= λ1, тому фундаментальна система розв’язкiв складається
з функцiй y1 = ex, y2 = e2x, а загальний розв’язок однорiдного
рiвняння за принципом суперпозицiї yодн = C1e

x + C2e
2x.

Права частина f(x) = 2e3x є спецiальною правою частиною
з параметром µ = 3, який не збiгається з жодним з коренiв λ1,2.
Тому частинний розв’язок неоднорiдного рiвняння шукаємо у
виглядi

y∗ = ae3x,

який узагальнює вигляд правої частини. Маємо:

y′∗ = 3ae3x, y′′∗ = 9ae3x.

Тодi неоднорiдне рiвняння набуває вигляду

9ae3x − 3 · 3ae3x + 2 · ae3x = 2e3x,
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звiдки a = 1. Тодi y∗ = e3x, i загальний розв’язок неоднорiдного
рiвняння

y = yодн + y∗ = C1e
x + C2e

2x + e3x.

Маємо:
y′ = C1e

x + 2C2e
2x + 3e3x.

Тодi з використанням початкових умов виникає система:{
y(0) = C1 + C2 + 1 = 6;
y′(0) = C1 + 2C2 + 3 = 10.

Її розв’язок C1 = 3, C2 = 2. Остаточно, розв’язок задачi Ко-
шi (частинний розв’язок, який задовольняє початковi умови)
набуває вигляду y = 3ex + 2e2x + e3x.

б) Однорiдне рiвняння: y′′ + 2y′ − 8y = 0. Характеристичне
рiвняння λ2 + 2λ− 8 = 0 має коренi λ1 = 2, λ2 = −4. Як бачимо,
λ2 6= λ1, тому фундаментальна система розв’язкiв складається з
функцiй y1 = e2x, y2 = e−4x, а загальний розв’язок однорiдного
рiвняння за принципом суперпозицiї yодн = C1e

2x + C2e
−4x.

Права частина f(x) = −8x2 + 4x + 10 =
(
−8x2 + 4x+ 10

)
· e0

є спецiальною правою частиною з параметром µ = 0, який не
збiгається з жодним з коренiв λ1,2. Тому частинний розв’язок
неоднорiдного рiвняння шукаємо у виглядi

y∗ = q0x
2 + q1x+ q2,

який узагальнює вигляд правої частини. Маємо:

y′∗ = 2q0x+ q1, y′′∗ = 2q0.

Тодi неоднорiдне рiвняння набуває вигляду

2q0 + 2 (2q0x+ q1)− 8
(
q0x

2 + q1x+ q2
)

= −8x2 + 4x+ 10.

Методом невизначених коефiцiєнтiв складаємо систему:

x2: −8q0 = −8;
x1: 4q0 − 8q1 = 4;
x0: 2q0 + 2q1 − 8q2 = 10.

Її розв’язок q0 = 1, q1 = 0, q2 = −1. Тодi y∗ = x2 − 1, i загальний
розв’язок неоднорiдного рiвняння

y = yодн + y∗ = C1e
2x + C2e

−4x + x2 − 1.
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Маємо:
y′ = 2C1e

x − 4C2e
2x + 2x.

Тодi з використанням початкових умов виникає система:{
y(0) = C1 + C2 − 1 = 3;
y′(0) = 2C1 − 4C2 = −16.

Її розв’язок C1 = 0, C2 = 4. Остаточно, розв’язок задачi Кошi
набуває вигляду y = 4e−4x + x2 − 1.

в) Однорiдне рiвняння: y′′ − 6y′ + 5y = 0. Характеристичне
рiвняння λ2 − 6λ + 5 = 0 має коренi λ1 = 1, λ2 = 5. Як бачимо,
λ2 6= λ1, тому фундаментальна система розв’язкiв складається
з функцiй y1 = ex, y2 = e5x, а загальний розв’язок однорiдного
рiвняння за принципом суперпозицiї yодн = C1e

x + C2e
5x.

Права частина f(x) = (12x − 8)e−x є спецiальною правою
частиною з параметром µ = −1, який не збiгається з жодним з
коренiв λ1,2. Тому частинний розв’язок неоднорiдного рiвняння
шукаємо у виглядi

y∗ = (q0x+ q1) e−x,

який узагальнює вигляд правої частини. Маємо:

y′∗ = q0e
−x − (q0x+ q1) e−x = (−q0x+ q0 − q1) e−x,

y′′∗ = −q0e−x − (−q0x+ q0 − q1) e−x = (q0x− 2q0 + q1) e−x.

Тодi неоднорiдне рiвняння набуває вигляду

(q0x− 2q0 + q1) e−x − 6 (−q0x+ q0 − q1) e−x+

+5 (q0x+ q1) e−x = (12x− 8)e−x.

Методом невизначених коефiцiєнтiв складаємо систему:

xe−x: q0 + 6q0 + 5q0 = 12;
e−x: (−2q0 + q1)− 6 (q0 − q1) + 5q1 = −8.

Її розв’язок q0 = 1, q1 = 0. Тодi y∗ = xe−x, i загальний розв’язок
неоднорiдного рiвняння

y = yодн + y∗ = C1e
x + C2e

5x + xe−x.
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Маємо:
y′ = C1e

x + 5C2e
5x + e−x − xe−x.

Тодi з використанням початкових умов виникає система:{
y(0) = C1 + C2 = 2;
y′(0) = C1 + 5C2 + 1 = 7.

Її розв’язок C1 = 1, C2 = 1. Остаточно, розв’язок задачi Кошi
набуває вигляду y = ex + e5x + xe−x.

г) Однорiдне рiвняння: y′′ − 3y′ + 2y = 0. Характеристичне
рiвняння λ2 − 3λ + 2 = 0 має коренi λ1 = 1, λ2 = 2. Як бачимо,
λ2 6= λ1, тому фундаментальна система розв’язкiв складається
з функцiй y1 = ex, y2 = e2x, а загальний розв’язок однорiдного
рiвняння за принципом суперпозицiї yодн = C1e

x + C2e
2x.

Права частина f(x) = 10 sinx є комбiнацiєю спецiальних пра-
вих частин з параметром µ = 0±1i, який не збiгається з жодним
з коренiв λ1,2. Тому частинний розв’язок неоднорiдного рiвня-
ння шукаємо у виглядi

y∗ = M cosx+N sinx,

який узагальнює вигляд правої частини. Нагадаємо, з вiдсу-
тностi косинусу в правiй частинi не випливає, що цей косинус
повинен бути вiдcутнiм i в частинному розв’язку; його наяв-
нiсть ми припускаємо за допомогою доданку M cosx. Маємо:

y′∗ = −M sinx+N cosx, y′′∗ = −M cosx−N sinx.

Тодi неоднорiдне рiвняння набуває вигляду

(−M cosx−N sinx)− 3 (−M sinx+N cosx) +

+2 (M cosx+N sinx) = 10 sinx.

Методом невизначених коефiцiєнтiв складаємо систему:

cosx: −M − 3N + 2M = 0;
sinx: −N + 3M + 2N = 10.

Її розв’язок M = 3, N = 1. Тодi y∗ = 3 cosx + sinx, i загальний
розв’язок неоднорiдного рiвняння

y = yодн + y∗ = C1e
x + C2e

2x + 3 cosx+ sinx.
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Маємо:
y′ = C1e

x + 2C2e
2x − 3 sinx+ cosx.

Тодi з використанням початкових умов виникає система:{
y(0) = C1 + C2 + 3 = 4;
y′(0) = C1 + 2C2 + 1 = 2.

Її розв’язок C1 = 1, C2 = 0. Остаточно, розв’язок задачi Кошi
набуває вигляду y = ex + 3 cosx+ sinx.

д) Однорiдне рiвняння: y′′ − 7y′ + 12y = 0. Характеристичне
рiвняння λ2 − 7λ + 12 = 0 має коренi λ1 = 3, λ2 = 4. Як бачимо,
λ2 6= λ1, тому фундаментальна система розв’язкiв складається
з функцiй y1 = e3x, y2 = e4x, а загальний розв’язок однорiдного
рiвняння за принципом суперпозицiї yодн = C1e

3x + C2e
4x.

Права частина f(x) = 2e3x sinx є комбiнацiєю спецiальних
правих частин з параметром µ = 3 ± 1i, який не збiгається з
жодним з коренiв λ1,2. Тому частинний розв’язок неоднорiдно-
го рiвняння шукаємо у виглядi

y∗ = e3x (M cosx+N sinx) ,

який узагальнює вигляд правої частини. Нагадаємо, з вiдсу-
тностi косинусу в правiй частинi не випливає, що цей косинус
повинен бути вiдcутнiм i в частинному розв’язку; його наяв-
нiсть ми припускаємо за допомогою доданку M cosx. Маємо:

y′∗ = 3e3x (M cosx+N sinx) + e3x (−M sinx+N cosx) =

= e3x [(3M +N) cosx+ (3N −M) sinx] ,

y′′∗ = 3e3x [(3M +N) cosx+ (3N −M) sinx] +

+e3x [− (3M +N) sinx+ (3N −M) cosx] =

= e3x [(8M + 6N) cosx+ (8N − 6M) sinx] .

Тодi неоднорiдне рiвняння набуває вигляду

e3x [(8M + 6N) cosx+ (8N − 6M) sinx]−

−7e3x [(3M +N) cosx+ (3N −M) sinx] +

+12e3x (M cosx+N sinx) = 2e3x sinx.
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Методом невизначених коефiцiєнтiв складаємо систему:

cosxe3x: (8M + 6N)− 7 (3M +N) + 12M = 0;
sinxe3x: (8N − 6M)− 7 (3N −M) + 12N = 2.

Її розв’язок M = 1, N = −1. Тодi y∗ = e3x (cosx− sinx), i загаль-
ний розв’язок неоднорiдного рiвняння

y = yодн + y∗ = C1e
3x + C2e

4x + e3x (cosx− sinx) .

Маємо:

y′ = 3C1e
3x + 4C2e

4x + 3e3x (cosx− sinx) + e3x (− sinx− cosx) .

Тодi з використанням початкових умов виникає система:{
y(0) = C1 + C2 + 1 = 1;
y′(0) = 3C1 + 4C2 + 3− 1 = 1.

Її розв’язок C1 = 1, C2 = −1. Остаточно, розв’язок задачi Кошi
набуває вигляду y = e3x − e4x + e3x (cosx− sinx).
Вiдповiдь: а) y = 3ex + 2e2x + e3x; б) y = 4e−4x + x2 − 1;
в) y = ex + e5x + xe−x; г) y = ex + 3 cosx+ sinx;
д) y = e3x − e4x + e3x (cosx− sinx).
Задача 12. Розв’язати задачу Кошi для неоднорiдного диферен-
цiального рiвняння зi спецiальною правою частиною. Врахува-
ти збiг параметру µ правої частини з коренем характеристи-
чного рiвняння.
а) y′′ − 2y′ − 8y = 12e4x, y(0) = 5, y′(0) = −8;
б) y′′ + 5y′ + 6y = (2x− 3) e−3x, y(0) = 5, y′(0) = −12;
в) y′′ + 8y′ + 16y = (18x+ 4)e−4x, y(0) = 2, y′(0) = −7;
г) y′′ + 16y = 128x sin 4x, y(0) = 2, y′(0) = 12.

а) Однорiдне рiвняння: y′′ − 2y′ − 8y = 0. Характеристичне
рiвняння λ2 − 2λ− 8 = 0 має коренi λ1 = 4, λ2 = −2. Як бачимо,
λ2 6= λ1, тому фундаментальна система розв’язкiв складається з
функцiй y1 = e4x, y2 = e−2x, а загальний розв’язок однорiдного
рiвняння за принципом суперпозицiї yодн = C1e

4x + C2e
−2x.

Права частина f(x) = 12e4x є спецiальною правою частиною
з параметром µ = 4, тому частинний розв’язок слiд було б шу-
кати у виглядi y∗ = pe4x. Але параметр µ збiгається з коренем
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λ1, i ми маємо резонансний випадок. Кратнiсть кореня λ1 до-
рiвнює α = 1 (цей корiнь є простим). Тому частинний розв’язок
неоднорiдного рiвняння шукаємо у виглядi

y∗ = pxαe4x = pxe4x.

Маємо:
y′∗ = pe4x + 4pxe4x = (4px+ p) e4x,

y′′∗ = 4pe4x + 4 (4px+ p) e4x = (16px+ 8p) e4x.

Тодi неоднорiдне рiвняння набуває вигляду

(16px+ 8p) e4x − 2 (4px+ p) e4x − 8pxe4x = 12e4x,

звiдки p = 2. Тодi y∗ = 2xe4x, i загальний розв’язок неоднорi-
дного рiвняння

y = yодн + y∗ = C1e
4x + C2e

−2x + 2xe4x.

Маємо:
y′ = 4C1e

4x − 2C2e
−2x + 2e4x + 8xe4x.

Тодi з використанням початкових умов виникає система:{
y(0) = C1 + C2 = 5;
y′(0) = 4C1 − 2C2 + 2 = −8.

Її розв’язок C1 = 0, C2 = 5. Остаточно, y = 5e−2x + 2xe4x.
б) Однорiдне рiвняння: y′′ + 5y′ + 6y = 0. Характеристичне

рiвняння λ2 +5λ+6 = 0 має коренi λ1 = −2, λ2 = −3. Як бачимо,
λ2 6= λ1, тому фундаментальна система розв’язкiв складається з
функцiй y1 = e−2x, y2 = e−3x, а загальний розв’язок однорiдного
рiвняння за принципом суперпозицiї yодн = C1e

−2x + C2e
−3x.

Права частина f(x) = (2x− 3) e−3x є спецiальною правою ча-
стиною з параметром µ = −3, тому частинний розв’язок слiд
було б шукати у виглядi y∗ = (q0x+ q1) e−3x. Але параметр µ
збiгається з коренем λ2, i ми маємо резонансний випадок. Кра-
тнiсть кореня λ2 дорiвнює α = 1. Тому частинний розв’язок
неоднорiдного рiвняння шукаємо у виглядi

y∗ = xα (q0x+ q1) e−3x =
(
q0x

2 + q1x
)
e−3x.

Маємо:

y′∗ = (2q0x+ q1) e−3x − 3
(
q0x

2 + q1x
)
e−3x =
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=
[
−3q0x

2 + (2q0 − 3q1)x+ q1
]
e−3x,

y′′∗ = [−6q0x+ (2q0 − 3q1)] e−3x−

−3
[
−3q0x

2 + (2q0 − 3q1)x+ q1
]
e−3x =

=
[
9q0x

2 + (−12q0 + 9q1)x+ (2q0 − 6q1)
]
e−3x.

Тодi неоднорiдне рiвняння набуває вигляду[
9q0x

2 + (−12q0 + 9q1)x+ (2q0 − 6q1)
]
e−3x+

+5
[
−3q0x

2 + (2q0 − 3q1)x+ q1
]
e−3x+

+6
(
q0x

2 + q1x
)
e−3x = (2x− 3) e−3x.

Легко бачити, що усi доданки, якi мiстять x2e−3x, взаємно зни-
щуються. Тодi методом невизначених коефiцiєнтiв складаємо
систему:

xe−3x: (−12q0 + 9q1) + 5 (2q0 − 3q1) + 6q1 = 2;
e−3x: (2q0 − 6q1) + 5q1 = −3,

звiдки q0 = −1, q1 = 1. Тодi y∗ =
(
x− x2

)
e−3x, i загальний розв’я-

зок неоднорiдного рiвняння

y = yодн + y∗ = C1e
−2x + C2e

−3x +
(
x− x2

)
e−3x.

Маємо:

y′ = −2C1e
−2x − 3C2e

−3x + (1− 2x) e−3x − 3
(
x− x2

)
e−3x.

Тодi з використанням початкових умов виникає система:{
y(0) = C1 + C2 = 5;
y′(0) = −2C1 − 3C2 + 1 = −12.

Її розв’язок C1 = 2, C2 = 3. Остаточно,

y = 2e−2x + 3e−3x +
(
x− x2

)
e−3x.

в) Однорiдне рiвняння: y′′ + 8y′ + 16y = 0. Характеристичне
рiвняння λ2 + 8λ + 16 = 0 має корiнь λ1,2 = −4 кратностi α = 2.
Тому фундаментальна система розв’язкiв складається з фун-
кцiй y1 = e−4x, y2 = xe−4x, а загальний розв’язок однорiдного
рiвняння за принципом суперпозицiї yодн = C1e

−4x + C2xe
−4x.
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Права частина f(x) = (18x + 4)e−4x є спецiальною правою
частиною з параметром µ = −4, тому частинний розв’язок слiд
було б шукати у виглядi y∗ = (q0x+ q1) e−4x. Але параметр µ
збiгається з коренем λ1,2, i ми маємо резонансний випадок.
Тому частинний розв’язок неоднорiдного рiвняння шукаємо у
виглядi

y∗ = xα (q0x+ q1) e−4x =
(
q0x

3 + q1x
2
)
e−4x.

Маємо:

y′∗ =
(
3q0x

2 + 2q1x
)
e−4x − 4

(
q0x

3 + q1x
2
)
e−4x =

=
[
−4q0x

3 + (3q0 − 4q1)x2 + 2q1x
]
e−4x,

y′′∗ =
[
−12q0x

2 + (6q0 − 8q1)x+ 2q1
]
e−4x−

−4
[
−4q0x

3 + (3q0 − 4q1)x2 + 2q1x
]
e−4x =

=
[
16q0x

3 + (−24q0 + 16q1)x2 + (6q0 − 16q1)x+ 2q1
]
e−4x.

Тодi неоднорiдне рiвняння набуває вигляду[
16q0x

3 + (−24q0 + 16q1)x2 + (6q0 − 16q1)x+ 2q1
]
e−4x+

+8
[
−4q0x

3 + (3q0 − 4q1)x2 + 2q1x
]
e−4x+

+16
(
q0x

3 + q1x
2
)
e−4x = (18x+ 4)e−4x.

Легко бачити, що усi доданки, якi мiстять x3e−4x, x2e−4x, взаєм-
но знищуються. Тодi методом невизначених коефiцiєнтiв скла-
даємо систему:

xe−4x: (6q0 − 16q1) + 16q1 = 18;
e−4x: 2q1 = 4,

звiдки q0 = 3, q1 = 2. Тодi y∗ =
(
3x3 + 2x2

)
e−4x, i загальний

розв’язок неоднорiдного рiвняння

y = yодн + y∗ = C1e
−4x + C2xe

−4x +
(
3x3 + 2x2

)
e−4x.

Маємо:
y′ = −4C1e

−4x + C2e
−4x − 4C2xe

−4x+

+
(
9x2 + 4x

)
e−4x − 4

(
3x3 + 2x2

)
e−4x.
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Тодi з використанням початкових умов виникає система:{
y(0) = C1 = 2;
y′(0) = −4C1 + C2 = −7.

Її розв’язок C1 = 2, C2 = 1. Остаточно,

y = 2e−4x + xe−4x +
(
3x3 + 2x2

)
e−4x =

(
3x3 + 2x2 + x+ 2

)
e−4x.

г) Однорiдне рiвняння: y′′ + 16y = 0, характеристичне рiв-
няння λ2 + 16 = 0, коренi λ1,2 = 0 ± 4i. Тому фундаментальна
система розв’язкiв складається з функцiй y1 = cos 4x, y2 = sin 4x,
а загальний розв’язок однорiдного рiвняння за принципом су-
перпозицiї yодн = C1 cos 4x+ C2 sin 4x.

Права частина f(x) = 128x sin 4x є комбiнацiєю спецiальних
правих частин з параметром µ = ±4i, тому випадок є резонан-
сним. За рахунок цього частинний розв’язок шукаємо у виглядi

y∗ = x [(q0x+ q1) cos 4x+ (q2x+ q3) sin 4x] =

=
(
q0x

2 + q1x
)

cos 4x+
(
q2x

2 + q3x
)

sin 4x.

(Нагадаємо, сполучення многочлену з косинусом в цьому пред-
ставленнi повинно бути в наявностi навiть попри те, що в пра-
вiй частинi таке сполучення вiдсутнє). Маємо:

y′∗ = (2q0x+ q1) cos 4x− 4
(
q0x

2 + q1x
)

sin 4x+

+ (2q2x+ q3) sin 4x+ 4
(
q2x

2 + q3x
)

cos 4x =

=
[
4q2x

2 + (2q0 + 4q3)x+ q1
]

cos 4x+

+
[
−4q0x

2 + (2q2 − 4q1)x+ q3
]

sin 4x,

y′′∗ = [8q2x+ (2q0 + 4q3)] cos 4x−

−4
[
4q2x

2 + (2q0 + 4q3)x+ q1
]

sin 4x+

+ [−8q0x+ (2q2 − 4q1)] sin 4x+

+4
[
−4q0x

2 + (2q2 − 4q1)x+ q3
]

cos 4x =

=
[
−16q0x

2 + (16q2 − 16q1)x+ (2q0 + 8q3)
]

cos 4x+

+
[
−16q2x

2 + (−16q0 − 16q3)x+ (2q2 − 8q1)
]

sin 4x.
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Тодi неоднорiдне рiвняння набуває вигляду[
−16q0x

2 + (16q2 − 16q1)x+ (2q0 + 8q3)
]

cos 4x+

+
[
−16q2x

2 + (−16q0 − 16q3)x+ (2q2 − 8q1)
]

sin 4x+

+16
[(
q0x

2 + q1x
)

cos 4x+
(
q2x

2 + q3x
)

sin 4x
]

= 128x sin 4x.

Легко бачити, що усi доданки, якi мiстять x2 cos 4x, x2 sin 4x,
взаємно знищуються. Тодi методом невизначених коефiцiєнтiв
складаємо систему:

x cos 4x: (16q2 − 16q1) + 16q1 = 0;
cos 4x: (2q0 + 8q3) = 0;
x sin 4x: (−16q0 − 16q3) + 16q3 = 128;

sin 4x: (2q2 − 8q1) = 0,

звiдки q2 = 0, q1 = 0, q0 = −8, q3 = 2. Тодi

y∗ = −8x2 cos 4x+ 2x sin 4x,

i загальний розв’язок неоднорiдного рiвняння

y = yодн + y∗ = C1 cos 4x+ C2 sin 4x− 8x2 cos 4x+ 2x sin 4x.

Маємо:
y′ = −4C1 sin 4x+ 4C2 cos 4x−

−16x cos 4x+ 32x2 sin 4x+ 2 sin 4x+ 8x cos 4x.

Тодi з використанням початкових умов виникає система:{
y(0) = C1 = 2;
y′(0) = 4C2 = 12.

Її розв’язок C1 = 2, C2 = 3. Остаточно,

y = 2 cos 4x+ 3 sin 4x− 8x2 cos 4x+ 2x sin 4x.

Вiдповiдь: а) y = 5e−2x+2xe4x; б) y = 2e−2x+3e−3x+
(
x− x2

)
e−3x;

в)
(
3x3 + 2x2 + x+ 2

)
e−4x; г) 2 cos 4x+3 sin 4x−8x2 cos 4x+2x sin 4x.

Задача 13. Розв’язати задачу Кошi для системи однорiдних лi-
нiйних диференцiальних рiвнянь{

x′1 = 7x1 − 3x2,
x′2 = 6x1 − 2x2
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з початковими умовами x1(0) = 2, x2(0) = 3.
Маємо лiнiйну однорiдну СДР зi сталими коефiцiєнтами.

Продиференцiюємо перше рiвняння за змiнною t:

x′′1 = 7x′1 − 3x′2.

Пiдставимо сюди вирази для x′1, x
′
2 з умови задачi:

x′′1 = 7 (7x1 − 3x2)− 3 (6x1 − 2x2) = 31x1 − 15x2.

Виразимо звiдси x2:

x2 =
31x1 − x′′1

15
. (∗)

Пiдставимо цей вираз в перше рiвняння умови задачi:

x′1 = 7x1 − 3 · 31x1 − x′′1
15

, 5x′1 = 35x1 − (31x1 − x′′1) ,

x′′1 − 5x′1 + 4x1 = 0.

Функцiю x2 виключили, а для функцiї x1 отримали лiнiйне
однорiдне диференцiальне рiвняння зi сталими коефiцiєнтами.
Характеристичне рiвняння λ2 − 5λ + 4 = 0, його коренi λ1 = 1,
λ2 = 4. Загальний розв’язок

x1(t) = C1e
t + C2e

4t.

Похiднi:

x′1(t) = C1e
t + 4C2e

4t, x′′1(t) = C1e
t + 16C2e

4t.

Пiдставляючи цi вирази до (∗), отримуємо:

x2 =
31
(
C1e

t + C2e
4t
)
−
(
C1e

t + 16C2e
4t
)

15
= 2C1e

t + C2e
4t.

Стовпець

X=

(
x1
x2

)
=

(
C1e

t + C2e
4t

2C1e
t + C2e

4t

)
є загальним розв’язком вихiдної СДР. Для отримання розв’язку
задачi Кошi треба константам C1, C2 надати таких значень, за
яких виконаються початковi умови. З використанням цих умов
отримуємо систему{

x1(0) = C1 + C2 = 2,
x2(0) = 2C1 + C2 = 3.
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Її розв’язок C1 = C2 = 1. При пiдстановцi цих значень до за-
гального розв’язку отримуємо розв’язок задачi Кошi.

Вiдповiдь:X=

(
x1
x2

)
=

(
et + e4t

2et + e4t

)
.

Задача 14. Розв’язати задачу Кошi для системи неоднорiдних
лiнiйних диференцiальних рiвнянь{

x′1 = 7x1 − 3x2 − 2t+ 3,
x′2 = 6x1 − 2x2 − 4t+ 6

з початковими умовами x1(0) = 2, x2(0) = 2.
Маємо лiнiйну неоднорiдну СДР зi сталими коефiцiєнтами.

Продиференцiюємо перше рiвняння за змiнною t:

x′′1 = 7x′1 − 3x′2 − 2.

Пiдставимо сюди вирази для x′1, x
′
2 з умови задачi:

x′′1 = 7 (7x1 − 3x2 − 2t+ 3)− 3 (6x1 − 2x2 − 4t+ 6)− 2 =

= 31x1 − 15x2 − 2t+ 1.

Виразимо звiдси x2:

x2 =
31x1 − 2t+ 1− x′′1

15
. (∗)

Пiдставимо цей вираз в перше рiвняння умови задачi:

x′1 = 7x1 − 3 · 31x1 − 2t+ 1− x′′1
15

− 2t+ 3,

5x′1 = 35x1 − (31x1 − 2t+ 1− x′′1)− 10t+ 15,

x′′1 − 5x′1 + 4x1 = 8t− 14.

Функцiю x2 виключили, а для функцiї x1 отримали лiнiйне не-
однорiдне диференцiальне рiвняння зi сталими коефiцiєнтами.
Характеристичне рiвняння λ2 − 5λ + 4 = 0, його коренi λ1 = 1,
λ2 = 4. Загальний розв’язок вiдповiдного однорiдного рiвняння

x1, одн(t) = C1e
t + C2e

4t.

Оскiльки права частина є многочленом першого степеню i чи-
сло λ = 0 не є коренем характеристичного рiвняння, то маємо
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нерезонансний випадок, i частинний розв’язок шукаємо у ви-
глядi

x1,∗(t) = at+ b, x′1,∗(t) = a, x′′1,∗(t) = 0.

Неоднорiдне рiвняння набуває вигляду

0− 5a+ 4 (at+ b) = 8t− 14.

Методом невизначених коефiцiєнтiв маємо систему:

t1: 4a = 8;
t0: −5a+ 4b = −14.

Її розв’язок a = 2, b = −1. Тодi частинний розв’язок неодно-
рiдного ДР дорiвнює x1,∗(t) = 2t − 1. Тодi загальний розв’язок
неоднорiдного ДР:

x1(t) = x1, одн(t) + x1,∗(t) = C1e
t + C2e

4t + 2t− 1.

Похiднi:

x′1(t) = C1e
t + 4C2e

4t + 2, x′′1(t) = C1e
t + 16C2e

4t.

Пiдставляючи цi вирази до (∗), отримуємо:

x2 =
31
(
C1e

t + C2e
4t + 2t− 1

)
− 2t+ 1−

(
C1e

t + 16C2e
4t
)

15
=

= 2C1e
t + C2e

4t + 4t− 2.

Стовпець

X=

(
x1
x2

)
=

(
C1e

t + C2e
4t + 2t− 1

2C1e
t + C2e

4t + 4t− 2

)
є загальним розв’язком вихiдної СДР. Для отримання розв’язку
задачi Кошi треба константам C1, C2 надати таких значень, за
яких виконаються початковi умови. З використанням цих умов
отримуємо систему{

x1(0) = C1 + C2 − 1 = 2,
x2(0) = 2C1 + C2 − 2 = 2.

Її розв’язок C1 = 1, C2 = 2. При пiдстановцi цих значень до
загального розв’язку отримуємо розв’язок задачi Кошi.
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Вiдповiдь:X=

(
x1
x2

)
=

(
et + 2e4t + 2t− 1
2et + 2e4t + 4t− 2

)
.

Задача 15. Розв’язати задачу Кошi для системи однорiдних лi-
нiйних диференцiальних рiвнянь з урахуванням кратностi ко-
реня характеристичного рiвняння:{

x′1 = 2x1 − 4x2,
x′2 = 9x1 − 10x2

з початковими умовами x1(0) = 1, x2(0) = 1.
Продиференцiюємо перше рiвняння i пiдставимо до нього

x′1 i x′2 з умови задачi:

x′′1 = 2x′1 − 4x′2 = 2 (2x1 − 4x2)− 4 (9x1 − 10x2) = −32x1 + 32x2.

Звiдси x2 = x1 + 1
32x
′′
1 . Пiдставимо це до першого рiвняння:

x′1 = 2x1 − 4

(
x1 +

1

32
x′′1

)
, x′′1 + 8x′1 + 16x1 = 0.

Характеристичне рiвняння λ2 + 8λ + 16 = 0 має єдиний корiнь
λ = −4. Тодi загальний розв’язок x1 = C1e

−4t +C2te
−4t. Похiднi:

x′1 = −4C1e
−4t + C2e

−4t − 4C2te
−4t = (C2 − 4C1) e−4t − 4C2te

−4t,

x′′1 = −4 (C2 − 4C1) e−4t − 4C2e
−4t + 16C2te

−4t =

= (16C1 − 8C2) e−4t + 16C2te
−4t.

Тодi

x2 = x1 +
1

32
x′′1 =

=
(
C1e

−4t + C2te
−4t)+

1

32

(
(16C1 − 8C2) e−4t + 16C2te

−4t) =

=

(
3

2
C1 −

1

4
C2

)
e−4t +

3

2
C2te

−4t.

З використанням початкових умов маємо систему:{
x1(0) = C1 = 1,
x2(0) = 3

2C1 − 1
4C2 = 1.

Її розв’язок C1 = 1, C2 = 2. Пiдставляючи цi значення до за-
гального розв’язку, отримуємо розв’язок задачi Кошi:

x1 = e−4t + 2te−4t, x2 = e−4t + 3te−4t.

Вiдповiдь:x1 = e−4t + 2te−4t, x2 = e−4t + 3te−4t.
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