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ВСТУП 

 

 

 

 Запропоновані завдання до контрольних роботи і методичні 

вказівки щодо їх виконання відповідають курсу „Вища математика”, 

який читається для студентів інженерно-фізичного факультету та 

факультету будівництва та архітектури денної форми навчання у 

першому семестрі двосеместрового курсу. Дана збірка задач також 

може використовуватись для студентів інших технічних 

спеціальностей, на яких вивчається вища математика в обсязі 

двосеместрового курсу. 

 Посібник містить завдання для двох модульних контрольних 

робіт та методичні вказівки до їх виконання (повністю розв"язані 

типові варіанти з усіма необхідними поясненнями). Кожна контрольна 

робота складена у тридцяти варіантах. 

 Контрольна робота №1 охоплює теми першого модуля 

вивчення курсу, а саме: визначники, системи лінійних алгебраїчних 

рівнянь, векторна алгебра, аналітична геометрія на плошині та в 

просторі. Контрольна робота №2 охоплює теми другого модуля 

вивчення курсу, а саме: диференціальне та інтегральне числення 

функцій однієї змінної, функції багатьох змінних, елементи теорії 

рядів. 

 В кінці наведено список рекомендованої літератури для 

підготовки. В нього включено авторські підручники, а також 

методичні посібники щодо виконання розрахунково-графічних задач, 

які виконуються студентами протягом семестру в якості домашньої 

самостійної роботи. 

 Студенти виконують кожну контрольну роботу в кінці 

вивчення відповідного модулю дисципліни. Контрольна робота 

виконується під час аудиторних занять, вона розрахована на дві 

академічні години.  

 Номер варіанту студент обирає за номером у списку в журналі. 

Робота виконується українською мовою в письмовій формі, бажано в 

зошиті у клітинку. Необхідно залишати поля для приміток. На 

титульному аркуші роботи потрібно вказати назву предмету, групу та 

курс, прізвище, ім”я та по батькові студента. 
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 В контрольній роботі студент повинен розв”язати подані 

задачі методами, які розглядались на лекційних та практичних 

заняттях, а також зробити всі необхідні креслення (графічні 

розв”язки). При цьому студентові необхідно показати набуті 

теоретичні знання з курсу. 

 При оцінюванні контрольної роботи показником її якості є, 

перш за все, те, наскільки студент самостійно і правильно розв”язав 

поставлені задачі та зрозумів зміст отриманих розв”язків. Результати 

виконання контрольної роботи оформлюються відповідною кількістю 

рейтингових балів. 

 Після перевірки та оцінювання роботи провадиться аналіз 

розв"язків та їх обговорення. Таким чином, ці контрольні роботи є 

важливою складовою частиною самостійної аудиторної роботи 

студентів в рамках практичних занять; вони допомагають студентам 

оцінити свій поточний рівень знання матеріалу. Окрім того, для 

викладача ці роботи є методом діагностики та контролю засвоєння 

навчального матеріалу студентами. 

 Матеріали даного посібника можуть бути використані також 

для практичної ілюстрації теоретичних положень під час викладення 

лекційного матеріалу, при проведенні практичних занять, а також для 

проведення модульного контролю (його аудиторної частини). 
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1 КОНТРОЛЬНА РОБОТА №1 (МОДУЛЬ 1) 

 

 

 

 1.1 Методичні вказівки до виконання контрольної роботи 

№1 (розв"язання типового варіанту) 

 

Варіант 0 

1. Знайти методом Крамера значення змінної z : 









=+−

=++

=++

93

2025

3142

zyx

zyx

zyx

 

2, 3, 4, 5. Дано чотири точки ( )5661 ;;M , ( )5942 ;;M , ( )11643 ;;M , 

( )3964 ;;M . 

2. Використовуючи векторну алгебру, обчислити площу трикутника 

432 MMM . 

3. Знайти рівняння площини, яка проходить через точки 1M , 2M , 

3M . 

4. Знайти рівняння прямої, яка проходить через точки 1M , 4M . 

5. Знайти кут, який утворює пряма, що проходить через точки 1M , 

4M , з площиною, що проходить через точки 1M , 2M , 3M . 

 

Розв"язання варіанту 0 

 

 1. Спочатку знайдемо визначник системи: 

271021220121

113

215

421

−=−+−−+=

−

=∆ . 

Оскільки 0≠∆ , то система має єдиний розв"язок. 
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 Для знаходження змінної z  в даній матриці замінимо третій 

стовпець стовпцем вільних членів системи і обчислимо утворений 

визначник: 

1899020931551209

913

2015

3121

3 −=−+−−+=

−

=∆ . 

 Значення змінної z  знайдемо по правилу Крамера: 

7
27

18913 =
−

−
==

∆

∆
z . 

Відповідь: 7=z . 

 Зауваження. Якщо за умовою задачі необхідно знайти 

значення змінної x  або y , то в даній матриці замінимо перший 

(відповідно другий) стовпець стовпцем вільних членів системи і 

обчислимо утворений визначник: 

27406236803631

119

2120

4231

1 −=−+−−+=

−

=∆ , 

271551824018018620

193

2205

4311

2 −=−−−++==∆ . 

 Значення змінної x  або y  знайдемо за правилом Крамера: 

1
27

271 =
−

−
==

∆

∆
x , 1

27

272 =
−

−
==

∆

∆
y . 

 

 2. Знайдемо координати векторів 32MM , 42MM : 

( ) ( )630511964432 ,,,,MM −=−−−= , 

( ) ( )20253994642 −=−−−= ,,,,MM . 

Для знаходження площі трикутника 432 MMM  скористаємось 

формулою: 
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4232
2

1
MMMMS ×= . 

Спочатку знайдемо векторний добуток: 

=

−

−=×

202

6304232

kji

MMMM  

( )612661260060126 ;;kjijikkji =++=+−+++= . 

Таким чином, одержуємо:  

636126
2

1

2

1 222
4232 =++=×= MMMMS  (кв.од.). 

Відповідь: 63  кв.од. 

 

 3. Рівняння площини 321 MMM  знайдемо як рівняння 

площини, що проходить через три задані точки, за наступною 

формулою: 

0

131313

121212

111

=

−−−

−−−

−−−

zzyyxx

zzyyxx

zzyyxx

. 

Підставимо сюди координати точок 1M , 2M , 3M : 

=

−

−

−−−

=

−−−

−−−

−−−

602

032

566

5116664

556964

566 zyxzyx

( ) ( ) ( ) 061256618 =−+−+−= yzx . 

Зводимо подібні в останньому рівнянні і одержуємо рівняння щуканої 

площини: 

021061218 =−++ zyx  

03523 =−++ zyx . 

Відповідь: 03523 =−++ zyx . 
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 4. Рівняння прямої, яка проходить через точки 1M , 4M , 

знайдемо за формулою. 

14

1

14

1

14

1

zz

zz

yy

yy

xx

xx

−

−
=

−

−
=

−

−
, 

Маємо: 

53

5

69

6

66

6

−

−
=

−

−
=

−

− zyx
, 

2

5

3

6

0

6

−

−
=

−
=

− zyx
. 

Відповідь: 
2

5

3

6

0

6

−

−
=

−
=

− zyx
. 

 

 5. Кут ϕ , який утворює пряма, що проходить через точки 1M , 

4M , з площиною, що проходить через точки 1M , 2M , 3M , може 

бути знайдений за формулою 

nm

nm
sin rr

rr

⋅

⋅
=ϕ , 

де m
r

 – напрямний вектор прямої, n
r

 – нормаль площини.  

 Напрямний вектор прямої, що проходить через точки 1M , 

4M , – це вектор 41MM : 

( ) ( )23053696641 −=−−−== ,,,,MMm
r

. 

 Рівняння площини 321 MMM : 03523 =−++ zyx  (див. 

задачу 3). Тоді нормаль площини ( )123 ;;n =
r

 

Маємо: 

( ) 91

2
2

123230

122330

222222
=

++⋅−++

⋅−⋅+⋅
=

⋅

⋅
=

nm

nm
sin rr

rr

ϕ . 

Тоді 

o17
91

2
2 ≈= arcsinϕ . 
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Відповідь: 
o17

91

2
2 ≈arcsin . 

 

 

 1.2 Варіанти контрольної роботи №1 

 

Варіант 1 

1. Знайти методом Крамера значення змінної x : 









=+−−

−=−−

=++

23

22

132

zyx

zyx

zyx

 

2, 3, 4, 5. Дано чотири точки ( )6431 ;;M , ( )3232 −− ;;M , 

( )2363 ;;M , ( )2254 ;;M . 

2. Використовуючи векторну алгебру, обчислити площу трикутника 

432 MMM . 

3. Знайти рівняння площини, яка проходить через точки 1M , 2M , 

3M . 

4. Знайти рівняння прямої, яка проходить через точки 1M , 4M . 

5. Знайти кут, який утворює пряма, що проходить через точки 1M , 

4M , з площиною, що проходить через точки 1M , 2M , 3M . 

 

Варіант 2 

1. Знайти методом Крамера значення змінної x :









−=−+

=++

=++

4324

423

532

zyx

zyx

zyx

 

2, 3, 4, 5. Дано чотири точки ( )0321 ;;M , ( )2212 ;;M , ( )3013 −− ;;M , 

( )3164 ;;M − . 

2. Використовуючи векторну алгебру, обчислити площу трикутника 

432 MMM . 
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3. Знайти рівняння площини, яка проходить через точки 1M , 2M , 

3M . 

4. Знайти рівняння прямої, яка проходить через точки 1M , 4M . 

5. Знайти кут, який утворює пряма, що проходить через точки 1M , 

4M , з площиною, що проходить через точки 1M , 2M , 3M . 

 

Варіант 3 

1. Знайти методом Крамера значення змінної x :









−=+−−

−=−+−

=++

443

1223

43

zyx

zyx

zyx

 

2, 3, 4, 5. Дано чотири точки ( )2431 ;;M , ( )2542 ;;M , ( )2373 −;;M , 

( )2164 ;;M . 

2. Використовуючи векторну алгебру, обчислити площу трикутника 

432 MMM . 

3. Знайти рівняння площини, яка проходить через точки 1M , 2M , 

3M . 

4. Знайти рівняння прямої, яка проходить через точки 1M , 4M . 

5. Знайти кут, який утворює пряма, що проходить через точки 1M , 

4M , з площиною, що проходить через точки 1M , 2M , 3M . 

 

Варіант 4 

1. Знайти методом Крамера значення змінної x :








=++
=−+

−=+−

4232

52

1

zyx

zyx

yx

 

2, 3, 4, 5. Дано чотири точки ( )3451 ;;M , ( )1182 ;;M , ( )5043 ;;M , 

( )5474 ;;M . 

2. Використовуючи векторну алгебру, обчислити площу трикутника 

432 MMM . 
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3. Знайти рівняння площини, яка проходить через точки 1M , 2M , 

3M . 

4. Знайти рівняння прямої, яка проходить через точки 1M , 4M . 

5. Знайти кут, який утворює пряма, що проходить через точки 1M , 

4M , з площиною, що проходить через точки 1M , 2M , 3M . 

 

Варіант 5 

1. Знайти методом Крамера значення змінної x :









=−

−=−−

=++

823

162

2

yx

zyx

zyx

 

2, 3, 4, 5. Дано чотири точки ( )1341 −− ;;M , ( )2232 ;;M , 

( )1173 ;;M − , ( )2024 ;;M . 

2. Використовуючи векторну алгебру, обчислити площу трикутника 

432 MMM . 

3. Знайти рівняння площини, яка проходить через точки 1M , 2M , 

3M . 

4. Знайти рівняння прямої, яка проходить через точки 1M , 4M . 

5. Знайти кут, який утворює пряма, що проходить через точки 1M , 

4M , з площиною, що проходить через точки 1M , 2M , 3M . 

 

Варіант 6 

1. Знайти методом Крамера значення змінної x :









=+−

=+−

=+−

253

342

1342

zyx

zyx

zyx

 

2, 3, 4, 5. Дано чотири точки ( )4641 ;;M , ( )0462 ;;M , ( )0573 ;;M , 

( )5044 −;;M . 

2. Використовуючи векторну алгебру, обчислити площу трикутника 

432 MMM . 
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3. Знайти рівняння площини, яка проходить через точки 1M , 2M , 

3M . 

4. Знайти рівняння прямої, яка проходить через точки 1M , 4M . 

5. Знайти кут, який утворює пряма, що проходить через точки 1M , 

4M , з площиною, що проходить через точки 1M , 2M , 3M . 

 

Варіант 7 

1. Знайти методом Крамера значення змінної y :









=+−−

−=−−

=++

23

22

132

zyx

zyx

zyx

 

2, 3, 4, 5. Дано чотири точки ( )6431 ;;M , ( )2252 ;;M , ( )2363 ;;M , 

( )3234 −− ;;M . 

2. Використовуючи векторну алгебру, обчислити площу трикутника 

432 MMM . 

3. Знайти рівняння площини, яка проходить через точки 1M , 2M , 

3M . 

4. Знайти рівняння прямої, яка проходить через точки 1M , 4M . 

5. Знайти кут, який утворює пряма, що проходить через точки 1M , 

4M , з площиною, що проходить через точки 1M , 2M , 3M . 

 

Варіант 8 

1. Знайти методом Крамера значення змінної y :









−=−+

=++

=++

4324

423

532

zyx

zyx

zyx

 

2,3,4,5. Дано чотири точки ( )0321 ;;M , ( )3162 ;;M − , ( )3013 −− ;;M , 

( )2214 ;;M . 

2. Використовуючи векторну алгебру, обчислити площу трикутника 

432 MMM . 
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3. Знайти рівняння площини, яка проходить через точки 1M , 2M , 

3M . 

4. Знайти рівняння прямої, яка проходить через точки 1M , 4M . 

5. Знайти кут, який утворює пряма, що проходить через точки 1M , 

4M , з площиною, що проходить через точки 1M , 2M , 3M . 

 

Варіант 9 

1. Знайти методом Крамера значення змінної y :









−=+−−

−=−+−

=++

443

1223

43

zyx

zyx

zyx

 

2, 3, 4, 5. Дано чотири точки ( )2431 ;;M , ( )2162 ;;M , ( )2373 −;;M , 

( )2544 ;;M . 

2. Використовуючи векторну алгебру, обчислити площу трикутника 

432 MMM . 

3. Знайти рівняння площини, яка проходить через точки 1M , 2M , 

3M . 

4. Знайти рівняння прямої, яка проходить через точки 1M , 4M . 

5. Знайти кут, який утворює пряма, що проходить через точки 1M , 

4M , з площиною, що проходить через точки 1M , 2M , 3M . 

 

Варіант 10 

1. Знайти методом Крамера значення змінної y :









=++

=−+

−=+−

4232

52

1

zyx

zyx

yx

 

2, 3, 4, 5. Дано чотири точки ( )3451 ;;M , ( )5472 ;;M , ( )5043 ;;M , 

( )1184 ;;M . 

2. Використовуючи векторну алгебру, обчислити площу трикутника 

432 MMM . 
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3. Знайти рівняння площини, яка проходить через точки 1M , 2M , 

3M . 

4. Знайти рівняння прямої, яка проходить через точки 1M , 4M . 

5. Знайти кут, який утворює пряма, що проходить через точки 1M , 

4M , з площиною, що проходить через точки 1M , 2M , 3M . 

 

Варіант 11 

1. Знайти методом Крамера значення змінної y :









=−

−=−−

=++

823

162

2

yx

zyx

zyx

 

2, 3, 4, 5. Дано чотири точки ( )1341 −− ;;M , ( )2022 ;;M , 

( )1173 ;;M − , ( )2234 ;;M . 

2. Використовуючи векторну алгебру, обчислити площу трикутника 

432 MMM . 

3. Знайти рівняння площини, яка проходить через точки 1M , 2M , 

3M . 

4. Знайти рівняння прямої, яка проходить через точки 1M , 4M . 

5. Знайти кут, який утворює пряма, що проходить через точки 1M , 

4M , з площиною, що проходить через точки 1M , 2M , 3M . 

 

Варіант 12 

1. Знайти методом Крамера значення змінної y :









=+−

=+−

=+−

253

342

1342

zyx

zyx

zyx

 

2, 3, 4, 5. Дано чотири точки ( )4641 ;;M , ( )5042 −;;M , ( )0573 ;;M , 

( )0464 ;;M . 

2. Використовуючи векторну алгебру, обчислити площу трикутника 

432 MMM . 
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3. Знайти рівняння площини, яка проходить через точки 1M , 2M , 

3M . 

4. Знайти рівняння прямої, яка проходить через точки 1M , 4M . 

5. Знайти кут, який утворює пряма, що проходить через точки 1M , 

4M , з площиною, що проходить через точки 1M , 2M , 3M . 

 

Варіант 13 

1. Знайти методом Крамера значення змінної z :









=+−−

−=−−

=++

23

22

132

zyx

zyx

zyx

 

2, 3, 4, 5. Дано чотири точки ( )6431 ;;M , ( )3232 −− ;;M , ( )2253 ;;M  

( )2363 ;;M . 

2. Використовуючи векторну алгебру, обчислити площу трикутника 

432 MMM . 

3. Знайти рівняння площини, яка проходить через точки 1M , 2M , 

3M . 

4. Знайти рівняння прямої, яка проходить через точки 1M , 4M . 

5. Знайти кут, який утворює пряма, що проходить через точки 1M , 

4M , з площиною, що проходить через точки 1M , 2M , 3M . 

 

Варіант 14 

1. Знайти методом Крамера значення змінної z :









−=−+

=++

=++

4324

423

532

zyx

zyx

zyx

 

2, 3, 4, 5. Дано чотири точки ( )0321 ;;M , ( )2212 ;;M , ( )3163 ;;M −  

( )3014 −− ;;M . 

2. Використовуючи векторну алгебру, обчислити площу трикутника 

432 MMM . 
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3. Знайти рівняння площини, яка проходить через точки 1M , 2M , 

3M . 

4. Знайти рівняння прямої, яка проходить через точки 1M , 4M . 

5. Знайти кут, який утворює пряма, що проходить через точки 1M , 

4M , з площиною, що проходить через точки 1M , 2M , 3M . 

 

Варіант 15 

1. Знайти методом Крамера значення змінної z :









−=+−−

−=−+−

=++

443

1223

43

zyx

zyx

zyx

 

2, 3, 4, 5. Дано чотири точки ( )2431 ;;M , ( )2542 ;;M , ( )2163 ;;M , 

( )2374 −;;M . 

2. Використовуючи векторну алгебру, обчислити площу трикутника 

432 MMM . 

3. Знайти рівняння площини, яка проходить через точки 1M , 2M , 

3M . 

4. Знайти рівняння прямої, яка проходить через точки 1M , 4M . 

5. Знайти кут, який утворює пряма, що проходить через точки 1M , 

4M , з площиною, що проходить через точки 1M , 2M , 3M . 

 

Варіант 16 

1. Знайти методом Крамера значення змінної z :








=++
=−+

−=+−

4232

52

1

zyx

zyx

yx

 

2, 3, 4, 5. Дано чотири точки ( )2431 ;;M , ( )2542 ;;M , ( )2373 −;;M , 

( )2164 ;;M . 

2. Використовуючи векторну алгебру, обчислити площу трикутника 

432 MMM . 
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3. Знайти рівняння площини, яка проходить через точки 1M , 2M , 

3M . 

4. Знайти рівняння прямої, яка проходить через точки 1M , 4M . 

5. Знайти кут, який утворює пряма, що проходить через точки 1M , 

4M , з площиною, що проходить через точки 1M , 2M , 3M . 

 

Варіант 17 

1. Знайти методом Крамера значення змінної z :









=−

−=−−

=++

823

162

2

yx

zyx

zyx

 

2, 3, 4, 5. Дано чотири точки ( )1341 −− ;;M , ( )2232 ;;M , ( )2023 ;;M , 

( )1174 ;;M − . 

2. Використовуючи векторну алгебру, обчислити площу трикутника 

432 MMM . 

3. Знайти рівняння площини, яка проходить через точки 1M , 2M , 

3M . 

4. Знайти рівняння прямої, яка проходить через точки 1M , 4M . 

5. Знайти кут, який утворює пряма, що проходить через точки 1M , 

4M , з площиною, що проходить через точки 1M , 2M , 3M . 

 

Варіант 18 

1. Знайти методом Крамера значення змінної z :









=+−

=+−

=+−

253

342

1342

zyx

zyx

zyx

 

2, 3, 4, 5. Дано чотири точки ( )4641 ;;M , ( )5042 −;;M , ( )0463 ;;M , 

( )0574 ;;M . 

2. Використовуючи векторну алгебру, обчислити площу трикутника 

432 MMM . 



 19 

3. Знайти рівняння площини, яка проходить через точки 1M , 2M , 

3M . 

4. Знайти рівняння прямої, яка проходить через точки 1M , 4M . 

5. Знайти кут, який утворює пряма, що проходить через точки 1M , 

4M , з площиною, що проходить через точки 1M , 2M , 3M  

 

Варіант 19 

1. Знайти методом Крамера значення змінної x :









=+−−

−=−−

=++

23

22

132

zyx

zyx

zyx

 

2, 3, 4, 5. Дано чотири точки ( )2361 ;;M , ( )3232 −− ;;M , ( )6433 ;;M , 

( )2254 ;;M  

2. Використовуючи векторну алгебру, обчислити площу трикутника 

432 MMM . 

3. Знайти рівняння площини, яка проходить через точки 1M , 2M , 

3M . 

4. Знайти рівняння прямої, яка проходить через точки 1M , 4M . 

5. Знайти кут, який утворює пряма, що проходить через точки 1M , 

4M , з площиною, що проходить через точки 1M , 2M , 3M . 

 

Варіант 20 

1. Знайти методом Крамера значення змінної x :









−=−+

=++

=++

4324

423

532

zyx

zyx

zyx

 

2, 3, 4, 5. Дано чотири точки ( )3011 −− ;;M , ( )2212 ;;M , ( )0323 ;;M , 

( )3164 ;;M − . 

2. Використовуючи векторну алгебру, обчислити площу трикутника 

432 MMM . 
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3. Знайти рівняння площини, яка проходить через точки 1M , 2M , 

3M . 

4. Знайти рівняння прямої, яка проходить через точки 1M , 4M . 

5. Знайти кут, який утворює пряма, що проходить через точки 1M , 

4M , з площиною, що проходить через точки 1M , 2M , 3M . 

 

Варіант 21 

1. Знайти методом Крамера значення змінної x :









−=+−−

−=−+−

=++

443

1223

43

zyx

zyx

zyx

 

2, 3, 4, 5. Дано чотири точки ( )2371 −;;M , ( )2542 ;;M , ( )2433 ;;M , 

( )2164 ;;M . 

2. Використовуючи векторну алгебру, обчислити площу трикутника 

432 MMM . 

3. Знайти рівняння площини, яка проходить через точки 1M , 2M , 

3M . 

4. Знайти рівняння прямої, яка проходить через точки 1M , 4M . 

5. Знайти кут, який утворює пряма, що проходить через точки 1M , 

4M , з площиною, що проходить через точки 1M , 2M , 3M . 

 

Варіант 22 

1. Знайти методом Крамера значення змінної x :









=++

=−+

−=+−

4232

52

1

zyx

zyx

yx

 

2, 3, 4, 5. Дано чотири точки ( )5041 ;;M , ( )1182 ;;M , ( )3453 ;;M , 

( )5474 ;;M . 

2. Використовуючи векторну алгебру, обчислити площу трикутника 

432 MMM . 
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3. Знайти рівняння площини, яка проходить через точки 1M , 2M , 

3M . 

4. Знайти рівняння прямої, яка проходить через точки 1M , 4M . 

5. Знайти кут, який утворює пряма, що проходить через точки 1M , 

4M , з площиною, що проходить через точки 1M , 2M , 3M . 

 

Варіант 23 

1. Знайти методом Крамера значення змінної x :









=−

−=−−

=++

823

162

2

yx

zyx

zyx

 

2, 3, 4, 5. Дано чотири точки ( )1171 ;;M − , ( )2232 ;;M , 

( )1343 −− ;;M , ( )2024 ;;M . 

2. Використовуючи векторну алгебру, обчислити площу трикутника 

432 MMM . 

3. Знайти рівняння площини, яка проходить через точки 1M , 2M , 

3M . 

4. Знайти рівняння прямої, яка проходить через точки 1M , 4M . 

5. Знайти кут, який утворює пряма, що проходить через точки 1M , 

4M , з площиною, що проходить через точки 1M , 2M , 3M . 

 

Варіант 24 

1. Знайти методом Крамера значення змінної x :









=+−

=+−

=+−

253

342

1342

zyx

zyx

zyx

 

2, 3, 4, 5. Дано чотири точки ( )0571 ;;M , ( )0462 ;;M , ( )4643 ;;M , 

( )5044 −;;M . 

2. Використовуючи векторну алгебру, обчислити площу трикутника 

432 MMM . 
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3. Знайти рівняння площини, яка проходить через точки 1M , 2M , 

3M . 

4. Знайти рівняння прямої, яка проходить через точки 1M , 4M . 

5. Знайти кут, який утворює пряма, що проходить через точки 1M , 

4M , з площиною, що проходить через точки 1M , 2M , 3M . 

 

Варіант 25 

1. Знайти методом Крамера значення змінної y :









=+−−

−=−−

=++

23

22

132

zyx

zyx

zyx

 

2, 3, 4, 5. Дано чотири точки ( )2251 ;;M , ( )3232 −− ;;M , 

( )2363 ;;M , ( )6434 ;;M  

2. Використовуючи векторну алгебру, обчислити площу трикутника 

432 MMM . 

3. Знайти рівняння площини, яка проходить через точки 1M , 2M , 

3M . 

4. Знайти рівняння прямої, яка проходить через точки 1M , 4M . 

5. Знайти кут, який утворює пряма, що проходить через точки 1M , 

4M , з площиною, що проходить через точки 1M , 2M , 3M . 

 

Варіант 26 

1. Знайти методом Крамера значення змінної y :









−=−+

=++

=++

4324

423

532

zyx

zyx

zyx

 

2, 3, 4, 5. Дано чотири точки ( )3161 ;;M − , ( )2212 ;;M , 

( )3013 −− ;;M , ( )0324 ;;M .. 

2. Використовуючи векторну алгебру, обчислити площу трикутника 

432 MMM . 
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3. Знайти рівняння площини, яка проходить через точки 1M , 2M , 

3M . 

4. Знайти рівняння прямої, яка проходить через точки 1M , 4M . 

5. Знайти кут, який утворює пряма, що проходить через точки 1M , 

4M , з площиною, що проходить через точки 1M , 2M , 3M . 

 

Варіант 27 

1. Знайти методом Крамера значення змінної y :









−=+−−

−=−+−

=++

443

1223

43

zyx

zyx

zyx

 

2, 3, 4, 5. Дано чотири точки ( )2161 ;;M , ( )2542 ;;M , ( )2373 −;;M , 

( )2434 ;;M . 

2. Використовуючи векторну алгебру, обчислити площу трикутника 

432 MMM . 

3. Знайти рівняння площини, яка проходить через точки 1M , 2M , 

3M . 

4. Знайти рівняння прямої, яка проходить через точки 1M , 4M . 

5. Знайти кут, який утворює пряма, що проходить через точки 1M , 

4M , з площиною, що проходить через точки 1M , 2M , 3M . 

 

Варіант 28 

1. Знайти методом Крамера значення змінної y :









=++

=−+

−=+−

4232

52

1

zyx

zyx

yx

 

2, 3, 4, 5. Дано чотири точки ( )5471 ;;M , ( )1182 ;;M , ( )5043 ;;M , 

( )3454 ;;M . 

2. Використовуючи векторну алгебру, обчислити площу трикутника 

432 MMM . 
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3. Знайти рівняння площини, яка проходить через точки 1M , 2M , 

3M . 

4. Знайти рівняння прямої, яка проходить через точки 1M , 4M . 

5. Знайти кут, який утворює пряма, що проходить через точки 1M , 

4M , з площиною, що проходить через точки 1M , 2M , 3M . 

 

Варіант 29 

1. Знайти методом Крамера значення змінної y :









=−

−=−−

=++

823

162

2

yx

zyx

zyx

 

2, 3, 4, 5. Дано чотири точки ( )2021 ;;M , ( )2232 ;;M , ( )1173 ;;M − , 

( )1344 −− ;;M . 

2. Використовуючи векторну алгебру, обчислити площу трикутника 

432 MMM . 

3. Знайти рівняння площини, яка проходить через точки 1M , 2M , 

3M . 

4. Знайти рівняння прямої, яка проходить через точки 1M , 4M . 

5. Знайти кут, який утворює пряма, що проходить через точки 1M , 

4M , з площиною, що проходить через точки 1M , 2M , 3M . 

 

Варіант 30 

1. Знайти методом Крамера значення змінної y :









=+−

=+−

=+−

253

342

1342

zyx

zyx

zyx

 

2, 3, 4, 5. Дано чотири точки ( )5041 −;;M , ( )0462 ;;M , ( )0573 ;;M , 

( )4644 ;;M . 

2. Використовуючи векторну алгебру, обчислити площу трикутника 

432 MMM . 
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3. Знайти рівняння площини, яка проходить через точки 1M , 2M , 

3M . 

4. Знайти рівняння прямої, яка проходить через точки 1M , 4M . 

5. Знайти кут, який утворює пряма, що проходить через точки 1M , 

4M , з площиною, що проходить через точки 1M , 2M , 3M . 
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2. КОНТРОЛЬНА РОБОТА №2 (МОДУЛЬ 2) 

 

 

 

 2.1 Методичні вказівки до виконання контрольної роботи 

№2 (розв"язання типового варіанту) 

 

Варіант 0 

1. Обчислити границю: 
117

7104
2

2

+−

−+

∞→ xx

xx
lim

x
. 

2. Дослідити функцію на монотонність та екстремуми: 
( )2

3

3−
=

x

x
y . 

3. Обчислити площу, обмежену лініями: 331 xy,xy,x −=== . 

4. Знайти екстремуми функції: 176123
2

3 23 +−−++= yxxyyxz . 

5. Розвинути функцію в ряд Маклорена та вказати його область 

збіжності: ( )
x

xf
92

5

−
= . 

 

Розв"язання варіанту 0 

 

1. При ∞→x  чисельник та знаменник дробу прямують до 

нескінченності, тобто маємо невизначеність виду 






∞

∞
. Для того, щоб 

розкрити цю невизначеність, поділимо чисельник та знаменник дробу, 

який стоїть під знаком границі, на старший степінь змінної x , тобто 

на 
2

x . Отримаємо: 

=

+−

−+

=






∞

∞
=

+−

−+

∞→∞→

222

2

222

2

2

2

117

7104

117

7104

xx

x

x

x

xx

x

x

x

lim
xx

xx
lim

xx
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7

4

007

004

111
7

710
4

2

2

=
+−

−+
=

+−

−+

=
∞→

xx

xx
lim

x
. 

Відповідь: 
7

4
. 

 

 2. Область визначення функції ( ) ( )+∞∞−∈ ;;x 33 U . Знайдемо 

похідну функції: 

( )
( ) ( ) ( )( )

( )( )
=

−

′
−−−

′

=

′















−
=′

22

2323

2

3

3

33

3 x

xxxx

x

x
y  

( ) ( )
( )

( ) ( )( )
( )

( )
( )3
2

4

2

4

322

3

9

3

2333

3

3233

−

−
=

−

−−−
=

−

−−−
=

x

xx

x

xxxx

x

xxxx
. 

 Знайдемо критичні точки функції: 

( ) 0=′ xy , якщо ( ) 092 =−xx , тобто 01 =x , 92 =x ; 

( )xy′  не існує, якщо ( ) 03
3 =−x , тобто 03 =−x , 33 =x . 

Отже, маємо три критичні точки: 01 =x , 92 =x , 33 =x . 

 Визначимо знаки y′  на кожному з проміжків, на які критичні 

точки розбивають область визначення функції. 

 

 

0 9  3  x  

y′  +  - 

y  

+  +  

 
 

 Інтервали монотонності: 

0>′y  при ( ) ( )+∞∞−∈ ;;x 93 U , тому задана функція на цих 

інтервалах зростає; 

0<′y  при ( )93;x∈ , тому задана функція спадає на цьому інтервалі. 

 Точки екстремуму: 
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9=x  – точка локального мінімуму; ( )
( )

2520
39

9
9

2

3

,yymin =
−

== . 

Відповідь: інтервали зростання ( ) ( )+∞∞−∈ ;;x 93 U ; 

інтервал спадання ( )93;x∈ ; 

9=x  – точка локального мінімуму. 

 

3. Зобразимо дані криві в одній декартовій системі координат 

(рис. 2.1).  

 

 
Рисунок 2.1 

 

Площу фігури, обмежену даними лініями, знайдемо за 

наступною формулою: 

( ) ( )( )∫ −=
b

a

dxxgxfS . 

x  

y  

1 

3 xy −=  

3
xy =  

1=x  
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У нас ( ) 3
xxf =  (крива, яка обмежує область зверху), ( ) 3 xxg −=  

(крива, яка обмежує область знизу), 0=a , 1=b  (межі зміни x ). 

Маємо: 

( )( ) =













+=−−= ∫∫ dxxxdxxxS

1

0

3

1

3
1

0

33
 

10
4

3

4

1

3

44

1

0

3

4

4

=−+=



















+=
xx

 (кв. од.) 

Відповідь: 1 кв. од. 

 

4. Знаходимо частинні похідні заданої функції: 

1233 2 −+=
∂

∂
yx

x

z
,  633 −+=

∂

∂
xy

y

z
. 

Знаходимо стаціонарні точки заданої функції з системи: 










=
∂

∂

=
∂

∂

0

0

y

z

x

z

⇒






=−+

=−+

0633

01233 2

xy

yx
⇒







=+

=+

2

42

xy

yx
⇒  

⇒






−=

=+

xy

yx

2

42

⇒
( )







−=

=−+

xy

xx

2

422

⇒






−=

=−−

xy

xx

2

022

⇒  

⇒








−=






=

−=

xy

x

x

2

2

1

2

1

⇒















=

=





=

−=

0

2

3

1

2

2

1

1

y

x

y

x

 

Отримали дві стаціонарні точки: ( )311 ;M −  та ( )022 ;M . 

 Знаходимо похідні другого порядку A , B , C  та дискримінант 

∆  для заданої функції: 
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x
x

z
A 6

2

2

=
∂

∂
= ,  3

2

=
∂∂

∂
=

yx

z
B ,  3

2

2

=
∂

∂
=

y

z
C , 

9182 −=−⋅= xBCA∆ . 

 ( ) ( ) 02791181 <−=−−⋅=M∆ , тому в точці ( )311 ;M −  

екстремуму немає.  

 ( ) 02792182 >=−⋅=M∆ . Оскільки ( ) 0122 >=MA , то 

точка ( )022 ;M  є точкою локального мінімуму: 

( ) 117062120230
2

3
202

23 =+⋅−⋅−⋅⋅+⋅+== ;zzmin . 

Відповідь: ( ) 102 == ;zzmin . 

 

5. Запишемо задану функцію у вигляді  

( )

2

9
1

1

2

5

92

5

xx
xf

−

⋅=
−

= . 

У відомому ряді Маклорена (див. [5], додаток Д) 

∑
∞

=

=++++++=
− 0

321
1

1

n

nn
ttttt

t
LL , ( )1;1−∈t , 

покладемо 
2

9x
t = , отримаємо 

∑
∞

=

=+







++








+








++=

− 0

32

2

9

2

9

2

9

2

9

2

9
1

2

9
1

1

n

n

n

nn

x
xxxx

x
LL . 

Остаточно маємо: 

( ) ∑
∞

=

=

−

⋅=
0 2

9

2

5

2

9
1

1

2

5

n

n

n

n

x
x

xf . 
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Знайдемо область збіжності заданого ряду. Область збіжності 

ряду ∑
∞

=

=
− 01

1

n

n
t

t
 ( )1;1−∈t , тобто 1<t . Для заданого ряду 

2

9x
t = , 

тому 1
2

9
<

x
, 

9

2
<x , тобто 








−∈

9

2

9

2
;x . 

Відповідь: ( ) ∑
∞

=

=
02

9

2

5

n

n

n

n

xxf ; 







−∈

9

2

9

2
;x . 

 

 

 2.2 Варіанти контрольної роботи №2 

 

Варіант 1 

1. Обчислити границю: 
3252

315
2

2

−+

++

∞→ xx

xx
lim

x
. 

2. Дослідити функцію на монотонність та екстремуми: 
x

xy
50

2 += . 

3. Обчислити площу, обмежену лініями: xy,xy −=+= 312
. 

4. Знайти екстремуми функції: 

1302525555 22 +−−+−= yxyxyxz . 

5 Розвинути функцію в ряд Маклорена та вказати його область 

збіжності: ( )
x

xf
+

=
4

1
. 

 

Варіант 2 

1. Обчислити границю: 
25

6
4

24

−−

++−

∞→ xx

xxx
lim

x
. 

2. Дослідити функцію на монотонність та екстремуми: 
x

xy
36

9 += . 

3. Обчислити площу, обмежену лініями: xy,xy −=+= 422
. 

4. Знайти екстремуми функції: 681616444 22 +−−+−= yxyxyxz . 
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5 Розвинути функцію в ряд Маклорена та вказати його область 

збіжності: ( )
x

xf
+

=
5

1
. 

 

Варіант 3 

1. Обчислити границю: 
43

399
2

2

+−

++

∞→ xx

xx
lim

x
. 

2. Дослідити функцію на монотонність та екстремуми: 
x

xy
20

5 += . 

3. Обчислити площу, обмежену лініями: xy,xy −=+= 532
. 

4. Знайти екстремуми функції: 7020102 22 −++−−= yxyxz . 

5 Розвинути функцію в ряд Маклорена та вказати його область 

збіжності: ( )
x

xf
+

=
3

1
. 

 

Варіант 4 

1. Обчислити границю: 
53

13
2

2

−+

++−

∞→ xx

xx
lim

x
. 

2. Дослідити функцію на монотонність та екстремуми: 
x

xy
16

4 += . 

3. Обчислити площу, обмежену лініями: xy,xy −=+= 642
. 

4. Знайти екстремуми функції: 441682 22 −++−−= yxyxz . 

5 Розвинути функцію в ряд Маклорена та вказати його область 

збіжності: ( )
x

xf
+

=
2

1
. 

 

Варіант 5 

1. Обчислити границю: 
1510

1020
3

23

++

+−

∞→ xx

xx
lim

x
. 
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2. Дослідити функцію на монотонність та екстремуми: 
x

xy
48

3 += . 

3. Обчислити площу, обмежену лініями: xy,xy +=+= 312
. 

4. Знайти екстремуми функції: 3099333 22 +−−+−= yxyxyxz . 

5 Розвинути функцію в ряд Маклорена та вказати його область 

збіжності: ( )
x

xf
−

=
4

1
. 

 

Варіант 6 

1. Обчислити границю: 
102

754
2

2

+−

−+

∞→ xx

xx
lim

x
. 

2. Дослідити функцію на монотонність та екстремуми: 
x

xy
32

2 += . 

3. Обчислити площу, обмежену лініями: xy,xy +=+= 422
. 

4. Знайти екстремуми функції: 241262 22 −++−−= yxyxz . 

5 Розвинути функцію в ряд Маклорена та вказати його область 

збіжності: ( )
x

xf
−

=
5

1
. 

 

Варіант 7 

1. Обчислити границю: 
xxx

xx
lim

x 26

12
34

4

+−

++

∞→
. 

2. Дослідити функцію на монотонність та екстремуми: 
x

xy
27

3 += . 

3. Обчислити площу, обмежену лініями: xy,xy +=+= 532
. 

4. Знайти екстремуми функції: 1044222 22 +−−+−= yxyxyxz . 

5 Розвинути функцію в ряд Маклорена та вказати його область 

збіжності: ( )
x

xf
−

=
3

1
. 
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Варіант 8 

1. Обчислити границю: 
42

923
2

2

+−

++

∞→ xx

xx
lim

x
. 

2. Дослідити функцію на монотонність та екстремуми: 
x

xy
18

2 += . 

3. Обчислити площу, обмежену лініями: xy,xy +=+= 642
. 

4. Знайти екстремуми функції: 10842 22 −++−−= yxyxz . 

5 Розвинути функцію в ряд Маклорена та вказати його область 

збіжності: ( )
x

xf
32

1

+
= . 

 

Варіант 9 

1. Обчислити границю: 
135

735
2

2

++

−+

∞→ xx

xx
lim

x
. 

2. Дослідити функцію на монотонність та екстремуми: 
x

xy
12

3 += . 

3. Обчислити площу, обмежену лініями: xy,xy −=−= 112
. 

4. Знайти екстремуми функції: 222 +−−+−= yxyxyxz . 

5 Розвинути функцію в ряд Маклорена та вказати його область 

збіжності: ( )
x

xf
−

=
2

1
. 

 

Варіант 10 

1. Обчислити границю: 
43

2
3

3

−−

−+

∞→ xx

xx
lim

x
. 

2. Дослідити функцію на монотонність та екстремуми: 
x

xy
8

2 += . 

3. Обчислити площу, обмежену лініями: xy,xy −=−= 22
. 

4. Знайти екстремуми функції: 2422 22 −++−= yxyxz . 
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5 Розвинути функцію в ряд Маклорена та вказати його область 

збіжності: ( )
x

xf
23

1

+
= . 

 

Варіант 11 

1. Обчислити границю: 
43

2
3

3

−−

−+

∞→ xx

xx
lim

x
. 

2. Дослідити функцію на монотонність та екстремуми: 
x

xy
4

+= . 

3. Обчислити площу, обмежену лініями: xy,xy −−=−= 132
. 

4. Знайти екстремуми функції: 10224122 22 −++−−= yxyxz . 

5 Розвинути функцію в ряд Маклорена та вказати його область 

збіжності: ( )
x

xf
24

1

+
= . 

 

Варіант 12 

1. Обчислити границю: 
383

2126
4

24

−+

+−

∞→ xx

xx
lim

x
. 

2. Дослідити функцію на монотонність та екстремуми: 
x

xy
9

+= . 

3. Обчислити площу, обмежену лініями: xy,xy −−=−= 242
. 

4. Знайти екстремуми функції: 

2223636666 22 +−−+−= yxyxyxz . 

5 Розвинути функцію в ряд Маклорена та вказати його область 

збіжності: ( )
x

xf
25

1

+
= . 

 

Варіант 13 

1. Обчислити границю: 
232

538
2

2

+−

−+

∞→ xx

xx
lim

x
. 
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2. Дослідити функцію на монотонність та екстремуми: 
x

xy
16

+= . 

3. Обчислити площу, обмежену лініями: xy,xy +=−= 112
. 

4. Знайти екстремуми функції: 14028142 22 −++−−= yxyxz . 

5 Розвинути функцію в ряд Маклорена та вказати його область 

збіжності: ( )
x

xf
−

=
2

1
. 

 

Варіант 14 

1. Обчислити границю: 
14

58
4

24

+

+−

∞→ x

xx
lim

x
. 

2. Дослідити функцію на монотонність та екстремуми: 
x

xy
25

+= . 

3. Обчислити площу, обмежену лініями: xy,xy =−= 22
. 

4. Знайти екстремуми функції: 

3504949777 22 +−−+−= yxyxyxz . 

5 Розвинути функцію в ряд Маклорена та вказати його область 

збіжності: ( )
x

xf
23

1

−
= . 

 

Варіант 15 

1. Обчислити границю: 
136

253
2

2

++

+−

∞→ xx

xx
lim

x
. 

2. Дослідити функцію на монотонність та екстремуми: 
x

xy
36

+= . 

3. Обчислити площу, обмежену лініями: 132 −=−= xy,xy . 

4. Знайти екстремуми функції: 18432162 22 −++−−= yxyxz . 

5 Розвинути функцію в ряд Маклорена та вказати його область 

збіжності: ( )
x

xf
24

1

−
= . 
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Варіант 16 

1. Обчислити границю: 
1310

142
33

23

−++

+−

∞→ xxx

xxx
lim

x
. 

2. Дослідити функцію на монотонність та екстремуми: 
x

xy
50

2 −−= . 

3. Обчислити площу, обмежену лініями: 242 −=−= xy,xy . 

4. Знайти екстремуми функції: 5206464888 22 +−−+−= yxyxyxz . 

5 Розвинути функцію в ряд Маклорена та вказати його область 

збіжності: ( )
x

xf
25

1

−
= . 

 

Варіант 17 

1. Обчислити границю: 
57

47
3

23

+

+−

∞→ x

xxx
lim

x
. 

2. Дослідити функцію на монотонність та екстремуми: 
x

xy
36

9 −−= . 

3 Обчислити площу, обмежену лініями: 312 −=−−= xy,xy . 

4. Знайти екстремуми функції: 23436182 22 −++−−= yxyxz . 

5 Розвинути функцію в ряд Маклорена та вказати його область 

збіжності: ( )
x

xf
42

1

+
= . 

 

Варіант 18 

1. Обчислити границю: 
12

735
34

24

++

+−

∞→ xx

xx
lim

x
. 

2. Дослідити функцію на монотонність та екстремуми: 
x

xy
20

5 −−= . 

3. Обчислити площу, обмежену лініями: 422 −=−−= xy,xy . 
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4. Знайти екстремуми функції: 

7388181999 22 +−−+−= yxyxyxz . 

5 Розвинути функцію в ряд Маклорена та вказати його область 

збіжності: ( )
x

xf
43

1

+
= . 

 

Варіант 19 

1. Обчислити границю: 
510

75
23

3

+−

+

∞→ xx

xx
lim

x
. 

2. Дослідити функцію на монотонність та екстремуми: 
x

xy
16

4 −−= . 

3. Обчислити площу, обмежену лініями: 532 −=−−= xy,xy . 

4. Знайти екстремуми функції: 29040202 22 −++−−= yxyxz . 

5 Розвинути функцію в ряд Маклорена та вказати його область 

збіжності: ( )
x

xf
34

1

+
= . 

 

Варіант 20 

1. Обчислити границю: 
xxx

xx
lim

x −+

+−

∞→ 23

23

52

253
. 

2. Дослідити функцію на монотонність та екстремуми: 
x

xy
48

3 −−= . 

3. Обчислити площу, обмежену лініями: 642 −=−−= xy,xy . 

4. Знайти екстремуми функції: 

1010100100101010 22 +−−+−= yxyxyxz . 

5 Розвинути функцію в ряд Маклорена та вказати його область 

збіжності: ( )
x

xf
35

1

+
= . 
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Варіант 21 

1. Обчислити границю: 
232

14
3

3

+−

+

∞→ xx

xx
lim

x
. 

2. Дослідити функцію на монотонність та екстремуми: 
x

xy
32

2 −−= . 

3. Обчислити площу, обмежену лініями: 112 −=+−= xy,xy . 

4. Знайти екстремуми функції: 35244222 22 −++−−= yxyxz . 

5 Розвинути функцію в ряд Маклорена та вказати його область 

збіжності: ( )
x

xf
43

1

−
= . 

 

Варіант 22 

1. Обчислити границю: 
42

4

63

246

xxx

xx
lim

x ++

−+

∞→
. 

2. Дослідити функцію на монотонність та екстремуми: 
x

xy
27

3 −−= . 

3. Обчислити площу, обмежену лініями: xy,xy =+−= 22
. 

4. Знайти екстремуми функції: 

1342121121111111 22 +−−+−= yxyxyxz . 

5 Розвинути функцію в ряд Маклорена та вказати його область 

збіжності: ( )
x

xf
34

1

−
= . 

 

Варіант 23 

1. Обчислити границю: 
346

272
3

23

+−

−+

∞→ xx

xx
lim

x
. 

2. Дослідити функцію на монотонність та екстремуми: 
x

xy
18

2 −−= . 

3. Обчислити площу, обмежену лініями: 132 +=+−= xy,xy . 
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4. Знайти екстремуми функції: 42048242 22 −++−−= yxyxz . 

5 Розвинути функцію в ряд Маклорена та вказати його область 

збіжності: ( )
x

xf
42

1

−
= . 

 

Варіант 24 

1. Обчислити границю: 
2

2

21

14

xx

xx
lim

x ++

+

∞→
. 

2. Дослідити функцію на монотонність та екстремуми: 
x

xy
12

3 −−= . 

3. Обчислити площу, обмежену лініями: 242 +=+−= xy,xy . 

4. Знайти екстремуми функції: 

1740144144121212 22 +−−+−= yxyxyxz . 

5 Розвинути функцію в ряд Маклорена та вказати його область 

збіжності: ( )
x

xf
35

1

−
= . 

 

Варіант 25 

1. Обчислити границю: 
42

42

32

524

xx

xxx
lim

x ++

+−

∞→
. 

2. Дослідити функцію на монотонність та екстремуми: 
x

xy
8

2 −−= . 

3. Обчислити площу, обмежену лініями: 312 −−=−−= xy,xy . 

4. Знайти екстремуми функції: 49452262 22 −++−−= yxyxz . 

5 Розвинути функцію в ряд Маклорена та вказати його область 

збіжності: ( )
x

xf
52

1

+
= . 
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Варіант 26 

1. Обчислити границю: 
58

78
4

24

++

−−

∞→ xx

xx
lim

x
. 

2. Дослідити функцію на монотонність та екстремуми: 
x

xy
36

−−= . 

3. Обчислити площу, обмежену лініями: 422 −−=−−= xy,xy . 

4. Знайти екстремуми функції: 

2210169169131313 22 +−−+−= yxyxyxz . 

5 Розвинути функцію в ряд Маклорена та вказати його область 

збіжності: ( )
x

xf
52

1

−
= . 

 

Варіант 27 

1. Обчислити границю: 
86

558
5

52

++

−−

∞→ xx

xx
lim

x
. 

2. Дослідити функцію на монотонність та екстремуми: 
x

xy
25

−−= . 

3. Обчислити площу, обмежену лініями: 532 −−=−−= xy,xy . 

4. Знайти екстремуми функції: 57456282 22 −++−−= yxyxz . 

5 Розвинути функцію в ряд Маклорена та вказати його область 

збіжності: ( )
x

xf
53

1

+
= . 

 

Варіант 28 

1. Обчислити границю: 
3

23

25

386

xx

xx
lim

x −+

+−

∞→
. 

2. Дослідити функцію на монотонність та екстремуми: 
x

xy
16

−−= . 

3. Обчислити площу, обмежену лініями: 112 −−=+−= xy,xy . 
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4. Знайти екстремуми функції: 

2758196196141414 22 +−−+−= yxyxyxz . 

5 Розвинути функцію в ряд Маклорена та вказати його область 

збіжності: ( )
x

xf
53

1

−
= . 

 

Варіант 29 

1. Обчислити границю: 
25

125
23

3

++

+−

∞→ xx

xx
lim

x
. 

2. Дослідити функцію на монотонність та екстремуми: 
x

xy
9

−−= . 

3. Обчислити площу, обмежену лініями: xy,xy −=+−= 22
. 

4. Знайти екстремуми функції: 66060302 22 −++−−= yxyxz . 

5 Розвинути функцію в ряд Маклорена та вказати його область 

збіжності: ( )
x

xf
54

1

+
= . 

 

Варіант 30 

1. Обчислити границю: 
53

137
2

2

−+

+−

∞→ xx

xx
lim

x
. 

2. Дослідити функцію на монотонність та екстремуми: 
x

xy
4

−−= . 

3. Обчислити площу, обмежену лініями: 132 +−=+−= xy,xy . 

4. Знайти екстремуми функції: 

3390225225151515 22 +−−+−= yxyxyxz . 

5 Розвинути функцію в ряд Маклорена та вказати його область 

збіжності: ( )
x

xf
54

1

−
= . 
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Додаток А 

Таблиця похідних  

 

 В таблиці ( )xuu =  – дифенційовна функція 

1. ( ) 0=
′

C , constC = ; 11. ( ) u
u

tgu ′⋅=
′

2cos

1
; 

2. ( ) 1=
′

x ; 12. ( ) u
u

ctgu ′⋅−=
′

2sin

1
; 

3. ( ) uunu
nn ′⋅⋅=

′ −1
; 13. ( ) u

u
u ′⋅

−
=

′
21

1
arcsin ; 

4. ( ) u
u

u ′⋅=
′

2

1
; 14. ( ) u

u
u ′⋅

−
−=

′
21

1
arccos ; 

5.

( ) constauaaa
uu −′⋅⋅=

′
,ln ; 

15. ( ) u
u

arctgu ′⋅
+

=
′

21

1
; 

6. ( ) uee
uu ′⋅=

′
; 16. ( ) u

u
arcctgu ′⋅

+
−=

′
21

1
; 

7. ( ) u
au

ua
′⋅

⋅
=

′

ln

1
log ; 

17. uuchush ′⋅=′)( ; 

8. ( ) u
u

u ′⋅=
′ 1

ln ; 
18. uushuch ′⋅=′)( ; 

9. ( ) uuu ′⋅=
′

cossin ; 19. u
uch

uth ′⋅=′
2

1
)( ; 

10. ( ) uuu ′⋅−=
′

sincos ; 20. u
ush

ucth ′⋅−=′
2

1
)( . 
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Додаток Б 

Таблиця основних інтегралів  

 

 В таблиці ( )xuu =  – дифенційовна функція 

1. ∫ += Cudu ; 
13. ∫ += C

u
tg

u

du

2
 ln

sin
; 

2. ∫ +
+

=
+

C
u

duu
1

1

α

α
α

, 

1−≠α ; 

14. ∫ +







+= C

u
tg

u

du

42
 ln

cos

π
; 

3. ∫ += Cu
u

du
2 ; 15. Cuchduush +=∫ ; 

4. ∫ += Cu
u

du
 ln ; 

16. ∫ += Cushduuch ; 

5. ∫ += C
a

a
dua

u
u

ln
; 17. ∫ += Cuth

uch

du
2

; 

6. ∫ += Cedue uu
; 

18. Cucth
ush

du
+−=∫  

2
; 

7. ∫ +−= Cuduu cossin ; 
19. ∫ +=

+
C

a

u
arctg

aau

du 1
22

; 

8. Cuduu +=∫ sincos ; 
20. ∫ +

+

−
=

−
C

au

au

aau

du
 ln

2

1
22

; 

9. ∫ +−= Cudutgu cos ln ; 
21. ∫ =

± 22
au

du
 

Cauu +±+= 22 ln ; 
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10. Cuductgu +=∫ sin ln ; 
22. ∫ +=

−
C

a

u

ua

du
arcsin

22
; 

11. ∫ += Cutg
u

du
 

cos2
; 23. =−∫ duua

22
 

+−= 22

2

1
uau  

C
a

u
a ++ arcsin

2

1 2
; 

12. ∫ +−= Cuctg
u

du
  

sin2
; 24. ∫ =± duau

22
 

±±= 22

2

1
auu  

Cauunla +±+± 222

2

1
. 
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Додаток В 

Розвинення в ряд Маклорена деяких елементарних функцій 

 

1. ∑
∞

=

=+++++=
0

2

!!!2
1

n

nn
x

n

x

n

xx
xe KK , ( )+∞∞−∈ ;x  

2. ( )
( )

( )
( )∑

∞

=

−=+−+−+−=
0

2242

!2
1

!2
1

!4!2
1cos

n

n
n

n
n

n

x

n

xxx
x KK ,

( )+∞∞−∈ ;x , 

3. ( )
( )

( )
( )∑

∞

=

++

+
−=+

+
−+−+−=

0

121253

!12
1

!12
1

!5!3
sin

n

n
n

n
n

n

x

n

xxx
xx KK ,

( )+∞∞−∈ ;x , 

4. ( ) ( ) ( )∑
∞

=

++
−=+−+−+−=+

1

11
32

11
32

1ln
n

n
n

n
n

n

x

n

xxx
xx KK , 

( )1;1−∈x , 

5. ( ) ( )
=+

−
++=+ K

2

!2

1
11 xxx

αα
α

α

( )( ) ( )
∑

∞

=

+−⋅⋅−−
=

0 !

121

n

n
x

n

nαααα K
,

[ ]
( ]
( )







−≤−

<<−−

≥−

∈

.1,1,1

,01,1;1

,0,1;1

α

α

α

x R∈α ; 

6. ∑
∞

=

=+++++=
− 0

21
1

1

n

nn
xxxx

x
KK , ( )1;1−∈x ,  

7. ( ) ( )∑
∞

=

−=+−+−+−=
+ 0

2 111
1

1

n

nnnn
xxxx

x
KK , ( )1;1−∈x . 

 

 


