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Міру фрактальних точкових зарядів у вигляді диферінтегральної альфа-

форми множин фізичних зарядів (елементів струму) в метаматеріальному середо-

вищі застосовано для побудови диферінтегральної моделі компактів із просторо-

вою та часовою фрактальністю. Одержана за розробленою моделлю функція 

пам’яті виступає як прояв дофрактальності з можливістю контролю та регулю-

вання ступеню втрачання пам’яті за допомогою величини скейлінгу у природніх 

та штучно створюваних метаматеріальних компактах. Окреслено перспективи по-

дальшого застосування розробленої математичної концепції для аналізу штучних 

метаматеріальних фрактальних елементів з необхідними механічними й електро-

динамічними характеристиками. 

Ключові слова: диферінтегральна модель, ередитарність, фрактальний 

компакт, метаматеріал. 

 

Застосування поняття геометричного фрактала в математичному моделю-

ванні динамічних систем наділяє їх властивостями складних нелінійних систем, 

(ефектом часової ередитарності, наприклад) у яких ураховується не тільки те-

перішній стан системи або найближчий попередній стан (тобто початкові зна-

чення параметрів стану системи, деякі похідні за часом та просторовими коор-

динатами), але також і всі попередні стани, у яких перебувала дана система.  

Відомий опис експериментів з електролітичними конденсаторами, що були 

заряджені різними способами до однакової напруги (Westerlund, 1991). Вимі-

рюваннями виявлено помітні відмінності кривих розрядки конденсаторів, що 

можна інтерпретувати наявністю пам’яті у складній діелектричній структурі. 

Прикладом феноменологічного підходу до проблеми переносу є також ди-

фузійна модель, для якої рівняння дифузії складено із двох рівнянь (рівняння 

неперервності та закону Фіка). Для одновимірного просторового процесу зі 

скейлінгом, що описує β -характеристику функції двох змінних у просторі й ча-

сі, класична постановка задачі приводить до рівняння виду  
1
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розв’язок якого інтерпретується в задачах електродинаміки й механіки: рух 

електронів і дірок у напівпровідниках, світла в атмосферах планет, нейтронів у 

ядерних реакторах, заводського диму в атмосфері, квіткового пилку в повітрі, 

крапель чорнила у воді, поширення тепла в газах, рідинах і твердих тілах 

(Учайкин, 2009) тощо. При цьому,  концепція фрактальності процесів накопи-

чення заряду у просторі й часі демонструє неминучі зміни більшості результа-

тів, отриманих до цього часу звичайними методами. З фрактальної ж моделі 
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випливають декілька ефектів, які неможливо пояснити класичним підходом за-

стосування рівнянь для середовища-континууму.  

Одним з найважливіших з них є ефект пам’яті, що наводить на висновок 

про наявність її у від’ємних ємнісних (індуктивних) компактах та про керуван-

ня нею за допомогою часово-частотної та просторової фракталізації.  

Міру фрактальних точкових зарядів у вигляді диферінтегральної альфа-

форми множин фізичних зарядів (елементів струму) у метаматеріальному сере-

довищі застосовано нами далі для побудови диферінтегральної моделі фізичних 

фотопровідних фрактальных компактів. 

Модель фрактального шару на межі розділу двох конфігурованих середо-

вищ базується на визначенні дробового диференціала у часі d tα  та його зв’язку 

із дробовою похідною  

( , ) ( , )
a t

d L x t D L x t d tα α α= , 

де дробова похідна ( , )
a t
D L x tα  використовується у формі Рімана — Ліувілля.  

Для виявлення ефектів часової α -ередитарності фрактального компакту за 

схемою побудови рівнянь з розривами зарядів(струмів) ( , , )Q x tα  у часі виду 

дробової дельта-функції ( )( )
m

t tαδ −  моделюємо заряд фрактального компакту з 

ємністю C  і потенціалом U  як 
1

1
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er t
Q x t C x U t C D U t+αα = + . 

Диференціальні рівняння дробових порядків, що виникають у подібних 

моделях (Onufrienko, 2020), знаходять своє самостійне застосування в багатьох 

областях фізико-математичної і технічної науки (задача про таутохрону, про 

визначення потенціалу по залежності періоду коливань від енергії, обернена 

задача теорії розсіювання, руху тіла у в’язкому середовищі тощо) називаються 

ередитарними (Вольтерра, 1982) і можуть виникати самі по собі у процесі або в 

результаті розв’язування.  

Розгляд фрактальних множин у метриці Хаусдорфа дозволяє порівнювати 

величину змінюваної хаусдорфової розмірності зі змінним порядком ( )xα  дро-

бового інтеграла (Гинзбург, 1994; Coimbra, 2003) 
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та дробової похідної змінного порядку 
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Зазначена модель використовується далі для означення фрактального шару 

типу Гельмгольца та визначення його ередитарних властивостей. 
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Першою і найпростішою двошаровою моделлю, створеною в 1879 р. 

Гельмгольцем, уважають концепція поділу заряду на межі між металевим елек-

тродом та розчином електроліту. Електрод тримає щільність заряду 
M
σ , що ви-

никає внаслідок надлишку (
M

−σ ) або дефіциту (
M

+σ ) електронів на поверхні 

електрода. Заряд на електроді врівноважується перерозподілом іонів у розчині 

на рівну, але протилежно заряджену кількість іонів. Розглядаємо два нефракта-

льно конфігуровані шари протилежного заряду, розділені деякою відстанню 

/ 2l d= , обмеженою радіусом / 2d  залучених іонів, і одним шаром сольвації 

навколо кожного іона. Лінія, проведена через центр таких іонів, позначає межу, 

відому як зовнішня площина Гельмгольца, і область усередині неї 2α -польного 

електричного шару ( 0α = ). 

Потенціал у такому класичному шарі Гельмгольца описується рівнянням 

Пуассона 
2

2
0

( )x

x

∂ φ ρ
= −

εε∂
 

відносно електричного потенціалу φ  з розподілом заряду щільності ρ ; x  — ві-

дстань від електрода, 
0
ε  та ε  відповідно діелектричні проникності вакууму та 

середовища. 

Якщо розглядати іони як точкові заряди (класичний підхід), то 

розв’язування задачі базується на переході до рівняння Лапласа 2 2/ 0x∂ φ ∂ =  і 

класичної схеми плоскопаралельного конденсатора, тобто електричний подвій-

ний шар здатний зберігати електричний заряд. Тому наведену двошарову єм-

ність на одиницю площі можна оцінювати за формулою 

н

0C
l

εε
= , 

де l  — товщина подвійного шару. Модель не враховує залежність вимірюваної 

ємності від потенціалу або концентрації електролітів. Ще одним недоліком мо-

делі класичного шару є нехтування взаємодіями, які виникають далеко від зов-

нішньої площини Гельмгольца. 

У задачах про визначення концентрації ( , )x tρ  електроактивних елементів на 

поверхні фрактально конфігурованого зі скейлінгом α  електроду 0x = , що кон-

тактує з електролітом, безпосереднє вимірювання (0, )tρ є обтяжливим, але експе-

риментально достатньо легко визначається густина струму (0, )
x
j t  на поверхні 

1

01

1 ( , )
(0, )
x x

x t
j t

K x

+α

=+α

∂ ρ
− =

∂
.    (3) 

З рівняння (3) випливає залежність 
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Наявність у досліджуваному процесі ефекту пам’яті або нелокальності за 

часом, що міститься в ядрі інтегрального оператора вихідного рівняння (4), мо-

жна позиціонувати як функцію пам’яті (Учайкин, 2009)  

( )
1
2

( ) , 0 1,
1

2

t
R t

α−

−τ
−τ = < α <

 +α Γ   

            (5) 

що описує прояв ередитарності явища концентрації електроактивних елементів 

на поверхні контакту середовищ.  

Якщо функція пам’яті є степеневою (як у наших задачах із фрактальною 

геометрією контактів і неперервним розподілом фізичних параметрів на них та 

в задачах з фрактальними розподілами зарядів і струмів на гладких компактах), 

то виникає природній перехід до рівнянь з дробовими похідними.  

Відмічаємо, що у випадку збігу функції пам’яті (5) з виразом для функції 

Хевісайда розглядуваний процес має повну пам’ять, а для збігу з функцією Ді-

рака пам’ять у процесі відсутня.  

Для одержаного нами виду функції пам’яті ( )R t −τ  процес має часткову 

втрату пам’яті і розглядається як прояв дофрактальності з можливістю контро-

лювати, а також регулювати ступінь втрачання пам’яті за допомогою величини 

скейлінгу α  у природніх та штучно створюваних метаматеріальних шарах се-

редовищах, геометричні або фізичні властивості котрих моделюються фракта-

лами (Onufrienko, 2020).  

Визначено перспективи подальшого застосування розробленої математичної 

концепції для аналізу й синтезу штучних метаматеріальних фрактальних елемен-

тів з необхідними механічними й електродинамічними характеристиками. 
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