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3 ДИНАМІКА 

3.1 Закони динаміки. Задачі динаміки 

Динаміка – це розділ механіки, в якому вивчається механічний рух 
матеріальних об’єктів з врахуванням сил, що діють на ці об’єкти. 

Вперше термін „Динаміка” ввів німецький математик Г. Лейбніц. 
Основними поняттями динаміки є: матеріальна точка, сила, маса, 

абсолютно тверде тіло. 
Маса – це фізична величина, яка є мірою інертних і гравіта-

ційних властивостей речовини.. 
Сили в динаміці будемо поділяти на сталі і змінні. В загальному 

випадку будемо вважати, що сила є функцією часу, радіуса-вектора і 
швидкості матеріальної точки, до якої вона прикладена, тобто: 

 V,r,tFF  .        (3.1) 

Через те, що різні точки тіла можуть рухатися неоднаково, з’яв-
ляється необхідність деякі положення і висновки застосувати тільки 
для окремих матеріальних точок, а не для всього тіла. У силу цього 
динаміку поділяють на дві частини: динаміка матеріальної точки і ди-
наміка матеріальної системи. 

Коли розміри тіл малі порівняно з траєкторією, що описується 
цими тілами, їх можна розглядати як точки, наприклад, рух планет 
сонячної системи. 

Закони динаміки точки можна застосовувати до тіл, що рухаються 
поступально, коли треба визначити рух тіла в цілому, а не його окре-
мих точок. 

В основу динаміки покладено закони динаміки точки, які вста-
новлені шляхом узагальнення результатів цілого ряду експериментів і 
спостережень, присвячених вивченню руху тіл, і перевірці їх обшир-
ною практикою. Ці закони вперше були сформульовані Г. Галілеєм і 

І. Ньютоном в ХVI столітті і викладені в класичному творі Ньютона 

„Математичні начала натуральної філософії” (1687 р.). 

Закон 1 (перший закон Ньютона,закон інерції). Матеріальна 
точка знаходиться в стані спокою, або рухається рівномірно і пря-
молінійно, якщо на неї не діють ніякі сили, або діє система взаємно 
зрівноважених сил. 

Інерціальною системою відліку називається система відліку, в 
якій справджується закон інерції. 
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Закон II (другий закон Ньютона). Прискорення, що надається 

матеріальній точці, прикладеною до неї силою, пропорційне модулю 
сили і збігається з нею за напрямком. 

Цей закон називають основним законом динаміки. 

Коли F - сила, що діє на матеріальну точку з масою m,   - 

надане цією силою прискорення, то розглядуваний закон може бути 
представлений такою векторною рівністю: 

Fam  .         (3.2) 

Другий закон Ньютона має місце тільки в інерціальній системі 
відліку. Рівняння (3.2) – основне рівняння динаміки точки. 

Закон III (закон рівності дії та протидії. Сили взаємодії двох 
матеріальних точок рівні за величиною і протилежні за напрямком 
тобто: 

2112 FF  .        (3.3) 

Закон IV (принцип незалежності дій сил). Прискорення, що 
одержує матеріальна точка від одночасної дії на неї декількох сил, 
дорівнює векторній сумі прискорень, які точка одержує від дії кож-
ної сили окремо. 

Це значить, що у випадку одночасної дії на матеріальну точку 

декількох сил kF  (k=1, 2, … n) допускається справедливість рівності 





n

k

kFam
1

.         (3.4) 

Рівняння (1.4) – це основне рівняння динаміки вільної матеріаль-
ної точки. Основне рівняння (3.4) залишається справедливим і для 

невільної матеріальної точки, на яку накладені в’язі. Потрібно тільки в 
число прикладених сил включити реакції в’язей, тобто: 

 
 


n

k

n

k

kk RFam
1 1

,       (3.5) 

де kR – реакція k-ої в’язі. 

Рівняння (3.5) – основне рівняння динаміки невільної матеріальної 
точки. 
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3.1.1 Задачі динаміки для вільної точки 

Перша задача (пряма задача динаміки). Знаючи закон руху точ-
ки і її масу, встановити під дією яких сил відбувається цей рух. 

Друга (основна) задача – обернена задача динаміки. Знаючи ма-
су точки і сили, які діють на неї, а також початкові умови (початкове 
положення і початкову швидкість), визначити закон руху точки. 

3.1.2 Задачі динаміки для невільної точки 

Перша задача. Знаючи закон руху точки, активні сили, які діють 
на неї, а також її масу, визначити рівнодійну реакцій в’язей. 

Друга (основна) задача. Знаючи активні сили, які діють на точку, 
її масу, а також початкові умови, визначити закон руху точки і реакції 
в’язей. 

3.1.3 Диференціальні рівняння руху матеріальної точки 

 векторна форма    rrtFrm  ,, ; 

 координатна форма 

 zyxzyxtFxm x  ,,,,,, ; 

 zyxzyxtFym y  ,,,,,, ; 

 zyxzyxtFzm z  ,,,,,, ; 

 натуральна форма 

 sstFSm  ,, ; 

 sstF
S

m n 


,,


2

; 

 sstFO b ,, , 

де  rrtF ,,  – рівнодійна сил, що діють на точку; 

 tr  – радіус-вектор точки; 

m – маса точки; 

xF , yF , zF  – проекції сили F  на осі декартової системикоорди-

нат xOyz; 

S(t) – дугова координата точки; 

F , nF , bF  – проекції сили F  на осі натуральної системи коор-

динат; 

 – радіус кривизни траекторії. 
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3.2 Робота сили. Потужність 

 
Елементарна робота: dSFdA  

; rdFdA  ; dzFdyFdxFdA zyx  . 

Повна робота сили: 
1

0

10

M

M

MM dAA . 

Потужність: 
dt

dA
N  ; VFN  ; VFN  ; zzyyxx VFVFVFN  . 

1 Робота сили 
ваги 

 

   1010
zzmgPhA MM   

2 Робота 
пружної 
сили  

  
2

2

1
10

cxA MM   

3 Робота сили 
тяжіння  

 

  











01

11
10 rr

mgRA MM
, R - радіус Землі 

4 Робота сили 

тертя 
ковзання 

 

   
1

0

1

0

10

M

M

M

M

трMM fNdSdSFA
 

при constFтр 
; SFA трMM 

01

 

5  Робота 
момента 
сили 

 




0

dMA z

 при constM z  ; zMA   

6 Робота сил, 
прикладе-
них до тіла, 
що котиться 
без 
ковзання 

а) б) Tіло деформується: 

0
трFPN AAA ; 





0

dMA окM ок

 

Tіло не деформується: 

0
трFPN AAA  При constkNMок  ;  окM MA

ок

 

 

F

F

V

nF



0M ds

1M

O

h
z

x

0M

P

1M

0x
0y

0z

y

1x

1y

1z

x

0M
1M

xl y

прF

C
R

0к

1M

0M

1r

тяжF

y

x

zM

z

V

CV
C

N

P

трF

CV

трF

k

C

NP

окM

V

1M



0M

N

P

трF
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3.3 Осьовий момент інерції системи 





a

k

kmM
1

;
 





n

k

kkC rm
M

r
1

1
 – маса системи і радіус-вектор центра мас;

 





a

k

kkO hmI
1

2
; 




a

k

kkz hmI
1

2
; 

2MI z   – полярний та осьовий моменти інерції системи;
 

2MdII
CzO   – теорема Гюйгенса-Штейнера 

Моменти інерції однорідних тіл  

Стержень 

довжиною l і 

масою М 

 ;
2

12

1
1

MlI Cz   2

3

1
MlIz 

 

Кільце тонке 

радіусом R і 

масою М 

 

;
2

2

1
MRIx 

   ;
2

2

1
MRI y 

   2MRI z   

Кругла 
пластина 

радіусом R і 

масою М 

 ;
2

4

1
MRIx 

 ;
2

4

1
MRI y 

 2

2

1
MRIz 

 

Суцільна куля 

радіусом R і 

масою М 

 240 MR.III zyx   

Прямокутна 
пластина 

масою М та 

сторонами a і b 

 
 

;
12

22 baM
Ix


  ;

12

2Mb
I y 

 

12

2Ma
Iz 

 

Суцільний 
конус радіусом 

основи R і 

масою М 

 230 MR.Iz   

Кільце 

радіусами R та 

r і масою М 

 
 

;
4

22 rRM
Ix


   

;
4

22 rRM
I y


   

2

22 rRM
I z


  

Суцільний куб 

масою М і 

стороною а 

 

6

2Ma
III zyx   

1z

l
C

z

y

z

x

C
R

z

y

x

C
R

z

y

x

C

R

a

b

z

y
x

z

CR

C
r

R

z

y

x

a

z

y

x
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3.4 Загальні теореми динаміки 

 Точки Системи 

Кількість 
руху 

Vmq   
;

1





n

k

kkVmQ
   

Кінетична 
енергія 2

2mV

 

;
2

1

2





n

k

kkVm
T

 
;

1





n

k

kTT
 ;

2

1 2
cïîñ MVT   ;

2

1 2kîá IT   

22

2

1

2

1
ccïë IMVT   

Кінетичний 
момент 

 Vmmk 00 
; 

 Vmmk zz   

 



n

k

kkVmmK
0

00
; zz IK

îá
 ;  




n

k

kkzz VmmK
0

; 

 
 czzz VMmKK

pcïëp
  

Імпульс 
сили 

t

dtFS

0

;
 


t

xx dtFS

0

;  при FtS;constF   

Назва 
теореми 

Теорема для точки Теорема для системи Закони збереження 

Про рух 
центра мас 

 



n

k

c
kc FaM

1

 
constVF. c

n

k

e
k 



0,1
1

 

constxVF. cc

n

k

c
k xx




,02
1

 

Про зміну 
кількості 

руху 

 




n

k

kF
dt

Vmd

1

 





n

k

kSVmVm
1

01
 





n

k

e

kF
dt

Qd

1

 





n

k

kSQQ
1

0
 

constQF.
n

k

c
k 



,01
1

 

constQF. x

n

k

c
kx




,02
1

 

Про зміну 
кінетичного 
моменту 

    



n

k

kFmVmm
dt

d

1

00
 

    



n

k

kzz FmVmm
dt

d

1

 

 



n

k

c
kFm

dt

Kd

1

0
0  

 



n

k

c
kz

z Fm
dt

dK

1

 

  constKFm.
n

k

c
k 



0

1

0 ,01
 

  constKFm. z

n

k

e
kz x




,02
1

 

Про зміну 
кінетичної 
енергії 

















 n

k

kdA
mV

d
1

2

2

 

















 n

k

kN
mV

dt

d

1

2

2

 





n

k

kA
mVmV

1

2
0

2
1

22

 





n

k

i
k

n

k

c
k dAdAdT

11

 





n

k

i
k

n

k

c
k NN

dt

dT

11

 





n

k

i
k

n

k

c
k AATT

11

01
 

constПTПT  0011
 

Потенціальна енергія 

mghpzП ваги Сили1.  

2

2cx
П силиПружньої 2.

 

r
mgRП

12тяжіння Сили3.
 

 

cVMQ 
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3.5 Принципи механіки 

Принцип Даламбера 

для точки для системи 

0 ³íFRF  

Якщо у будь-який момент часу до сил 

F  і R , які діють на точку, додати 

силу інерції 
³íF  точки, то отримана 

система сил буде зрівноважена. 

0 ³íe RR ; 000  ³íe MM  

У кожий момент часу сума головних 

векторів і головних моментів 
зовнішніх сил і сил інерції рухомої ма-
теріальної системи дорівнює нулю. 

Головний вектор і головний момент сил інерції  твердого тіла 

поступальний рух обертальний рух відносно осі zC  плоский рух 

C
³í aMR  ; 

00 ³íM  

0³íR ; 


Cz

³í IM 0  

C
³í aMR  ; 


Cz

³í IM 0  

Принцип можливих переміщень 

0
1




n

k

a
kA  

Для рівноваги механічної систем з ідеальними ста-
ціонарними і утримуючими в’язями необхідно і до-

статньо, щоб сума елементарних робіт усіх активних 
сил, прикладених до точок системи, дорівнювала 
нулю на будь-якому можливому переміщенні систе-
ми, якщо швидкості точок системи в даний момент 

часу дорівнюють нулю. 

Загальне рівняння динаміки 

0
11




n

k

³í
k

n

k

a
k AA   

Під час руху систем з ідеальними в’язями в кожний 

даний момент часу сума елементарних робіт всіх 
прикладених активних сил і всіх сил інерції на будь-
якому можливому переміщенні системи дорівнює ну-
лю 

Рівнння Лагранжа другого роду 

Загальний випадок Випадок потенціальних сил 

1
11

Q
q

T

q

T

dt

d


















; 

………………… 

í
íí

Q
q

T

q

T

dt

d




















 

1
11

Q
q

L

q

L

dt

d


















; ПTL  ; 

………………… 

í
íí

Q
q

L

q

L

dt

d




















. 
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3.6 Завдання Д.1. Інтегрування диференційних рівнянь 
руху матеріальної точки 

Тіло масою m=2 кг отримало в 

точці А швидкість A  і рухається по 

площині АВ, яка нахилена під кутом 

 до горизонту. В точці В тіло поки-

дає площину зі швидкістю B  і падає 

на горизонтальну площину DС зі 

швидкістю C  в точці С, положення 

якої визначається координатами d і h 
(див. рис. 3.1). 

На ділянці АВ, довжиною l1, на 
тіло діють: 

– сила ваги P  і сила тертя трF ; 

– змінна сила 
1xF , яка наведена в таблиці 3.1. 

Якщо кут  задано зі знаком мінус, то тіло на ділянці АВ підніма-

ється. На ділянці ВС тіло рухається під дією сили ваги P  і сили опору 

середовища jTiTT yx 22
 . 

Час руху тіла на ділянках АВ і ВС відповідно становить t1 і t3. Ко-
ефіцієнт тертя і дані для розрахунків наведені в таблиці 3.1. 

Знайти закони руху тіла на ділянках АВ і ВС, а також величини, 
які наведені в таблиці 3.1. 

3.7 Приклад виконання 

завдання Д.1 

Знайти закони руху точки на 

ділянках АВ і ВС, якщо дано: 

m=2 кг;  d=2 м; 

vA=2 м/с;  
2
22

2
хТх  , H; 

f=0.1;   22
2

yTy  , H; 

Fx1=2t H;  α=30°; 

t1=1 c;   vB, t2 – знайти додатково. 

 

Рисунок 3.1 

 

Рисунок 3.2 
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Розв’язання 

На рис. 3.2 рух тіла на ділянках АВ і ВС розглянемо відносно не-

рухомих систем координат x1Ay1 і x2By2. 

На ділянці АВ тіло рухається під дією сил P ,   N , F  і òpF . По-

чаткові умови руху тіла на ділянці АВ 

t1=0;  x10=0;  Ax 10 .     (3.6) 

Запишемо диференціальні рівняння руху тіла в системі координат 

11Ayx  











.30cos

30sin

1

1 ;
1









PNym

FFPxm трx
      (3.7) 

Під час руху тіло не відривається від площини АВ, тому 

y1=0;  01 y ;  01 y . 

Із другого рівняння (3.7)  
 3030 cosmgcosPN  . 

Сила тертя      
30cosfmgfNFтp  . 

Тоді перше рівняння (3.7) набирає вигляду 

 302301 cosfmgtsinPxm   

або     0643030 11 .txcosfsingtx   
.   (3.8) 

Проінтегруємо двічі рівняння (3.8) 

















.CtCt.tx

Ct.tx

21
23

1

1
2

1

032
6

1

064
2

1
;

     (3.9) 
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Постійні інтегрування С1 і С2 визначимо із початкових 

умов (3.6) 

   200640
2

1
0 1110  AA CC.x   м/с; 

  00000320
6

1
00 221110  CCCC.x . 

Отже, рівняння руху важкого тіла на ділянці АВ набувають вигляду 

tttx 203.2
6

1 23

1  ;  y1=0.      (3.10) 

Із рівняння (3.9) при t1=1.0 c маємо 

  566210641
2

1
01 2

1 ...xB    м/с. 

На ділянці ВС на тіло діють сили Ð  і Ò . Початкові умови руху 

тіла на ділянці ВС 

t2=0;   x20=0;   y20=0;   
 3020 cosx B ;   

 3020 siny B .  (3.11) 

Запишемо диференціальні рівняння руху тіла в системі координат x2By2 

 
22 xTxm  ;  PTym y 

22  або 
2
22 2xxm   ;  mgyym  22 2 ; 

2
22 xx   ;  gyy  22 .       (3.12) 

Проінтегруємо перше рівняння із (3.12), враховуючи, що 

dt

xd
x 2

2


  , 

32
2

22
2

2
2
2

2

2 1
Ct

x
dtxdxx

dt

xd
 





. 
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Постійну С3 визначимо із умов (3.11) 

1760
685

1

8660566

1

30

1
0

1
33

20

.
...cos

CC
x

B





 

. 

Тоді  1760
1

2
2

.t
x




   або  

2
2

1760

1

t.
x


    і

        4
2

2 1760 Ct.lnx  . 

Із початкових умов (3.11) визначимо С4 

  17600176000 442 .lnCC.lnx  . 

Закон руху тіла на ділянці ВС має вигляд 

2
2

1760

1760

t.

.
lnx


 . 

Знайдемо час руху тіла на ділянці ВС при d=2.0 м 

2

22
2

1760

1760

1760

1760
ee

t.

.

t.

.
lndx d 





 , 

звідси t2=0.15 c. 

Проінтегруємо друге рівняння (3.12) 

gyygyy  2222  .     (3.13) 

Загальний розв’язок цього рівняння має вигляд 
частод уyy 222  ,  

де 
оду2  – розв’язок однорідного рівняння 022  уу , який визна-

чають за виглядом корeнів характеристичного рівняння 
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ik,  21
2 01    (k=1);   ktCktСyод sincos 652  . 

часту2  – частковий розв’язок вибирають у формі правої частини. 

Приймаємо Aучаст 2  і підставляємо в (3.13) 

81.90 2  gygAgA част
. 

Тоді загальний розв’язок рівняння (3.13) буде 











.ktcoskCktsinkCy

.ktsinCktcosCy

652

652 ;819


     (3.14) 

Постійні С5 і С6 визначимо за допомогою умов (3.11) 

  8198190100 56520 .C.CCy  ; 

   283
30

10300 66520 .
k

sin
CCkCksiny B

B 





 . 

Закон руху тіла на ділянці ВС має вигляд 

8192838192 .tsin.tcos.y  , м. 

Відповідь. Закони руху тіла на ділянці АВ 

tttx 203.2
6

1 23

1  , м; y1=0, 

на ділянці ВС
2

2
2750

2750

t.

.
lnx


 , м; 

  tcos.tsin.y  18192832 , м. 

Швидкість тіла в точці В – vB=6.56 м/с, час руху тіла на 

ділянці ВС – t2=0.15 c. 
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3.8 Завдання Д.2. Застосування основних теорем 

динаміки для дослідження руху матеріальної 

точки 

Кулька, яку вважаємо матеріальною точкою, починає рухатися з 

положення А в середині трубки, вісь якої розміщена у вертикальній 

площині (рис. 3.3). 

Визначити: 

– швидкість кульки в положеннях В та С; 

– тиск її NC на стінки трубки в положенні С. 

Тертям на криволінійних ділянках траєкторії руху кульки знехту-

вати. У варіантах 3, 6, 7, 9, 17, 30 кулька, пройшовши відстань h0, від-

ривається від пружини. Необхідні для розрахунку величини наведені в 

табл. 3.2 і 3.3. 

У завданні прийняті такі позначення: 

– m=0.5 кг – маса кульки (для всіх варіантів); 

– vA – її початкова швидкість; 

–  – час руху кульки на ділянці АВ (в варіантах 1–3, 6–8, 10, 13–

15, 18–20, 22, 23, 25, 27) або на ділянці ВD (в варіантах 4, 9, 11, 12, 

16, 17. 21, 24, 26, 28–30); 

– f=0.2 – коефіцієнт тертя ковзання (для всіх варіантів); 

– h0 – початкова деформація пружини; 

– с – коефіцієнт жорсткості пружини; 

– Н – найбільша висота вертикального переміщення кульки; 

– s – шлях пройдений кулькою до зупинки; 

– h – найбільша деформація пружини; 

– R=2 м – радіус закруглення трубки (для всіх варіантів). 
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Таблиця 3.2 

№ 
вар. 

vA, 

м/с 
 , 

с 

, 

град 

h0, 
см 

С, 
Н/см 

Визначити 
додатково 

1 20 2.0 30 – – – 

2 3 1.0 30 – – – 

3 0 0.1 10 12 5 vD 

4 5 0.3 45 – – vD 
5 0 – 45 50 5 vD 
6 1 0.5 30 – 4 h 
7 0 1.0 15 15 5 vD 
8 15 0.2 45 – – H 
9 4 0.1 30 20 4 vD 

10 15 0.5 20 – 5 vD, h 
11 6 1.0 45 – 3 vD, h 
12 2 0.2 30 – – vD 
13 0 2.0 60 – – S 
14 10 0.5 50 – 4 h, vD 
15 10 1.6 60 – 1 h 
16 5 0.4 30 – – vD 
17 0 0.1 60 30 2 vD 
18 9 1.0 10 – 6 vD, h 
19 3 0.4 45 – – – 
20 10 1.0 10 – 6 vD, h 
21 9 1.5 15 – 8 h 
22 3 0.3 45 – – – 
23 2 0.4 45 – – – 
24 16 1.5 20 – 6 h 
25 2 0.4 45 – – – 
26 12 0.1 30 – – vD 
27 5 0.3 30 – – tDE 
28 0 0.2 45 – – vD 
29 1 0.2 45 – 1 vD, h 
30 0 1.0 10 20 3 vD 
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Таблиця 3.3 

№ 
вар. 

vA, 

м/с 
, 
с 

, 

град 

h0, 
см 

С, 

Н/см 

Визначити 
додатково 

1 15 1.0 35 – – – 

2 12 2.0 30 – – – 

3 0 1.5 30 50 3 vD 

4 6 0.9 50 – – vD 

5 0 – 45 40 4 vD 

6 2 0.5 30 – 6 h 

7 0 2 15 20 4 vD 

8 15 0.3 30 – – H 

9 6 0.1 45 30 2 vD 

10 15 0.3 30 – 5 vD, h 

11 6 1.0 30 – 4 vD, h 

12 1 0.1 15 – – vD 

13 0 1.0 30 – – S 

14 4 0.3 10 – 2 h 

15 20 2.0 75 – 2 h 

16 10 0.3 60 – – vD 

17 2 0.2 75 40 4 vD 

18 7 0.5 15 – 4 vD, h 

19 6 0.5 75 – – – 
20 15 0.5 15 – 10 vD, h 

21 15 1.0 25 – 4 h 

22 6 0.5 30 – – – 

23 4 0.6 30 – – – 

24 14 3.0 10 – 3 h 

25 4 0.3 75 – – – 

26 11 0.2 15 – – vD 

27 10 0.2 60 – – DEt  

28 0 0.2 75 – – vD 

29 4 0.4 30 – 2 vD, h 

30 0 1.5 30 30 1 vD 
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Рисунок 3.3 
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Продовження рисунка 3.3 
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Продовження рисунка 3.3 
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Продовження рисунка 3.3 
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Продовження рисунка 3.3 
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3.9 Приклад виконання завдання Д.2 

В умовах завдання Д.2 

визначити vB, vС, vD, NС, h, 
якщо дано (рис. 3.4).: 

– m=0.5 кг;     – f=0.1; 

– vA=0.8 м/с;     – h0=0; 

– R=0.2 м;      – =0.1 с 

– c=10 Н/см=1000 Н/м; 
(час руху кульки 

на ділянці ВD). 

Розв’язання 

Для визначення швидко-

стей vC і vB користуємося те-
оремою про зміну кінетичної 
енергії матеріальної точки на 

ділянках АС і АВ. 
На цих ділянках точка ру-

хається під дією сили ваги G  
(силою тертя на криволінійних 
ділянках траєкторії руху нех-
туємо). 

На ділянці АС:  RmgHGA
mvm

k
AC 4

22
1

22

 


; 

gRvv AC 822  ;vBC=4.04 м/с. 

На ділянці АВ:   RmgHGA
mvmv

k
AB 6

22
2

22

; 

gRvv AB 1222  ; 924.vB   м/с. 

Для визначення тиску рухомої кульки на стінку трубки в положенні С 

записуємо диференціальне рівняння руху кульки на заданій кривій в 

проекції на внутрішню нормаль Cn, тобто 

 knn Fma ;    Ckn
C NF

R

mv

2

2

, 

 

Рисунок 3.4 
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звідcи      6822
2

2

.
R

mv
N C

C   H. 

Щоб визначити швидкість кульки в положенні D, користуємося тео-

ремою про зміну кількості руху матеріальної точки на ділянці ВD (рис. 3.4) 

 kxBxDx Smvmv , 

де  kxS  – сума проекцій імпульсів сил G ; 

N , трF  – відповідно нормальна реакція і сила тертя ковзання, 

які діють на рухому точку, на вісь абсцис. 

Через те, що DDx vv   і BBx vv  , 

fmgfGfNFòð  ;    fmgFSkx тр , 

то      fmgmvmv BD  . 

Звідси 824.fgvv BD    м/с. 

Для визначення максимального стиску пружини користуємося на 

ділянці DЕ теоремою про зміну кінетичної енергії матеріальної точки 

hF
ch

A
mvmv

трk
DE  

222

222

. 

Враховуючи, що vE=0, отримуємо 

0
22

22

 Dmv
fmgh

ch
  або   0

2 2
2 

c

mv
h

c

fmg
h D . 

Розв’язуючи це квадратне рівняння при заданих числових значен-
нях величин, знаходимо 

h=0.011 м. 

Отримані результати наведені в таблиці 3.4. 

Таблиця 3.4 

vB vC vD NC h 
м/с Н м 

4.92 4.04 4.82 23.68 0.011  
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3.10 Завдання Д.3. Застосування теореми про зміну 
моменту кількості руху механічної системи для 
визначення кутової швидкості твердого тіла 

Тіло Н масою m1 (рис. 3.5) обертається навколо вертикальної осі 

Oz з постійною кутовою швидкістю 0. Точка K масою m2 розпочинає 

відносний рух з точки А до В за законом S=f(t). 

Знайти кутову швидкість тіла Н для t=, нехтуючи опором обер-

тання тіла Н. 

Точку K приймають як самохідний візок, відносний рух якого прохо-

дить під дією внутрішніх сил, а h – відстань між осями Oz і Cz1. Тіло Н є: 

– прямим круговим конусом (варіанти 1, 6, 11, 16, 21, 26); 

– кубом (варіанти 2, 7, 12, 17, 22, 27); 
– кулею (варіанти 3, 8, 13, 18, 23, 28); 
– однорідним диском (варіанти 4, 9, 14, 19, 24, 29); 
– квадратною пластиною (варіанти 5, 10, 15, 20, 25, 30). 

Необхідні для розв’язку задач дані наведені в таблиці 3.5. 

Таблиця 3.5 

№ 

вар. 

m1 m2 0   R a h S=f(t) 

кг с–1 с град м 

1 10 2 2 1 30 – – –  1230 3 t.  
2 50 2 4 1 – – 10 – 3250 t.  
3 15 1 1 2 – 1 – R 2250 t.  

4 9 3 –2 1 – 2 – – 232 t  

5 8 2 –4 2 – – 2 –  23210 2 t.  

6 10 2 1 1 30 2 – –  1332 2 t  

7 4 1 –2 2 – – 3 –  130 2 t.  
9 12 3 2 2 – 4 – R/2 260 t.  

10 8 2 –1 2 – – 3 a/4   2 42 t/  
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Продовження таблиці 3.5 

№ 
вар. 

m1 m2 0   R a h S=f(t) 

кг с–1 с град м 

11 6 1 1 1 – 2 – –   262 2 t  

12 14 3 4 1 – – 2   22a   120 3 t.  
13 15 2 5 2 – 2 – R/2 250 t.  
14 7 3 –2 2 – 2 – R/2 2 250 t.  

15 8 2 2 2 – – 2 –  4250 2 t.  
16 20 3 –3 1 – 2 – R/2 280 t.  

17 8 2 –4 2 – – 2   42a   124 3 t  

18 25 5 4 2 – 2 – R/2  130 2 t.  
19 10 2 3 2 – 2 – R 260 t.  
20 12 1 2 2 – – 2 a/4  1210 2 t.  
21 10 2 2 1 – 2 – –  ttR 223  

22 8 1 –1 3 – – 2 a/2  140 3 t.  
23 25 2 –3 1 – 2 – R/2 250 t.  

24 14 2 3 2 – 2 – R/2  23240 tt.   
25 12 1 4 2 – – 2 a/2 330 t.  
26 12 2 2 2 – 2 – – 3.4t 

27 24 2 –1 2 – – 2 a/2 380 t.  
28 25 3 –2 1 – 2 – R/2 240 t.  

29 5 2 2 2 – 4 – R  1332 2 t  

30 12 2 3 2 – – 2   22a   1391 2 t   
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Продовження рисунка 3.5 

С 

С 



ТЕОРЕТИЧНА МЕХАНІКА 

 

 

 
153 

 

Продовження рисунка 3.5 
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Продовження рисунка 3.5 
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Продовження рисунка 3.5 
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3.11 Приклад виконання 
завдання Д.3 

Визначити кутову швидкість тіла Н, якщо 
дано: 

– m1=12 кг;    – 
4

2a
h   м; 

– m2=3 кг;   – 
2

2

2
tS   м; 

– 0=2 рад/с;  – а=2 м (ребро куба). 

– =2 с; 

Розв’язання 

Розглянемо рух механічної системи, що 

складається із тіла Н і механічного візка K (рис. 3.6). Запишемо тео-

рему про зміну кінетичного моменту механічної системи 

 e
O

O M
dt

Ld
 ,        (3.15) 

де 
 e
OM  – головний момент зовнішніх сил, що діють на систему, 

відносно осі Oz. 

Спроектуємо рівняння (3.15) на вісь Oz 

 e
iz

z M
dt

dL
 .       (3.16) 

де Lz – кінетичний момент механічної системи відносно осі Oz; 

На систему діють такі сили: 

– 1G  – вага тіла Н; 

– 2G  – вага візка K; 

– Ox , Oy , Oz  – складові реакції підп’ятника O; 

Ey , Ez  – складові реакції підшипника E (див. рис. 3.6). 

 

Рисунок 3.6 

O Oy  
Ox  

y  
Oz  

D 

A 

B 

M 

C K 

N 

z1 

Ey  
z 

E 

Ex  

rv  

ev  
2G  1G  

K1 



ТЕОРЕТИЧНА МЕХАНІКА 

 

 

 
157 

При зміні часу від t=0 до t= на систему діють сили 1G , 2G  і ре-

акції підп’ятника та підшипника, які не створюють моментів відносно 

осі Oz, а тому 
  0e
zM . Тоді 

0
dt

dLz ;  constLz  .      (3.17) 

Запишемо кінетичний момент механічної системи для t=0 

  ,AMmJL OOzzO
2

2        (3.18) 

де

  

.  

 
2

1

2

1

2

1

2

1

2

`12

1

24

7

86

4

2

6

Oz

Ham
amam

a
m

am
hmJJ Cz

осі відносно

тілаінерції  момент

















 

З рис. 3.7 знаходимо 

22 MCACAM  , 

де  
2

2a
AC  ; h

a
MC 

4

2
. 

Тоді  
4

10

16

2

4

2 22 aaa
AM 





 . 

Підставивши одержаний результат у форму-
лу (3.18), одержимо 

.
с

43
16

210
2212

24

7

16

10

24

7

22
2

2

2

2

1

мкг

















a
mamL OOzO 

    

(3.19) 
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Знайдемо, де розміщений рухомий візок K при t= 

222
2

2

2

2 22  S  (м). 

Як видно з рис. 3.6, 222 aaaAB   і при а=2 м, 

22AB  м. 

Тобто рухомий візок K при t= перебуває в точці В, тому що S=AB. 

При t>0 швидкість рухомого візка складається із відносної швид-

кості rv  по відношенню до тіла Н та переносної швидкості ev  в русі 

разом з тілом Н. 

Запишемо кінетичний момент системи для t= 

  ,cosNKmBNmJL rzz
4512

2
2 

      (3.20) 

де   2
2

3
22

4

3
2

4

3
 aBN  (м); 

2

3
2

4

3

4

3
1  aNK  (м);  t

dt

dS
vr  2


;  2tvr 


 (м/с). 

Підставивши одержані результати BN, vr, K1N, а також JZ в фор-

мулу (3.20), одержимо 

  

.95.279
4

29
3212

24

7

2

2

2

3
2232

2

3

24

7

45cos

2

2

2

2

1

12

2

2

















 




























с

мкг
2












mam

KNvmBNmJL rrzz



 

(3.21)
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Підставивши (3.19) і (3.21) в (3.17), одержимо 

439527 . . 

Звідcи одержимо кутову швидкість тіла Н при t= 

231
527

943
.

.



  рад/с. 

Відповідь:    231.  рад/с. 

3.12 Завдання Д.4. Застосовування теореми про 

зміну кінетичної енергії для вивчення руху 

механічної системи 

Задана механічна система (рис. 3.8), до якої входять декілька аб-

солютно твердих тіл. У початковий момент система перебуває в стані 
спокою і приходить в рух за рахунок дії сил ваги вантажів і пари сил з 

моментом М, що прикладена до одного із тіл системи. Маса тіла 1 

m1=10 кг. 

Тіло 4 масою m4=0.2m1 прикріплено до кінця циліндричної пру-

жини з коефіцієнтом жорсткості с, розтяг якої в початковий момент 

дорівнює нулю. 
Необхідні дані для розв’язку задачі подані в таблиці 3.6, де прий-

нято: 

– m2,, m3 – маси тіл 2 і 3 задані в долях m1; 

– R, r – радіуси великих і малих кіл; 

– i2x, i3x – радіуси інерції тіл 2 і 3 відносно горизонтальних 

осей, що проходять через їх центри ваги; 

– f,  – коефіцієнти тертя ковзання і кочення тіл. 

Блоки і котки, радіуси інерції яких не задані, рахувати суцільними 
однорідними дисками. Похилі ділянки ниток паралельні відповідним 
похилим площинам. Великі радіуси блоків і котків вважати однаковими 

(малі – теж). Крім тертя ковзання та тертя кочення, іншими опорами 
знехтувати. Нитки вважати нерозтяжними і невагомими. 

Використовуючи теорему про зміну кінетичної енергії системи, 

знайти швидкість центра мас тіла 1, коли воно пройде шлях S1. 



2 ДИНАМІКА 
 

 160 

Таблиця 3.6 

№ 
вар. 

m2 m3 R r i2x і3x c M S 10
–1

   
f 

кг м Н/м Н м м град 

1 0.2 0.4 0.20 0.10 0.12 – 0.20 3.0 0.30 0.20 30 – – 
2 0.1 0.2 0.24 0.12 0.10 – 0.10 1.0 0.20 – – – – 
3 0.2 0.2 0.18 0.14 – 0.8 0.20 3.0 0.40 0.15 – – – 
4 0.2 0.1 0.20 0.10 – 0.12 0.10 1.0 0.20 – 30 – 0.10 
5 0.4 0.1 0.16 0.12 – 0.10 0.20 3.0 0.30 0.10 60 – 0.15 
6 0.2 0.3 0.22 – 0.16 – 0.10 1.0 0.40 0.15 – – 0.10 
7 0.1 0.3 0.20 0.10 0.14 – 0.20 3.0 0.20 0.20 45 – – 
8 0.1 0.1 0.30 0.15 0.20 – 0.10 1.0 0.40 – 30 – 0.15 
9 0.4 0.3 0.20 0.10 – 0.15 0.20 3.0 0.40 0.10 30 60 – 

10 0.3 0.3 0.26 0.16 – 0.20 0.10 1.0 0.20 0.20 60 – 0.10 
11 0.1 0.2 0.20 0.10 0.18 – 0.20 3.0 0.30 0.15 30 – 0.20 
12 0.2 0.1 0.18 0.12 0.10 0.14 0.10 1.0 0.40 0.10 30 60 0.15 
13 0.3 0.1 0.22 0.14 0.20 0.18 0.20 3.0 0.20 – 60 – 0.10 
14 0.1 0.4 0.20 0.10 0.18 0.16 0.10 1.0 0.30 0.20 30 45 0.20 
15 0.1 0.2 0.16 0.8 0.14 0.12 0.20 3.0 0.40 – – – – 
16 0.1 0.1 0.20 0.8 0.18 – 0.10 1.0 0.20 0.20 30 60 0.15 
17 0.2 0.3 0.18 0.9 0.16 – 0.10 1.5 0.30 – 45 – 0.20 
18 0.1 0.2 0.16 0.8 – 0.14 0.20 3.0 0.40 0.15 60 – 0.10 
19 0.2 0.1 0.20 0.10 0.17 – 0.10 3.0 0.20 0.10 – – – 
20 0.2 0.2 0.22 0.18 – 0.20 0.20 1.5 0.30 – 30 – 0.15 
21 0.1 0.3 0.14 0.7 0.10 – 0.15 1.0 0.40 0.2 60 – – 

22 0.3 0.2 0.24 0.14 0.20 – 0.10 3.0 0.20 0.15 45 45 0.20 
23 0.2 0.2 0.20 0.8 0.16 0.14 0.20 1.5 0.30 0.10 30 15 0.10 

24 0.1 0.2 0.12 0.10 – 0.10 0.15 3.0 0.40 0.20 60 – – 
25 0.1 0.1 0.20 0.15 – 0.17 0.10 1.0 0.20 0.15 45 – – 

26 0.3 0.3 0.21 0.16 0.19 0.18 0.20 3.0 0.30 0.10 30 – – 
27 0.2 0.1 0.14 0.10 0.12 – 0.15 1.5 0.40 0.20 60 – – 

28 0.1 0.4 0.19 0.9 – – 0.10 3.0 0.20 0.15 30 – – 
29 0.2 0.2 0.20 0.10 – 0.15 0.20 1.0 0.30 0.10 45 – – 

30 0.3 0.3 0.20 0.14 0.16 0.16 0.15 1.5 0.40 0.20 60 – –  
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Рисунок 3.8 
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Продовження рисунка 3.8 
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Продовження рисунка 3.8 
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Продовження рисунка 3.8 
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Продовження рисунка 3.8 
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3.13 Приклад виконання завдання Д.4 

 

Рисунок 3.9 

Визначити швидкість v1 центра мас тіла 1, коли воно пройде шлях 

S1 (рис. 3.9), якщо задано: 

– m1=m=10 кг; 

– m4=0.2m; 

– m2=0.3m; 

– m3=0.3m; 

– R=0.2 м; 

– r=0.1 м; 

– і2х=0.1 м; 

– і3х=0.14 м;  

– М=2 H м; 

–  0,3  1 S м; 

– с=0.15 Н/м; 

– =30

; 

– f=0.1. 

Розв’язання 

Для розв’язування задачі використовуємо теорему про зміну кіне-
тичної енергії системи 

  i
i

e
i AA  T- T0 ,      (3.22) 

де Т і Т0 – кінетична енергія відповідно в кінцевому і початковому 

положеннях; 

 i
iA і  e

iA  – суми робіт всіх внутрішніх та зовнішніх сил, що 

діють на систему; 

2 

Mок 

S1 

  

 
2x  

4v  

3z  

3x  
3P  

3y  

трF  
4N  

чFз  

1P  

3 

R 

4P  

прF  
1v  

1N  

M 

2y  

2z  

2P  
r 
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Ураховуючи, що 0 i
iA , тому що система складається з абсо-

лютно твердих тіл, з’єднаних ідеальними в’язями, та Т0=0, тобто в 

початковий момент часу система перебувала в стані спокою, рівняння 

(3.22) набуває вигляду 

 e
iAT .         (3.23) 

Кінетична енергія системи дорівнює сумі кінетичних енергій тіл 1, 2, 3, 4 

Т=Т1+Т2+Т3+Т4. 

Кінетична енергія котка 1, який перебуває в плоскому русі, дорівнює 

22

2
11

2
11

1

 xJm
T  , 

де v1 – швидкість центра мас котка 1; 

2

2
1rm

J xi   – момент інерції котка відносно осі x1, що проходить 

через центр мас котка; 

r

1
1


   – кутова швидкість котка 1. 

Отже   
2
112

2
1

2
1

2
11

1
4

3

2

1

22
vm

r

vrmvm
T  . 

Кінетична енергія барабанів 2 і 3 

2

2
2

22


 xJT ; 

2

2
3

33


 xJT , 

де 
2
222 xx imJ   – момент інерції барабана 2; 
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2
333 xx imJ   – момент інерції барабана 3; 


r

1
23

2
 кутова швидкість барабанів 2 і 3. 

Тоді   
2

2
12

222 2
r

imT x


 ;   

2

2
12

333 2
r

imT x


  

або   
2

2
12

22 60
r

im.T x


 ;   

2

2
12

33 60
r

im.T x


 . 

Кінетична енергія вантажу 4 дорівнює 

  2
1

2
3

2
44

4 40
2

20

2
 m.r

m.vm
T 


 , 

де v4=3r=2v1 – швидкість центра мас вантажу 4. 

Отже кінетична енергія системи дорівнює 

  .ii
r

.
.mν

mν.
r

ν
mi.

r

ν
mi.  mνT

xx

xx













2
3

2
22

2
1

2
12

2
12

32

2
12

2
2
1

60
151

406060
4

3

  

(3.24)

 

Знайдемо роботу сил, що діють на систему. Роботу виконують си-

ли ваги тіл 1 і 4, сила тертя ковзання, пружна сила пружини, пара сил 

опору тертя кочення з моментом Mок та пара з моментом М 

MокпpтрPPi
е AAAAAAA  41

. 

Робота сил 2P  і 3P  дорівнює нулю. Робота сил 1P  і 4P  

sinsPAp 111
 ;  sinsPAp 444

 , 
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де s1 – переміщення центра мас котка 1; 

s4 – переміщення центра мас вантажу 4. 

При переміщенні центра котка 1 на відстань s1, нитка, що з’єднує 

тіла 1 і 2, переміститься на відстань s1,2=2s1. 

При цьому блок 2 провертається на кут ,
r

S

r

S , 121
2

2
  а блок 3 

провертається на кут 2
3

22
3 


 

R

R
. Вантаж 4 переміститься на від-

стань s4 вгору: s4=3r=2r=2s1. 

Тоді       ;sinmqsAp 11
  

 sinmqs.sinqsmAp 114 402
4

 . 

Робота нормальних реакцій 1N  і 4N  дорівнює нулю, тому що 

вони прикладені до нерухомих точок. Робота сили тертя Fтр 

αsfmgαsfPsfNsFA тртр cos4.0cos2 114444  . 

Робота сили зчеплення зчF  дорівнює нулю, тому що вона прикла-

дена в миттєвому центрі швидкостей. 

Робота моменту пари сил опору кочення (Мок – момент опору 

кочення) 

. coscos 11
1

1
1

1
1





r

s
mg

r

s
P

r

s
N

r

s
МMA окoкoк





 

Робота заданої пари сил з моментом М 
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r

s
ММAм

1
2

2
  . 

Робота пружної сили дорівнює 

  2
1

2
1

2
1

2
4 222

22
csscs

cs
cAnp  . 

Сума робіт усіх сил, що діють на систему 

. 4060

22
2

4040

1

11
2
111

111









































cos
r

f.sin.mgs

cs
r

M
scss

r

M
coss

r
mg

cossfgm.sinmgs.sinmgsAe
i

 



































 


 cos

r
f.sin.mgcs

r

M
sAe

i 40602 11 . (3.25) 

Підставивши (3.24) і (3.25) в (3.23), знайдемо швидкість центра 
мас тіла 1 

 













































2
3

2
22

11

1
60

151

40602

xx ii
r

.
.m

αcos
r

δ
f.αsin.mgcs

r

M
s

ν  

і після підстановки даних одержимо  v1=0.65 м/с. 

Відповідь:   v1=0.65 м/с. 
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3.14 Завдання Д.5. Застосування принципу Д’Aламбера 

длявизначення реакцій опор при обертанні 

твердого тіла навколо нерухомої осі 

Тіло, що складається з пластин, дисків, стержнів і матеріальних 

точок, прикріплених до вала АВ=L=1 м, обертається навколо нерухо-

мої осі за законом (t), в якому відповідно до варіанта прийнято 

=10 рад/с або =10 рад/с2 (рис. 3.10). 

Використовуючи метод кінетостатики (принцип Д’Аламбера), 
знайти повні і додаткові динамічні реакції в опорах вала, а також, у 

разі прискореного обертання, знайти ще й крутний момент Моб. 

Закони руху, розміри тіл і їх маси наведено в таблиці 3.7. 

Таблиця 3.7 

№ 
вар. 

, 
рад 

m1 m2 m3 l1 l2 l3 a b , 

град. кг м 

1 t  5 10 5 0.3 0.5 – 0.5 0.3 – 

2 
2

2

1
t  6 10 – 0.7 0.25 – 0.3 0.27 30 

3 t 7 3 5 0.3 0.5 – 0.5 0.3 – 

4 
2

2

1
t  5 15 – – – – 0.4 0.3 – 

5 t 10 7 – – – – 0.5 0.5 – 

6 
2

2

1
t  7 3 5 0.3 – – 0.2 0.4 – 

7 t 5 5 – 0.4 – – 0.4 0.2 – 

8 
2

2

1
t  6 8 6 0.6 0.85 0.4 0.2 0.2 45 

9 t 10 20 10 0.3 0.5 – 0.4 0.2 – 

10 
2

2

1
t  5 7 5 – 0.5 – 0.3 0.4 – 

11 t 10 15 10 0.4 – – 0.3 0.2 – 



2 ДИНАМІКА 
 

 172 

Продовження таблиці 3.7 

№ 
вар. 

, 
рад 

m1 m2 m3 l1 l2 l3 a b , 

град. кг м 

12 
2

2

1
t  5 20 – 0.3 – – 0.2 0.3 – 

13 t 7 15 – 0.3 0.4 – 0.6 0.4 60 

14 
2

2

1
t  7 15 – 0.3 0.4 – 0.6 0.3 60 

15 t 3 5 5 0.3 0.5 0.4 0.4 0.3 – 

16 
2

2

1
t  5 10 5 0.3 0.5 – 0.4 0.3 – 

17 t 4 5 8 0.4 0.3 0.4 0.3 0.3 – 

18 
2

2

1
t  5 5 5 0.3 0.3 0.3 0.5 0.25 – 

19 t 5 15 10 – 0.3 – 0.3 0.5 – 

20 
2

2

1
t  10 7 5 – 0.42 – 0.5 0.2 – 

21 t 7 3 – – – – 0.3 0.5 – 

22 
2

2

1
t  5 5 – 0.5 – – 0.2 0.4 – 

23 t 6 6 6 0.3 0.5 0.5 0.2 0.2 37
 

24 
2

2

1
t  10 20 10 0.3 0.3 – 0.3 0.3 – 

25 t 7 5 10 – 0.34 – 0.2 0.4 – 

26 
2

2

1
t  10 15 10 – 0.6 – 0.4 – – 

27 t 5 15 5 – 0.3 – 0.25 0.5 – 

28 
2

2

1
t  7 15 5 0.3 0.4 0.3 0.2 0.2 – 

29 t 7 15 10 0.4 0.4 0.5 0.5 0.5 60 

30 
2

2

1
t  4 5 5 0.3 0.2 0.4 0.5 0.5 – 
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Рисунок 3.10 
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Продовження рисунка 3.10 
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Продовження рисунка 3.10 



2 ДИНАМІКА 
 

 176 

Продовження рисунка 3.10
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Продовження рисунка 3.10 
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3.15 Приклад виконання завдання Д.5 

Тіло складається з матеріаль-

ної точки масою m1 (тягар), яка роз-
міщена на кінці стержня завдовжки 

l1 і масою m2 та кільця з радіусом l3 
і масою m3 (маса рівномірно розпо-
ділена по ободу кільця), прикріпле-
них до вала, що обертається навко-
ло нерухомої осі за законом 

  2

2

1
tt    рад, (рис. 3.11). 

Використовуючи метод кіне-
тостатики, знайти: 

– повні і додаткові динамічні ре-

акції в опорах вала ХА, YA, ZA, XB, 

YB, D
AX , 

D
AY , 

D
AZ , 

D
BX , 

D
BY ; 

– обертальний момент Моб, якщо: 

m1=5 кг; 

m2=2 кг;

m3=8 кг; 

l1=0.4 м; 

l3=0.2 м; 

a=b=0.3 м; 

L=AB=1 м; 

=20 рад/c3. 

Розв’язання. 

Спочатку визначимо повні 
динамічні реакції опор. 

Зв’яжемо жорстко з тілом 

рухому систему координат Axyz 

(рис. 3.12). Визначимо активні 

сили  gm1 ,  gm2 , gm3 , що 

діють на тіло, і обертовий мо-

мент Mоб. 

Згідно з аксіомою про звіль-
нення від в’язей відкинемо 
верхню і нижню підшипникові 

опори і замінемо їх дію на тіло 
відповідними реакціями в’язей 

AX ,  AY , AZ , BX  і BY . 

 

Рисунок 3.11 

 

Рисунок 3.12 
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  

  

BX  

C 
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
D  
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E  
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
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
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До центрів мас кожного з елементів, які складають тіло, умовно 
прикладемо у напрямку, протилежному їх прискоренням (або складо-
вим прискорень), сили інерції. Для тягаря, стержня і кільця відповідно 
сили та моменти сил інерції визначимо за такими формулами 

 2111
2
111

2
111  tlmlmlmam

nnD    ; 
 1111 lmamD  ; 

  2 2
2

121
2

2 tlmlm
nE    ;  212   lmE  ; 

 2333
2

3 tlmlm
nC    ; 

 33lmC  ; 

  2
12

3

1
lmJM

zz EE ; 

    2
33

2
33

2
33 2 lmlmlmJM CzCz . 

Отримана система сил є довільною просторовою, тому використа-

ємо відповідні умови її рівноваги 

  0


 CEDBAix nn
XXF ;    (3.26) 

  0
ny CEDBAi YYF 


;    (3.27) 

0321  gmgmgmZF Aiz ;     (3.28) 

   033  abLglmLYM
nCEDBxi 


; (3.29) 

  

;0
2

1
211 


l

gmglma

bLLXM

C

EDByi nn






     
(3.30)

 

0
2

3
1

1   zz CECEDобzi MMl
l

lMM


. (3.31) 

Розв’яжемо ці рівняння відносно невідомих величин. 
Із рівняння (3.31) знаходимо обертальний момент відносно верти-

кальної осі z 
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.93.382016.0
3

2
04.02416.05.5

3

1
3

4

1

2
3

1

4

1

2

2

12

2

33

2

121

2

33

2

12

2

33

2

121

3
1

1

мН 







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



























 







lmlmlmm

lmlmlmlmm

MMl
l

lM
zz CECEDоб

 

Із виразу (3.30) знайдемо проекцію реакції в опорі В на вісь x 

 

 

  H.14133672

40819
2

2
53020208704020

2

2
5

2
1

2

2
1

2

22

12
131

22
1

12
1

.t

......t

L

l
g

m
m

L
ml

L

b
t

m
m

g
L

lm
m

LL

b
X CEDB nn













































































 

Із рівняння (3.29) отримаємо проекцію реакції в опорі В на вісь y 

 

 

 

  H.90417192

30202082081984020706

1
2

1

2

2

3
2

3
3

31
2

1

3
3

.t

..t....

L
ltm

L

l
gml

L

bm
m

LL

l
gm

L

b
nCEDB












































 

Далі з виразу (3.28) знайдемо проекцію на вісь z реакції підп’ятника А 

  1478915321  .gmmmZA  Н. 
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З рівняння (3.26) отримаємо проекцію на вісь x реакції підп’ятника А 

 

 

  H.141.651632

141.336722.02082064.0

2

1

2

22

33

2

211

















t

tt

Xlmtmml

ХХ

B

CEDВА nn





 

Нарешті, з виразу (3.27) отримаємо проекцію на вісь y реакції 

підп’ятника А 

 

 

  H.09630448

202084020690417192

2

1

2

22

3
2

3121

.t

.t..t

ltmlmmY

YY

B

CEDBA n






















 

Додаткові динамічні реакції отримаємо, залишивши у виразах по-

вних реакцій лише ті члени, які залежать від  і t, а саме 

 321632 2  tX A  Н;  48448 2  tYA  Н; 

 69672 2 .tX B   Н;  633192 2 .tYB   Н; 0AZ . 

Усі отримані реакції наведено в таблиці 3.8. 

Таблиця 3.8 

Реакції Повні, Н Динамічні, Н 

XA 1632t
2
–65.141 +1632t

2
–32

 

YA –448t
2
+30.096 –448t

2
+48 

ZA 147 0 

XB –672t
2
–33.141 –672t

2
–9.6 

YB –192t
2
+17.904 –192t

2
+33.6 



2 ДИНАМІКА 
 

 182 

3.16 Завдання Д.6. Застосування загального рівняння 

динаміки та рівняння Лагранжа другого роду 

для дослідження руху механічної системи 

з одним степенем вільності 

Для заданої механічної системи з одним степенем вільності ви-
значити прискорення відповідних тіл і натяг шнурів, до яких прикріп-
лено відповідні тіла. Масами шнурів та силами опору в підшипниках 
знехтувати. 

В початковий момент система перебуває в стані спокою і прихо-

дить в рух за рахунок дії сил ваги і пари сил з моментом М, що прик-

ладена до одного із тіл системи. 
Варіанти механічних систем показано на рис. 3.13, а необхідні 

для розрахунку величини наведені в таблиці 3.9, де прийнято: 

– m1, m2, m3, m4 – маси тіл 1–4; 

– R, r – великі і малі радіуси тіл (R=2r – для всіх варіантів); 

– і2х, і3х – радіуси інерції тіл 2 і 3 відносно горизонтальних осей, 

що проходять через їх центри ваги; 

– f,  – коефіцієнти тертя ковзання і кочення тіл. 

Маси тіл 1 і 4 для всіх варіантів відповідно дорівнюють 

m1=10 кг і m4=2 кг. 

В таблиці 3.9 маси тіл 2, 3 наведено в долях m1 (m2=a2m1; 

m3=a3m1). 

Таблиця 3.9 

№ 
вар. 

m2 m3 M R i2x i3x 10
–1

  
f 

кг Н·м м град 

1 0.2 0.4 4.0 0.20 0.12 – – – – – 

2 0.1 0.2 3.0 0.24 0.10 – 0.20 30 – – 

3 0.2 0.2 5.0 0.18 – 0.20 – 30 – 0.10 

4 0.2 0.1 3.0 0.20 – 0.12 0.15 – – – 

5 0.4 0.1 4.0 0.16 – 0.20 0.10 – – 0.15 
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Продовження таблиці 3.9 

№ 
вар. 

m2 m3 M R i2x i3x 10
–1

  
f 

кг Н.м м град 

6 0.2 0.3 3.0 0.22 – 0.16 0.15 60 – 0.10 

7 0.1 0.3 5.0 0.28 0.14 – – 45 – 0.15 

8 0.1 0.1 3.0 0.30 0.20 – 0.20 30 – – 

9 0.4 0.3 4.4 0.20 – 0.15 0.10 30 – 0.10 

10 0.3 0.3 3.5 0.26 – 0.20 0.20 60 60 – 

11 0.1 0.2 4.0 0.20 – 0.18 0.15 30 60 0.15 

12 0.2 0.1 4.5 0.18 0.10 0.14 0.10 30 – 0.20 

13 0.3 0.1 5.2 0.22 0.20 0.18 0.20 60 45 0.10 

14 0.1 0.4 3.5 0.24 0.18 0.16 – 30 – 0.20 

15 0.1 0.2 3.0 0.18 0.12 – 0.15 30 60 0.10 

16 0.1 0.1 3.4 0.20 0.18 0.14 – – – – 

17 0.2 0.3 3.0 0.18 – 0.16 0.20 45 – 0.20 

18 0.1 0.2 4.0 0.16 0.14 – – 60 – 0.10 

19 0.2 0.1 4.6 0.20 – 0.17 – 30 – 0.20 

20 0.2 0.2 3.2 0.22 0.20 – 0.15 – – – 

21 0.1 0.3 4.2 0.14 0.10 – 0.20 60 45 0.10 

22 0.3 0.2 4.0 0.24 0.20 – 0.10 45 – – 

23 0.2 0.2 3.5 0.20 – 0.14 0.10 30 – – 

24 0.1 0.2 4.5 0.18 0.14 0.10 0.20 60 15 0.20 

25 0.1 0.1 3.0 0.20 0.17 0.17 0.15 45 – – 

26 0.3 0.3 5.0 0.22 0.19 0.18 0.10 30 – – 

27 0.2 0.1 3.0 0.28 – 0.12 0.20 60 – – 

28 0.1 0.4 4.0 0.30 0.16 – 0.15 30 – – 

29 0.2 0.2 3.0 0.20 0.15 0.15 0.10 45 – – 

30 0.3 0.3 4.5 0.30 – 0.16 0.20 60 – – 

Примітка. Mаса m2 і m3 в таблиці дані в долях m1. 
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Рисунок 3.13

3 
4 
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Продовження рисунка 3.13
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Продовження рисунка 3.13
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Продовження рисунка 3.13
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Продовження рисунка 3.13 
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3.17 Приклад виконання завдання Д.6 

3.17.1 Загальне рівняння динаміки 

 

Рисунок 3.14 

Для механізму, схему якого зображено на рис. 3.14, визначити 

прискорення центра мас тіла 1 та натяг ниток Т1–2 і Т3–4, якщо дано: 

– m1=m=10 кг; 

– m4=0.2m; 

– m2=0.3m; 

– m3=0.3m; 

– R=2r=0.2 м; 

– i2x=0.1 м; 

– i3x=0.14 м; 

– М=2 Н·м; 

– ==30
°
; 

– =0.02 м; 

– f=0.1. 

Розв’язання 

Визначення прискорення центра мас тіла 1 з допомогою загально-
го рівняння динаміки. 

На механізм діють такі сили: 

– 1P , 2P , 3P , 4P  – сили ваги тіл 1–4; 

1

4

3

2





2

1

3

2

1

3

4s

1s

M

2O

3O

1O4O

2Z

3Z

2Y

3Y

2X

3X

2P

3P

4P
1P

1N

4N

4
14a

1a

12a


2M


1M


3M

окM
зчF

трF

2
r 

2
R

 

2
r 

2
R

 

2r 



3 ДИНАМІКА 

 

 190 

– 2X , 2Y , 2Z , 3X , 3Y , 3Z  – реакції підшипників О2 і О3; 

– 1N , 4N  – нормальні реакції тіл 3 і 4; 

– зчF  – сила зчеплення котка 1; 

– трF  – сила тертя ковзання тіла 4; 

– М – момент пари сил; 

– Мок – момент пари сил опору кочення. 

Прикладемо до системи сили інерції. 

Сили інерції котка 1, який здійснює плоский рух, зводяться до 
вектора, модуль якого 

111 am          (3.32) 

і до пари сил з моментом 

,a
mr

r

arm
JM x 1

1
2

1
111

22
 

     (3.33) 

де a1 – прискорення центра мас котка 1; 

r

a1
1   – кутове прискорення котка 1; 

22

22
1

1

mrrm
J x   – момент інерції котка 1 відносно центральної осі. 

Моменти сил інерції блоків 2 і 3, що обертаються з кутовими при-

скореннями 
r

a1
2

2
  і 

r

a1
3

2
  

1

2
212

22222 60
2

a
r

i
m.

r

a
imJM x

xx  
;    (3.34) 

1

2
212

32323 60
2

a
r

i
m.

r

a
imJM x

xx  
,    (3.35) 

де xJ2  і xJ3  – моменти інерції блоків 2 і 3. 
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Модуль сили інерції тіла 4, яке здійснює поступальний рух, 

11444 40220 ma.am.am  ,     (3.36) 

де 134 2ara    – прискорення тіла 4. 

Після надання центру мас котка 1 можливого переміщення s1 у 

бік його руху коток 1 повернеться на кут 1, блоки 2 і 3 повернуться 

на кути 2 і 3, а тіло 1 переміститься на відстань s4 (див. 

рис. 3.15). 

Загальне рівняння динаміки 0  kkkk ssF   для роз-

глядуваного механізму має вигляд 
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(3.37)

 

де βfmgβgfmβfPfNFтр cos2.0coscos 444   – сила те-

ртя тіла 4; 

 coscoscos 111 mggmPNMок   – момент па-

ри сил опору кочення. 

Реакції підшипників 2X , 2Y , 2Z , 3X , 3Y , 3Z  та сили ваги 2P , 

3P  роботу не виконують, тому що прикладені до нерухомих точок O2 і 

O3. Сила ç÷F  прикладена до миттєвого центру швидкостей, перемі-

щення якого дорівнює нулю. 

До рівняння (3.37) додамо такі кінематичні залежності 

r

s1
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
  ; 3

1
2

2



 

r

s
; 134 2 srs   .  (3.38) 
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Враховуючи (3.32) … (3.36) і (3.38), на підставі (3.37) маємо 
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де Q1 – узагальнена сила. 
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Кутове прискорення котка 1 
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Прискорення тіла 4 

6761170800854022 14 .g.g.aa   м/с2. 

Рисунок 3.15 
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Для визначення натягу в шнурі, що з’єднує тіла 1 і 2 (рис. 3.15), 

скористуємося загальним рівнянням динаміки 
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Для визначення натягу в шнурі, що з’єднує тіло 3 і 4 (рис. 3.16), 

скористаємося принципом Д’Аламбера в проекції на вісь х 

0sin444  РFΦT тp , 
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3.16.2 Рівняння Лагранжа ІІ-го роду 

В умовах прикладу 3.6 визначити прискорення центрів мас тіл 1 і 

4 з допомогою рівняння Лагранжа -го роду. 

Систему, яку розглядаємо (рис. 3.17), має одну степінь вільності і 

рухається під дією сил ваги і пари сил з моментом М. За узагальнену 

координату виберемо переміщення центра мас тіла 1 q1=s1. 

 

Рисунок 3.16 
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Рисунок 3.17 

Тоді рівняння Лагранжа другого роду буде мати вигляд 
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де Т – кінетична енергія системи; 

Q1 – узагальнена сила. 

Кінетична енергія механічної системи 

T=T1+T2+T3+T4.        (3.41) 

Кінетична енергія тіла 1, яке здійснює плоский рух, 
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Кінетична енергія блоків 2 і 3, що обертаються з кутовими швид-

костями 
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Кінетична енергія тіла 4, яке здійснює поступальний рух, 
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де 1
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r

r  – швидкість тіла 4. 

Враховуючи (3.41) … (3.45), і те, що 111 sq   , визначаємо 

кінетичну енергію системи 
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(3.46)

 

Тепер визначимо узагальнену силу Q, яка відповідає узагальненій 

координаті q1=s1. Прикладаємо до системи діючі на неї активні сили 

(див. рис. 3.17). Для визначення Q задаємо системі можливе перемі-

щення, при якому координата s1 отримує приріст s1>0. 
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Елементарна робота діючих на систему сил, буде дорівнювати 
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Коефіцієнт при s1 в (3.42) і буде силою Q, тобто 
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2
.  (3.48) 

Підставляючи (3.46) і (3.48) в рівняння (3.40), одержимо 

  ,cossin.
mgr

M
cos

r
sinmg

.
r

i

r

i
,Sm xx






























































 40
2

8021
2

3
2

32
1


 

звідки 

838008540
8525

50
11 .g.

.

g.
as   м/с2; 67612 14 .aa   м/с3.  

Відповідь: a1 a4 T1 T4 
м/с2 Н 

0.838 1.676 19.49 14.86 
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3.18 Перелік контрольних питань до динаміки 

3.18.1 Питання до третього рубіжного контролю (РК-3) 

3 Динаміка (визначення). Закони механіки Галілея-Ньютона. 
4 Задачі динаміки для вільної точки. 
5 Задачі динаміки для невільної точки. 
6 Диференціальні рівняння руху матеріальної точки у векторній формі. 

7 Диференціальні рівняння руху матеріальної точки у координатній 
формі. 

8 Диференціальні рівняння руху матеріальної точки у природній формі. 
9 Розв’язування диференціальних рівнянь прямолінійного руху точки 

(F=const). 
10 Розв’язування диференціальних рівнянь прямолінійного руху точки 

(F=f(t)). 
11 Розв’язування диференціальних рівнянь прямолінійного руху точки 

(F=f(V)). 
12 Розв’язування диференціальних рівнянь прямолінійного руху точки 

(Fx=f(x)). 
13 Вільні коливання точки. Відновлююча сила. Диференційні рівняння. 

Частота і період коливань. 
14 Коливання точки з опором, пропорційним швидкості (диференційні 

рівняння, характеристичне рівняння, період затухаючих коливань). 
15 Залежність розв’язку диференційних рівнянь затухаючих коливань 

від виду коренів характеристичного рівняння. 
16 Вимушені коливання. Резонанс. 
17 Відносний стан спокою на поверхні Землі. Сила ваги. 
18 Рівняння відносного руху точки. Переносна і Коріолісова сила інерції 

точки. 
19 Окремі випадки відносного руху точки. 

20 Принцип відносності класичної механіки. 
21 Відносний рух тіла поблизу поверхні Землі (політ тіл). 
22 Відносний рух тіла поблизу поверхні Землі (вертикальне падіння). 
23 Відносний рух тіла по земній поверхні (закон Бера – північна півкуля). 
24 Відносний рух тіла по земній поверхні (закон Бера – південна півкуля). 
25 Відносний рух тіла на земній поверхні (рух вздовж екватора). 
26 Відносний рух тіла поблизу поверхні Землі (вертикальний зліт). 
27 Механічна система. Приклади. 
28 Сили зовнішні та внутрішні. 
29 Властивості внутрішніх сил. 
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30 Маса системи. Центр мас системи. 

31 Радіус-вектор центра мас системи. 
32 Диференційні рівняння руху системи точок. 
33 Момент інерції однорідної прямокутної пластини. 
34 Момент інерції однорідного кільця. 
35 Теорема Гюйгенса-Штейнера. 
36 Момент інерції однорідного стержня. 
37 Радіус інерції тіла. 
38 Момент інерції відносно осей координат. 
39 Полярний момент інерції. 
40 Момент інерції тіла відносно осі. 
41 Момент інерції однорідної кулі. 
42 Момент інерції однорідного циліндричного тіла. 
43 Момент інерції тонкої циліндричної оболонки. 
44 Інтегральне визначення моменту інерції тіла відносно осі. 
45 Момент інерції тіла відносно паралельних осей. 
46 Момент інерції однорідного тонкого диска. 
47 Момент інерції однорідного конуса. 

48 Визначення елементарної роботи сили, прикладеної до точки 
(векторний спосіб задавання руху точки). 

49 Визначення елементарної роботи сили, прикладеної до точки 
(природний спосіб задавання руху точки). 

50 Визначення елементарної роботи сили, прикладеної до точки 
(координатний спосіб задавання руху точки). 

51 Робота сили на кінцевому переміщенні. 
52 Потенціальна сила (визначення). 
53 Робота сили ваги. 
54 Робота пружної сили. 
55 Робота сили тяжіння. 
56 Потужність сили. 
57 Робота сили тертя ковзання. 
58 Робота сили, прикладеної до тіла, що обертається. 
59 Робота моменту пари сил. 
60 Потужність обертального моменту. 
61 Робота сили тертя кочення. 
62 Робота потенціальних сил. 

63 Визначення потужності при координатному способі задавання руху. 
64 Міри руху матеріальної точки. 
65 Кількість руху точки і системи (визначення). 
66 Елементарний імпульс сили. 
67 Імпульс сили за кінцевий проміжок часу. 
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3.18.2 Питання до четвертого рубіжного контролю (РК-4) 

1. Теорема про рух центра мас системи. 
2. Теорема про зміну кількості руху точки (диференційна форма). 
3. Теорема про зміну кількості руху точки (інтегральна форма). 
4. Теорема про зміну кількості руху системи (диференційна форма). 
5. Теорема про зміну кількості руху системи (інтегральна форма). 

6. Теорема про зміну моменту кількості руху точки відносно центра. 
7. Теорема про зміну моменту кількості руху точки відносно осі. 
8. Теорема про зміну кінетичного моменту системи відносно центра. 
9. Теорема про зміну кінетичного моменту системи відносно осі. 
10. Теорема про зміну кінетичної енергії точки (диференційна 

форма). 
11. Теорема про зміну кінетичної енергії точки (інтегральна форма). 
12. Теорема про зміну кінетичної енергії системи (диференційна 

форма). 
13. Теорема про зміну кінетичної енергії системи (інтегральна 

форма). 
14. Похідна кінетичної енергії по часу. 
15. Теорема про зміну кінетичної енергії для незмінної системи та 

системи з ідеальними в’язями. 
16. Закон збереження руху центра мас системи. Приклади. 
17. Закон збереження кількості руху. Приклади. 
18. Закон збереження кінетичного моменту. Приклади. 
19. Закон збереження механічної енергії. 

20. Потенціальна енергія (визначення). 
21. Потенціальна енергія для потенціальних сил. 
22. Фізичний та математичний маятники (визначення). 
23. Диференціальні рівняння обертального і плоского рухів твердого тіла. 
24. Кінетична енергія твердого тіла (поступальний, обертальний і 

плоский рухи тіла). 
25. Робота сили (природний, координатний і векторний способи 

задання руху точки). 
26. Робота потенціальних сил. 
27. Робота сил тертя ковзання і тертя кочення. 
28. Кінетичний момент твердого тіла при обертальному та плоскому 

рухах. 
29. Потужність (природний, векторний і координатний способи 

задання руху) 
30. Кількість руху точки та системи точок. 
31. Принцип Д’Аламбера для точки. 
32. Метод кінетостатики для системи. 
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33. Головний вектор і головний момент сил інерції твердого тіла 

(визначення). 
34. Головний вектор і головний момент сил інерції твердого тіла 

(поступальний, плоский і обертальний рухи). 
35. Рівняння кінетостатики в проекціях на осі декартових координат. 
36. В’язі і їх класифікація (утримуючі і не утримуючі, голономні і не-

голономні). 
37. В’язі і їх класифікація (стаціонарні і нестаціонарні). 
38. В’язі і їх класифікація (реальні і ідеальні). Приклади ідеальних 

в’язей. 
39. Можливі переміщення точки і системи. Число ступенів волі. 
40. Елементарна робота сили на можливому переміщенні. 
41. Принципи можливих переміщень. 
42. Узагальнені координати системи. Узагальнена швидкість. Вектор 

можливого переміщення. 
43. Визначення узагальнених сил. Розмірність узагальненої сили. 
44. Обчислення узагальнених сил за допомогою: 

а) принципу можливих переміщень; 

б) потенціальної енергії. 
45. Умови рівноваги системи взагалі та для потенціальних сил. 
46. Загальне рівняння динаміки для системи з реальними в’язями. 
47. Визначення елементарної роботи сил інерції системи на можливих 

переміщеннях при поступальному русі. 
48. Визначення елементарної роботи сил інерції системи на можливих 

переміщеннях при обертальному русі. 
49. Визначення елементарної роботи сил інерції системи на можливих 

переміщеннях при плоскому русі. 
50. Рівняння Лагранжа другого роду. 
51. Кінетичний потенціал. Рівняння Лагранжа у випадку потенціаль-

них сил. 
52. Основні припущення теорії удару. 
53. Основне рівняння теорії удару. 
54. Загальні теореми динаміки системи при ударі. 
55. Ударний імпульс. 
56. Коефіцієнт відновлення. 
57. Експериментальне визначення коефіцієнту відновлення. 

58. Теорема Карно. 
59. Зміна кутової швидкості тіла відносно осі обертання за час удару. 
60. Загальне рівняння динаміки для системи з ідеальними в’язями. 
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Додаток Б 

Відомості з математики 

1. Найпростіші алгебраїчні формули 

   bababa  22
;       2233 babababa  ; 

   2233 babababa  ;   222
2 bababa  ; 

  32233
33 babbaaba  ;   222

2 bababa  ; 

  32233
33 babbaaba  . 

2. Формула коренів квадратного рівняння 

Рівняння 02  cbxax , де a, b, c – дійсні числа і 0a  має 

такі корені: 

a

acbb
x ,

2

42

21


 . 

Рівняння: 02  qpxx ;  q
pp

x , 









2

21
22

. 

3. Формули подвійного кута 

acosasinasin  22 ;  asinacosacos 222  ; 

122 2  acosacos ;  
atg

tga
atg

21

2
2


 . 

4. Формули ділення аргументу навпіл 





2

1

2

acosa
cos ;  




2

1

2

acosa
sin ;  






acos

acosa
tg

1

1

2
. 
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5. Формули зниження степеня 

2

212 acos
asin


 ;  

2

212 acos
acos


 . 

6. Формули додавання аргументу 

   sinacoscosasinasin  ; 

 





tgtga

tgtga
atg






1
; 

   sinasincosacosacos   . 

7. Формули перетворення суми тригонометричних функцій 
в добуток 

22
2




a
cos

a
sinsinasin 


 ; 

22
2










a
cos

a
coscosacos ; 

22
2










a
sin

a
sincosacos ; 

 





cosacos

asin
tgtga




 . 

8. Значення тригонометричних функцій деяких кутів 



град 

рад 

0 

0 

15 

12


 

30 

6


 

45 

4


 

60 

3


 

75 

12

5
 

90 

2


 

180 

 

sin 0 0.26 0.50 0.71 0.87 0.97 1 0 

cos 1 0.97 0.87 0.71 0.50 0.26 0 –1 

tg 0 0.27 0.58 1.00 1.73 3.73   0 

ctg   3.73 1.73 1.00 0.58 0.27 0   
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9. Формули, які пов’язують функції одного і того ж аргументу 

122  acosasin ; 
acos

asin
tga  ;    

asin

acos
ctga  ; 

1ctgatga ;   
acos

atg
2

2 1
1  ;  

a
ctg

2

2

sin

1
1   . 

10. Співвідношення в довільному трикутнику 

Сума кутів трикутника 

180 ya  . 

Нерівності трикутника 

cbacb  ; 

cabca  ; 

bacba  . 

Теорема синусів 

 sin

c

sin

b

asin

a
 . 

Теорема косинусів 

acosbccba 2222  ; 

cosaccab 2222  ; 

cosabbac 2222  . 

Площа трикутника 

asincbsinabhbS b 
2

1

2

1

2

1
 ; 

   cpbpappS   – формула Герона, 

де   2cbap   – півпериметр трикутника; 

a, b, c – сторони трикутнику; 

, ,  – внутрішні кути трикутника; 

MN – середня лінія трикутника; 

hb – висота трикутника, що опущена на сторону b. 

А С 

В 

M N 
a 

 

c 

b 

hb 

 

 
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11. Співвідношення в прямокутному трикутнику 

=90
°
;   =90

°
; 

bcS
2

1
  – площа трикутника; 

222 cba   – теорема Піфагора, 

де b, c – катети; а – гіпотенуза. 

Якщо =30°, то 
2

a
b  . 

a

c
sin  ; 

a

b
cos  ; 

b

c
tg  ; 

c

b
ctg  ; 

a

b
sin  ; 

a

c
cos  ; 

c

b
tg  ; 

b

c
ctg  ; 

 cosasinac  ; 

 cosasinab  . 

12. Площа (S) геометричних фігур 

Квадрат Прямокутник Ромб 

   

S=a
2
 S=a·b S=h·a=d1 d2/2 

Трапеція Коло і круг Кільце 

 

 

 

S=h·(a+b)/2 S=r
2
=D

2
/4 S=(R

2
–r

2
)=/4(D

2
–d

2
) 

 
Середня лінія 

a+b2


Довжина кола 

LrD. 

a 

a h d2 d1 
a 

b a 

a 

M N 
a 

h 

b 

d O r 
D R 

А С 

В 

a 

 

c 

b 

 

 

D 
O 

r 
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13. Об’ми і поверхі тіл 

Призма: пряма і похила; паралелепипед Конус круговий, круглий і похилий 

V=Sh. hdhrhSV 22

12
1

3
1

3
1   . 

Пряма призма Конус круглий 

Sбок=ph. Sбок lrllp d
2
1

2
1  . 

Паралелепіпед прямокутний Усічений конус круговий, круглий і похилий 

V=abc;  P=2(ab+bc+ac).    ;2

221

2

1

2

221

2

1 12
1

3
1 ddddhrrrrhV    

Куб Усічений конус круглий 

V=a3;   P=6a2. Sбок    lddlrr 2121 2
1   . 

Піраміда правильна і неправильна Куля 

hSV
3
1 . 33

6
1

3
4 DRV   ; P=4R2=D2. 

Піраміда правильна Півкуля 

Sбок Ap
2
1 . 

33

12
1

3
2 DRV   ; S=R2=¼D2; 

Sбок=2R2
=½D2

; P=3R2=¾D2. 

Усічена піраміда правильна і неправильна Сегмент кулі 

 hSSSSV 22113
1  .    222 3

6
1

3
1 rhhhRhV   ; 

Sбок=2 R h=(r2+h2); P= (2r2+h2) 

Усічена піраміда правильна Шар кулі. 

Sбок  App 212
1  .  hrrhV 2

2

2

1

3

2
1

6
1   ; Sбок=2 R h. 

Циліндр круговий, прямий і похилий Сектор кулі 

hdhrhSV 22

4
1  . hRV  2

3
2 . 

Циліндр круглий Порожняя куля 

Sбок=2rh=dh. 
   3

2

3

1

3

2

3

1 6
1

3
4 DDRRV   ; 

   2

2

2

1

2

2

2

14 DDRRP   . 

V – об’єм; S – площа підстави; Sбок – бічна поверхня; P – повна поверхня; h – висота; a, b, c 

– виміри прямокутного паралелепіпеда; А – апофема правильної піраміди і правильної усі-

ченої піраміди; l – утворюючао конуса; p – периметр або окружність підстави; r – радіус пі-

дстави; d – діаметр підстави; R – радіус кулі; D – діаметр кулі; h' – висота сегмента, що 

утримується в секторі; R1, R1 – радіуси внутрішньої і зовнішньої поверхонь кулі. 

14. Правила диференціювання функцій 

Якщо c=const (стала величина), u=u(x) та v=v(x) – функції, які 

можуть бути здиференційовані по х, то 

c′=0;  x′=1; 

(uv)′=u′v′; 

(u·v)′=u′·v u·v′; 

(c·u)′=c·u′; 2

















 uuu
. 
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15. Похідні та диференціали елементарних функцій 

Похідні Диференціали Похідні Диференціали 

  1
 nn nxx  dxnxdx nn 1    xsinxcos 


   xdxsinxcosd   

 
x

x
2

1



  
x

dx
xd

2
   

xcos
tgx

2

1



  
xcos

dx
tgxd

2
  

2

11

xx












 2

1

x

dx

x
d 








  

xsin
ctgx

2

1



  

xsin

dx
ctgxd

2
  

  xx ee 


 dxede xx    
alnx

xloga

1



  
alnx

dx
xlogd a   

 
x

xln
1




  
x

dx
xlnd     xcosxsin 


   xdxcosxsind   

      .xfxf 


 dx   

Похідні Диференціали 

   0


a,anlaa xx
    0 a,adxnlaad xx

 

 
21

1

x
xarcsin





  
21 x

dx
xarcsind


  

 
21

1

x
xarccos





  

21 x

dx
xarccosd


  

 
21

1

x
arctgx





  
21 x

dx
arctgxd


  

 
21

1

x
arcctgx





  

21 x

dx
arcctgxd


  
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16. Таблиця невизначених інтегралів 

 1
1

1







n,C
n

x
dxx

n
n

   Ctgx
xcos

dx
2

 

 0 a,C
aln

a
dxa

x
x

   Cedxe xx
 

  Cxcosxdxsin    Cxsinxdxcos  

C
x

tgln
xsin

dx
 2

   Cctgx
xsin

dx
2

 

Cxln
x

dx
  Cxcosnltgxdx   

Cxsinlnctgxdx     Cxxnxlnxdx1  

C
a

x
arctg

axa

dx





1
22

 C
ax

ax
nl

aax

dx








 2

1
22

 

 


C
a

x
arcsin

xa

dx

22
 Caxxnl

ax

dx





22

22
 

 


22

22
ха

xa

хdx
  



22

22
ах

ах

хdx
 

Caxxln
a

ax
x

dxax 
22

2
2222

22
 

17. Додавання векторів 

Вектори додаються за правилами: 

паралелограма трикутника замикаючої 

 

  

bac   bac   cbad   

18. Віднімання векторів           bac  , якщо acb  . 

b

 
a

 

c

 d

 

b

 a

 

c

 
b

 a

 

c
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19. Координатна форма вектора 

kajaiaa zyx   

де i , k ,  j  – орти (взаємно перпендикулярні), які утворюють 

праву трійку координатних осей Ox, Oy, Oz; 

ax, ay, az – проекції вектора на осі координат. 

20. Проекції вектора на координатні осі 

Якщо задані кути , , , (0, ,   ), утворені вектором a  

відповідно з координатними осями Ox, Oy, Oz, то 

ax=acos;  ay=acos;  az=acos. 

Приклади 

=0 0  90
°
 = 90

°
 90

°
 180

°
 = 180

°
 

     

a x > a 

a x = a 

a x > a 

a x = acos 
a x = 0  

a x < a 

a x = acos= – acos 

a x < a 

a x = – a 

21. Радіус-вектор точки, його модуль та напрямні косинуси 

 

kzjyixr  . 

Напрямні косинуси 





















.

;

;

r

z
ycos

r

y
cos

r

x
cos





 

Модуль-радіус вектор 

222 zyxrr  , 

причому cos
2+ cos

2 + cos
2 = 1  

a  a  
 

a  

  

a  
a  

y 

 

 
i  

 

x 

r  

k  

j  x 

y 

z 

z 

M(x;y;z) 
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22. Скалярний добуток векторів (скаляр) 

  cosabbaba  , де  b,a . 

23. Векторний добуток векторів 

  cbaba   . 

Вектор c  направлений перпендикулярно до площини, в якій ле-

жать вектори, що перемножуються. Його напрям визначається за пра-
вилом правого гвинта: якщо обертати головку гвинта по найкоротшій ві-
дстані від першого множника до другого, то напрям руху самого гвинта 

дає напрям вектора c . 

Модуль векторного добутку 

sinbacc  , де  b,a . 

24. Деякі фізичні сталі (константи) 

Швидкість світла у вакуумі c=2.998·10
8
 м/с 

Гравітаційна стала G=6.67·10
–11

 м3/(кг·с2) 

Прискорення вільного падіння (середнє) g=9.807 м/с2 

Маса Землі MЗ=5.98·10
24

 кг 

Середній радіус Землі RЗ=6.37·10
6
 м 

Швидкість звука в повітрі при t
°
 C=0 331 м/с 

1 рад=360
°
/2 =57.3

°
 (57.29578

°
) 

Кутова швидкість Землі   з=7,310
-5

с
-1 

 

 е=2.72 (2.7182818) 

25. Гіперболічні функції 

гіперболічний синус 

2

xx ee
xsh


 ; 

гіперболічний косинус 

2

xx ee
xch


 . 

Співвідношення гіперболічних функцій 

122  xshxch ; 1cthxthx . 

c  

 

b  

a  
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Формули диференціювання і інтегрування 

dxchxdshx  ;   cshxdxchx ; 

dxshxdchx  ;   cchxdxshx ; 

xch

dx
dthx

2
 ; cthx

xch

dx
 2

; 

xsh

dx
dcthx

2
 ;   .

2
ccthx

xsh

dx
 

26. Диференціальні рівняння другого порядку з постійними 
коефіцієнтами 

 Лінійні однорідні рівняння 

0 gxxpx  .        (E.1) 

Підставивши x=e
t

 в (E.1), отримаємо характеристичне рівняння 

02  gp ,        (E.2) 

рішення якого має вигляд 

q
pp

, 









2

21
22

        (E.3) 

Загальне рішення рівняння (E.1) залежить від виду корнів 1 i 2. 

Якщо     0
2

2









q

p
,  то  

2
21

p
  , 

тоді загальне рішення (E.1) 

 
t

p

etccx


 2
 

21 .        (E.4) 

Якщо  0
2

2
2









bq

p
; bq

p









2

2
; b

p
, 

2
21 , 



ТЕОРЕТИЧНА МЕХАНІКА 

 

 

 
213 

то           




















b

p
tb

p

ececx 2
2

2
1 .      (E.5) 

Якщо 0
2

2
2









bq

p
; ibq

p









2

2
; ib

p
, 

2
21 , 

то        btsincbtcoscex
t

p

21
2 


,     (E.6) 

де c1 i c2 – постійні інтегрування визначаються з початкових умов 

задачі. 

 Лінійні неоднорідні рівняння 

 tfqxxpx   .       (E.7) 

Загальне рішення рівняння (E.7) складається із рішення однорід-

ного рівняння 0 qxxpx   і часткове рішення даного рівняння 

(E.7), вид якого залежить від виду правої частини (E.7) f(t) 

x=xод+xчаст.          (E.8) 

 Якщо f(t)=Q=const, то xчаст=A (А – невизначений коефіці-

єнт). Підставляючи xчаст=A в (E.7), визначимо А, якщо 

0. частx ;  0. частx , 

то      
q

Q
AQAqQxq част  ,     (E.9) 

звідки        
q

Q
xчаст  . 

 Якщо f(t)=at+b, то xчаст=At
2
+Bt+C. 

Підставляючи xчаст в (E.7) ( BАtxчаст  2 ; Аxчаст 2 ), отрима-

ємо 

batqcqBtqAtPBAtPA  222 . 
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Прирівнюючи коефіцієнти при однакових степенях t в лівій і пра-

вій частинах, отримаємо 

00:2  AqAt ;   02:
q

a
BqBPAt    (А=0); 

q

b
CbqCAt  2:0

  (А=0). 

Тоді       
q

b
t

q

a
xчаст  .          (E.10) 

27. Диференціальні рівняння руху точки під дією сили 

 Сила  F=const 

Fxm  ;  constQ
m

F
x  ;     (E.11) 

 Qdtx ;  1CQtx  . 

Загальне рішення 

21

2

2
CtC

t
Qx  .       (E.12) 

 Сила  F=f(t) 

Fxm  ;   tf
m

x
1

 ;   1

1
cdttf

m
x   . 

Загальне рішення 

  21

1
cdtcdttf

m
x 








   .     (E.13) 

 Сила  F   xF xx    

xFxm  ;  x
m

x 


 ;  x
m

x 


 ; 
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dt

xd
x


  ;  1ct

m
xlndt

mx

xd








; 

Початкові yмови:  t=0;  00 x ;  ax 0 ; 

01 lnc  ;  t
m

x
ln

o







.      (E.14) 

Загальне рішення 

2
0

0 ce
m

xex
t

m
t

m 






 . 

 Сила  Fx=x 

xxm  ;  x
m

x


 .      (E.15) 

Якщо  < 0, то  02  xkx ; 









m
k

2
;  1,2=ik. 

Загальне рішення    х=C1coskt+C2sinkt.        

(E.16) 

Якщо  > 0, то підставивши в (E.15) отримаємо 

dx

xdx

dt

dx

dx

xd
x


  ;   xdx

m

xdxx

mdx

xdx 
 


; 

1

22

22
C

x

m

x



;   

dt

dx
Cx

m
x  1

2 2


 . 

Звідси загальне рішення 

2

1

2 2

Ct

Cx
m

dx
x 



 


.     (E.17) 

 Сила  F=v+   bxFx    
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xFxm  ;  bxax   ,      (E.18) 

де 
m

a


 ; 
m

b


 . 

1

1
Ctbxaln

a
dt

bxa

xd








. 

Початкові yмови:    0t ;  00 x ; 

 blnC  01

1



; 

  atebabxaat
b

bxa
ln 




0

0







; 

  
a

bebax at 1
0   . 

Загальне рішення     20 C
a

dt
bebax at    .     (E.19) 
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Додаток B 

Збірник навчальних программ нормативних дисциплін 
освітньо-ппрофесійної підготовки бакалаврів галузі 

знань „Машинобудування та матеріалообробка” 
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Для нотаток
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