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1 НЕВИЗНАЧЕНИЙ ІНТЕГРАЛ 

Означення 1.1. Функція  xF  називається первісною для 
функції  xf  на проміжку  ba; , якщо  xF  диференційована на  ba;  

і справджується рівність    xfxF   для усіх  bax ; . 

Існує множина первісних  xF  для функції  xf , які 

відрізняються тільки сталою C :     xfCxF  . Цю множину 
первісних називають невизначеним інтегралом функції  xf  і 
записують  

   CxFdxxf )( ,      (1.1) 

де  xf  – підінтегральна функція,  

 dxxf – підінтегральний вираз. 

Властивості невизначеного інтеграла 

а)    )(xfdxxf  ; 

б)   CxFxFd )()( ; 

в)     dxxfdxxfd  ; 

г)      dxxfkdxxfk , де k const; 

д)            dxxgdxxfdxxgxf ; 

е)      CxFdxxf 


 1
, Rβ,α  ,  xF  первісна для 

 xf  на  ba; . 
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Таблиця 1 – Таблиця невизначених інтегралів  

У таблиці    CuFduuf )(  

1   Cudu  2  





C
u

duu
1

1




 ; 1α  

2a   C
uu

du 1

2
 2б   Cu

u

du
2  

3   Cu
u

du
ln  4   C

a

a
dua

u
u

ln
 

4а   Cdu
uu ee  5   Cuduu cossin  

6   Cuduu sincos  7   Cu
u

du
tg

cos2
 

8   Cu
u

du
ctg

sin 2
 9   Cuduu coslntg  

10   Cuduu sinlnctg  11 

 C
u

u

du

2
tgln

sin

Cu  ctg
usin

1
ln  

12 







  C

u

u

du

42
tgln

cos



Cu
os

 tg
uc

1
ln  

13  


C
a

u

aau

du
arctg

1
22

 

14  






C
au

au

aau

du
ln

2

1

22
 15  


C

a

u

ua

du
arcsin

22

 

16 Cauu

au

du



 22

22
ln  17 





2

22

22 ua
uduua

C
a

ua
 arcsin

2

2
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 Кінець таблиці 1 

18 Cauu
aau

uduau 


 22

222

22

22
ln  

19 
 
    Cxfdx
xf

xf



 ln  20 

 
 

  Cxfdx
x

xf



 2  

Зауваження. Таблицею інтегралів можна користуватись у 
випадку, коли аргумент підінтегральної функції і вираз під знаком 
диференціала однакові. 

1.1 Методи інтегрування 

1) Метод безпосереднього інтегрування. 

Обчислення інтегралів за допомогою властивостей 
невизначеного інтеграла та таблиці невизначених інтегралів.  

Треба пам’ятати , що  aud
a

du
1

 , 





 u

a
dadu

1
, 

 auddu  , де consta .  

Задача 1. Знайти інтеграли:  

а) 


dx
x

xxx
2

34 543
,  

б)   x

dx

23
,  

в)  
dx

x 57e ,  

г)    xdxx
2

3sin3cos . 

Розв’язання.  

а) 


dx
x

xxx
2

34 543 . При знаходженні інтеграла чисельник 

почлено ділимо на знаменник. Маємо під інтегралом три доданки. Від 
кожного знаходимо інтеграл, застосовуючи формули 2 і 3 таблиці. 
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












  dx

x

x

x

x

x

x
dx

x

xxxІ
2

3

22

4

2

34

543
543

 

 



















xdx
x

xd
xdxxdx

x
x 5435

1
43

4

7

4

7

 

CxxxC
x

x
x








2

2

5
ln44

2
5ln43

4

3
2

4

3

4

3

. 

Відповідь: CxxxІ 


2

2

5
ln44

4

3

. 

б)   x

dx

23
. Можемо застосувати формулу 2б), де хu 23  , і 

врахуємо лінійність аргументу u . За властивістю е) коефіцієнт 
лінійності дорівнює: 2 .  

CxCx
x

dxІ 


  23232
2

1

23
. 

Відповідь: CxІ  23 . 

в)  
dx

x 57e . Застосовуємо формулу 4а). За властивістю е) 
коефіцієнт лінійності дорівнює: 7 .  

  
CdxІ xx 5757 e

7

1
e . 

Відповідь: CІ x  57e
7

1
. 

г)    xdxx
2

3sin3cos . Підінтегральну функцію піднесемо до  
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квадрата і враховуючи, що 13sin3cos 22  xx  і 
xxx 6sin3sin3cos2  , матимемо 

      xdxxxxxdxx 3sin3sin3cos23cos3sin3cos 222
 

  Cxxxdxxdxdx   6cos
6

1
6sin6sin1 . 

Відповідь: CxxІ  6cos
6

1
. 

2) Метод заміни змінної (метод підстановки).  

Згідно цього метода вводять нову змінну інтегрування. Нехай 
 xF  – первісна функції  xf  на проміжку  ba; . Функція  tx   

визначена та диференційовна на проміжку  ;  і 
       bаbax ;:; . Тоді справедлива формула: 

        CtFtdttf   .     (1.2) 

Зручним є і такий запис: 

      
         CxFCuFuduf

xdxud

xu
xdxxf 











  




 . 

Підстановку  xu   підбирають так, щоб мати після 
перетворення табличний інтеграл. 

Задача 2. Знайти інтеграли:  

а)   xdxx cossin 4 ,  

б) dxxx  83 2 ,  

в)  1ex

dx
. 

Розв’язання.  
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а)   xdxx cossin 4 . Оскільки     xdxxdxxd cossinsin  , то 
зробимо заміну змінної xdxudxu cos,sin  . Матимемо:  

C
x

C
u

uduxdxxІ   
5

sin

5
cossin

55
44 . 

Перевіримо отриманий результат: 

xxxxC
x

cossincossin5
5

1

5

sin 44
5














 . 

Відповідь: C
xІ 

5

sin 5

. 

б)     


















 

xdxxdxxdud

xu
dxxxІ

68383

83
83

22

2
2  

     CxC
u

duuxdxx 2

3

2
2

3

2

1

2 83
3

2

6

1

2

36

1

6

1
683

6

1

  Cx  2

3

2 83
9

1
. 

Відповідь:   CxІ  2

3

2 83
9

1
 

в) 

 
  

























 

1
1

1ln1e

1e uu

ud

u

ud
xd

uxu
dxІ

x

x
 

    






  Cuu
u

ud

u

ud
ud

uu

uu
1lnln

11

1
 

    СхСCC
u

u xxx

x

x







 1eln1elnlne
1e

e
ln

1
ln . 

Відповідь:   СхІ x  1eln . 
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3) Метод інтегрування частинами.  

Формула інтегрування частинами має вигляд: 

  vduuvudv .       (1.3) 

До інтегралів, які обчислюються методом інтегрування 
частинами відносяться:  

а)      xdβxαxPn sin ,      xdβxαxPn cos ,   
xdxP

x
n

e ,  

  
xdaxP

x
n

βα , 
 




xd

βxα
bxa

2cos
, 

 



xd

βxα
bxa

2sin
,      (1.4) 

де  xPn  – многочлен n -го степеню, βα,bα ,,  – дійсні числа. У цих 
інтегралах через u  позначаємо  xPn  або bхa  , а через dv  – один з 

виразів   xdβxα cos ,   xdβxα sin , xda
x βα  , xd

x  e , 

 βxα
xd

2cos
, 

 βxα
xd

2sin
; 

б)     xdxfxPn arcsin ,     xdxfxPn arccos ,      

    xdxfxPn arctg ,     xdxfxPn arcctg ,     xdxfxPn ln ,   

    xdxfxP an log ,              (1.5) 

де  xPn  – многочлен n -го степеню ( n  може дорівнювати нулю),  
 xf  – відома функція з умови.  

В цих інтегралах через u  позначаємо один з виразів )(nircsa xf , 

)(osrcca xf , )(gtrca xf , )(arcctg xf , )(ln xf , )(log xfa , а через dv  – 

 dxxPn . 

Існують інші типи інтегралів для знаходження яких 
застосовують метод інтегрування частинами. 
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Зауваження. При застосуванні метода інтегрування частинами 
треба підінтегральний вираз розбити на два множники: u  і dv , а саме: 

xd  треба віднести до dv , dv  повинен бути таким, щоб інтегруванням 
легко знайти v . Інколи доводиться формулу інтегрування частинами 
застосовувати декілька разів. 

Задача 3. Знайти інтеграли:  

а)  xdxx 4cos ,  

б)      xdxx 21sin53 ,  

в)   xdxx  3ln ,  

г) 


xd
x

x

4cos

23
2

,  

д)  xdx
x sine2 . 

Розв’язання.  

а) 





















  xv

xdud

xdxdv

xu
xdxxІ

4sin
4

1
4cos

4cos  

Cxx
x

xdxx
x

  4cos
16

1
4sin

4
4sin

4

1
4sin

4
. 

Відповідь: Cxx
xІ  4cos

16

1
4sin

4
. 

б)       xdxxI 21sin53  

       





















 xx
xv

xdud

xdxdv

xu
21cos

2

1
53

21cos
2

1

3

21sin

53
 

      


  xdxx
x

xdx 21cos
2

3
21cos

2

53
321cos

2

1
 

    Cxx
x




 21sin
4

3
21cos

2

53
. 

Відповідь:     Cxx
xІ 


 21sin
4

3
21cos

2

53
. 
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в)    




























 
2

3

1
3ln

3ln 2
x

v

xd
x

ud

xdxdv

xu
xdxxІ  

    





  xd
x

x
x

x
xd

x

x
x

x

32

1
3ln

23

1

2
3ln

2

2222

 

 

  








  xd

x
xx

x

3

9
3

2

1
3ln

2

2

 

 

 

  Cxx
x

x
x











 3ln93

22

1
3ln

2

22

. 

Відповідь:   Cxx
x

x
xІ 










 3ln93

22

1
3ln

2

22

. 

г) 



























  xtg

x

xgv

xdud

x

xd
dv

xu
xd

x

xІ 4
4

23

4t
4

1

3

4cos

23

4cos

23

2
2

 

Cxx
x

xdx 


  4cosln
16

3
4tg

4

23
34tg

4

1
. 

Відповідь: Cxx
xІ 


 4cosln
16

3
4tg

4

23
. 

д) 


















  x
xv

xdud

xdxdv

u
xdxІ x

xx
x cose

cos

e2

sin

e
sine 2

22
2

 




















  x
xv

xdud

xdxdv

u
xdx

x
xx

x cose
sin

e2

cos

e
cose2 2

22
2

 

    xdxxxdx
xxxxx sine4sine2cosesine2sine2 22222 . 
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Розв’яжемо отримане рівняння відносно шуканого інтеграла: 

xxxd
xxx sine2cosesine5 222  , 

    CxxCxxxd
xxxx  cossin2e

5

1
sine2cose

5

1
sine 2222 . 

Відповідь:   CxxІ x  cossin2e
5

1 2 . 

4) Інтегрування виразів, які містять квадратний тричлен у 
знаменнику. 

До цих інтегралів відносяться: 

1)   cbxax

Adx
2

, 2) 
 cbxax

Bdx

2
, 3)  


dx

cbxax

BAx
2

,   

4) 



dx

cbxax

BAx

2
.             (1.6) 

Для інтегралів типів 1), 2) необхідно виділити повний квадрат у 
квадратному тричлені: 


















 

a

c

a

b

a

b
x

a

b
xa

a

c
x

a

b
xacbxax

2

2

2

2
222

442
2  













 







 

2

22

4

4

2 a

acb

a

b
xa .      (1.7) 

Заміна u
a

b
x 

2
 приводить інтеграл до табличного: для 

інтеграла типу 1) маємо табличний інтеграл 13 або 14, а для інтеграла 

типу 2) маємо табличний інтеграл 15 або 16.  

Для інтегралів типів 3), 4) необхідно у чисельнику виділити 
похідну квадратного тричлена, який знаходиться у знаменнику, і 
чисельник почлено поділити на знаменник. Отримаємо два інтеграли, 
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перший з яких знаходимо за Таблицею інтегралів: формула 19 (для 
інтеграла типу 3)) або 20 (для інтеграла типу 4)). Другий інтеграл є 
інтегралом типу 1) або 2). 

Задача 4. Знайти інтеграли: 

а)  


dх
xx

x

762

32
2

,  

б) 



dх

xx

x

224

43
. 

Розв’язання.  

а) 



  dх

xx

xІ
762

32
2

 

 

 
     













































 







 






 





.75551253252512

5332762)3

;5,66475,0
3

8
66475,0

3

8
475,0

3

2
332)2

;64)762)(1

22

22

2

,,x,,,x

,xxxx

xx

xxx

xxx

 

 
  








 dx
xx

x
,dx

xx

,x,

762

64
750

762

5664750
22

   







 




 

4

23

2

3
253762ln750

755512
56

2

2

2

x

dx
,xx,

,,x

dx
,  







 C

x

x

xx,

2

23

2

3

2

23

2

3

ln

2

23
2

1

4

13
762ln750 2
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C
x

x
xx, 





2332

2332
ln

234

13
762ln750 2 . 

Відповідь: C
x

x
xx,I 





2332

2332
ln

234

13
762ln750 2 . 

б)  



 dx

xx

xІ
224

43
 

 

 
   













































 







 






 





.514112

4224)3

;722
2

3

3

8
222

2

3

3

8
2

2

3

3

4
343)2

;22)24)(1

22

22

2

xxx

xxxx

xx

xxx

xxx

 

 

 
   














222
15

7
24

22

2

3

24

722
2

3

x

dx
dx

xx

x
dx

xx

x

 




 22 243
5

1аrcsin7242
2

3
xxC

x
xx  

C
x





5

1
rcsina7 . 

Відповідь: C
x

xxІ 



5

1
rcsina7243 2 . 

5) Інтегрування дробово-раціональних функцій. 

До цих функцій відносяться дроби  
 xQ

xP

m

n . Якщо mn  , то дріб  
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є неправильний. Треба виділити цілу частину, поділивши чисельник 
на знаменник:  

 
     

 xQ

xR
xS

xQ

xP

mm

n  , 

де  xS  – неповна частка (ціла частина),  
 
 xQ

xR

m

 – правильний дріб (степінь многочлена  xR  менший за 

m ).  

Якщо правильний дріб не є простий, то необхідно знаменник 
 xQm  розкласти на множники (множниками можуть бути многочлени 

вигляду: 
1

xx  ,   k
xx

2
 , qpxx 2 ,   k

qpxx 2 , 22
ax  , 

 kax
22   з дискримінантом квадратного тричлена меншим нуля).  

Потім правильний дріб розкладають на прості дроби. Простих 
дробів буде стільки, скільки множників у знаменнику, враховуючи 
кратність кожного. У чисельниках простих дробів записують 
многочлени в загальному вигляді, не враховуючи кратність 
многочленів у знаменнику. Коефіцієнти чисельників знаходимо 
методом невизначених коефіцієнтів або комбінованим методом. При 
інтегруванні правильних простих дробів можемо мати такі інтеграли: 

CxxAdx
xx

A


 1
1

ln ;     (1.8) 

 
 

C
k

xx
Adx

xx

A
k

k











1

1
2

2

, 1k ;   (1.9) 

C
a

x

a

A
dx

ax

A



 arctg

22
;         (1.10) 











 xd
ax

B
xd

ax

Ax
xd

ax

BxA
222222
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C
a

x

a

B
ax

A
 arctgln

2

22 .    (1.11) 

Інтеграли xd
qpxx

BAx
xd

qpxx

A
 


 22

,  – розглянуті в 

інтегруванні квадратних тричленів з 0D .  

Інтеграл  
xd

qpxx

BAx
k




2

, 1,  kNk  обчислюється за 

рекурентною формулою: 

   








 







 kkk

mt

dtAp
B

qpxxk

A
xd

qpxx

BAx

22122 2))(1(2
, 

де 
4

,
2

2
2 p

qm
p

xt  . При цьому многочлен qpxx 2  не має 

дійсних коренів, тобто 04
2  qp . 

Інтеграл kk
I

mt

dt



)( 22

 можна знайти використовуючи 

рекурентну формулу: 

121222 )1(2

32

))(1(2
 





 kkk I

km

k

mtkm

t
I .  (1.12) 

Задача 5. Знайти інтеграли:  

а) 
   


xd

xx

x

12

1
2

,  

б) 
   

 11

3
2

xx

dx
 ,  

в) 
   


xd

хxx

хx

2183

4524
2

2

. 

Розв’язання. 
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а) 
  




 xd
xx

xІ
12

1
2

. 

Підінтегральна функція 
  12

1
2 


xx

x
 є правильним 

раціональним дробом. Представимо його у вигляді суми простих 
дробів. У сумі простих дробів множнику знаменника виду )( 1хx   

відповідає дріб 
1хx

A


, множнику виду )( 22 аx   – дріб 

22 аx

CBx




. 

Таким чином, 

   1212

1
22 









x

CBx

x

A

xx

x
, 

де коефіцієнти А, В, С треба визначити. 
Зведемо праву частину останньої рівності до спільного 

знаменника: 

  
    

  12

21

12

1
2

2

2 






xx

xCBxxA

xx

x
. 

Прирівняємо чисельники отриманої рівності: 
    211 2  xCBxxAx  

або 

    CACBxBAxх 221 2  . 

Для знаходження коефіцієнтів чисельників застосуємо 
комбінований метод: метод окремих значень аргументу та метод 
порівняння коефіцієнтів. Спочатку підставимо в останню тотожність 
значення змінної 2x , а потім для знаходження коефіцієнтів В та С 

прирівняємо вирази при 2
x  та 1

x , що стоять у лівій та правій 
частинах останньої тотожності. Маємо 

     

.6,0
5

3

5

2
1,21

;2,05/1,0

;2,0,51)22(212122
2

2






CCB

BBA

AACBA

x

x

x

 

Тоді 
   1

6,02,0

2

2,0

12

1
22 











x

x

xxx

x
. 
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     












 dx
x

x
dx

x
xd

xx

xІ
1

6,02,0

2

2,0

12

1
22

 

   












1

2
1,02ln2,0

1
6,0

1
2,0

2
2,0

222
x

xdx
x

x

dx

x

xdx

x

dx
 

CxxxCx  arctg6,01ln1,02ln2,0arctg6,0 2 . 

Відповідь: CxxxІ  arctg6,01ln1,02ln2,0 2 . 

б) 
   




11

3
2

xx

dxІ . 

Підінтегральна функція 
   11

3
2  xx

 є правильним 

раціональним дробом. Представимо його у вигляді суми простих 
дробів. У сумі простих дробів множнику знаменника виду )( 1хx   

відповідає дріб 
1хx

A


, множнику виду   2

2
xx   – сума двох дробів 

  2
22 xx

C

xx

B





. Таким чином, 

      11111

3
22 








 x

C

x

B

x

A

xx
, 

де коефіцієнти А, В, С треба визначити. 
Зведемо праву частину останньої рівності до спільного 

знаменника: 

   
      

   11

1111

11

3
2

2

2 




 xx

xCxxBxA

xx
. 

Прирівняємо чисельники отриманої рівності: 
     22 1113  xCxBxA  

або 

    CBACAxCBx  23 2 . 

Для знаходження коефіцієнтів чисельників застосуємо 
комбінований метод: метод окремих значень аргументу та метод 
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порівняння коефіцієнтів. Спочатку підставимо в останню тотожність 
значення змінної 1x  і 1x , а потім прирівняємо вирази при 2

x , 

що стоять у лівій та правій частинах першої тотожності. Маємо 






















75,04/3

;5,12/3

;75,04/3

0

23

43

1

1

2
B

A

C

CB

A

C

x

x

x

 

або прирівняємо вирази при 2
x , 1

x  та 0
x , що стоять у лівій та правій 

частинах другої тотожності. Маємо 



























.75,0

;75,0

;5,1

5,132
.32

,02

3

20

0

0

2

В
С
А

АА
CА
CА

CBА
CА

CB

x

x

x

 

Тоді 
      1

75,0

1

75,0

1

5,1

11

3
22 










 xxxxx
. 

     














   dx
x

dx
x

dx
xxx

dxІ
1

75,0

1

75,0

1

5,1

11

3
22

 

 












    1ln75,0

1

1
5,1

1
75,0

1
75,0

1
5,1

2
x

xx

dx

x

dx

x

dx

С
x

x

x
Cx 








1

1
ln75,0

1

5,1
1ln75,0 . 

Відповідь: С
x

x

x
І 








1

1
750

1

51
ln,

,
. 

в) 
  




 xd
хxx

хxІ
2183

4524
2

2

.  

Підінтегральна функція 
  2183

4524
2

2



хxx

хx
 є правильним 

раціональним дробом. Представимо його у вигляді суми простих 
дробів. У сумі простих дробів множнику знаменника виду )( 1хx   
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відповідає дріб 
1хx

A


, множнику виду )( 2

qpxx   – дріб 

qpxx

CBx




2
. Таким чином, 

   21832183

4524
22

2











хx

СВх
x

А
хxx

хx
, 

де коефіцієнти А, В, С треба визначити. 
Зведемо праву частину рівності до спільного знаменника: 

  
    

  2183

3218

2183

4524
2

2

2

2








хxx

xСВххxА
хxx

хx
. 

Прирівняємо чисельники отриманої рівності: 
    32184524 22  xСВххxАхx . 

Для знаходження коефіцієнтів чисельників застосуємо 
комбінований метод: метод окремих значень аргументу та метод 
порівняння коефіцієнтів. Спочатку підставимо в тотожність значення 
змінної 3x , а потім для знаходження коефіцієнтів В та С 

прирівняємо вирази при 2
x  та 0

x , що стоять у лівій та правій 
частинах останньої тотожності. Маємо 

 

.1,32145

;3,1

;2,5410821249457293

0

2






CCА
BBA

AAA

x

x

x

 

Тоді 
   218

13

3

2

2183

4524
22

2












хx

х
xхxx

хx
. 

  
 














 

218

13

3

2

2183

4524
22

2

хx

xdх
xd

x
xd

хxx

хxІ  

 

 





























 






 






 





.542116168218)3

;1182
2

3

3

2
882

2

3

3

2
2

2

3

3

1
313)2

;82)218)(1

222

2

xхxхx

xxxxx

xхx

 



22 

 

 









  xd

хx

x
xxd

хx

x

x
218

82

2

3
3ln2

218

1182
2

3

3ln2
22

 

 
C

xхxxxd
x







 
5

4
arctg

5

11
218ln

2

3
3ln2

54

1
11 2

2
. 

Відповідь: C
xхxxI 



5

4
arctg

5

11
218ln

2

3
3ln2 2 . 

6) Інтегрування тригонометричних функцій. 

Інтеграли вигляду   xdxxR cos,sin  за допомогою 
універсальної підстановки 

222

2

1

2
,

1

2
sin,

1

1
cos,

2
tg

t

dt
dx

t

t
x

t

t
xt

x










   (1.13) 

зводяться до інтегралів від раціональних дробів.  

У деяких випадках застосовують інші підстановки, які 
спрощують знаходження інтегралів. Розглянемо ці випадки.  

1) Якщо функція  xxR cos,sin  непарна відносно xcos : 

   xxRxxR cos,sincos,sin  , то робимо заміну:  

tx sin , 21cos tx  , 
21 t

dt
xd


 .    (1.14) 

2) Якщо функція  xxR cos,sin  непарна відносно xsin : 

   xxRxxR cos,sincos,sin  , то робимо заміну:  

tx cos , 21sin tx  , 
21 t

dt
xd


 .   (1.15) 

3) Якщо функція  xxR cos,sin  парна відносно xsin  і xcos : 

   xxRxxR cos,sincos,sin  , то робимо заміну: 

dt
t

dx
t

x
t

t
xtx

222 1

1
,

1

1
cos,

1
sin,tg








 . (1.16) 
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Інтеграли вигляду  xdxx
nm cossin  знаходяться підстановкою: 

1) якщо n  – ціле додатне непарне число, а m  – ціле додатне 
парне число, то tx sin ; 

2) якщо m  – ціле додатне непарне число, а n  – ціле додатне 
парне число, то  tx cos ; 

3) якщо n  і m  – цілі додатні парні числа, застосовують 
формули зниження степеня:  

 xx 2cos1
2

1
cos2  ,  xx 2cos1

2

1
sin 2   та xxx 2sin

2

1
cossin  ; 

4) якщо n  і m  – цілі парні числа, але хоч одне з них від’ємне, 
або n  і m  – цілі непарні і від’ємні числа, то робимо заміну (1.16). 

Інтеграли вигляду   dxnxmx cossin ,   dxnxmx sinsin , 

  dxnxmx coscos  зводяться до табличних за допомогою формул: 

    xnmxnmxnxm  sinsin
2

1
cossin ;   (1.17) 

    xnmxnmxnxm  coscos
2

1
sinsin ;   (1.18) 

    xnmxnmxnxm  coscos
2

1
coscos .   (1.19) 

Задача 6. Знайти інтеграли:  

а)  xdxx
23 cossin ,  

б)  xdxx
22 cossin ,  

в)   xdxx 2sin3cos ,  

г)   x

dx

cos3
. 

Розв’язання.  
а)    xdxxxxdxxІ sincossincossin 2223  

     xxdxxdxxdx coscoscoscoscoscoscos1 4222  
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C
xx


5

cos

3

cos 53

. 

Відповідь: C
xxІ 

5

cos

3

cos 53

. 

б)      dxxxdxxdxxІ 4cos1
2

1

4

1
2sin

4

1
cossin 222  

  Cxxxdxdx 4sin
32

1

8

1
4cos

8

1

8

1
. 

Відповідь: CxxІ  4sin
32

1

8

1
. 

в)    xdxxxdxxІ 3cos2sin2sin3cos  

         xdxdxxxdxxxxx 5sin
2

1
sin5sin

2

1
32sin32sin

2

1
 

CxxCxxxdx   cos5,05cos1,0)cos(
2

1
5cos

5

1

2

1
sin

2

1
. 

Відповідь: CxxІ  cos5,05cos1,0 . 

г) 





















  22

2

1

2
,

1

1
cos,

2
tg

cos3 t

dt
dx

t

t
xt

x

x

dxІ  



















  
2

14

2

24

2

1

133

1

2

1

1
3

1

2

2
2

2

22

2

2

2

2

t

dt

t

dt

t

tt

t

dt

t

t

t

dt

 

   CtC
t

2arctg
2

2

2/1
arctg

2/1

1

2

1

C
x







  2

2
tgarctg

2

2
. 

Відповідь: C
xІ 






  2

2
tgarctg

2

2
. 
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7) Інтегрування ірраціональних виразів.  

Розглянемо деякі з них. 

1) Інтеграли вигляду  

dxxxxxR
km

kn

m

n

m

n

 












,...,,,

2

2

1

1

, 

де in , im   ki ,1  – цілі додатні числа.  

Робимо заміну s
tx  , де s  є спільним знаменником дробів 

k

k

m

n

m

n

m

n
,...,,

2

2

1

1 . Ця заміна приводить до інтегралу від раціональної 

функції аргументу t . 

2) Інтеграли вигляду  

dx
bxa

bxa

bxa

bxa

bxa

bxa
R

k

k

m

n

m

n

m

n



















































22

11

22

11

22

11 ,...,,
2

2

1

1

, 

де in , im   ki ,1  – цілі додатні числа,  

1a , 
1b , 2a ,

2b  – дійсні числа: 
2

1

2

1

b

b

a

a
 .  

Заміна: s
t

bxa

bxa





22

11 , де s  є спільним знаменником дробів 

k

k

m

n

m

n

m

n
,...,,

2

2

1

1 , приводить до інтегралу від раціональної функції 

аргументу t . 

3) Інтеграли вигляду dxxmxR 




  22, , dxxmxR 





  22, , 

dxmxxR 




  22, : 
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а) якщо підінтегральна функція містить вираз 22
xm  , то 

застосовуємо заміну:  

tmxmtdtmdxtmx sin,sin,cos 22  ,  (1.20) 

або tmx sin ; 

б) якщо підінтегральна функція містить вираз 22
xm  , то 

застосовуємо заміну:  

t

m
xmdt

t

m
dxtmx

cos
,

cos
,tg 22

2
 ;   (1.21) 

або tmx сtg ; 

в) якщо підінтегральна функція містить вираз 22
mx  , то 

застосовуємо заміну:  

t

tm
mxdt

t

tm
dx

t

m
x

cos

sin
,

cos

sin
,

cos

22

2
 .   (1.22) 

або 
t

m
x

sin
 . 

Наведені заміни приводять до інтегралу від тригонометричних 
функцій аргументу t . 

Задача 7. Знайти інтеграл   xx

dxx
3

. 

Розв’язання. 
























   32

53

5

66

3

6

6

,;

tt

dttt

dttdx

xttx

xx

dxxІ  

   














 dt

t
tttttdt

t

t
dt

tt

t

1

1
16

1
6

1
6 2345

6

2

8

 











 Ctt

ttttt
1ln

23456
6

23456

 

Cxx
xxxxx














 1ln

23456
6 66

33 26 5

. 
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Відповідь: 

Cxx
xxxxxІ 













 1ln

23456
6 66

33 26 5

. 

Задача 8. Знайти інтеграл 


dx
x

x
22

. 

Розв’язання.  

Оскільки підінтегральна функція містить вираз 22 x , то 
скористаємся формулою (1.20): 





 


  txtdtdxtxdx

x

xІ cos22,cos2,sin2
2 2

2

 




  dt
t

dt
t

t
dt

t

t
tdt

t

t

sin

1
2

sin

sin1
2

sin

cos
2cos2

sin2

cos2 22

 









 

2
arcsincos2

2
tgln2sin2

x
tCt

t
tdt  

C
xx




















2
arcsincos2

2
arcsin

2

1
tgln2 . 

Відповідь: C
xx

I 


















2
arcsincos2

2
arcsin

2

1
tgln2 . 
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2 ВИЗНАЧЕНИЙ ІНТЕГРАЛ 

Визначений інтеграл  
b

a

dxxf , де функція  xf  неперервна на 

відрізку інтегрування  ba; , a  – нижня межа інтегрування, b  – верхня 
межа інтегрування, обчислюється за формулою Ньютона-Лейбніца:  

        
b

a

b

a
aFbFxFdxxf ,     (2.1) 

де  xF  є первісною для підінтегральної функції  xf . 

Властивості визначеного інтеграла 

1)  
b

a

abdx . 

2)   0
a

a

dxxf . 

3)     
a

b

b

a

dxxfdxxf . 

4) Якщо  xf  інтегровна на  сa;  і на  bс; , то вона інтегровна і 

на  ba; , причому       
b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf . 

Зауваження. Точка c  може бути довільно розташована відносно 
точок a  і b . 

5)     
b

a

b

a

dxxfkdxxfk ,  

де k const. 

6)           
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf . 
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7) Якщо відрізок інтегрування  aa;  симетричний, то для 

парної підінтегральної функції  xf      


aa

a

dxxfdxxf
0

2 , а для 

непарної функції   0


a

a

dxxf . 

Для знаходження первісної  xF  при обчисленні визначеного 
інтеграла можна застосувати табличні інтеграли та методи 
інтегрування для обчислення невизначених інтегралів.  

Задача 9. Знайти інтеграли:  

а) 
4/

6/
2cos

tg


dx

x

x
,  

б)  

3e

1 ln1 xx

dx
.  

Розв’язання.  

а)    
4/

6/

4/

6/

24/

6/
2 2

tg
tgtg

cos

tg












x
xdxdx

x

xІ  

3

1

3

1
1

2

1

6
tg

4
tg

2

1 22 





 






 


. 

Відповідь: 
3

1
І . 

б)    







 


 

3
33

e

1

e

1

e

1

ln12
ln1

ln
ln

ln1
x

x

xd
xd

x

dx

xx

dx
I  

       




  421eln1eln31201ln1ln1eln12 3

 

   21221  . 

Відповідь: 2І . 
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Розглянемо деякі методи інтегрування визначеного інтеграла. 

1) Заміна змінної під знаком визначеного інтеграла.  

Якщо функції  xfy   і  tx   задовольняють умовам: 
функція  xf  неперервна на  ba; , функція  t  має неперервну 
похідну  t  на  ; ,     ba   ,  і складена функція   tf   

визначена і неперервна на  ; , то  

        
b

a

tdttfxdxf




 .    (2.2) 

2) Формула інтегрування частинами у визначеному 
інтегралі: 

 
b

a

b

a

b

a
vduvuudv .      (2.3) 

Випадки її застосування аналогічні, як у невизначеному інтегралі. 

Задача 10. Знайти інтеграли, застосовуючи заміну змінної:  

а)  
2

0

24 dxx ,  

б) 



2ln

0

2e1 dx
x . 

Розв’язання.  

а) 
















 
2

0

2

cos2

2/,0

2,0

sin2
4

dttdxba

tx
dxxІ


 

 



2/

0

2/

0

2
2/

0

2

2

2cos1
4cos4cos2sin44


dt
t

tdtdttt  








 






  0sin

2

1
0sin

2

1

2
22sin

2

1
2

2/

0

tt . 

Відповідь: І . 
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б)  ,1ln
2

1
,e1,e1e1 2222

2ln

0

2


  



txttdxI
xxx  

  






  2ln2

22
e12ln,00,

11

2

2

1 βbatd
t

t
td

t

t
xd   















 









2

3

0
2

22

3

0
2

4

1
ln

1

11

12

3

4

1
1e1 td

t

t
td

t

tt
 






































  1ln

1
2

3

1
2

3

ln
2

1

2

3

1

1
ln

2

1

1

1
1

2

3

0

2

3

0

2

3

0
2 t

t
ttd

t
 

 














2

3

34

32
ln

2

1

2

3

32

32
ln

2

1

2

3

23

23
ln

2

1

2

3
2

 

 32ln  . 

Відповідь:  32ln
2

3
І .  

Задача 11. Знайти інтеграли, застосовуючи формулу 
інтегрування частинами:  

а) 
2/

0

sin


xdxx ,  

б)   
2

1

12ln dxx . 

Розв’язання.  

а) 










 

xvdxdu

xdxdvxu
xdxxІ

cos,

sin,
sin

2/

0


 

1sin0coscos
2/

0

2/

0

2/

0
 





xxdxxx . 

Відповідь: 1І . 



32 

 

б)     

















 
xvdxdv

dx
x

duxu
dxxI

,
12

2
,12ln

12ln
2

1

 

  






  3ln2
12

112
1ln3ln2

12

2
12ln

2

1

2

1

2

1
dx

x

x
dx

x

x
xx  

 





 










  123ln212ln
2

1
3ln2

12

1
1

2

1

2

1

xxdx
x

  13ln5,13ln
2

1
13ln21ln3ln

2

1
 . 

Відповідь: 13ln5,1 І . 

2.1 Невласні інтеграли першого та другого роду 

1) Невласні інтеграли I роду (інтеграли з нескінченними 
межами інтегрування). До них відносяться інтеграли вигляду: 

а)  


b

dxxf , б)  


a

dxxf , в)  



dxxf .    (2.4) 

Розглянемо інтеграл  



dxxf . За властивістю 4) розіб’ємо його 

на два інтеграли:       







c

c

dxxfdxxfdxxf , перший з яких 

відповідає інтегралу а), а другий – інтегралу б). Якщо існує скінченна 

границя  


c

a
a

dxxflim , то    



c

a
a

c

dxxfdxxf lim .  

Аналогічно    





b

c
b

c

dxxfdxxf lim .  

Тоді 

          







b

cb

c

aa

b

c
b

c

a
a

xFxFdxxfdxxfdxxf limlimlimlim  
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    )(lim)(lim)(lim)(lim aFbFcFbFaFcF
abba 

 . (2.5) 

Якщо обидві границі існують (скінченні числа), то невласний 

інтеграл першого роду є збіжним, в іншому випадку – розбіжним. 
Аналогічно знаходяться інтеграли а) і б).  

2) Невласні інтеграли II роду (інтеграли від розривних 

функцій). До них відносяться інтеграли виду  
b

a

dxxf , для яких 

підінтегральна функція  xf  невизначена або при ax  , або при 
bx  , або при  baccx ;,  .  

Припустимо, що функція )(xf  невизначена при  baccx ;,  . 

Розглянемо інтеграл: 

           





1

2
21 00
limlim





c

a

b

c

b

c

b

a

c

a

dxxfdxxfdxxfdxxfdxxf  

         





bFaFcFxFxF

b

c

c

a

1
000 1

2
2

1

1

limlimlim 





 

 1
02

lim 





cF .           (2.6) 

Якщо обидві границі існують (скінченні числа), то невласний 

інтеграл другого роду є збіжним, в іншому випадку – розбіжним. 
Аналогічно знаходяться інтеграли, якщо функція )(xf  невизначена 

при ax   або при bx  . 

Задача 12. Обчислити невласні інтеграли першого роду або 
встановити їх розбіжність:  

а) 


0
24 x

xdx
,  

б) 


  222
xx

xd
. 

Розв’язання.  
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а)     












b

ob

b

b
xxdx

x

xdxІ 2

0

22

1
2

0
2

4lim44
2

1
lim

4






 


24lim 2

b
b

  – інтеграл розбіжний. 

Відповідь: інтеграл розбіжний 

б) 
  




















b

a
b
a

b

a
b
a x

xd

xx

xd

xx

xd
I

11
lim

22
lim

22 222
 

       











 22

1arctg1arctglim1arctglim


abx

b
a

b

a

b
а

  

π – інтеграл збіжний. 
Відповідь: πІ , інтеграл збіжний. 

Задача 13. Обчислити невласні інтеграли другого роду або 
встановити їх розбіжність:  

а)  
 

1

2

1 12

12ln
dx

x

x
,  

б) 


2

1

0
241 x

dx
. 

Розв’язання.  

а) 
   









 




1

2

10

1

2

1 12

12ln
lim

12

12ln




dx
x

x
dx

x

x
I  

        









 1ln

4

1

2

12ln
lim

2

1
12ln12ln

2

1
lim 2

1

2

1

2

0

1

2

10







x
xdx  

  







2lnlim 2

0
 – інтеграл розбіжний. 

Відповідь: інтеграл розбіжний. 



35 

 

б)  
 

























2

1

0
0

2

1

0
20

2

1

0
2

2arcsin
2

1
lim

21

2

2

1
lim

41
x

x

xd

x

dxІ  

4
1arcsin

2

1
0arcsin

2

1
2arcsin

2

1
lim

0



























 


 – інтеграл 

збіжний. 

Відповідь: 
4


І , інтеграл збіжний. 

2.2 Застосування визначених інтегралів 

2.2.1 Обчислення площі плоскої фігури 

1) Якщо плоска фігура обмежена кривою )0)(()(  xfxfy , 

двома прямими ax   та bx   і віссю Ox  (рис. 2.1),  

 
Рисунок 2.1 

то площа фігури обчислюється за формулою:  


b

a

dxxfS )( .       (2.7) 

2) Якщо плоска фігура обмежена кривими:  xfy 2 ,  xfy 1  

і прямими ax  , bx   ( ba   і    xfxf 12  ) (рис. 2.2),  
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Рисунок 2.2 

то площа фігури обчислюється за формулою: 

     
b

a

dxxfxfS 12
.      (2.8) 

3) Якщо плоска фігура обмежена кривою, заданою 

параметричними рівняннями 
 
 







tyy

txx ,
, де  

21 ttt ; , то площа фігури 

обчислюється за формулою: 

    
2

1

t

t

dttxtyS .      (2.9) 

4) Якщо плоска фігура обмежена кривою, заданою в полярних 

координатах рівнянням     ;,   (рис. 2.3),  

 
Рисунок 2.3 

то площа фігури обчислюється за формулою: 
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 



 dS

2

2

1
.      (2.10) 

Задача 14. Знайти площу фігури, яка обмежена лініями: 

а) 







e,0

,ln

xy

xy
,  

б) 









2

,4
2

2

xy

xy
,  

в) 
 
  2t0 ,  

cos12

,sin2









ty

ttx
 та віссю Ox ,  

г)  2cos22  . 

Розв’язання.  
а) xy ln , 0y , ex . Зробимо рисунок фігури. 

 

Площу заданої фігури знайдемо за формулою (2.7). З умови 
задачі маємо:   xхf ln ,  e,0  ba . 

11eeln
ln

ln
e

1

e

1

e

1


















 
x

dx
xxx

xvdxdv
x

dx
duxu

xdxS (кв.од.). 

Відповідь: 1S  кв. од. 

б) 









.2

,4
2

2

xy

xy
 Зробимо рисунок і знайдемо абсциси точок 

перетину ліній. 
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
















.2

,1
,020422,24

,2

,4

2

12222

2

2

х
х

хxхxхxx
хxy

xy
 

Площу фігури знайдемо за формулою (2.8). 

     





 


 8

3

2
422424

2

1

23
2

1

2
2

1

22 хххdxххdxхххS

91
3

2
44

3

16
 (кв.од.). 

Відповідь: 9S  кв. од. 

в) 
 
  2t0 ,  

cos12

,sin2









ty

ttx
 та віссю Ox . Зробимо рисунок. 
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Площу заданої фігури знайдемо за формулою (2.9). Маємо 
 ty cos12  ,  tx cos12  ,  2   ,0 21  tt . Тоді 

      tdttdttS
 2

0

22
2

0

2 coscos214cos12  




122sin
4

1

2
sin24

2







 

o

t
t

tt (кв.од.). 

Відповідь: π12S  кв. од. 

г)  2cos22  . Зробимо рисунок фігури.  

 

Площу заданої фігури знайдемо за формулою (2.10). Фігура 
симетрична відносно осей координат. Знайдемо площу її чверті і 

помножимо на 4 . Маємо  2cos2 ,  
4

0
π

,   βα  . 

22sin22cos2
2

1
4

4

0

4

0

 
π/π/

dS  (кв.од.). 

Відповідь: 2S  кв. од. 

2.2.2 Обчислення довжини дуги гладкої кривої 

1) Якщо крива задана рівнянням    baxxfy ;,  , то довжина 
кривої обчислюється за формулою  

   dxxfL
b

a

  2
1 .      (2.11) 
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2) Якщо крива задана параметричними рівняннями 

 
   









21,,
,

ttt
tyy

txx
, то довжина кривої обчислюється за формулою  

      
2

1

22
t

t

dttytxL .     (2.12) 

3) Якщо крива задана рівнянням у полярних координатах 
    ;,  , то довжина кривої обчислюється за формулою 

     



 dL

22 .     (2.13) 

Задача 15. Знайти довжину дуг гладких кривих, заданих 
рівняннями:  

а)  









0  , 
3

4

,0 ,32

yx

xxy
,  

б) 





 










2
0

.sin

,cos
5

5 
t

ty

tx
,  

в) 
2

0  , 
3

sin 3   . 

Розв’язання.  

а)  0  , 
3

4
  ,0  ,32  yxxxy . Довжину дуги знайдемо за 

формулою (2.11). Маємо 

2

3

xy  , 2

1

2

3
xy  ,   xy

4

9
11

2  ,  
3

4
  ,0  ba . 

27

56
7

27

8
14

27

8

4

9
1

3

2

9

4

4

9
1 2

3
3

4

0

2

3
3

4

0





















   xdxxL (лін. од). 
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Відповідь: 
27

56
L  лін. од. 

б) 





 










2
0

.sin

,cos
5

5 
t

ty

tx
. Довжину дуги знайдемо за формулою 

(2.12). Маємо ttx sincos5 4 , tty cossin5 4 , 
2

,0 21


 tt .  

Знайдемо           
242422

cossin5sincos5 tttttytx  

  tttttttt
66222828 sincossincos25cossin25sincos25  

 tttt
66 cossincossin5  

    tttttttt
422422 coscossinsincossincossin5  

tttt 2cos312sin
4

5
2cos

4

3

4

1
2sin

2

5 22  .  

Тоді 

   tdttdttL 2231
8

5
2312

4

5 2

0

2
2

0

2 coscoscossin

ππ

 













2

0

22
23123

2

1
2312

2

3

38

5
π

coscoslncoscos tttt
 















 


32

23

1
8

5
ln

 (лін. од). 

Відповідь: 














 


32

23

1
8

5
ln

L  лін. од. 
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в) 
2

0
3

3 πφ  , 
φ

sinρ  . Довжину кривої знайдемо за формулою 

(2.13). Маємо 
333

1

33
3

22 φ
cos

φ
sin

φ
cos

φ
sinρ   ,  

πβ   ,α
2

0  . Тоді 

 





 

2

0

2

0

2
2

0

246

3

2
cos1

2

1

3
sin

3
cos

3
sin

3
sin




dddL  

 332
8

1

3

2
sin

2

3

2

1 2

0







  



(лін. од). 

Відповідь:  332
8

1
 πL  лін. од. 

2.2.3 Обчислення площі поверхні, утвореної обертанням 
кривої навколо заданої осі 

Крива, що обертається навколо заданої осі, утворює деяку 
поверхню. 

1) Якщо крива задана рівнянням    baxxfy ;,   і обертається 
навколо осі Ox , то площа поверхні обертання обчислюється за 
формулою: 

     
b

a

x dxxfxfQ
2

12π .    (2.14) 

2) Якщо крива задана рівнянням    dcуух ;,   і обертається 
навколо осі Oy , то площа поверхні обертання обчислюється за 
формулою: 

     
d

c

y dyyyQ
2

12  .    (2.15) 
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3) Якщо крива задана параметричними рівняннями 

 
   









21,, ttt
tyy

txx
 і обертається навколо осі Ox , то площа поверхні 

обертання обчислюється за формулою: 

        
2

1

22
2

t

t

x dttytxtyQ  .    (2.16) 

4) Якщо крива задана параметричними рівняннями 
 
   









21,, ttt
tyy

txx
 і обертається навколо осі Oy , то площа поверхні 

обертання обчислюється за формулою: 

        
2

1

22
2

t

t

y dttytxtxQ  .    (2.17) 

5) Якщо крива задана рівнянням у полярних координатах 
    ;,   і обертається навколо полярної осі, то площа 

поверхні обертання обчислюється за формулою: 

       



dQ   22sin2 .   (2.18) 

Задача 16. Обчислити площу поверхні обертання, утвореної 
обертанням кривої навколо осі Ox  або Oy :  

а) Ох
xx

xy











,
2

  ,0

,2sin

 ,  

б)   Охt
ty

tx
,10   

,2

,









,  

в)  cos1 , навколо полярної осі. 
Розв’язання.  
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а) Ох
xx

xy











,
2

  ,0

,2sin

 . Площу поверхні обертання обчислюємо за 

формулою (2.14). Маємо xy 2cos2 ,  
2

 ,0


 ba . Тоді 












 

dtxdx

tttx
dxxxQ

вн
x

2sin4

2,2,2cos2
2cos412sin2

2

0

2



  

= 





 




dttdtt

2

2

2
2

2

2 1
24

1
12

  

  25ln52
2

1ln
2

1
1

22

2

2

22 





 




ttt

t
 (кв. од.). 

Відповідь:   25ln52
2




xQ  кв. од. 

б)   Охt
ty

tx
,10   

,2

,









. Площу поверхні обертання 

обчислюємо за формулою (2.16). Маємо 1x , 1y , 1 ,0 21  tt . 

Тоді 

    









 

1

0

21

0

1

0
2

2222221122
t

tdttdttQx   

 23
2

1
222 






   (кв.од.). 

Відповідь: 23xQ  кв. од. 

в)  cos1  – кардіоїда, що обертається навколо полярної 
осі. Площу поверхні обертання обчислюємо за формулою (2.18). 

Маємо  sin ,     ,0 . Тоді 
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      


dQ
22

0

sincos1sincos12







 

 
0

4

0

2

2
sin

2
sin32

2
sin2

2
cos

2
sin2

2
sin22 dd  








4,6
5

32

5

2
sin

32

0

5

 (кв. од.). 

Відповідь: 4,6Q  кв. од. 

2.2.4 Обчислення об’єму тіла, утвореного обертанням 
плоскої фігури навколо заданої осі  

1) Якщо плоска фігура обмежена кривою  xfy   та прямими 

0,,  уbxax   ba  і обертається навколо осі Ox , то об’єм тіла, 
утвореного обертанням плоскої фігури, обчислюється за формулою:  

  xdxfV
b

a

x  2 .      (2.19) 

2) Якщо плоска фігура обмежена кривими:    xfyxfy 12 ,   

та прямими bxax  ,     xfxfba 12i   і обертається навколо 
осі Ox , то об’єм тіла, утвореного обертанням плоскої фігури, 
обчислюється за формулою:  

     xdxfxfV
b

a

x   2
1

2
2 .     (2.20) 

3) Якщо плоска фігура обмежена кривою  ух   та прямими 

0,,  xdycy  і  dc  обертається навколо осі Oy , то об’єм тіла, 
утвореного обертанням плоскої фігури, обчислюється за формулою:  
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  ydyV
d

c

y  2 .      (2.21) 

4) Якщо плоска фігура обмежена кривими:    yxyx 12 ,    

та прямими dycy  ,     yydc 12i    і обертається навколо осі 
Oy , то об’єм тіла, утвореного обертанням плоскої фігури, 
обчислюється за формулою:  

     ydyyV
d

c

y   2
1

2
2  .     (2.22) 

5) Якщо плоска фігура обмежена кривою, заданою 

параметричними рівняннями: 
 
   









21,
,

,
ttt

tyy

txx
 і обертається 

навколо осі Ox , то об’єм тіла, утвореного обертанням плоскої фігури, 
обчислюється за формулою:  

    tdtxtyV

t

t

x  
2

1

2 .      (2.23) 

6) Якщо плоска фігура обмежена кривою, заданою 

параметричними рівняннями: 
 
   









21,
,

,
ttt

tyy

txx
 і обертається 

навколо осі Oу , то об’єм тіла, утвореного обертанням плоскої фігури, 
обчислюється за формулою:  

    tdtуtхV

t

t

у  
2

1

2 .      (2.24) 

7) Якщо плоска фігура обмежена кривою, заданою у полярних 
координатах:     ;,   і обертається навколо полярної осі, 
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то об’єм тіла, утвореного обертанням плоскої фігури, обчислюється за 
формулою:  

  



 dV sin

3

2 3 .     (2.25) 

Задача 17. Обчислити об’єм тіла, утвореного обертанням 

плоскої фігури навколо вказаної осі:  

а) Ох
xx

yxy








,2,1

,0,1
,  

б) Ох
tby

tax








,sin

,cos
,  

в)  2sin , навколо полярної осі. 
Розв’язання.  

а) Ох
xx

yxy








,2,1

,0,1
. Фігура обертається навколо осі Ox . 

Зробимо рисунок. 

 
Об’єм тіла, утвореного обертанням плоскої фігури, обчислюємо 

за формулою (2.19). Маємо 2,1,0,
1

12  baу
x

y . Тоді 

2
1

2

1
2

1

2

1
2

 





  

xx

dx
Vx (куб. од.). 

Відповідь: 
2


xV куб. од. 
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б) Ох
tby

tax








,sin

,cos
. Маємо рівняння еліпса. Фігура обертається 

навколо осі Ox . Зробимо рисунок: 

 
Об’єм тіла, утвореного обертанням плоскої фігури, обчислюємо 

за формулою (2.23). Маємо tby sin , tax sin ,  0  ,
2

21  tt


. 

Оскільки фігура симетрична відносно осі Oy , подвоїмо результат. 

   
0

2

0

2

3222 sin2sinsin2
 

 dttbadttatbVx  

  2

0

2

0

2

3
222

3

4

3

cos
cos2coscos12 ba

t
tbatdtba 














  (куб. од). 

Відповідь: 2

3

4
baVx  куб. од. 

в)  2sin  – чотирипелюсткова троянда. Фігура обертається 
навколо полярної осі. Зробимо рисунок: 
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Об’єм тіла, утвореного обертанням плоскої фігури, обчислюємо 

за формулою (2.25). Маємо  
2

   ,0
  . Оскільки фігура 

симетрична відносно осі Oy , подвоїмо результат. 

105

64
cossin8

3

4
sin2sin

3

2
2 3

2/

0

4
2/

0

3 


  ddV (куб. од). 

Відповідь: 
105

64
V  куб. од. 

2.2.5 Застосування визначених інтегралів у механіці та 
фізиці 

Координати  cc yx ;  центра маси плоскої фігури 

обчислюються за формулами:  

m

M
y

m

M
x x

c
y

c  , , 

де m  – маса плоскої фігури,  
xM  – статичний момент відносно осі Ox ,  

yM  – статичний момент відносно осі Oy ,  

 xγ  – густина плоскої фігури (   1xγ  для однорідної фігури). 

1) Якщо плоска фігура обмежена лініями:  xfy 2 ,  xfy 1 , 

bxax  ,      xfxfba 12i  , то m , xM , yM  знаходимо за 
формулами: 

       xdxfxfxm
b

a

  12 ,          (2.26) 

       
b

a

x xdxfxfxM
2

1
2

2
2

1  ,    (2.27) 

       xdxfxfxxM
b

a

y   12 .    (2.28) 
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2) Якщо однорідна плоска фігура обмежена кривою, заданою 

параметричними рівняннями 
 
   









21,, ttt
tyy

txx
, то m , xM , yM  

знаходимо за формулами: 

    ,
2

1

 
t

t

tdtxtym              (2.29) 

     
2

1

2

2

1
t

t

x tdtxtyM ,     (2.30) 

      
2

1

t

t

y tdtxtxtyM .     (2.31) 

3) Якщо однорідна плоска фігура обмежена кривою, заданою 
рівнянням у полярних координатах     ;,  , то m , xM , 

yM  знаходимо за формулами: 





 dm

2

2

1
,       (2.32) 





 dM x sin

3

1 3 ,      (2.33) 





 dM y cos

3

1 3 .      (2.34) 

Задача 18. Знайти координати центра мас однорідної фігури, 

обмеженої першою аркою циклоїди 
 
 







tay

ttax

cos1

,sin
  20  t  та 

віссю Ox . 

Розв’язання.  
Знайдемо mMM yx ,,  за формулами (2.30), (2.31), (2.29) 

відповідно. 
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      
 2

0

3
32

0

22 cos1
2

cos1cos1
2

1
dtt

a
dttataM x  

  
2

0

32
3

coscos3cos31
2

dtttt
a

 

      dttttt
a

)cossin12cos1
2

3
cos31(

2

2
2

0

3 
 




3
32

0

3
3

2

5
2

2

5

2
sin

3

1
sin2sin

4

3

2

3
sin3

2
a

a
tttttt

a







  ; 

      
2

0

cos1sincos1 dttattataM y  

      
 2

0

23
2

0

23 cos1sincos1 tdttadtttta  

    





 

 2

0

3
2

0

23 2cos1
2

1
cos21coscos1 dttttatdta  

    





  

 2

0

3
32

0

3
2

0

23 cos1
3

2cos
2

1
cos2

2

3
coscos1 t

a
dttttatdta





    ttttdttttttdtt 2cos

4

1
2sin

2

1
2cos,cossincos  







  0

3

1
2cos

8

1
2sin

4

1
cos2sin2

4

3 3

2

0

23
attttttta



 

2323 34
4

3  aa  ; 

       
 2

0

2

0

22 cos1cos1cos1 dttadttatam  

   





 






 

 2

0

2
2

0

2 2cos
2

1
cos2

2

3
2cos1

2

1
cos21 dtttadttta  
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


2

2

0

2 32sin
4

1
sin2

2

3
attta 






  . 





a
a

a
xc 

2

23

3

3
,  a

a

a
yc

6

5

32

5
2

3








. 

Відповідь: axc  , ayc
6

5
 . 

Координати  cc yx ;  центра маси плоскої кривої 
обчислюються за формулами  

m

M
y

m

M
x x

c

y

c  ; , 

де m  – маса плоскої кривої,  
xM  – статичний момент відносно осі Ox ,  

yM  – статичний момент відносно осі Oy ,  

 xγ  густина плоскої кривої   1xγ(  – для однорідної кривої). 

1) Якщо плоска крива задана рівнянням    baxxfy ,,  , то 

m , xM , yM  знаходимо за формулами: 

     
b

a

dxxfxm
2

1γ ,     (2.29) 

       dxxfxfxM
b

a

x   2
1γ ,     (2.30) 

     
b

a

y dxxfxxM
2

1γ .     (2.31) 

2) Якщо однорідна плоска крива задана параметричними 

рівняннями 
 
   









21 ttt
tyy

txx
,,  , то m , xM , yM  знаходимо за 

формулами: 
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      
2

1

22

t

t

dttytxm ,              (2.32) 

        
2

1

22

t

t

x dttytxtyM ,      (2.33) 

        
2

1

22

t

t

y dttytxtxM .     (2.34) 

3) Якщо однорідна плоска крива задана рівнянням у полярних 
координатах     ;,  , то m , xM , yM  знаходимо за 
формулами: 

  



dm   22 ,      (2.35) 

  



 dM x

22sin ,    (2.36) 

  



 dM y

22cos .    (2.37) 

Задача 19. Знайти координати центра маси однорідної плоскої 
дуги півкола 222

ayx  , розташованої над віссю Ox . 

Розв’язання.  
Знайдемо m , xM , yM  за наведеними вище формулами. Маємо 

22
xay  , axa  .  

Тоді 
22

xa

x
y




  і 

2222

2
2 11

xa

a

xa

x
y





 . 

2

22

22 2aaxadxdx
xa

a
xaM

a

a

a

a

a

a

x 





 , 
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 
02

22

22

22

22

22










 
 

a

a

a

a

a

a

y xa
a

xa

xada
dx

xa

a
xM , 


aa

a

x
adx

xa

a
m

a

a

a

a







 


 
  22

rcsina
22

. 

0
0


a

xc ,  

a

a

a
yc

22 2

 . 

Відповідь: 0cx , 

a

yc

2
 . 

Визначений інтеграл застосовують для знаходження: 

1) роботи A  змінної сили  xF , яка діє на відрізку  ba, , за 
формулою: 

 
b

a

xdxFA ;     (2.38) 

2) шляху S , пройденого точкою за проміжок часу від at   до 
bt   зі швидкістю  tv  за формулою:  

 
b

a

tdtvS ;      (2.39) 

3) маси m  неоднорідного стержня з густиною  xγ  на відрізку 

 ba,  за формулою:  

 
b

a

xdxm  .      (2.40) 
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