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Вступ

Серед багатьох фундаментальних роздiлiв математики ма-
тематичний аналiз посiдає, мабуть, найголовнiше i найпоче-
снiше мiсце. Iсторично це одна з перших системно розвинених
математичних дисциплiн. Крiм того, ця дисциплiна зазвичай є
головним робочим iнструментом iнженера. Отже, викладений
матерiал є невiд’ємною складовою частиною сучасної вищої
освiти в галузi iнженерно-технiчних прикладних наук.

Основними об’єктами, якi вивчає математичний аналiз, є:
границя, похiдна, iнтеграл, ряд. Власне, три останнi об’єкти є
границями, визначеними в певний спосiб.

Посiбник охоплює першi роздiли курсу математичного ана-
лiзу; вiн мiстить теоретичнi вiдомостi з тем «Границi», «По-
хiдна та її застосування», «Функцiї багатьох змiнних». Тема-
тичний обсяг та рiвень викладення провадиться з дотриман-
ням сучасних вимог, у вiдповiдностi до програми курсу вищої
математики багатоступеневої пiдготовки фахiвцiв iнженерно-
технiчних спецiальностей.

Переважну бiльшiсть тверджень доведено з дотриманням
досить високого рiвня математичної строгостi. Це дозволяє роз-
глядати матерiал як викладений системно. Крiм того, з практи-
чної точки зору мати в наявностi доведення зручно, оскiльки
при цьому легше прийняти рiшення про вiдповiднiсть конкре-
тної ситуацiї до меж застосування тих чи iнших ознак, теорем,
формул тощо.

Усi основнi теоретичнi положення iлюструються великою
кiлькiстю вiдповiдних прикладiв. Значний об’єм посiбника зу-
мовлений значною кiлькiстю наведених прикладiв, якi поясню-
ють специфiку принципово нових термiнiв. Автори, зокрема,
ретельно добирали приклади, якi iлюструють хiд постановки
математичних задач для опису фiзичних процесiв. В багатьох
прикладах також розв’язано низку типових задач курсу ви-
щої математики для студентiв iнженерно-технiчних спецiаль-
ностей.

Певнi фрагменти матерiалу набрано дрiбним шрифтом. Як
правило, при першому читаннi цi фрагменти можна пропусти-
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ти, але автори настiйливо рекомендують повернутись до них
пiзнiше при повторному читаннi. В кiнцi кожного роздiлу на-
ведено список контрольних питань. За їх допомогою можна си-
стематизувати опанований матерiал та перевiрити рiвень його
засвоєння.

В посiбнику мiстяться також iндивiдуальнi завдання в кiль-
костi 15 варiантiв i приклад розв’язку одного варiанта. Жодна
задача не потребує застосування обчислювальної технiки. Зав-
дання дiбрано в такий спосiб, щоб розрахунки були простими
в обчислювальному планi. На думку авторiв, зручнiсть розра-
хункiв дозволяє не вiдволiкатись на громiздкi арифметичнi дiї,
а зосередитись на iдеях i практичних аспектах застосування
математичного аналiзу.

В кiнцi посiбника наведений список лiтератури. Цей список,
звичайно, не є повним. Автори свiдомо обмежились лише кла-
сичними фундаментальними пiдручниками, якi перевидаються
та не втрачають актуальностi впродовж десятилiть.

В посiбнику прийнято наступнi умовнi позначення. Озна-
чення супроводжуються символом �. Формулювання теорем
супроводжуються чорним квадратом �. Доведення теорем мi-
стяться мiж бiлими квадратами: � текст доведення �, а при-
клади – мiж бiлими трикутниками: C текст прикладу B.

Матерiали посiбника можуть використовуватись студента-
ми для самостiйної роботи при вивченнi курсу математичного
аналiзу i виконаннi практичних розрахунково-графiчних зав-
дань. Посiбник може бути корисним i для викладачiв при ор-
ганiзацiї та плануваннi лекцiйних та практичних занять з ма-
тематичного аналiзу; зокрема, задачi iндивiдуальних завдань
можуть бути використанi для створення банкiв задач в систе-
мах дистанцiйного навчання.

Автори будуть вдячнi за будь-якi зауваження та пропозицiї
щодо задуму, плану та змiсту даного посiбника.
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1 ГРАНИЦI I НЕПЕРЕРВНIСТЬ

1.1 Границя числової послiдовностi

Розглянемо набiр чисел. Їх кiлькiсть може бути нескiнченною.
Домовимось цi числа позначати однiєю лiтерою, i супроводжу-
вати iндексом, який їх розрiзняє:

a1, a2, · · · , an−1, an, an+1, · · · .

� Означення 1.1. Кажуть, що задано числову послiдовнiсть

{an}, якщо кожному номеру n ∈ N поставлено у вiдповiднiсть
певне числове значення an.

Нехай для деякої числової послiдовностi {an} вдалося ви-
явити деякий вираз f(x) (f – деяка функцiя дiйсної змiнної),
при пiдстановцi до якого натуральних значень x = n виника-
ють вiдповiднi значення an. Тодi можна написати, що an = f(n).
Про такий випадок кажуть, що числову послiдовнiсть задано
аналiтично.
C Приклад 1.1. Лiнiйна функцiя f(x) = 2x−1 при пiдстановцi

x = n породжує числову послiдовнсть an = 2n − 1. Вiдповiдно,
маємо: a1 = 1, a2 = 3, a3 = 5, i т.д., тобто маємо послiдовнiсть
непарних чисел. B

З огляду на цей приклад можна вважати, що числова послi-
довнiсть є функцiєю натурального аргументу: an = f(n).

Окрiм аналiтичного, iснують iншi способи задати числову
послiдовнiсть. В разi табличного способу подають таблицю з
двох рядкiв; перший рядок мiстить номери 1, 2 i т.д., а дру-
гий – вiдповiднi значення a1, a2 i т.д. В разi графiчного способу
на координатнiй площинi зображають сукупнiсть точок з ко-
ординатами (n, an). Iснують також iншi способи задати числову
послiдовнiсть.
� Означення 1.2. Кажуть, що числова послiдовнiсть {an} є

монотонно зростаючою, якщо кожний наступний член послi-
довностi бiльший за попереднiй, тобто при довiльному n ∈ N
виконано нерiвнiсть an+1 > an.
� Означення 1.3. Кажуть, що числова послiдовнiсть {an} є

монотонно спадною, якщо кожний наступний член послiдов-
ностi менший за попереднiй, тобто при довiльному n ∈ N вико-
нано нерiвнiсть an+1 < an.
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Монотонно зростаючi i монотонно спаднi послiдовностi до-
мовились об’єднувати термiном «монотоннi послiдовностi». Ре-
шту послiдовностей вважають немонотонними.

Якщо з двох нерiвностей an+1 > an, an+1 < an жодну не
виконано для довiльних номерiв n ∈ N (наприклад, an+1 > an
виконано для всiх парних номерiв, а an+1 < an – для всiх не-
парних номерiв), то послiдовнiсть є немонотонною.
C Приклад 1.2. Послiдовнiсть an =

√
n є монотонно зроста-

ючою. Справдi: an+1 =
√
n+ 1 (щоб отримати вираз для насту-

пного члену an+1, достатньо у вираз для поточного члену an
замiсть n пiдставити n + 1). Тодi нерiвнiсть an+1 > an набуває
вигляду √

n+ 1 >
√
n, n+ 1 > n, 1 > 0,

що виконано для довiльних n ∈ N. B
C Приклад 1.3. Послiдовнiсть an = 3 + 1

n є монотонно спа-
дною. Справдi: an+1 = 3+ 1

n+1 . Тодi нерiвнiсть an+1 < an набуває
вигляду

3 +
1

n+ 1
< 3 +

1

n
,

1

n+ 1
<

1

n
, n < n+ 1, 0 < 1,

що виконано для довiльних n ∈ N. B
C Приклад 1.4. Послiдовнiсть an = 1

2

[
1 + (−1)n+1

]
є немо-

нотонною. Справдi: a1 = 1, a2 = 0, a3 = 1, a4 = 0 i т.д. Отже,
a1 > a2, a2 < a3, a3 > a4 i т.д., тобто для деяких номерiв n ви-
конується нерiвнiсть «бiльше», а для деяких iнших номерiв –
«менше». Але жодна з нерiвностей не виконується для довiль-
них номерiв n ∈ N. B
� Означення 1.4. Кажуть, що числова послiдовнiсть {an} є

обмеженою знизу, якщо iснує таке m, що за будь-яких значень
n ∈ N виконано нерiвнiсть an > m.

На рисунку 1.1 лiворуч наведено геометричний змiст обме-
женостi знизу. Послiдовнiсть зображено сукупнiстю точок. Га-
рантується, що кожна з них розташована вище рiвня m.
� Означення 1.5. Кажуть, що числова послiдовнiсть {an} є

обмеженою зверху, якщо iснує таке M , що за будь-яких зна-
чень n ∈ N виконано нерiвнiсть an < M .

На рисунку 1.1 праворуч подано геометричний змiст обме-
женостi зверху. Послiдовнiсть зображено сукупнiстю точок.
Гарантується, що кожна з них розташована нижче рiвня M .
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Рисунок 1.1 – До означення обмеженостi послiдовностi

� Означення 1.6. Якщо числова послiдовнiсть {an} обмеже-
на зверху i знизу, то кажуть, що вона є обмеженою.

Iнакше: числова послiдовнiсть an обмежена, якщо iснують
числа m, M , такi, що для довiльних номерiв n ∈ N виконано
нерiвнiсть m < an < M . Геометрично: точка, яка зображує до-
вiльний член послiдовностi an, потрапляє всередину горизон-
тальної смуги з берегами на рiвнях m i M .
C Приклад 1.5. Розглянемо послiдовнiсть an = 1

n . Вона є
обмеженою знизу. Справдi, достатньо покласти m = 0. Оче-
видно, при довiльних n ∈ N маємо an = 1

n > 0. Також вона
обмежена зверху. Справдi, достатньо покласти M = 2. Очеви-
дно, при довiльних n ∈ N маємо an = 1

n < 2. Отже, розгляду-
вана послiдовнiсть є обмеженою. Зауважимо, можна покласти,
наприклад, m = −13 i M = 28; нерiвнiсть m < an < M для
довiльних номерiв n тим паче буде виконано. B
C Приклад 1.6. Розглянемо послiдовнiсть an = 1 − 2−n. Оче-

видно, вона є обмеженою. Справдi, достатньо покласти m = 0,
M = 1. Нерiвнiсть 0 < 1− 2−n < 1 при n ∈ N довести легко. B
C Приклад 1.7. Розглянемо послiдовнiсть an = n. Очевидно,

вона є обмеженою знизу. Справдi, достатньо покласти m = 0.
Але вона не є обмеженою зверху. Справдi, при як завгодно
великому M завжди можна знайти номер n, який перевищує
M . Тому для цього номера, а також для усiх подальших номерiв
замiсть нерiвностi an < M виконано нерiвнiсть an = n > M .
Отже, ця послiдовнiсть не є обмеженою. B
C Приклад 1.8. Розглянемо послiдовнiсть an = lnn. Очеви-

дно, вона є обмеженою знизу (наприклад, m = −1). Але вона
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не є обмеженою зверху. Справдi, при як завгодно великому M
завжди можна знайти номер n такий, що lnn > M . Достатньо
покласти n > eM . Тут символом e позначено основу натураль-
ного логарифму (див. п. 1.3). Тому для цього номера, а також
для усiх подальших номерiв замiсть нерiвностi an < M буде
виконано нерiвнiсть an = lnn > M . Отже, ця послiдовнiсть не є
обмеженою. B

Члени послiдовностi an можуть виявитись близькими до де-
якого сталого числа b (мало вiдрiзнятись вiд b). Кiлькiсно близ-
кiсть членiв an до числа b зручно характеризувати величиною
|an − b| абсолютного вiдхилення: що менше |an − b|, то ближче
an до b (а при |an − b| = 0 взагалi маємо збiг an = b). Нехай ε –
довiльне додатне число. Можна сказати, що an є близьким до
b (або an дорiвнює b з точнiстю, не гiршою за ε), якщо виконано
нерiвнiсть |an − b| < ε. Її розв’язок:

−ε < an − b < ε, b− ε < an < b+ ε.

� Означення 1.7. Iнтервал (b− ε, b+ ε) називають ε-околом

точки b.
Очевидно, якщо ε-окiл точки b мiстить точку an, то число

an вiдрiзняється вiд числа b (в той чи iнший бiк) на величину,
яка не перевищує ε. Суттєво, що ε є довiльним. В тому числi
воно може бути як завгодно малим. Тому, зменшуючи ε, можна
описати близкiсть an до b з як завгодно високою точнiстю.

Геометричну iнтерпретацiю того, як члени an потрапляють
всередину ε-околу точки b, подано на рисунку 1.2: член an є
близьким до b, якщо вiдповiдна йому точка потрапляє всереди-
ну смуги, обмеженої горизонтальними рiвнями b− ε i b+ ε.

Iнтерес становить випадок, коли близьким до b є не пооди-
нокий член an, а усi такi члени, принаймнi, починаючи з деяко-
го номера N . В загальному випадку потрiбний для близькостi
номер N може залежати вiд ε: що менше ε, то при бiльших
номерах наступає близкiсть an до b.
� Означення 1.8. Число b називають границею числової по-

слiдовностi {an} при прямуваннi n до нескiнченностi (пишуть
b = lim

n→∞
an), якщо для будь-якого як завгодно малого, але дода-

тного ε, iснує номер N(ε) (можливо, залежний вiд ε) такий, що
з нерiвностi n > N випливає нерiвнiсть |an − b| < ε.

Щодо запису n → ∞ зробимо два зауваження. По-перше,
тут n треба розумiти як змiнну величину. Безглуздим є, на-
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Рисунок 1.2 – До означення границi числової послiдовностi

приклад, запис вигляду 12 → ∞. По-друге, мають на увазi, що
яким би великим не було число M = const, для величини n в
результатi її змiни виконається нерiвнiсть n > M .

З означення границi числової послiдовностi випливає: якщо
границя b = lim

n→∞
an iснує, то всередину ε-околу точки b потра-

пляє необмежена кiлькiсть членiв послiдовностi, а саме – усi
члени без виключення, принаймнi, починаючи з деякого номе-
ру N(ε). Наприклад, для значення ε, обраного на рис. 1.2, має-
мо N(ε) = 3, оскiльки всередину смуги потрапляють усi точки,
номер яких перевищує трiйку, тобто усi точки, починаючи з
четвертої.
C Приклад 1.9. Розглянемо послiдовнiсть an = 2 + (−1)n

n . До-
ведемо за означенням, що lim

n→∞
an = 2. За означенням границi

достатньо пред’явити номер N(ε). Маємо: |an − b| < ε,∣∣∣∣(2 +
(−1)n

n

)
− 2

∣∣∣∣ < ε,

∣∣∣∣ (−1)n

n

∣∣∣∣ < ε,
1

n
< ε, n >

1

ε
.

Отже, достатньо пред’явити номер N(ε) =
[

1
ε

]
+ 1. Тут квадра-

тними дужками позначено цiлу частину. Цей знак потрiбен,
оскiльки при довiльному ε дрiб 1

n не є натуральним числом.
Оскiльки знаходження цiлої частини додатного числа може
зменшити його (наприклад, [7,35] = 7 < 7,35), але не бiльше,
нiж на одиницю, то ми до цiлої частини ще додали одиницю.
Тепер можна стверджувати: якщо нерiвнiсть n > N(ε) викона-
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но, то нерiвнiсть n > 1
ε виконано тим паче, а тодi виконання

нерiвностi |an − b| < ε гарантується. Наприклад, при ε = 0,12

маємо: N =
[

1
0,12

]
+ 1 = 9. Можна гарантувати: якщо n > 9,

то 2 + (−1)n

n вiдрiзняється вiд 2 не бiльше, нiж на 0,12, тобто
близькiсть членiв до двiйки з точнiстю 0,12 гарантується для
будь-яких членiв, принаймнi, починаючи з десятого. Важливо,
що отримана нами формула N(ε) =

[
1
ε

]
+ 1 спроможна забез-

печити потрiбну близкiсть an до b при довiльному як завгодно
малому додатному ε. B
C Приклад 1.10. Розглянемо послiдовнiсть an = e−n. Дове-

демо за означенням, що lim
n→∞

an = 0. За означенням границi

достатньо пред’явити номер N(ε). Маємо: |an − b| < ε,∣∣(e−n)− 0
∣∣ < ε, e−n < ε, −n < ln ε, n > − ln ε = ln ε−1.

Отже, достатньо пред’явити номер N(ε) =
[
ln ε−1

]
+ 1. Тепер

ясно: при довiльному ε > 0 будь-який член e−n, номер якого
перевищує N(ε), вiдрiзняється вiд нуля не бiльше, нiж на ε. B
C Приклад 1.11. Розглянемо послiдовнiсть an = (−1)n. Дове-

демо за означенням, що lim
n→∞

an не iснує. Припустимо, це не

так, i lim
n→∞

an = b. Оберемо довiльне ε < 1
2 , тодi ε-окiл точки b

можна зобразити горизонтальною смугою завширшки 2ε < 1.
Але члени послiдовностi дорiвнюють або одиницi (при парно-
му n), або мiнус одиницi (при непарному n). Тому якщо смуга
охопила додатнi члени, то жоден вiд’ємний член не зможе по-
трапити всередину неї. Тому виконання нерiвностi |an − b| < ε
для будь-яких n неможливо нi при якому b, якщо ε < 1

2 . B
За означенням границею послiдовностi є стале число b. Iно-

дi вважають, що нескiнченнiсть також може бути граничним
значенням (хоча вона є змiнною величиною, а не числом). Iдея
залишається попередньою: у невласному сенсi домовляються,
що lim

n→∞
an = +∞, якщо всередину A-околу плюс нескiнченно-

стi, тобто всередину iнтервалу (A; +∞), потрапляють усi члени
послiдовностi, принаймнi починаючи з деякого номера N(A)
(залежного вiд A), i так вiдбувається для як завгодно велико-
го значення A. Випадок вiд’ємної нескiнченностi розглядається
аналогiчно.
C Приклад 1.12. Розглянемо послiдовнiсть an = n. Очевидно,

границя lim
n→∞

an у власному сенсi (тобто як стале число b) не
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iснує. Але у невласному сенсi lim
n→∞

n = +∞. Справдi, достатньо

покласти N(A) = A. Тодi нерiвнiсть n > N перетворюється на
нерiвнiсть n = an > A, що i потрiбно. B
C Приклад 1.13. Розглянемо послiдовнiсть1 an = n!

2n
i доведемо, що її гра-

ниця lim
n→∞

n!
2n

= +∞. З огляду на попереднiй приклад достатньо довести, що

an > n для усiх номерiв, принаймнi, починаючи з деякого. Тодi при виконаннi
нерiвностi n > A нерiвнiсть an > A тим паче буде виконано. Отже, достатньо
довести нерiвнiсть

n! > n · 2n. (∗)
Спочатку доведемо допомiжну нерiвнiсть

n! > 2n+1. (∗∗)

Безпосереднiми обчисленнями встановлюємо, що вона не виконана для номе-
рiв n 6 4, оскiльки при таких номерах вона набуває вигляду 1 > 4, 2 > 8,
6 > 16, 24 > 32. Але починаючи з номеру n = 5 маємо 120 > 64, 720 > 128 i т.д.
Так вiдбувається тому, що факторiал є функцiєю, яка зростає швидше навiть
за показникову.

Доведення проведемо методом математичної iндукцiї. Цей метод призна-
чений для доведення низки пронумерованих тверджень Xn i складається з
двох крокiв. На першому кроцi безпосередньо перевiряють, що при деякому n
твердження Xn є iстинним. На другому кроцi, припускаючи, що при довiльно-
му n твердження Xn є iстинним i виходячи з цього, доводять, що твердження
Xn+1 також є iстинним. Цим самим доводиться, що з iстинностi довiльного
поточного твердження випливає iстиннiсть твердження, наступного за ним.
Але при n перевiрку вже виконано на першому кроцi, тобто твердження Xn
є iстинним. З цього i випливає, що Xn+1 також є iстинним, як наступне. Але
якщо Xn+1 (яке вже є iстинним) вважати поточним, тодi також є iстинним
наступне за ним – твердження Xn+2. Далi, якщо Xn+2 (яке вже є iстинним)
вважати поточним, тодi також є iстинним наступне за ним – твердження Xn+3,
i т.д. Отже, iстинними виявляються усi твердження Xn, починаючи з того, яке
було перевiрено на першому кроцi.

При доведеннi нерiвностi (∗∗) позначимо: Xn – твердження, яке полягає в
тому, що n! > 2n+1. Вiдповiдно, Xn+1 – твердження, яке полягає в тому, що
(n+ 1)! > 2(n+1)+1.

Крок 1. При n = 5 маємо: 5! > 25+1, 120 > 64. Отже, твердження X5 є
iстинним.

Крок 2. Припустимо, що твердження Xn є iстинним i, виходячи з цього, до-
ведемо, що наступне твердження Xn+1 також є iстинним. Iнакше, розв’яжемо
таку задачу. Дано: n! > 2n+1. Довести: (n+ 1)! > 2(n+1)+1. Маємо:

1 · 2 . . . n · (n+ 1) > 2(n+1)+1, n! · (n+ 1) > 2n+1 · 2.

Якщо в останнiй нерiвностi пiдмiнити n! меншою величиною, i утворена нерiв-
нiсть виявиться iстинною, то остання нерiвнiсть тим паче є iстинною. Маємо:

2n+1 · (n+ 1) > 2n+1 · 2, n+ 1 > 2, n > 1,

1Тут i далi знаком оклику позначено факторiал числа – добуток усiх на-
туральних чисел вiд одиницi до цього числа включно: k! = 1 · 2 . . . (k − 1) · k.
Наприклад: 1! = 1, 2! = 1 · 2, 3! = 1 · 2 · 3. За означенням приймають 0! = 1.
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що очевидно. Другий крок завершено; нерiвнiсть (∗∗) доведено для усiх n > 5.
Доведемо тепер нерiвнiсть (∗). Безпосереднiми обчисленнями встановлює-

мо, що вона не виконана для номерiв n 6 5, оскiльки при таких номерах вона
набуває вигляду 1 > 2, 2 > 8, 6 > 24, 24 > 64, 120 > 160. Але починаючи з
номеру n = 6 вона вже починає виконуватись.

Нехай Xn – твердження, яке полягає в тому, що n! > n · 2n. Вiдповiдно,
Xn+1 – твердження, яке полягає в тому, що (n+ 1)! > (n+ 1) · 2n+1.

Крок 1. При n = 6 маємо: 6! > 6 · 26, 720 > 384. Отже, твердження X6 є
iстинним.

Крок 2. Припустимо, що твердження Xn є iстинним i, виходячи з цього, до-
ведемо, що наступне твердження Xn+1 також є iстинним. Iнакше, розв’яжемо
таку задачу. Дано: n! > n · 2n. Довести: (n+ 1)! > (n+ 1) · 2n+1. Маємо:

1 · 2 . . . n · (n+ 1) > (n+ 1) · 2n+1, 1 · 2 . . . n > 2n+1, n! > 2n+1,

що доведено вище. Отже нерiвнiсть (∗) методом математичної iндукцiї доведе-
но для усiх n > 6. Додамо, пред’явити формулу N(A) як розв’язок нерiвностi
N !
2N

> A ми не змогли, але її iснування довели. B

1.2 Iснування i єдинiсть

границi послiдовностi

Розглянемо двi важливi теореми.
� Теорема 1.1. Якщо границя числової послiдовностi iснує,

то вона є єдиною.
� Доведення. Припустимо, це не так, i одночасно iснують

двi рiзнi границi, b1 i b2. Тодi для довiльних додатних ε1, ε2

iснують номери N1 = N1(ε1), N2 = N2(ε2) такi, що при n, яке
перевищує значення N = max(N1, N2), виконано систему нерiв-
ностей {

|an − b1| < ε1

|an − b2| < ε2
⇔
{
b1 − ε1 < an < b1 + ε1

b2 − ε2 < an < b2 + ε2

Покладемо ε1 = ε2 = C · |b2−b1|2 , де C – довiльне додатне число,
менше за одиницю. Тодi ε1 + ε2 = C · |b2 − b1| < |b2 − b1|, тобто
пiвширина ε1-околу точки b1 i ε2-околу точки b2, взятi разом,
меншi за вiдстань мiж точками b1 i b2. Тому цi околи не пере-
тинаються: (b1− ε1, b1 + ε1)∩ (b2− ε2, b2 + ε2) = ∅. Отже, система
нерiвностей є несумiсною, i протирiччя отримано. �
� Теорема 1.2. Границя монотонної обмеженої числової по-

слiдовностi iснує i є скiнченною.
� Доведення. Обмежимось випадком монотонного зроста-

ння, оскiльки випадок монотонного спадання цiлком аналогi-
чний. Нехай M – деяке число таке, що для довiльних номерiв
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Таблиця 1.1 – Деякi члени послiдовностi an =
(
1 + 1

n

)n
n 1 2 3 4 5 · · · 10 · · · 50 · · ·
an 2 2,25 2,37 2,44 2,48 · · · 2,59 · · · 2,69 · · ·

n виконано нерiвнiсть an 6M . В цьому разi число M називають
верхньою гранню множини чисел an. Нехай M0 – найменша з
усiх верхнiх граней. Доведемо, що M0 i є границею послiдов-
ностi {an}. Достатньо довести, що за довiльного додатного ε усi
члени послiдовностi an, принаймнi починаючи з деякого номе-
ра n = ν, потрапляють всередину iнтервалу M0 − ε < an 6 M0.
Позначимо M ′ = M0 − ε. Отже, достатньо довести подвiйну
нерiвнiсть M ′ < an 6M0 для усiх номерiв, починаючи з n = ν.

Нерiвнiсть an 6M0 виконано, оскiльки M0 – верхня грань.
Нехай ν – номер, для якого виконано нерiвнiсть aν > M ′.

Очевидно, номер ν iснує. Справдi, в iншому разi для будь-яких
номерiв було б виконано протилежну нерiвнiсть an 6 M ′. Тодi
M ′ – також верхня грань. Але тодi M0 не є найменшою верх-
ньою гранню, оскiльки M0 > M ′ при ε > 0.

Обмежимось номерами n > ν. За рахунок монотонного зро-
стання маємо an > aν . Але aν > M ′, тому нерiвнiсть an > M ′

тим паче виконано, що i треба було довести. �
Умову доведеної теореми (монотоннiсть i обмеженiсть) за-

довольняє послiдовнiсть an = e−n прикладу 1.10. Звичайно,
умова монотонностi i обмеженостi є достатньою умовою iсну-
вання границi, але не є необхiдною умовою. Наприклад, послi-
довнiсть an = 2 + (−1)n

n (приклад 1.9) не є монотонною, але її
границя також iснує i є скiнченною.

1.3 Число e

Розглянемо числову послiдовнiсть

an =

(
1 +

1

n

)n
. (1.1)

В таблицi 1.1 подано наближенi значення деяких її членiв. Мо-
жна бачити, що ця послiдовнiсть монотонно зростає, але швид-
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кiсть зростання уповiльнюється. Послiдовнiсть (1.1) задоволь-
няє умови теореми 1.2, тому границя цiєї послiдовностi iснує i
є скiнченною. Її позначають лiтерою e (на честь Л. Ейлера):

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n
= e.

Наближено маємо:

e ≈ 2,7182818284590452353602874713527 . . .

Практично достатньо пам’ятати, що e ≈ 2,718. Велику кiлькiсть
цифр пiсля коми ми наводимо лише для того, щоб побачити:
десяткове подання числа e пiсля коми не мiстить блокiв цифр,
якi повторюються. Тому e не є рацiональним числом; воно є
трансцендентним числом.

Доведемо монотоннiсть послiдовностi (1.1). З використанням формули бi-
ному Ньютона2 маємо:

an =

(
1 +

1

n

)n
=

n∑
k=0

Ckn · 1n−k ·
(

1

n

)k
=

n∑
k=0

n!

k!(n− k)!
·

1

nk
=

= 1+n·
1

n
+
n(n− 1)

1 · 2
·

1

n2
+
n(n− 1)(n− 2)

1 · 2 · 3
·

1

n3
+· · ·+

n(n− 1) . . . (n− n+ 1)

1 · 2 . . . n
·

1

nn
=

= 1+1+
1

2!

(
1−

1

n

)
+

1

3!

(
1−

1

n

)(
1−

2

n

)
+ · · ·+

1

n!

(
1−

1

n

)
· · ·
(

1−
n− 1

n

)
.

Тепер очевидно, що an+1 > an. Справдi, при збiльшеннi n на одиницю кожна
«дужка» збiльшиться. Крiм того, з’явиться ще один додатний доданок.

Доведемо тепер обмеженiсть зверху. Замiнимо кожну «дужку» одиницею,
вiд чого остання права частина тiльки збiльшиться (оскiльки кожна «дужка»
менша за одиницю). Отримуємо нерiвнiсть:

an < 1 + 1 +
1

2!
+

1

3!
+ · · ·+

1

n!
. (1.2)

Для k > 2 маємо очевидну оцiнку:

k! = 1 · 2 · 3 . . . (k − 1)k = 2 · 3 . . . (k − 1)k︸ ︷︷ ︸
(k−1) множникiв

> 2 · 2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
(k−1) разiв

= 2k−1,
1

k!
<

1

2k−1
.

Тодi тим паче маємо:

an < 1 + 1 +
1

2!
+

1

3!
+ · · ·+

1

n!
< 1 +

(
1 +

1

21
+

1

22
+ · · ·+

1

2n−1

)
.

2Формула бiному Ньютона має вигляд: (a + b)n =
n∑
k=0

Ckna
n−kbk. Тут через

Ckn (читають: C з n по k) позначено кiлькiсть сполучень з n елементiв по k
елементiв. У комбiнаторицi виводять формулу Ckn = n!

k!(n−k)!
.

18



Вираз в дужках є сумою геометричної прогресiї з першим членом b1 = 1
i знаменником q = 1

2
, |q| < 1. Отже, при довiльному збiльшеннi n остання

«дужка» не перевищить значення

S∞ =
b1

1− q
=

1

1− 1
2

= 2.

Тому навiть при n → ∞ отримаємо an < 3, що i доводить обмеженiсть послi-
довностi (1.1).

Тепер, коли монотоннiсть i обмеженiсть доведено, застосування теореми
1.2 є обгрунтованим.

Наведемо зручний спосiб наближеного обчислення числа e.
Вважаючи, що k < n, залишимо у виразi для an лише (k + 1) початкових

доданкiв, а решту вiдкинемо. Рiвнiсть порушується, i ми отримуємо нерiвнiсть:

an > 1+1+
1

2!

(
1−

1

n

)
+

1

3!

(
1−

1

n

)(
1−

2

n

)
+· · ·+

1

k!

(
1−

1

n

)
· · ·
(

1−
k − 1

n

)
.

Здiйснимо у цiй нерiвностi граничний перехiд при n → ∞, залишаючи k ста-
лим. Оскiльки

lim
n→∞

1

n
= lim
n→∞

2

n
= · · · = lim

n→∞

k − 1

n
= 0,

то

lim
n→∞

an > 1 + 1 +
1

2!
+

1

3!
+ · · ·+

1

k!
, ck ≡ 1 + 1 +

1

2!
+

1

3!
+ · · ·+

1

k!
6 e.

Очевидно, ця нерiвнiсть справедлива для будь-яких k, в тому числi i для k = n.
Тому в поєднаннi з нерiвнiстю (1.2) маємо:

an < cn 6 e.

Знову здiйснимо граничний перехiд при n→∞:

e 6 lim
n→∞

cn 6 e.

Очевидно, це можливо лише в разi

e = lim
n→∞

cn = 1 + 1 +
1

2!
+

1

3!
+ · · · =

∞∑
k=0

1

k!
.

Оскiльки факторiал є дуже швидко зростаючою величиною, то в цьому роз-
виненнi достатньо утримати невелику кiлькiсть початкових доданкiв.

1.4 Теореми про границi

В переважнiй бiльшостi випадкiв знаходити границю послiдов-
ностi за означенням незручно. Перший крок до спрощення по-
лягає у використаннi наведених нижче теорем.
� Теорема 1.3. Границя константи дорiвнює цiй константi:

lim
n→∞

C = C.
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� Доведення. Достатньо довести, що при довiльному ε > 0 ви-
конано нерiвнiсть |C − C| < ε. Але це очевидно, оскiльки

|C − C| = |0| = 0 < ε.�

� Теорема 1.4. Нехай кожний член cn деякої послiдовностi
{cn} вдалося подати у виглядi суми cn = an + bn членiв двох по-
слiдовностей, {an}, {bn}. Нехай їх границi iснують кожна окре-
мо, є скiнченними i дорiвнюють lim

n→∞
an = A, lim

n→∞
bn = B. Тодi

lim
n→∞

cn = A+B,

або
lim
n→∞

(an + bn) = lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn.

Коротке формулювання: границя суми дорiвнює сумi вiдповiд-
них границь (якщо вони iснують i є скiнченними).
� Доведення. Достатньо довести, що при довiльному ε > 0

виконано нерiвнiсть |cn − (A+B)| < ε. За умовою{
|an −A| < ε1

|bn −B| < ε2
⇔
{
A− ε1 < an < A+ ε1

B − ε2 < bn < B + ε2

Тут обирати ε1, ε2 – наше право. Покладемо ε1 = ε2 = ε
2 . Додамо

двi останнi нерiвностi:

(A+B)− ε < an + bn < (A+B) + ε, |cn − (A+B)| < ε,

що i треба було довести. �
Можна довести також наступнi теореми.
� Теорема 1.5. Нехай кожний член cn деякої послiдовно-

стi {cn} вдалося подати у виглядi добутку cn = an · bn членiв
двох послiдовностей {an}, {bn}. Нехай їх границi iснують ко-
жна окремо, є скiнченними i дорiвнюють A, B вiдповiдно. Тодi

lim
n→∞

cn = A ·B,

або
lim
n→∞

(an · bn) = lim
n→∞

an · lim
n→∞

bn.

Коротке формулювання: границя добутку дорiвнює добутку
вiдповiдних границь (якщо вони iснують i є скiнченними).

20



� Теорема 1.6. Нехай кожний член cn деякої послiдовностi
{cn} вдалося подати у виглядi частки cn = an

bn
членiв двох послi-

довностей {an}, {bn}. Нехай їх границi iснують кожна окремо,
є скiнченними i дорiвнюють A, B вiдповiдно, причому B 6= 0.
Тодi

lim
n→∞

cn =
A

B
,

або

lim
n→∞

an
bn

=
lim
n→∞

an

lim
n→∞

bn
.

Коротке формулювання: границя частки дорiвнює частцi вiд-
повiдних границь (якщо вони iснують i є скiнченними, i друга
є вiдмiнною вiд нуля).

Покладаючи в теоремi 1.5 bn = C = const i враховуючи тео-
рему 1.3, легко отримати наступне:

lim
n→∞

(Can) = C lim
n→∞

an, C = const.

1.5 Границя функцiї на нескiнченностi

� Означення 1.9. Число b = lim
x→+∞

f(x) називають границею

функцiї f(x) при прямуваннi x до плюс нескiнченностi, якщо
для будь-якого як завгодно малого, але додатного ε iснує значе-
ння x0(ε) (можливо, залежне вiд ε) таке, що з нерiвностi x > x0

випливає нерiвнiсть |f(x)− b| < ε.
� Означення 1.10. Число b = lim

x→−∞
f(x) називають границею

функцiї f(x) при прямуваннi x до мiнус нескiнченностi, якщо
для будь-якого як завгодно малого, але додатного ε iснує значе-
ння x0(ε) (можливо, залежне вiд ε) таке, що з нерiвностi x < x0

випливає нерiвнiсть |f(x)− b| < ε.
Як бачимо, цi означення вiдрiзняються вiд означення гра-

ницi послiдовностi лише двома речами. По-перше, аргумент x
стає дiйсною змiнною, а не натуральним числом. По-друге, ви-
падки x → +∞ i x → −∞ потребують дещо рiзних означень.
Втiм, їх геометричний змiст однаковий: при подальшому пере-
суваннi точки x далеко вiд нуля лiворуч або праворуч значення
функцiї f(x) усе менше вiдрiзнятиметься вiд граничного зна-
чення b. При цьому для скорочення iнодi пишуть b = f(±∞).
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Слiд розумiти, що кожне граничне значення f(+∞), f(−∞)
незалежно вiд iншого може iснувати i бути скiнченним або
нескiнченним, або не iснувати взагалi. Наприклад:

lim
x→−∞

arcctg x = π, але lim
x→+∞

arcctg x = 0;

lim
x→−∞

ex = 0, але lim
x→+∞

ex = +∞;

lim
x→−∞

ex sinx = 0, але lim
x→+∞

ex sinx не iснує взагалi.

Як i в разi послiдовностей, рiвнiсть lim
x→+∞

f(x) = +∞ розумi-

ють у невласному сенсi: для як завгодно великого A знайдеться
x0(A) таке, що з нерiвностi x > x0 випливає нерiвнiсть f(x) > A.
Зокрема, в разi f(x) = ex достатньо обрати x0(A) = lnA. Кажуть
також, що функцiя f(x) = ex є необмеженою при x→ +∞.

Величини f(+∞) i f(−∞) можуть виявитись скiнченними i
однаковими. Наприклад

lim
x→−∞

1

1 + x2
= lim
x→+∞

1

1 + x2
= 0.

Тодi знак при нескiнченностi не пишуть: lim
x→∞

1
1+x2 = 0.

1.6 Границя функцiї в точцi

Принципово новим є означення границi функцiї в точцi x0. Роз-
глянемо його. Математичний аналiз, вивчаючи функцiю, цiка-
виться не стiльки її значеннями, скiльки динамiкою їх змiни.
Кажуть також, що iнтерес становить локальна поведiнка фун-
кцiї в околi точки x0. Може статись, що сама функцiя взагалi
не є визначеною в цiй точцi, тому цiкавляться її поведiнкою в
сусiднiх точках. Вiдокремити дану точку вiд сусiднiх вдається
за допомогою проколотого δ-околу точки x0.
� Означення 1.11. Розв’язок нерiвностi 0 < |x− x0| < δ, де

δ > 0, називають проколотим δ-околом точки x0.
Легко встановити, що цей розв’язок має вигляд

x ∈ (x0 − ε, x0) ∪ (x0, x0 + ε) .

Належнiсть деякого значення x проколотому δ-околу точки x0

робить цей x «безпосереднiм сусiдом» точки x0, але не змушує
його ставати рiвним значенню x0.
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Рисунок 1.3 – До обчислення границi за означенням

� Означення 1.12. Число b = lim
x→x0

f(x) (читають «границя

функцiї f(x), якщо x прямує до x0») називають границею фун-

кцiї f(x) в точцi x0, якщо для довiльного ε > 0 знайдеться δ
(можливо, δ = δ(ε)) таке, що з нерiвностi 0 < |x− x0| < δ випли-
ває нерiвнiсть |f(x)− b| < ε.

Щодо запису x → x0 зробимо два зауваження. По-перше,
тут x (на вiдмiну вiд x0) треба розумiти як змiнну величину.
Безглуздим є, наприклад, запис вигляду 12→ 13. По-друге, ма-
ють на увазi, що яким би малим не було число ∆ = const > 0,
точка, яка виражає значення величини x, в результатi змiни x
наблизиться до точки x0 на вiдстань, меншу за ∆, тобто вико-
нається нерiвнiсть |x− x0| < ∆.

Змiст наведеного означення такий. Для довiльного як зав-
годно малого ε > 0 можна вказати такий проколотий δ-окiл
точки x0, що значення функции f(x) при будь-яких x iз цього
околу вiдрiзняються (за модулем) вiд граничного значення b не
бiльше, нiж на ε.
C Приклад 1.14. Розглянемо функцiю f(x) = kx (рис. 1.3) i

доведемо за означенням, що lim
x→x0

f(x) = kx0. Координати кiн-

цiв ε-околу точки b дорiвнюють kx0 ± ε. Очевидно, вони вини-
кають при пiдстановцi аргументу x = x0 ± δ до рiвняння, яке
задає функцiю: kx0 ± ε = k (x0 ± δ), звiдки δ(ε) = ε

k . Тепер мо-
жна надати наступну гарантiю. Якщо абсциса довiльної точки
A на графiку мiститься всерединi проколотого δ-околу точки
x0 (штриховка на горизонтальнiй осi за винятком точки x0), то
вiдповiдна ордината попадає всередину ε-околу точки b (штри-
ховка на вертикальнiй осi). Iнакше, залежнiсть δ(ε) = ε

k забез-
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Рисунок 1.4 – Випадок несиметричного δ-околу

печує потрiбну близкiсть значень функцiї до числа b. Саме це
i значить, що число b є границею функцiї в точцi x0. B
C Приклад 1.15. Розглянемо функцiю f(x) = 3

4x− 2 + 1
4 |x− 8|

(рис. 1.4) i доведемо за означенням, що lim
x→8

f(x) = 4. Розкри-

ваючи модуль, неважко побудувати кусково-лiнiйне подання
функцiї:

f(x) =

[
x− 4, x > 8;
1
2x, x < 8.

З використанням цього подання для координат точок A, B ма-
ємо: 4 − ε = 1

2 (8− δ1), 4 + ε = (8 + δ2) − 4. Звiдси δ1 = 2ε, δ2 = ε.
Покладемо δ = min(δ1, δ2) = δ2. Тепер можна надати наступну
гарантiю: при виконаннi нерiвностi 0 < |x− 8| < δ2 = ε вiдпо-
вiднi значення f(x) настiльки близькi до граничного значення
4, що виконано нерiвнiсть 4 − ε < f(x) < 4 + ε. (Насправдi за
рахунок того, що ми обрали меншу з напiвширин δ1, δ2, вико-
нується навiть ще бiльш сильна нерiвнiсть 4− ε

2 < f(x) < 4 + ε,
тобто значення функцiї потрапляють не тiльки всередину око-
лу (4 − ε; 4 + ε), а навiть в його конкретну «верхню» частину(
4− 1

2ε; 4 + ε
)
, яку заштриховано на вертикальнiй осi). Саме це

i значить, що число 4 є границею функцiї f(x) в точцi x0 = 8
(або при x→ 8). B
C Приклад 1.16. Розглянемо функцiю

f(x) =

[
1, x 6= 13;
2, x = 13.
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Рисунок 1.5 – Випадок, коли функцiю не визначено в точцi

Її графiк – горизонтальна пряма на висотi y = 1, причому з цiєї
прямої точку A(13, 1) вилучено i перемiщено на висоту y = 2.
Доведемо, що b = lim

x→13
f(x) = 1. Очевидно, достатньо пред’яви-

ти довiльне додатне δ, наприклад δ = 0,28. Якщо 0 < |x− 13| < δ,
тобто

x ∈ (13− δ, 13) ∪ (13, 13 + δ) ,

то x 6= 13, отже f(x) = 1, i |f(x)− 1| = 0 < ε, що є правдою для
довiльних як завгодно малих ε > 0.

В цьому прикладi вперше використано, що δ-окiл повинен
бути проколотим. В iншому разi вимогу близькостi значення
функцiї до її граничного значення b = 1 ми повиннi були б
розповсюдити i на значення функцiї f(x0) = f(13) = 2, а така
близькiсть мiсця не має. Проте, границя функцiї iснує. I те-
пер (на вiдмiну вiд попереднiх прикладiв) вона не збiгається зi
значенням функцiї в данiй точцi. B
C Приклад 1.17. Розглянемо функцiю

f(x) =
x3

|x|
=

[
x2, x > 0;
−x2, x < 0

(рис. 1.5) i доведемо за означенням, що lim
x→0

f(x) = 0. Очевидно,

достатньо пред’явити пiвширину δ(ε) =
√
ε, i тодi з нерiвностi

0 < |x− 0| < δ випливатиме нерiвнiсть |f(x)− 0| < ε, що i треба
було довести. Зауважимо, остання нерiвнiсть не виконується
при x = 0, оскiльки функцiю при цьому значеннi аргументу не
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визначено. Але означення границi цього i не вимагало (точка
x0 = 0 не належить вiдповiдному проколотому околу). B

Як бачимо з двох останнiх прикладiв, границя функцiї в
точцi може iснувати навiть тодi, коли функцiя в цiй точцi не
визначена. Крiм того, границя функцiї i значення функцiї в
точцi (в разi iснування обох) можуть i не збiгатись.

За означенням границею функцiї в точцi є стале число b.
Iнодi вважають, що нескiнченнiсть також може бути грани-
чним значенням. Iдея залишається попередньою: у невласному
сенсi домовляються, що lim

x→x0

f(x) = +∞, якщо при потрапляннi

значення x всередину проколотого δ-околу точки x0 (тобто при
виконаннi нерiвностi 0 < |x− x0| < δ) вiдповiдне значення фун-
кцiї потрапляє всередину A-околу плюс нескiнченностi, тобто
всередину iнтервалу (A; +∞), причому iснує залежнiсть δ(A),
здатна забезпечити таке потрапляння для як завгодно велико-
го значення A. Випадок вiд’ємної нескiнченностi розглядається
аналогiчно.
C Приклад 1.18. Доведемо, що lim

x→0

1
x2 = +∞. Для цього за-

безпечимо виконання нерiвностi 1
x2 > A, A > 0. Розв’язок цiєї

нерiвностi є x ∈
(
− 1√

A
; 0
)
∪
(

0; 1√
A

)
. Отже, достатньо покласти

δ(A) = 1√
A

. B
Розглянемо тепер приклади, коли з тих чи iнших причин

границя функцiї в точцi не iснує.

C Приклад 1.19. Розглянемо функцiю f(x) = x2+|x|
x . Розкри-

ваючи модуль, отримуємо:

f(x) =

[
x+ 1, x > 0;
x− 1, x < 0.

Графiк цiєї функцiї подано на рис. 1.6. Очевидно, lim
x→0

f(x) не

iснує. Наближаючи x до нуля, але залишаючи його додатним,
ми будемо рухати вiдповiдну точку вздовж правої вiтки графi-
ка, y = x + 1. Коли x стане нехтовно малим, y наблизиться до
значення 1. Бiльш точно: з нерiвностi 0 < x < δ випливає нерiв-
нiсть 1 < y < 1 + ε, якщо покласти δ = ε. Це i означає, що ми
можемо зробити y як завгодно близьким до одиницi, але при
виконаннi умови x > 0.

Навпаки, для вiд’ємних значень x ми залишаємо вiдповiдну
точку на лiвiй вiтцi, y = x − 1. Коли x стане нехтовно малим,
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Рисунок 1.6 – До визначення скiнченних однобiчних границь

y наблизиться до значення −1: з нерiвностi −δ < x < 0 випли-
ває нерiвнiсть −1 − ε < y < −1, якщо знову покласти δ = ε.
Отже, ми можемо зробити y як завгодно близьким до мiнус
одиницi, залишаючи x вiд’ємним. Але нiяк неможливо зроби-
ти y близьким i до одиницi i до мiнус одиницi одночасно. Саме
тому границя функцiї при x→ 0 не iснує. B
C Приклад 1.20. Розглянемо функцiю f(x) = e−

1
x . Її графiк

схематично подано на рис. 1.7. Якщо x – велике (за модулем)
число, то 1

x – мале число, i тодi f(x) = e−
1
x ≈ e0 = 1. Отже,

далеко вiд нуля функцiя практично перестає змiнюватись. Ка-
жуть, що її графiк має горизонтальну асимптоту y = 1 (на
рис. 1.7 її позначено штриховою лiнiєю). «Притискання» гра-
фiка до асимптоти вiдбувається як при прямуваннi x → +∞,
так i при прямуваннi x→ −∞.

Навпаки, в околi точки x = 0 поведiнка функцiї є суттєво
рiзною залежно вiд знаку x. Якщо x > 0, то при подальшому
прямуваннi x→ 0 значення функцiї можна зробити як завгодно
малими. Справдi, забезпечимо виконання нерiвностi f(x) < ε:

e−
1
x < ε = eln ε, − 1

x
< ln ε,

1

x
> − ln ε, 0 < x < − 1

ln ε
.

Достатньо покласти δ(ε) = − 1
ln ε . Тодi з нерiвностi 0 < x < δ

(права половина δ-околу) випливає нерiвнiсть 0 < f(x) < ε.
В той же час, якщо x < 0, то при подальшому прямуваннi

x→ 0 значення функцiї можна зробити як завгодно великими.
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Рисунок 1.7 – До визначення однобiчних границь

Справдi, забезпечимо виконання нерiвностi f(x) > A:

e−
1
x > A = elnA, − 1

x
> lnA, − 1

lnA
< x < 0.

Достатньо покласти δ′(A) = 1
lnA . Тодi з нерiвностi −δ′ < x < 0

(лiва половина δ′-околу) випливає нерiвнiсть f(x) > A. Iнакше:
якщо x потрапить всередину iнтервалу x ∈ (−δ′; 0) (штриховка
на горизонтальнiй осi), то вiдповiдне значення функцiї потра-
пить всередину штриховки на вертикальнiй осi, тобто всереди-
ну iнтервалу f(x) ∈ (A; +∞). При цьому число A можна обрати
як завгодно великим. Отже, функцiя є необмеженою в лiвому
пiвоколi точки x0 = 0. Ясно тодi, що єдина границя функцiї в
цiй точцi не iснує. B

Розглянутi приклади спонукають прийняти наступнi озна-
чення.
� Означення 1.13. Число R = lim

x→x0+0
f(x) називають право-

бiчною границею функцiї f(x) в точцi x0, якщо для довiльного
ε > 0 знайдеться δ (можливо, δ = δ(ε)) таке, що з нерiвностi
x0 < x < x0 + δ випливає нерiвнiсть |f(x)−R| < ε.
� Означення 1.14. Число L = lim

x→x0−0
f(x) називають лiвобi-

чною границею функцiї f(x) в точцi x0, якщо для довiльного
ε > 0 знайдеться δ (можливо, δ = δ(ε)) таке, що з нерiвностi
x0 − δ < x < x0 випливає нерiвнiсть |f(x)− L| < ε.
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В цих означеннях використано позначення:

x→ x0 + 0⇔
{
x→ x0;
x > x0,

x→ x0 − 0⇔
{
x→ x0;
x < x0.

Цi означення мають майже однаковий змiст: число R (L)
є правобiчною (лiвобiчною) границею функцiї f(x) в точцi x0,
якщо вдається як завгодно наблизити f(x) до R (до L) при
прямуваннi x → x0 за умови, що x в процесi прямування весь
час залишається по правий (лiвий) бiк вiд x0.

Результати, отриманi в двох останнiх прикладах в термiнах
однобiчних границь, можна подати так:

lim
x→0−0

x2+|x|
x = −1, lim

x→0+0

x2+|x|
x = 1, lim

x→0

x2+|x|
x не iснує;

lim
x→0−0

e−
1
x = +∞, lim

x→0+0
e−

1
x = 0, lim

x→0
e−

1
x не iснує.

Тут лiвобiчну границю lim
x→0−0

e−
1
x = +∞, як i звичайно, розумi-

ють у невласному сенсi.
Очевидно, якщо iснує границя b = lim

x→x0

f(x) деякої функцiї

в точцi x0, то повиннi iснувати i однобiчнi границi R i L, при-
чому повинна виконуватись рiвнiсть R = L = b. В двох останнiх
прикладах b не iснувало саме тому, що R i L, хоча i iснували (в
останньому прикладi лiвобiчна – в невласному сенсi L = +∞),
але не дорiвнювали одна однiй. Можна навести приклад, коли
з однобiчних границь одна (або одразу обидвi) не iснує нi як
конкретне число, анi як нескiнченнiсть.
C Приклад 1.21. Доведемо, що правобiчна границя lim

x→0+0
sin 1

x

не iснує нi у власному, нi у невласному сенсi.
Очевидно, у невласному сенсi ця границя iснувати не може,

оскiльки синус є обмеженим (не перевищує одиницю).
Всерединi околу 0 < x < δ оберемо довiльне число x1. По-

кладемо x2 = x1

1+2πx1
. Очевидно, 0 < x2 < x1 < δ. Нехай x змен-

шується вiд значення x1 до значення x2. За цей час кут α = 1
x

(аргумент синусу) збiльшиться вiд значення α1 = 1
x1

до значе-
ння

α2 =
1

x2
=

1 + 2πx1

x1
=

1

x1
+ 2π = α1 + 2π.

Отже, для скiльки завгодно малого δ всерединi правої поло-
вини δ-околу точки x0 = 0 завжди можна знайти iнтервал
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x ∈ [x2;x1], для якого встигає пройти цiлий перiод синусу. Тому
протягом цього iнтервалу синус встигає прийняти усi можливi
значення вiд мiнус одиницi до одиницi. Отже, при ε < 1 немо-
жливо пiдiбрати як завгодно малий окiл шириною 2ε, всереди-
нi якого мiстились би усi можливi значення синусу. Iнакше, не
iснує числа b, до якого би були скiльки завгодно близькими усi
значення sin 1

x ∈ [−1; 1] одночасно.
Функцiя f(x) = sin 1

x є непарною, тому аналогiчнi мiрку-
вання можна розповсюдити i на лiву половину δ-околу, тобто
лiвобiчна границя також не iснує. Тодi границя як така не iснує
тим паче. B

На завершення цього пункту додамо наступне. Теореми про
границi послiдовностей (п. 1.4) без змiн можна розповсюдити
i на випадок границь функцiй в точцi i на нескiнченностi. На-
приклад:

lim
x→+∞

[f(x) + g(x)] = lim
x→+∞

f(x) + lim
x→+∞

g(x),

якщо кожна з границь в правiй частинi iснує i є скiнченною;

lim
x→x0

f(x)

g(x)
=

lim
x→x0

f(x)

lim
x→x0

g(x)
,

якщо кожна з границь в правiй частинi iснує, є скiнченною i
lim
x→x0

g(x) 6= 0, i т.д.

1.7 Неперервнiсть функцiї в точцi

� Означення 1.15. Функцiю f(x) називають неперервною в то-
чцi x0, якщо lim

x→x0

f(x) = f(x0).

Сформулюємо розширене означення, еквiвалентне наведе-
ному. Функцiю f(x) називають неперервною в точцi x0, якщо
виконано наступнi п’ять вимог.

1. Iснує i є скiнченним значення f(x0) функцiї в даний точцi.

2. Iснує i є скiнченною лiва границя L = lim
x→x0−0

f(x).

3. Iснує i є скiнченною права границя R = lim
x→x0+0

f(x).
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4. Виконано рiвнiсть R = L.

5. Виконано рiвнiсть f(x0) = R (або, що те саме, f(x0) = L).

Повернемось до розглянутих вище прикладiв.
Функцiя f(x) = kx є неперервною в довiльнiй точцi x0.
Функцiя f(x) = 3

4x−2+ 1
4 |x− 8| є неперервною в точцi x0 = 8.

Функцiя

f(x) =

[
1, x 6= 13;
2, x = 13

є розривною в точцi x0 = 13. Iснують i значення функцiї, i її
границя, але вони рiзнi; не виконано п. 5. Але є можливiсть цю
проблему усунути. Здiйснимо перевизначення функцiї в точцi
x0 = 13: достатньо пересунути точку A(13, 2) на одиницю до-
низу, тобто домовитись, що тепер f(13) = 1, а не f(13) = 2.
Iнакше, достатньо покласти f(x) ≡ 1. Якщо функцiю вдається
перетворити на неперервну шляхом перевизначення її пооди-
нокого значення, кажуть, що функцiю перевизначено до непе-
рервної. Тепер розрив усунуто.

Функцiю f(x) = x3

|x| взагалi не визначено в точцi x0 = 0. Вона
розривна, оскiльки не виконано п. 1. Але цю функцiю можна
перетворити на неперервну шляхом довизначення її поодино-
кого значення. Достатньо покласти

f(x) =

[
x2, x > 0;
−x2, x < 0.

Тепер (коли ми в першому рядку написали x > 0 замiсть x > 0)
маємо: f(0) = 02 = 0, i функцiя стає неперервною.

Функцiя f(x) = 1
x2 в точцi x0 = 0 є розривною: саму фун-

кцiю не визначено, а однобiчнi границi не є скiнченними. Цей
розрив усунути неможливо.

Функцiя f(x) = x2+|x|
x в точцi x0 = 0 є розривною. Для неї:

L = −1, R = 1, f(0) не iснує. В який спосiб ми би не довизначали
функцiю в точцi x0 = 0, рiвнiсть L = R (п. 4) залишається
невиконаною. Цей розрив усунути неможливо.

Функцiя f(x) = e−
1
x в точцi x0 = 0 є розривною. Для неї

не виконано п. 2: L = +∞ i не є скiнченною величиною. Цей
розрив усунути неможливо.

Функцiя f(x) = sin 1
x в точцi x0 = 0 є розривною. Для неї не

виконано жоден з п’яти пунктiв. Розрив усунути неможливо.
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Оглядаючи наведенi приклади, можна побудувати класифi-
кацiю точок розриву.

В кожнiй точцi x0 функцiя може бути неперервною або роз-
ривною.

Якщо в точцi спостерiгається розрив, то вiн може бути усув-
ним або неусувним. Якщо функцiю шляхом довизначення або
перевизначення в точцi x0 вдається перетворити на неперерв-
ну, то розрив є усувним; в iншому разi вiн є неусувним.

Якщо розрив неусувний, то вiн може бути розривом I-го

роду (типу стрибка, коли функцiя має скiнченнi однобiчнi гра-
ницi, не рiвнi мiж собою) або II-го роду (коли хоча б одна з
однобiчних границь дорiвнює нескiнченностi або не iснує вза-
галi). Неусувний розрив I-го роду виникає при порушеннi п. 4.
В цьому разi величина стрибка становить |R− L|. Неусувний
розрив II-го роду виникає, коли з двох однобiчних границь R,
L не є скiнченною або не iснує хоча б одна.

Отже, функцiї f(x) = x3

|x| i f(x) =

[
1, x 6= 13;
2, x = 13

мають усув-

ний розрив; функцiя f(x) = x2+|x|
x має неусувний розрив I-го

роду (типу «стрибка»), функцiї f(x) = e−
1
x i f(x) = 1

x2 мають
неусувний розрив II-го роду (з прямуванням функцiї на не-
скiнченнiсть). Функцiя f(x) = sin 1

x має неусувний розрив II-го
роду (однобiчнi границi не iснують взагалi, нi скiнченнi, анi
нескiнченнi).

1.8 Питання для перевiрки

1. Що таке числова послiдовнiсть?

2. Якi способи задати числову послiдовнiсть ви знаєте?

3. Назвiть два види монотонних числових послiдовностей.
Наведiть приклади.

4. Що таке немонотонна числова послiдовнiсть? Наведiть
приклади.

5. Що таке числова послiдовнiсть, обмежена знизу? Наве-
дiть приклади.

32



6. Що таке числова послiдовнiсть, обмежена зверху? Наве-
дiть приклади.

7. Що таке обмежена числова послiдовнiсть? Наведiть при-
клади.

8. Наведiть контрприклад, який спростовує хибне твердже-
ння: «якщо числова послiдовнiсть обмежена, то вона є мо-
нотонною».

9. Що таке ε-окiл?

10. Що таке границя числової послiдовностi?

11. Нехай b = lim
n→∞

an. Як змiниться кiлькiсть членiв an всере-

динi ε-околу точки b при зменшеннi ε вдвiчi?

12. В означеннi границi сказано, що номер N , починаючи з
якого усi члени an потрапляють всередину ε-околу, може
залежати вiд ε (i зазвичай що менше ε, то бiльшi номери N
потрiбно обирати). Чи може потрiбний номер не залежати
вiд ε? Наведiть приклад, розглянувши границю константи.

13. Чи завжди границя послiдовностi є конкретним числом?
Що таке границя послiдовностi у невласному сенсi? На-
ведiть приклади.

14. Сформулюйте i доведiть теорему про єдинiсть границi (в
разi її iснування).

15. Сформулюйте i доведiть теорему про iснування i скiнчен-
нiсть границi монотонної обмеженої числової послiдовно-
стi.

16. Чи є монотоннiсть i обмеженiсть числової послiдовносi до-
статньою умовою iснування границi? необхiдною умовою
iснування границi?

17. Як визначають число e? Чому воно iснує i є скiнченним?

18. Як зручно наближено обчислити число e?

19. Нехай при наближеному обчисленнi числа e у формулi
e =

∑+∞
k=0

1
k! врахували лише доданки з номерами k вiд

нуля до чотирьох включно. З якою вiдносною похибкою
отримано результат? Вiдповiдь надайте у вiдсотках.
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20. Сформулюйте теореми про границю суми, добутку, час-
тки.

21. Що таке границя функцiї при x→ +∞?

22. Що таке границя функцiї при x→ −∞?

23. Що таке проколотий δ-окiл точки x0? Навiщо його «про-
колюють»?

24. Що таке границя функцiї при x→ x0?

25. Чи може границя функцiї в точцi дорiвнювати нескiнчен-
ностi? Наведiть приклади.

26. Що таке лiвобiчна границя функцiї в точцi? правобiчна
границя функцiї в точцi?

27. Що таке функцiя, неперервна в точцi x0?

28. Що таке усувний розрив?

29. Назвiть i визначте два види неусувних розривiв.
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2 ТЕХНIКА

ОБЧИСЛЕННЯ ГРАНИЦЬ

2.1 Елементарнi випадки

Починаючи з цього роздiлу, ми будемо користуватись нескiн-
ченно малими i нескiнченно великими величинами.
� Означення 2.1. Змiнну величину α(x), x ∈ R, називають

нескiнченно малою при x→ x0, якщо lim
x→x0

α(x) = 0.

� Означення 2.2. Змiнну величину α(x), x ∈ R, називають
нескiнченно великою при x→ x0, якщо lim

x→x0

|α(x)| =∞.

Домовимось не розрiзняти нескiнченно малi величини, якi
виникають при дослiдженнi функцiй α(x), x ∈ R, i послiдов-
ностей α(n), n ∈ N. Таку саму домовленiсть приймемо i щодо
нескiнченно великих величин. Наприклад, величину α(n) = 1

n ,
n ∈ N, при n → ∞ будемо вважати такою самою нескiнченно
малою, як величину α(x) = 1

x , x ∈ R, при x → ∞. Iнакше, в на-
ведених означеннях x0 може бути числом або нескiнченнiстю,
а x – дiйсним або натуральним числом.
C Приклад 2.1. Розглянемо величину α(x) = 1

x−5 . Очевидно,
вона є нескiнченно великою при x → 5. В той же час вона є
нескiнченно малою при x→∞. B
� Теорема 2.1. Нехай α(x) є нескiнченно великою величи-

ною при x→ x0. Тодi β(x) = 1
α(x) є нескiнченно малою величи-

ною при x→ x0.
� Доведення. Достатньо довести, що для як завгодно малих

додатних ε при подальшому наближеннi x до x0 виконується

нерiвнiсть |β(x)− 0| < ε. Маємо:
∣∣∣ 1
α(x)

∣∣∣ < ε, |α(x)| > 1
ε . Покладе-

мо A = 1
ε , тодi |α(x)| > A. Виконання цiєї нерiвностi гарантує-

ться для усiх x, принаймнi починаючи з деякого значення x0,
оскiльки α(x) – нескiнченно велика. �

Аналогiчно легко довести i наступну теорему.
� Теорема 2.2. Нехай α(x) є нескiнченно малою величиною

при x→ x0. Тодi β(x) = 1
α(x) є нескiнченно великою величиною

при x→ x0.
Цi теореми дозволяють обмежитись розглядом або лише не-

скiнченно великих, або лише нескiнченно малих. Зазвичай пра-

35



цюють з нескiнченно малими. Зрештою, цей вибiр – питання
зручностi в контекстi конкретної ситуацiї.

Розглянемо наступну теорему.
� Теорема 2.3. Нехай α(x) i C(x) – нескiнченно мала i обме-

жена величини вiдповiдно при x→ x0. Тодi lim
x→x0

[α(x) · C(x)] = 0.

� Доведення. Достатньо довести, що для як завгодно малих
додатних ε при подальшому наближеннi x до x0 виконується
нерiвнiсть |α(x) · C(x)− 0| < ε. За умовою α(x) – нескiнченно
мала, тому при подальшому прямуваннi x до x0 для довiльного
ε′ виконується нерiвнiсть |α(x)| < ε′. Також за умовою C(x) –
обмежена, тому iснує M таке, що |C(x)| < M . Помножимо двi
останнi нерiвностi: |α(x)| · |C(x)| < ε′M . Отже, достатньо покла-
сти ε′M = ε. Тодi за умови ε′ = ε

M потрiбна близкiсть добутку
|α(x) · C(x)| до нуля гарантується. �

Зауважимо, що вважати ланцюжок

lim (α · C) = limα · limC = 0 · limC = 0

доведенням цiєї теореми – не завжди правильно: невiдомо, чи
iснує границя limC. Доведена теорема цього iснування не по-
требує; достатньо лише обмеженостi величини C.
C Приклад 2.2. Розглянемо границю lim

n→∞
cosπn
n2+3 . Маємо:

lim
n→∞

cosπn

n2 + 3
= lim
n→∞

[
1

n2 + 3
· cosπn

]
= 0.

Справдi, при n→∞ величина (n2 + 3) нескiнченно велика, тодi
α = 1

n2+3 – нескiнченно мала. Величина C = cosπn = (−1)n є
обмеженою, оскiльки |cosπn| 6 1.

Зауважимо, окремо взята границя lim
n→∞

cosπn не iснує нi у

власному, анi у невласному сенсi. Втiм, це i не потрiбно; доста-
тньо обмеженостi величини cosπn. B

Аналогiчно неважко довести наступну теорему.
� Теорема 2.4. Нехай β(x) – нескiнченно велика величина

при x→ x0 i C(x) – деяка величина така, що iснує lim
x→x0

C(x) 6= 0.

Тодi lim
x→x0

[β(x) · C(x)] =∞.

C Приклад 2.3. Розглянемо границю lim
x→0

ex

x . Маємо:

lim
x→0

ex

x
= lim
x→0

(
1

x
· ex
)

=∞,
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оскiльки 1
x →∞ при x→ 0 i lim

x→0
ex = e0 = 1 6= 0. B

Розглянемо наступну теорему.
� Теорема 2.5. Нехай f(x(t)) – складна1 функцiя. Нехай гра-

ниця внутрiшньої функцiї x(t) при прямуваннi t → t0 iснує, є
скiнченною i дорiвнює lim

t→t0
x(t) = x0, а зовнiшня функцiя f(x)

є неперервною в точцi x0. Тодi

lim
t→t0

f(x(t)) = f

(
lim
t→t0

x(t)

)
.

� Доведення. Доведення майже очевидне: достатньо записати
твердження теореми у виглядi lim f(x) = f (x0) i побачити тут
означення неперервностi функцiї f(x) в точцi x0. �

Ця теорема дозволяє переносити операцiю граничного пе-
реходу всередину складної функцiї.
C Приклад 2.4. Розглянемо границю lim

n→∞
e

cosπn
n2+3 . Маємо:

lim
n→∞

e
cosπn
n2+3 = e

lim
n→∞

cosπn
n2+3 = e0 = 1.

Тут використано неперервнiсть функцiї f(x) = ex, «всередину»
якої перенесено операцiю граничного переходу. B
C Приклад 2.5. Розглянемо границю lim

n→∞
cos 1

n . Маємо:

lim
n→∞

cos
1

n
= cos

(
lim
n→∞

1

n

)
= cos 0 = 1.

Тут використано неперервнiсть функцiї f(x) = cosx, «всереди-
ну» якої перенесено операцiю граничного переходу. B

2.2 Невизначеностi та їх типи

Як ми бачили на прикладах попереднього пункту, для обчисле-
ння границь користуватись означенням границi не обов’язко-
во. Часто i так зрозумiло, чому дорiвнює границя. Наприклад,
якщо α – нескiнченно мала i C – обмежена, то αC → 0. Якщо
функцiя f(x) є неперервною в точцi x = x0, то lim

x→x0

f(x) = f(x0).

1Бiльш детально поняття складної функцiї обговорюється в наступному роз-
дiлi, п. 3.3.3.
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До речi, саме з цього i починають обчислення границь: намага-
ються пiдставити значення x = x0 до виразу пiд знаком грани-
цi. Якщо вираз пiд знаком границi є функцiєю, неперервною в
точцi x = x0, то вiдповiдь обчислюється безпосередньо.
C Приклад 2.6.

lim
x→π

2

sinx = sin
π

2
= 1. B

Далi розглядатимемо лише випадки, коли виникають про-
блеми обчислювального характеру в окремiй точцi x = x0.

Розглянемо добуток нескiнченно малої величини α(x) i не-
скiнченної великої величини β(x), x→ x0. При обчисленнi гра-
ницi вигляду lim

x→x0

[α(x) · β(x)] шляхом пiдстановки x = x0 вини-

кає наступна проблема: вiдповiдь стає неочевидною. З одного
боку, добуток α(x) · β(x) повинен бути нескiнченно малим за
рахунок спiвмножника α(x). З iншого боку, цей добуток пови-
нен бути нескiнченно великим за рахунок спiвмножника β(x).
Можна сказати, у виразi α(x) · β(x) виникає конкуренцiя мiж
спiвмножниками. Остаточна вiдповiдь залежатиме вiд того, що
вiдбувається швидше: прямування величини α(x) до нуля чи
прямування величини β(x) до нескiнченностi. Доки це не з’я-
совано, вiдповiдь залишається неочевидною, а ситуацiя – не-
визначеною. Кажуть, що вираз α(x) · β(x) мiстить невизначе-
нiсть. Зауважимо, така (або iнша) невизначенiсть виникає при
конкуренцiї окремих членiв виразу, якi намагаються змiнити
його значення «на свою користь».

Обговорювану зараз невизначенiсть позначають символом
[0 · ∞] i читають: «невизначенiсть типу нуль помножити на не-
скiнченнiсть».

Iснують i iншi типи невизначеностi. Наприклад, нехай α(x)

i β(x) – нескiнченно малi величини. Розглянемо дрiб α(x)
β(x) . З

одного боку, цей дрiб повинен бути нескiнченно малою вели-
чиною за рахунок чисельника. З iншого боку, вiн повинен бути
нескiнченно великою величиною за рахунок знаменника. От-
же, маємо «невизначенiсть типу нуль на нуль»:

lim
x→x0

α(x)

β(x)
=

[
0

0

]
.

Тут формальний «дрiб» 0
0 не є позначенням арифметичної опе-

рацiї дiлення одного числа, яке дорiвнює нулю, на друге число,
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яке теж дорiвнює нулю. Адже насправдi ми дiлимо не нулi, а
величини α(x) i β(x). Нулю ж дорiвнюють не вони, а лише їх
границi2. Дрiб 0

0 , таким чином, не позначає нiяку величину,
а лише характеризує тип невизначеностi, яка склалась. Щоб
додатково це пiдкреслити, дрiб 0

0 (а також аналогiчнi «парадо-
ксальнi» вирази) прийнято брати у квадратнi дужки.
C Приклад 2.7. Розглянемо границю lim

x→0

x2

x3 . Очевидно, вона

мiстить невизначенiсть типу
[

0
0

]
. Але пiсля скорочення на x2

отримуємо:

lim
x→0

x2

x3
=

[
0

0

]
= lim
x→0

1

x
=∞.

Вираз 1
x (не дивлячись на неможливiсть його обчислення при

x = 0) нiякої невизначеностi вже не мiстить. Величинi x, яка за-
лишилась у знаменнику пiсля скорочення, бiльше нема з ким
конкурувати. Отже, пiсля скорочення ситуацiя стає визначе-
ною, а вiдповiдь – очевидною. B

Якщо дiї, якi здiйснюють з виразом пiд знаком границi (в
останньому прикладi – скорочення на x2), ведуть до того, що
невизначенiсть зникає, кажуть: «ми позбавились невизначено-
стi даного типу». Користуються також термiнами «розкриття
невизначеностi даного типу», «усунення невизначеностi дано-
го типу». Власне, можна сказати: обчислення границь – це ми-
стецтво позбавлення невизначеностей.

Подамо символiчнi позначення iнших типiв невизначено-
стей:

[∞
∞
]
, [∞−∞], [1∞],

[
00
]
,
[
∞0
]
. Технiка обчислення границь

за допомогою певних замiн i iнших штучних прийомiв часто
дозволяє перетворювати один тип невизначеностi на iнший.
Тому доцiльно перш за все бiльш детально дослiдити найпо-
ширенiший випадок – невизначенiсть типу

[
0
0

]
.

2.3 Про порiвняння порядкiв малостi

Щойно ми розглянули нескiнченно малi x2, x3 (при x→ 0). Не-
скiнченно малими можуть виявитись i iншi елементарнi фун-
кцiї. Нагадаємо, елементарними називають наступнi функцiї:

2Значення границi величини i не повинно збiгатись iз значенням цiєї вели-
чини. Наприклад, lim

n→∞
1
n

= 0, хоча нi при якому n рiвнiсть 1
n

= 0 не досягає-
ться.

39



• лiнiйна y = kx+ b;

• квадратична y = ax2 + bx+ c, a 6= 0;

• степенева y = xn;

• показникова y = ax, a > 0, a 6= 1;

• логарифмiчна y = loga x, a > 0, a 6= 1;

• тригонометричнi y = sinx, y = cosx, y = tg x, y = ctg x;

• оберненi тригонометричнi (аркфункцiї);

• комбiнацiї скiнченної кiлькостi усiх, наведених вище.

Актуальним є порiвняння порядкiв малостi вiдповiдних не-
скiнченно малих величин.

Нехай α(x), β(x) – деякi нескiнченно малi при x → x0. Для
порiвняння порядкiв малостi цих величин (тобто для порiвня-
ння швидкостей їх прямування до нуля) обчислюють границю

A = lim
x→x0

α(x)

β(x)
.

Ця границя мiстить невизначенiсть типу
[

0
0

]
, тому A може до-

рiвнювати будь-якому числу, або нескiнченностi, або навiть не
iснувати взагалi.

1◦. Нехай A = 0. Очевидно, в цьому разi α прямує до ну-
ля швидше, нiж β. Кажуть, що α є нескiнченно малою бiльш

високого порядку малостi порiвняно з β. Це записують так:
α = o(β) (читають «альфа дорiвнює о маленьке вiд бета»).

2◦. Нехай A = ∞. В цьому разi, навпаки, β прямує до нуля
швидше, нiж α. Тепер β є нескiнченно малою бiльш високого

порядку малостi порiвняно з α, тобто β = o(α).
3◦. Нехай A = const 6= 0. В цьому разi кажуть, що α i β є

нескiнченно малими величинами однакових порядкiв малостi.
4◦. Може виявитись, що границя A не iснує взагалi. В такому разi кажуть,

що α i β не є порiвнянними. Нехай α(x) = x sin 1
x
, β(x) = x. Цi величини

стають нескiнченно малими при x → 0, тобто lim
x→0

α(x) = lim
x→0

β(x) = 0. Але
при цьому:

A = lim
x→0

α(x)

β(x)
= lim
x→0

sin
1

x
.

Ми вже доводили, що ця границя не iснує (нi скiнченна, анi нескiнченна).
Отже, величини x sin 1

x
i x не є порiвнянними при x→ 0.
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Нескiнченно великi порiвнюють в аналогiчний спосiб. Не-
хай α(x), β(x) – деякi нескiнченно великi при x → x0. Для по-
рiвняння їх порядкiв росту (тобто для порiвняння швидкостей
їх прямування до нескiнченностi) обчислюють границю

B = lim
x→x0

α(x)

β(x)
.

Ця границя мiстить невизначенiсть типу
[∞
∞
]
, тому B може

дорiвнювати будь-якому числу, або нескiнченностi, або навiть
не iснувати взагалi.

1◦. Нехай B = 0. Очевидно, в цьому разi α прямує до нескiн-
ченностi повiльнiше за β. Кажуть, що β є нескiнченно великою
бiльш високого порядку росту порiвняно з α.

2◦. Нехай B = ∞. В цьому разi, навпаки, β прямує до не-
скiнченностi повiльнiше за α. Тепер α є нескiнченно великою
бiльш високого порядку росту порiвняно з β.

3◦. Нехай B = const 6= 0. В цьому разi кажуть, що α i β є
нескiнченно великими величинами однакових порядкiв росту.

4◦. Може виявитись, що границя B не iснує взагалi. В такому разi кажуть,
що α i β не є порiвнянними.

Втiм, нiчого нового в порiвняннi нескiнченно великих не
з’являється. Справдi, нехай α(x), β(x) – деякi нескiнченно ве-
ликi. Покладемо β′(x) = 1

α(x) , α
′(x) = 1

β(x) . Тодi за теоремою 2.1
величини α′(x), β′(x) – нескiнченно малi. Маємо:

B = lim
x→x0

α(x)

β(x)
=
[∞
∞

]
= lim
x→x0

α′(x)

β′(x)
=

[
0

0

]
.

Отже, порiвняння нескiнченно великих завжди можна звести
до порiвняння нескiнченно малих.

Ми розглянули якiсне порiвняння нескiнченно малих. Тепер
звернемося до кiлькiсного порiвняння.

Нехай потрiбно кiлькiсно визначити порядок малостi деякої
нескiнченно малої β(x). Це можна зробити лише у вiдносному
сенсi, але не в абсолютному. Iнакше, не має сенсу визначати
порядок малостi величини β(x) як такий; має сенс визначити
порядок малостi величини β(x) по вiдношенню до iншої нескiн-
ченно малої α(x), на яку спираються, як на «еталон». Величину
α(x) в цьому разi називають основною.

Природно в якостi еталону обрати найбiльш просту величи-
ну. Наприклад, якщо β(x) стає нескiнченно малою величиною
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при x → x0 = const, то зручним еталоном може виявитись ве-
личина α(x) = (x− x0). Очевидно, при такому виборi α(x) стає
нескiнченно малою одночасно з β(x). Зокрема, при x0 = 0 в
якостi еталону можна обрати величину α(x) = x. Якщо ж β(x)
стає нескiнченно малою при x→∞, то в якостi еталону обира-
ють величину α(x) = 1

x (i знову α(x) i β(x) стають нескiнченно
малими одночасно).
� Означення 2.3. Домовляються вважати, що нескiнченно

мала β(x) має n-й порядок малостi вiдносно нескiнченно малої
α(x), якщо нескiнченно малi β(x) i [α(x)]

n мають один порядок
малостi, тобто якщо

lim
x→x0

β(x)

[α(x)]
n = C = const 6= 0.

З цього означення випливає, що порядок малостi є дода-
тною величиною, n > 0. Справдi, якщо n = 0, то з означен-
ня порядку малостi отримуємо (для скорочення ми не пишемо
x→ x0):

lim
β

α0
= lim

β

1
= limβ = C = const 6= 0,

тобто β не є нескiнченно малою.
В разi n < 0 покладемо n1 = −n, n1 > 0. Маємо:

lim
β

αn
= limβα−n = limβαn1 = C = const 6= 0.

Тодi β є нескiнченно великою. Справдi, в iншому разi вона була
б обмеженою, тодi за теоремою 2.3 ми б отримали C = 0.

Нехай в якостi основної обрано величину α(x). Кажуть, що
сукупнiсть усiх величин вигляду [α(x)]

n, n > 0, утворює шкалу

нескiнченно малих. Нехай порядок малостi деякої нескiнченно
малої β(x) за цiєю шкалою виявився рiвним n0. Тодi значен-
ня n0 є єдиним3, а величина β(x) на цiй шкалi посiдає єдино
можливе мiсце.

Нехай x → 0 (x → +∞). Нескiнченно мала (нескiнченно
велика) величина α(x) = x в практицi математичного аналiзу

3Легко перевiрити наступне. Якщо β(x) має порядок n0 вiдносно α(x), тобто

lim
x→x0

β(x)
[α(x)]n0 = C = const 6= 0, то при n < n0 ми отримаємо lim

x→x0

β(x)
[α(x)]n

= 0, а

при n > n0 – lim
x→x0

β(x)
[α(x)]n

= ∞. Тобто, якщо n0 є порядком малостi величини

β порiвняно з α, то нiяке iнше число порядком малостi β бути вже не може.
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Рисунок 2.1 – Графiки степеневих функцiй

є найпоширенiшим4 еталоном для порiвняння порядкiв мало-
стi (порядкiв росту). Це зумовлено властивостями степеневих
функцiй y = xn, графiки5 яких при деяких показниках n подано
на рисунку 2.1. За домовленостi про еталон вигляду α(x) = x
роль шкали нескiнченно малих (а разом з цим i шкали нескiн-
ченно великих) виконує сукупнiсть усiх функцiй виду xn при
додатних значеннях n. При цьому, чим бiльшим є число n, тим
бiльш динамiчною є поведiнка функцiї. Зокрема, чим бiльше
n, тим бiльша швидкiсть зростання величини xn при x → +∞.
Показник n в цьому разi i є порядком росту. З iншого боку,
чим бiльше n, тим бiльша швидкiсть прямування величини xn

до нуля при x → 0. Показник n в цьому разi i є порядком ма-
лостi. Iнакше, куди б величина xn не прямувала (до нуля чи до
нескiнченностi), вона це робить тим швидше, чим бiльше n.
C Приклад 2.8. Нехай β(x) = 2x3 + 3x7. Очевидно, ця вели-

чина стає нескiнченно малою при x → 0. Покажемо, вона має

4Але не унiверсальним. Застосування iнших еталонiв розглянуто в п. 2.5.
5Цi графiки побудовано за допомогою бiблiотеки Matplotlib. Вшановуючи

пам’ять її автора, Джона Хантера (1968-2012), надаємо вiдповiдне посилання:
https://ieeexplore.ieee.org/document/4160265
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третiй порядок малостi вiдносно величини α(x) = x:

lim
x→0

β(x)

[α(x)]
3 = lim

x→0

2x3 + 3x7

x3
=

= lim
x→0

(
2 + 3x4

)
= 2 + 3 · 04 = 2 = const 6= 0. B

Побудуємо узагальнення цього прикладу.
C Приклад 2.9. Нехай β(x) = axp + bxq, де a, b – деякi числа,

вiдмiннi вiд нуля, а p, q – деякi додатнi показники степеня, при-
чому p 6= q (випадок p = q самостiйного iнтересу не становить).
Очевидно, β(x) – нескiнченно мала6 при x → 0. Покажемо, що
порядок малостi величини β(x) вiдносно величини α(x) = x до-
рiвнює n = min(p, q), тобто меншому з двох чисел p, q.

Нехай p < q. Тодi n = min(p, q) = p. Маємо:

lim
x→0

β(x)

[α(x)]
n = lim

x→0

axp + bxq

xp
= lim
x→0

xp (a+ bxq−p)

xp
=

= lim
x→0

(
a+ bxq−p

)
= a+ b lim

x→0
xq−p = a = const 6= 0,

оскiльки зараз q − p > 0, i тому lim
x→0

xq−p = 0. Отже, порядок

малостi величини β(x) дорiвнює p.
Нехай p > q. Тепер n = min(p, q) = q. Маємо:

lim
x→0

β(x)

[α(x)]
n = lim

x→0

axp + bxq

xq
= lim
x→0

xq (axp−q + b)

xq
=

= lim
x→0

(
axp−q + b

)
= a lim

x→0
xp−q + b = b = const 6= 0,

оскiльки зараз p− q > 0, i тому lim
x→0

xp−q = 0. Отже, порядок ма-

лостi величини β(x) тепер дорiвнює q, що i треба було довести.
Зауважимо, в обох випадках за дужки було винесено той

степiнь x, показник якого був меншим з двох чисел p, q. B
C Приклад 2.10. Нехай β(x) = ax2 + bx 3

√
x, де a, b – деякi чи-

сла, вiдмiннi вiд нуля. Очевидно, ця величина стає нескiнченно

6Важливо, що показники степеня p, q – додатнi. Нехай це не так i, напри-
клад, p < 0. Тодi β(x) не є нескiнченно малою величиною. Справдi, позначимо
p1 = −p, тодi p1 > 0. Тодi β(x) = axp + bxq = a

x−p
+ bxq = a

xp1 + bxq . Тодi при
x→ 0 маємо: xp1 → 0, звiдки β(x)→∞ за теоремою 2.2.

Якщо p = 0, то β також не є нескiнченно малою, оскiльки прямує до a.
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малою при x → 0. Знайдемо порядок малостi величини β(x)
вiдносно величини α(x) = x. Степенi аргументу x в заданому
виразi p = 2, q = 1 + 1

3 = 4
3 . З огляду на попереднiй приклад по-

рядок малостi дорiвнює n = min
(
2, 4

3

)
= 4

3 . Справдi, виносячи
цей менший степiнь за дужки, отримуємо:

lim
x→0

β(x)

[α(x)]
n = lim

x→0

ax2 + bx 3
√
x

x
4
3

= lim
x→0

x 3
√
x
(
a

3
√
x2 + b

)
x

4
3

=

= lim
x→0

(
a

3
√
x2 + b

)
= a · 0 + b = b = const 6= 0.

Як бачимо, порядок малостi цiлим числом може i не бути (i це
не протирiчить його означенню). B

Нехай нескiнченно мала β(x) має n-й порядок малостi вiд-
носно еталону α(x), причому n > 1. Доведемо, що в цьому разi
β = o(α). Маємо:

lim
x→x0

β

α
= lim
x→x0

(
β

αn
· αn−1

)
= lim
x→x0

β

αn
· lim
x→x0

αn−1 = 0,

оскiльки з двох останнiх границь перша є константою за умо-
вою, а друга дорiвнює нулю при n > 1.

Нехай тепер нескiнченно мала β(x) має n-й порядок малостi
вiдносно еталону α(x), причому 0 < n < 1. Доведемо, що в
цьому разi, навпаки, α = o(β). За умовою:

lim
x→x0

β

αn
= C = const 6= 0.

Тодi

lim
x→x0

αn

β
=

1

lim
x→x0

β
αn

=
1

C
= const.

Тодi маємо:

lim
x→x0

α

β
= lim
x→x0

(
αn

β
· α1−n

)
= lim
x→x0

αn

β
· lim
x→x0

α1−n =
1

C
· 0 = 0,

оскiльки тут lim
x→x0

α1−n = 0 при 1− n > 0.

C Приклад 2.11. Нехай β(x) =
√
x. Очевидно, ця величина

стає нескiнченно малою при x → 0 + 0. Порядок малостi вели-
чини β(x) вiдносно величини α(x) = x дорiвнює n = 1

2 :

lim
x→0+0

β(x)

[α(x)]
n = lim

x→0+0

√
x

x
1
2

= 1 = const 6= 0.
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Насправдi це тепер означає, що α = o(β):

lim
x→0+0

α(x)

β(x)
= lim
x→0+0

x√
x

= lim
x→0+0

√
x = 0. B

Розглянемо ще два приклади.
C Приклад 2.12. Нехай β(x) =

√
1 + x2 −

√
1− x2. Очевидно,

ця величина стає нескiнченно малою при x→ 0. Покажемо, що
величина β(x) має другий порядок малостi вiдносно величини
α(x) = x. Маємо:

lim
x→0

β(x)

[α(x)]
2 = lim

x→0

√
1 + x2 −

√
1− x2

x2
=

[
0

0

]
=

= lim
x→0

(√
1 + x2 −

√
1− x2

) (√
1 + x2 +

√
1− x2

)
x2
(√

1 + x2 +
√

1− x2
) =

= lim
x→0

(
1 + x2

)
−
(
1− x2

)
x2
(√

1 + x2 +
√

1− x2
) = lim

x→0

2x2

x2
(√

1 + x2 +
√

1− x2
) =

=

[
0

0

]
= lim
x→0

2√
1 + x2 +

√
1− x2

=
2√

1 + 02 +
√

1− 02
=

=
2

2
= 1 = const 6= 0,

що i треба було довести.
При обчисленнi цiєї границi спочатку встановлюємо, що во-

на мiстить невизначенiсть типу
[

0
0

]
(при спробi безпосередньо

пiдставити x = 0 отримуємо: β(0) =
√

1 + 02 −
√

1− 02 = 0; вла-
сне, саме через це β i є нескiнченно малою). Далi застосовуємо
вiдомий прийом «домноження на спряжене» (вперше цей при-
йом застосовують у середнiй школi при позбавленнi iррацiо-
нальностi у знаменнику). Застосування формули скороченого
множення, вiдомої як «рiзниця квадратiв», дозволяє позбави-
тись знакiв радикалу у чисельнику, i вiн пiсля зведення подi-
бних стає рiвним 2x2. При цьому невизначенiсть типу

[
0
0

]
все

ще наявна. Але пiсля скорочення на x2 вона зникає. Власне,
скорочення на x2 i є дiєю, яка усуває (розкриває) невизна-
ченiсть. Пiсля позбавлення невизначеностi пiдстановка x = 0
анiяких труднощiв не викликає. B
C Приклад 2.13. Нехай β(x) =

√
1 + x −

√
1− x2. Очевидно,

ця величина стає нескiнченно малою при x → 0. Покажемо,
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що тепер величина β(x) має перший порядок малостi вiдносно
величини α(x) = x. Маємо:

lim
x→0

β(x)

[α(x)]
1 = lim

x→0

√
1 + x−

√
1− x2

x
=

[
0

0

]
=

= lim
x→0

(√
1 + x−

√
1− x2

) (√
1 + x+

√
1− x2

)
x
(√

1 + x+
√

1− x2
) =

= lim
x→0

(1 + x)−
(
1− x2

)
x
(√

1 + x+
√

1− x2
) = lim

x→0

x+ x2

x
(√

1 + x+
√

1− x2
) =

=

[
0

0

]
= lim
x→0

1 + x
√

1 + x+
√

1− x2
=

1 + 0
√

1 + 0 +
√

1− 02
=

=
1

2
= const 6= 0,

що i треба було довести. B

2.4 Еквiвалентнiсть нескiнченно малих

2.4.1 Означення еквiвалентностi

Нехай при порiвняннi двох нескiнченно малих α i β з’ясува-
лось, що вони мають однаковий порядок малостi. Можна було б
очiкувати, що цi величини наближено рiвнi (α ≈ β) i залишаю-
ться такими при подальшому прямуваннi x → x0. Наближену
рiвнiсть α ≈ β можна розумiти так:

α(x) = β(x) + γ(x).

Тут γ(x) = α(x) − β(x) є абсолютною похибкою наближеної
рiвностi α ≈ β. Очевидно,

lim
x→x0

γ(x) = lim
x→x0

[α(x)− β(x)] = lim
x→x0

α(x)− lim
x→x0

β(x) = 0− 0 = 0,

тобто при подальшому прямуваннi x → x0 абсолютна похиб-
ка γ стає нескiнченно малою. Але це ще не гарантує високу
точнiсть наближеної рiвностi α ≈ β. Справдi, нехай α = 5x,
β = x, x → 0. Можна вважати7, що 5x ≈ x. При цьому абсолю-
тна похибка становить γ = 4x i прямує до нуля (тобто зникає!)

7Так само можна вважати, що 5 ≈ 1 з абсолютною похибкою 4.

47



при x→ 0. Але ж при подальшому прямуваннi x→ 0 величина
α так i залишається вп’ятеро бiльшою за величину β, причо-
му незалежно вiд x, i тому вести мову про наближену рiвнiсть
безглуздо.

Наближена рiвнiсть α ≈ β набувала б високої точностi, як-
би до нуля прямувала не тiльки абсолютна, а ще й вiдносна

похибка наближення. Визначимо її так:

δ(x) =
γ(x)

β(x)
=
α− β
β

=
α

β
− 1.

Маємо:

lim
x→x0

δ(x) = lim
x→x0

(
α

β
− 1

)
= A− 1.

Тут A = lim
x→x0

α
β = const, оскiльки α i β мають однаковий порядок

малостi. Очевидно, вiдносна похибка δ може стати нескiнченно
малою (а її границя – рiвною нулю) лише в разi A = 1. Отже, в
межах випадку 3◦ (A = const 6= 0, див. c. 40) iснує лише єдина
окрема можливiсть lim α

β = 1, в разi якої не тiльки абсолютна
похибка γ, а навiть i вiдносна похибка δ наближеної рiвностi
α ≈ β прямує до нуля. Такi нескiнченно малi називають еквiва-
лентними.
� Означення 2.4. Нескiнченно малi величини α(x), β(x) на-

зивають еквiвалентними, якщо lim
x→x0

α(x)
β(x) = 1.

Спiввiдношення еквiвалентностi нескiнченно малих α, β по-
значають так: α ∼ β. Очевидно, якщо α ∼ β, то β ∼ α, тобто
спiввiдношення еквiвалентностi є взаємним.

2.4.2 Теореми про еквiвалентнi нескiнченно малi

В цьому пiдпунктi для скорочення ми не пишемо x→ x0.
� Теорема 2.6. Рiзниця двох еквiвалентних нескiнченно ма-

лих є нескiнченно малою бiльш високого порядку малостi.
� Доведення. Нехай α ∼ β, i γ = α−β. Доведемо, що γ = o(α)

i γ = o(β). Маємо:

lim
γ

α
= lim

α− β
α

= lim

(
1− β

α

)
= 1− lim

β

α
= 1− 1 = 0.

Отже, γ = o(α). Аналогiчно маємо:

lim
γ

β
= lim

α− β
β

= lim

(
α

β
− 1

)
= lim

α

β
− 1 = 1− 1 = 0.

48



Отже, γ = o(β), що i треба було довести. �
� Теорема 2.7. Нехай α, β – нескiнченно малi, i lim β

α = C,
де C = const. Тодi

β = Cα+ o(α).

� Доведення. При C = 0 треба довести: якщо lim β
α = 0, то

β = o(α). Але це безпосередньо випливає з означення поняття
бiльш високого порядку малостi.

Нехай тепер C = const 6= 0. Тодi α i β – нескiнченно малi
одного порядку малостi. Маємо:

lim
β

α
= C,

1

C
lim

β

α
= 1, lim

β/C

α
= 1,

β

C
∼ α.

Тодi за теоремою 2.6 маємо: β
C −α = δ, причому δ = o(α). Отже,

β = Cα+ Cδ.

Але

lim
Cδ

α
= C · lim δ

α
= C lim

o(α)

α
= C · 0 = 0,

тобто Cδ = o(α), що i треба було довести. �

2.4.3 Таблиця еквiвалентних нескiнченно малих

2.4.3.1 Перша важлива границя

Розглянемо прямокутний трикутник AOB з прямим кутом при
вершинi A (рис. 2.2). Нехай кут при вершинi O, виражений в
радiанах, дорiвнює x. Проведемо висоту AD i дугу AC кола з
центром в точцi O i радiусом OA. Приймемо за очевидне, що

AD < AC < AB.

Тут AC є довжиною, вимiряною вздовж кривої. Маємо:

AD

OA
<
AC

OA
<
AB

OA
.

Тут AD
OA = sinx з прямокутного трикутника AOD; AB

OA = tg x з
прямокутного трикутника AOB. Крiм того, ACOA = x за означен-
ням величини кута в радiанах. Маємо:

sinx < x < tg x.

49



 

𝐴 

𝐵 𝐶 

𝑥 

𝐷 𝑂 

Рисунок 2.2 – До виводу першої важливої границi

Але sinx ∼ tg x, оскiльки

lim
x→0

sinx

tg x
= lim
x→0

cosx = cos 0 = 1.

Тодi за теоремою 2.7 маємо tg x = sinx+ o(sinx). Тодi

sinx < x < sinx+ o(sinx), 1 <
x

sinx
<

sinx+ o(sinx)

sinx
.

Здiйснюючи тут граничний перехiд при x→ 0, отримуємо:

1 6 lim
x→0

x

sinx
6 lim
x→0

(
1 +

o(sinx)

sinx

)
= 1,

звiдки lim
x→0

x
sin x = 1, тобто sinx ∼ x. Цей результат прийнято

записувати у виглядi

lim
x→0

sinx

x
= 1 (2.1)

i називати першою важливою границею. (В росiйськомовнiй лi-
тературi поширений термiн «первый замечательный предел»).

Отримаємо наслiдки з першої важливої границi.
1◦. Доведемо, що tg x ∼ x:

lim
x→0

tg x

x
= lim
x→0

sinx

x cosx
= lim
x→0

sin x
x

cosx
=

lim
x→0

sin x
x

lim
x→0

cosx
=

1

1
= 1.
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2◦. Доведемо, що arcsinx ∼ x:

lim
x→0

arcsinx

x
=

∥∥∥∥∥∥
arcsinx = y
x = sin y
y → 0

∥∥∥∥∥∥ = lim
y→0

y

sin y
=

1

lim
y→0

sin y
y

=
1

1
= 1.

3◦. Доведемо, що arctg x ∼ x:

lim
x→0

arctg x

x
=

∥∥∥∥∥∥
arctg x = y
x = tg y
y → 0

∥∥∥∥∥∥ = lim
y→0

y

tg y
=

1

lim
y→0

tg y
y

=
1

1
= 1.

Остаточно маємо:

sinx ∼ arcsinx ∼ tg x ∼ arctg x ∼ x.

Згадаємо також про величину (1− cosx), яка при x→ 0 теж
є нескiнченно малою, але бiльш високого порядку малостi. А
саме, доведемо, що

1− cosx ∼ x2

2
.

З використанням формули sin2 x
2 = 1−cos x

2 зниження степеня
маємо:

lim
x→0

1− cosx
x2

2

= lim
x→0

1−cos x
2
x2

4

= lim
x→0

sin2 x
2(

x
2

)2 =

= lim
x
2→0

(
sin x

2
x
2

)2

=

(
lim
x
2→0

sin x
2

x
2

)2

= 12 = 1,

що i треба було довести.
З першої важливої границi випливає наближена рiвнiсть

sinx ≈ x. Але при її використаннi аргумент x повинен бути
виражений в радiанах.
C Приклад 2.14. Розглянемо наближену рiвнiсть sinx ≈ x при

x = 3◦. В радiаннiй мiрi: x = 3◦ · π
180◦ ≈ 0,05236; sin 3◦ ≈ 0,05234.

Вiдносна похибка δ = x−sin x
x ·100% = 0,05236−0,05234

0,05236 ·100% ≈ 0,04%.
Отже, sin 3◦ ≈ 3◦ · π

180◦ з точнiстю 0,04%. B
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2.4.3.2 Друга важлива границя

Розглянемо другу важливу границю:

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n
= e.

З використанням замiни змiнної x = 1
n , x→ 0 отримуємо:

lim
x→0

(1 + x)
1
x = e.

Прологарифмуємо це граничне спiввiдношення:

ln lim
x→0

(1 + x)
1
x = ln e.

Оскiльки логарифм є неперервною функцiєю, то можна помi-
няти мiсцями операцiї логарифмування i граничного переходу:

lim
x→0

ln (1 + x)
1
x = 1, lim

x→0

(
1

x
· ln (1 + x)

)
= 1, lim

x→0

ln (1 + x)

x
= 1.

Отже, доведено наступне: ln (1 + x) ∼ x. Цю еквiвалентнiсть
можна також подати у виглядi границi

lim
x→0

x

ln (1 + x)
= 1.

Введемо замiну змiнної x = et − 1, et = 1 + x, t = ln (1 + x), t→ 0:

lim
t→0

et − 1

t
= 1. (2.2)

Отже, доведено наступне: et−1 ∼ t при t→ 0. Остаточно маємо:

ln (1 + x) ∼ x, ex − 1 ∼ x.

2.4.3.3 Подальшi наслiдки

З використанням попереднього пункту доведемо ще одне спiв-
вiдношення еквiвалентностi: (1 + x)n − 1 ∼ nx при x→ 0.

За вiдомою формулою бiнома Ньютона маємо:

(1 + x)n − 1 =
n∑
k=0

Cknx
k · 1n−k − 1 = 1 + C1

nx+

n∑
k=2

Cknx
k − 1 =
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= nx+ x2
n∑
k=2

Cknx
k−2.

Тодi

lim
x→0

(1 + x)n − 1

nx
= lim
x→0

nx+ x2
n∑
k=2

Cknx
k−2

nx
=

= lim
x→0

(
1 +

x

n

n∑
k=2

Cknx
k−2

)
= 1,

що i треба було довести.
Може скластись хибне враження, що доведена еквiвален-

тнiсть є справедливою лише для n ∈ N. Аби показати, що це
не так, побудуємо альтернативне доведення. Показник степе-
ня (замiсть n, як зазвичай позначають цiлi) позначимо через β.
Обмежимось лише вимогою β 6= 0. Маємо:

lim
x→0

(1 + x)β − 1

βx
= lim
x→0

eln(1+x)β − 1

βx
= lim
x→0

eβ ln(1+x) − 1

βx
=

= lim
x→0

eβ ln(1+x) − 1

β ln(1 + x)
· β ln(1 + x)

βx
=

∥∥∥∥β ln(1 + x) = t
t→ 0

∥∥∥∥ =

= lim
t→0

et − 1

t
· lim
x→0

ln(1 + x)

x
= 1 · 1 = 1,

що i треба було довести. Остаточно маємо:

(1 + x)β − 1 ∼ βx. (2.3)

Це спiввiдношення припускає доволi широкий спектр окре-
мих випадкiв. Наприклад, при β = 1 отримуємо точну рiвнiсть:
(1 + x)1 − 1 = x. При β = 2, нехтуючи величиною x2 бiльш
високого порядку малостi, отримуємо:

(1 + x)2 − 1 =
(
1 + 2x+ x2

)
− 1 = 2x+ x2 ∼ 2x.

При β = 3, нехтуючи величинами x2, x3 бiльш високих порядкiв
малостi, отримуємо:

(1 + x)3 − 1 =
(
1 + 3x+ 3x2 + x3

)
− 1 = 3x+ 3x2 + x3 ∼ 3x.
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Таблиця 2.1 – Таблиця еквiвалентних нескiнченно малих

№ Еквiвалентнiсть № Еквiвалентнiсть

1 sinx ∼ x 6 ex − 1 ∼ x

2 tg x ∼ x 7 ln(1 + x) ∼ x

3 arcsinx ∼ x 8 (1 + x)n − 1 ∼ nx, n ∈ R

4 arctg x ∼ x 8а
√

1 + x− 1 ∼ x
2

5 1− cosx ∼ x2

2 8б 1
1+x − 1 ∼ −x

Якщо β перестає бути натуральним, то формулами скорочено-
го множення довести вiдповiднi спiввiдношення еквiвалентно-
стi важко (а якщо β перестає бути рацiональним – то i взагалi
неможливо). Однак, навести такi спiввiдношення легко. Обме-
жимось випадками β = 1

2 i β = −1:

√
1 + x− 1 ∼ x

2
, 1

1+x − 1 ∼ −x.

Результати, отриманi в трьох останнiх пiдпунктах, заслуго-
вують на об’єднання пiд єдиною назвою «Таблиця еквiвален-
тних нескiнченно малих» (таблиця 2.1). В цiй таблицi вважає-
ться, що x→ 0.

2.4.4 Операцiї з нескiнченно малими

2.4.4.1 Множення нескiнченно малих

1◦. Множення нескiнченно малих завжди веде до пiдвищення
порядку малостi. Справдi, нехай α i β – нескiнченно малi при
x → x0, тобто limα = limβ = 0 (в подальшому запис x → x0

опускаємо задля спрощення). Утворимо величину γ = αβ. Оче-
видно, що величина γ також є нескiнченно малою:

lim γ = lim (αβ) = limα · limβ = 0 · 0 = 0.
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Очевидно також, що γ – нескiнченно мала бiльш високого по-
рядку малостi i порiвняно з α, i порiвняно з β. Доведемо, що
γ = o(α):

lim
γ

α
= lim

αβ

α
= limβ = 0.

Доведемо, що γ = o(β):

lim
γ

β
= lim

αβ

β
= limα = 0.

2◦. Спiввiдношення еквiвалентностi можна «переносити»8 з
одних нескiнченно малих на iншi: якщо α ∼ ε i ε ∼ β, то α ∼ β.
Справдi:

lim
α

β
= lim

(
α

ε
· ε
β

)
= lim

α

ε
· lim ε

β
= 1 · 1 = 1.

Тому нескiнченно мала ε (якщо її вдало пiдiбрано) може вiдi-
гравати роль посередника при порiвняннi порядкiв нескiнчен-
но малих α i β. Наприклад, нехай α(x) = sinx, β(x) = ln(1 + x),
i x → 0. Тодi α i β – нескiнченно малi. Ми вже знаємо, що
sinx ∼ x i ln(1 + x) ∼ x. Тодi нескiнченно мала ε(x) = x виявляє-
ться зручним еталоном-посередником при порiвняннi порядкiв
малостi величин α i β:

lim
α

β
= lim
x→0

sinx

ln(1 + x)
= lim
x→0

sin x
x

ln(1+x)
x

=
lim
x→0

sin x
x

lim
x→0

ln(1+x)
x

=
1

1
= 1.

Отже, α ∼ β.
3◦. Якщо деяка нескiнченно мала входить у вираз пiд зна-

ком границi в якостi множника, то її можна замiнити еквiва-
лентною нескiнченно малою.

Нехай α(x) є нескiнченно малою, i границя lim [α(x) · ϕ(x)]
при деякому ϕ(x) iснує i є скiнченною. Нехай, крiм того, β(x)
є нескiнченно малою, еквiвалентною до α(x), β(x) ∼ α(x). Тодi
границя lim [β(x) · ϕ(x)] також iснує i є скiнченною, причому

lim [β(x) · ϕ(x)] = lim [α(x) · ϕ(x)] .

8Кажуть, що спiввiдношення еквiвалентностi є транзитивним.
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Справдi:

lim [β(x) · ϕ(x)] = lim

[
β(x)

α(x)
· α(x) · ϕ(x)

]
=

= lim
β(x)

α(x)
· lim [α(x) · ϕ(x)] = 1 · lim [α(x) · ϕ(x)] = lim [α(x) · ϕ(x)] .

Аналогiчно легко довести можливiсть такої замiни, якщо не-
скiнченно мала входить до виразу пiд знаком границi як дiль-
ник (множник знаменника).

C Приклад 2.15. Обчислимо границю lim
x→0

ln(1+7x)(e2x−1)
tg 3x( 3

√
1+x−1)

. З ви-

користанням таблицi 2.1 маємо:

lim
x→0

ln(1 + 7x)
(
e2x − 1

)
tg 3x

(
3
√

1 + x− 1
) =

[
0

0

]
=

= lim
x→0

ln(1+7x)
7x · 7x · e

2x−1
2x · 2x

tg 3x
3x · 3x ·

3
√

1+x−1
x
3

· x3
= lim
x→0

1 · 1 · 14x2

1 · 1 · x2
= 14.

Очевидно, такий самий результат отримаємо при замiнi не-
скiнченно малих їх еквiвалентами: ln(1 + 7x) ∼ 7x, e2x − 1 ∼ 2x,
tg 3x ∼ 3x, 3

√
1 + x− 1 ∼ x

3 :

lim
x→0

ln(1 + 7x)
(
e2x − 1

)
tg 3x

(
3
√

1 + x− 1
) =

[
0

0

]
= lim
x→0

7x · 2x
3x · x3

= 14. B

2.4.4.2 Додавання нескiнченно малих

Щойно було показано, що нескiнченно малу-множник пiд зна-
ком границi можна пiдмiнити еквiвалентом. Аналогiчна пiдмiна
нескiнченно малої-доданку може призвести до помилки, тобто
пiдмiняти нескiнченно малу-доданок еквiвалентом пiд знаком
границi в загальному випадку не можна. Так вiдбувається через
те, що додавання (вiднiмання) двох нескiнченно малих є бiльш
тонкою операцiєю: порядок суми (рiзницi) нескiнченно малих
в рiзних випадках визначається в рiзний спосiб.

1◦. Нехай α, β1, β2 – нескiнченно малi, причому β1 = o(α) i
β2 = o(α). Нехай β = β1 + β2. Доведемо, що також β = o(α):

lim
β

α
= lim

β1 + β2

α
= lim

(
β1

α
+
β2

α

)
=
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= lim
β1

α
+ lim

β2

α
= 0 + 0 = 0,

що i треба було довести.
Формально також можна отримати:

β = β1 + β2 = o(α) + o(α) = o(α).

Зауважимо, тут безглуздо писати o(α) + o(α) = 2o(α): символи
o(α) в передостаннiй частинi цього ланцюжка позначають рiзнi
величини β1 i β2. Бiльше того, вони можуть бути величинами
рiзних порядкiв, i ми навiть не знаємо, яких саме. Єдине, що ми
поки встановили: сума (β1 + β2) має порядок, вищий за порядок
величини α. Тому слiд писати o(α) + o(α) = o(α).

Введемо замiну змiнних β′2 = −β2. Тодi замiсть суми отрима-
ємо: β = β1 − β′2. Очевидно, величини β2 i β′2 мають однаковий
порядок малостi. Продовжуючи мiркування в аналогiчний спо-
сiб, отримаємо:

o(α)− o(α) = o(α)

(а не нуль, який би виникав, якби символом o(α) ми позначали
конкретну величину, а не швидкiсть її прямування до нуля).

2◦. Додамо двi нескiнченно малi рiзних порядкiв. При цьо-
му утворюється нескiнченно мала меншого з двох порядкiв.
Справдi, нехай γ = α + β, де α → 0, β → 0, причому β = o(α).
Тодi γ буде мати такий самий порядок, як i α, причому γ ∼ α:

lim
γ

α
= lim

α+ β

α
= lim

(
1 +

β

α

)
= 1 + lim

β

α
= 1 + 0 = 1.

3◦. Сума нескiнченно малих однакових порядкiв може ма-
ти або такий самий порядок, або бiльш високий. Наприклад,
нехай α = 2x + x2, β = 3x + x3, x → 0, i γ = α + β. Тодi γ = 5x +
+x2 +x3. Очевидно, α, β, γ мають однаковий порядок. Справдi,
порiвняймо порядки:

lim
x→0

α

β
= lim
x→0

2x+ x2

3x+ x3
= lim
x→0

2 + x

3 + x2
=

2

3
= const 6= 0,

lim
x→0

α

γ
= lim
x→0

2x+ x2

5x+ x2 + x3
= lim
x→0

2 + x

5 + x+ x2
=

2

5
= const 6= 0.

В той же час iснують випадки, коли при додаваннi нескiн-
ченно малих однакових порядкiв утворюється нескiнченно ма-
ла бiльш високого порядку. Наприклад, нехай α = x, β = x5−x,
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x→ 0. Очевидно, порядки α i β однаковi:

lim
x→0

α

β
= lim
x→0

x

x5 − x
= lim
x→0

1

x4 − 1
= −1 = const 6= 0.

Але сума γ = α + β = x5 має бiльш високий (п’ятий) порядок
малостi: γ = o(α) i γ = o(β).

В цьому прикладi можна покласти β′ = −β. Тодi β′ = x− x5,
i β′ ∼ α. Тодi

α+ β = α− β′ = x5 = o(α)

як рiзниця еквiвалентних нескiнченно малих (теорема 2.6).
Отже, при додаваннi нескiнченно малих однакових порядкiв

порядок їх суми може зберiгатись або пiдвищуватись. Саме
вiд цього i буде залежати, якими доданками при обчисленнi
границь можна нехтувати, а якi потрiбно враховувати.
C Приклад 2.16. Обчислити границю F (p) = lim

x→0

tg x−sin x+xp

x3

при довiльних додатних значеннях p.
Позначимо β(x) = tg x− sinx, тодi

F = lim
x→0

β(x) + xp

x3
=

[
0

0

]
.

В цьому прикладi ми обмежуємось лише додатними значення-
ми p, оскiльки в разi p 6 0 величина xp перестає бути нескiн-
ченно малою.

Якби величини tg x, sinx, якi увiйшли у вираз пiд знаком
границi у виглядi доданкiв, можна було замiнити їх еквiвален-
том x, ми б отримали: β(x) ≡ 0,

F (p) = lim
x→0

0 + xp

x3
= lim
x→0

xp−3 =

∞, 0 < p < 3;
1, p = 3;
0, p > 3.

Але ця вiдповiдь є неправильною. Для отримання правильної
вiдповiдi потрiбно знайти порядок малостi величини β(x) i по-
рiвняти його з p. Тодi i можна буде обрати одне з трьох: або
ми нехтуємо величиною β(x) порiвняно з величиною xp, або
ми нехтуємо величиною xp порiвняно з величиною β(x), або
ми враховуємо їх обидвi.

Покажемо що β(x) має третiй порядок малостi вiдносно x:

lim
x→0

β(x)

x3
= lim
x→0

tg x− sinx

x3
=

[
0

0

]
= lim
x→0

sin x
cos x − sinx

x3
=
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= lim
x→0

sinx
(

1
cos x − 1

)
x3

= lim
x→0

1

cosx
· sinx

x
· 1− cosx

x2
=

=
1

cos 0
· 1 · 1

2
=

1

2
= const 6= 0.

Отже, за теоремою 2.7 маємо β(x) = x3

2 + o(x3). Тодi

F = lim
x→0

x3

2 + o(x3) + xp

x3
.

Розглянемо випадок p = 3. Тодi

F = lim
x→0

x3

2 + o(x3) + x3

x3
= lim
x→0

3
2x

3 + o(x3)

x3
=

3

2
.

Тут величини β(x) i xp мають однаковий порядок, i тому вра-
хованi обидвi.

Розглянемо випадок p > 3. Тодi xp = o(x3), i

F = lim
x→0

x3

2 + o(x3) + o(x3)

x3
= lim
x→0

x3

2 + o(x3)

x3
=

1

2
.

Таку саму вiдповiдь можна отримати, якщо врахувати лише
β(x), а xp вiдкинути як величину вищого порядку малостi.

Нехай 0 < p < 3. Тепер, навпаки, β(x) = o(xp), тодi:

F = lim
x→0

β(x) + xp

x3
= lim
x→0

o(xp) + xp

xp︸ ︷︷ ︸
→1

· 1

x3−p︸ ︷︷ ︸
→∞

=∞.

Таку саму вiдповiдь можна отримати, якщо вiдкинути β(x) як
величину вищого порядку малостi порiвняно з xp. Остаточно:

F (p) =

 ∞, 0 < p < 3;
3/2, p = 3;
1/2, p > 3.

B

2.5 Про експоненцiальне зростання

1◦. Доведемо, що послiдовнiсть xn = bn з основою b > 1 є не-
скiнченно великою бiльш високого порядку росту порiвняно з
послiдовнiстю yn = n, тобто доведемо, що

lim
n→+∞

xn
yn

= lim
n→+∞

bn

n
= +∞.
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Покладемо δ = b − 1, тодi δ > 0. За формулою бiнома Ньютона
при n > 2 маємо:

xn = bn = (1 + δ)n =

n∑
k=0

Cknδ
k = 1 + nδ +

n(n− 1)

2
δ2 + · · ·+ δn.

Оскiльки тут кожний доданок є додатним, то

xn >
n(n− 1)

2
δ2.

Тодi:
xn
yn

=
xn
n
>
n− 1

2
δ2.

Отже, величина xn
yn

є необмеженою. Справдi, для довiльного
додатного A завжди можна знайти номер n(A), перевищення
якого призведе до виконання нерiвностi xn

yn
> A. Достатньо по-

класти A = n−1
2 δ2, звiдки n(A) = 1 + 2A

δ2 . Оскiльки n(A) повин-
но бути натуральним числом, за допомогою знаходження цiлої
частини остаточно пред’являємо: n(A) =

[
1 + 2A

δ2

]
+ 1. Це i дово-

дить, що величина xn
yn

є необмеженою, тобто lim
n→+∞

bn

n = +∞.

2◦. Доведемо тепер бiльш сильне твердження:

lim
n→+∞

an

nk
= +∞, (∗)

де a = const > 1, k = const > 0. Позначаючи b = a
1
k , маємо:

a = bk, причому b > 1. Тодi

an

nk
=

(
bk
)n

nk
=

(bn)
k

nk
=

(
bn

n

)k
.

Але величина bn

n прямує до нескiнченностi, тому величина(
bn

n

)k
при k > 0 також прямує до нескiнченностi, що i потрiбно

було довести.
3◦. Приймемо тепер без доведення наступне. Якщо незале-

жнiй змiннiй n дозволити приймати не тiльки натуральнi зна-
чення, то спiввiдношення (∗) залишиться незмiнним:

lim
x→+∞

ax

xk
= +∞, a > 1.
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Отже, на плюс нескiнченностi показникова функцiя з основою
a > 1 є нескiнченно великою величиною бiльш високого по-
рядку росту порiвняно зi степеневою функцiєю з довiльним
показником степеня. Зокрема, функцiя f(x) = ex при x → +∞
має бiльш високий порядок росту порiвняно з виразом xk при
довiльному додатному показнику k. Кажуть, що при необме-

женому зростаннi аргументу експонента зростає швидше за

довiльний многочлен.

4◦. Розглянемо тепер величину β(x) = lnx. В прикладi 1.8
ми показали, що вона є необмеженою, тобто при x→ +∞ стає
нескiнченно великою. Тепер ми встановимо, що порядок росту
цiєї величини виявляється меншим порiвняно з виразом xk при
довiльному додатному показнику k:

lim
x→+∞

lnx

xk
=
[∞
∞

]
=

∥∥∥∥∥∥
x = et

lnx = t
t→ +∞

∥∥∥∥∥∥ =
1

k
lim

kt→+∞

kt

ekt
= 0.

Кажуть, що при необмеженому зростаннi аргументу логарифм

зростає повiльнiше за довiльний многочлен.

5◦. Розглянемо тепер величину β(x) = e−x = 1
ex . Очевидно,

вона стає нескiнченно малою при x→ +∞. Припустимо, її по-
рядок малостi вiдносно α(x) = 1

x дорiвнює n. Для визначення n
обчислимо наступну границю:

lim
x→+∞

β(x)

[α(x)]
n = lim

x→+∞

1
ex(
1
x

)n = lim
x→+∞

xn

ex
= 0,

причому незалежно вiд n. Отже, визнати величини α(x) i β(x)
непорiвнянними в сенсi п. 4◦, с. 40, ми не можемо. Але порiвня-
ти їх порядки кiлькiсно ми також не можемо, оскiльки згiдно
п. 1◦, с. 40 при довiльних n маємо β = o(α). Це означає, що
шкала нескiнченно малих, побудована зi степенiв аргументу x
(тобто заснована на еталонi α(x) = 1

x , x→ +∞), не є придатною
для вимiрювання швидкостi прямування величин вигляду e−kx,
k > 0, до нуля при x → +∞. Тому такi величини слiд порiвню-
вати з використанням експоненцiального еталону β(x) = e−x.
В цьому разi з величин βn може бути сформована якiсно iнша
експоненцiальна шкала нескiнченно малих. Аналогiчно, для
порiвняння нескiнченно великих величин вигляду e+kx, k > 0,
зручно обрати експоненцiальний еталон β(x) = e+x, x → +∞, i
сформувати експоненцiальну шкалу βn нескiнченно великих.
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C Приклад 2.17. Величини α(x) = e−x, β(x) = e−3x є нескiн-
ченно малими при x→ +∞. Доведемо, що β = o(α), причому β
має третiй порядок малостi вiдносно α:

lim
x→+∞

β

α3
= lim
x→+∞

e−3x

(e−x)
3 = 1 6= 0. B

Зауважимо тепер, еталон β(x) = e−x, x→ +∞, не є єдино можливою аль-
тернативою еталону α(x) = 1

x
, x → +∞. Розглянемо, наприклад, нескiнченно

малу γ = e
− 1
β2 , β → 0. Тут ми величину β пiдносимо до квадрату, щоб по-

казник степеня був вiд’ємною нескiнченно великою. Спробуємо встановити
порядок малостi величини γ за експоненцiальною шкалою βn:

lim
β→0

γ

βn
= lim
β→0

e
− 1
β2

(β2)
n
2

=

[
0

0

]
=

∥∥∥∥ 1
β2 = t

t→ +∞

∥∥∥∥ = lim
t→+∞

t
n
2

et
= 0

за будь-яких n. Отже, γ = o (βn) за довiльних n > 0, тобто нескiнченно мала
γ настiльки швидко прямує до нуля, що ескпоненцiальна шкала βn, заснована
на еталонi β, виявляється непридатною.

Але «колекцiонування» рiзних еталонiв є нескiнченним процесом. Напри-

клад, величину δ = e
− 1
γ2 , γ → 0, неможливо вимiряти анiяким степенем ве-

личини γ, величину ε = e
− 1
δ2 , δ → 0, неможливо вимiряти анiяким степенем

величини δ, i т.д. Таким чином, для кожного еталону завжди знайдеться не-
скiнченно мала, яка настiльки швидко прямує до нуля порiвняно з ним, що цей
еталон стає непридатним, i виникає потреба в новому, ще бiльш «швидкому»
еталонi.

При розв’язуваннi навчальних задач зазвичай достатньо обмежитись сте-
пеневою i експоненцiальною шкалами.

6◦. Аналогiчнi висновки можна зробити стосовно величини
β(x) = 1

ln x , яка стає нескiнченно малою при x → +∞. Пока-
жемо, що β прямує до нуля повiльнiше порiвняно з довiльним
дробом α(x) = 1

xn , n > 0. А саме, доведемо, що α = o(β):

lim
x→+∞

α(x)

β(x)
= lim
x→+∞

1
xn

1
ln x

= lim
x→+∞

lnx

xn
=

=

∥∥∥∥x = et

t→ +∞

∥∥∥∥ = lim
t→+∞

t

ent
= 0.

Отже, поряд з експоненцiальним («швидким») еталоном є сенс
розглядати i логарифмiчний («повiльний») еталон швидкостi
прямування до нуля. Вiдповiдно, вирази

(
1

ln x

)n
, x→ +∞, утво-

рюють логарифмiчну шкалу нескiнченно малих.
За допомогою експоненцiальної функцiї вдавалось для кожного еталону

пiдiбрати ще бiльш «швидкий». Аналогiчно за допомогою логарифмiчної фун-
кцiї можна для кожного еталону пiдiбрати ще бiльш «повiльний». Нехай β → 0.
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Приймемо цю величину в якостi основної (тобто в якостi еталону). Це поро-
джує шкалу нескiнченно малих βn, n > 0. Утворимо величину γ = 1

ln(β2)
(пiдносимо до квадрату, щоб аргумент логарифму був додатним). Доведемо,
що γ прямує до нуля повiльнiше порiвняно з довiльним елементом βn цiєї
шкали, тобто доведемо, що при довiльному n = const > 0 (навiть близькому до
нуля) виконується спiввiдношення βn = o(γ):

lim
β→0

βn

γ
= lim
β→0

(
β2
)n

2 ln
(
β2
)

=

∥∥∥∥ β2 = e−t

t→ +∞

∥∥∥∥ = lim
β→0

e−
nt
2 · (−t) = 0.

Це доводить, що шкала βn є непридатною для порiвняння з γ.
Тепер для кожної «повiльної» величини можна створювати ще бiльш «по-

вiльну»: δ = 1
ln(γ2)

, ε = 1
ln(δ2)

i т.д.

Зауважимо також наступне. Величина γ = 1
ln β2 виявлялась нескiнченно

малою: lim
β2→0

lnβ2 = [ln(0 + 0)] = −∞, i
[

1
−∞

]
= 0.

Утворимо тепер величину γ′ = 1
ln 1
β2

. Вона також є нескiнченно малою:

lim
β2→0

ln 1
β2 = [ln(+∞)] = +∞, i

[
1

+∞

]
= 0. Доведемо наступне: γ′ є настiльки

«повiльною», що її також неможливо вимiряти шкалою βn:

γ′ =
1

ln 1
β2

=
1

ln (β2)−1
=

1

− lnβ2
= −γ.

Тодi очевидно:

lim
β→0

βn

γ′
= − lim

β→0

βn

γ
= 0.

Отже, який би еталон ми не обрали, для нього завжди знайдеться нескiн-
ченно мала, як бiльш «швидка», так i бiльш «повiльна», така, що цей еталон
буде непридатним для її вимiрювання, тобто для визначення її порядку мало-
стi за шкалою цього еталону. Те ж саме тепер неважко довести i для еталонiв
нескiнченно великих.

2.6 Практичнi прийоми

усунення невизначеностi

Розглянемо практичнi приклади, якi мiстять невизначеностi рi-
зних типiв.

2.6.1 Невизначенiсть типу
[

0
0

]
Цей тип невизначеностi детально обговорено в попередньому
пунктi. Коротко резюмуючи, повторимо: якщо нескiнченно ма-
ла входить до виразу пiд знаком границi у виглядi спiвмножни-
ка, то її можна замiнити еквiвалентом. Тому всю технiку усу-
нення невизначеностi типу

[
0
0

]
можна звести до перетворення
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виразу пiд знаком границi до вигляду, коли застосування та-
блицi еквiвалентiв стає можливим. В нагодi стають рiзнi замiни
змiнних. Якщо x→ x0 6= 0, то до нескiнченно малих переходять
за допомогою замiни t = x− x0, t→ 0. Якщо x→∞, то вводять
замiну t = 1

x , t→ 0.

C Приклад 2.18. Обчислимо границю F = lim
x→3

(x−2)10−1
x−3 . По-

кладаючи t = x− 3, t→ 0, отримуємо:

F = lim
t→0

(1 + t)10 − 1

t
=

[
0

0

]
= lim
t→0

10t

t
= 10.

Використали п. 8 таблицi еквiвалентiв при n = 10. B
C Приклад 2.19.

lim
x→α

sinx− sinα

x− α
=

[
0

0

]
=

∥∥∥∥t = x− α
t→ 0

∥∥∥∥ = lim
t→0

sin(t+ α)− sinα

t
=

= lim
t→0

2 cos t+2α
2 sin t

2

t
= lim
t→0

cos
t+ 2α

2
·

sin t
2

t
2

= cosα.

Використали першу важливу границю i врахували, що мно-
жник cos t+2α

2 при пiдстановцi t = 0 нiяких проблем обчислю-
вального характеру не викликає, i тому внеску до невизначе-
ностi не створює. B
C Приклад 2.20.

lim
x→∞

e
1
x − 1

tg 1
x

=

∥∥∥∥t = 1
x

t→ 0

∥∥∥∥ = lim
t→0

et − 1

tg t
=

[
0

0

]
= lim
t→0

et − 1

t
· t

tg t
= 1.

Скористались таблицею еквiвалентiв, п.п. 2, 6. B

2.6.2 Невизначенiсть типу
[∞
∞

]
2.6.2.1 Загальний пiдхiд

Нехай f(x), g(x) – нескiнченно великi при деякому прямуваннi
x→ x0. Покладемо α(x) = 1

g(x) , β(x) = 1
f(x) . Тодi за теоремою 2.1

величини α(x), β(x) – нескiнченно малi. Маємо:

lim
x→x0

f(x)

g(x)
=
[∞
∞

]
= lim
x→x0

α(x)

β(x)
=

[
0

0

]
.
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Отже, невизначенiсть типу
[∞
∞
]

завжди можна звести до вже
розглянутої невизначеностi типу

[
0
0

]
.

C Приклад 2.21.

lim
x→π

2−0

ln
(
π
2 − x

)
tg x

=
[∞
∞

]
=

∥∥∥∥t = π
2 − x

t→ 0 + 0

∥∥∥∥ = lim
t→0+0

ln t

tg
(
π
2 − t

) =

= lim
t→0+0

ln t

ctg t
= lim
t→0+0

tg t
1

ln t

=

[
0

0

]
= lim
t→0+0

tg t

t
· t

1
ln t

= 0,

оскiльки tg t ∼ t i t = o
(

1
ln t

)
(див. табл 2.1 та п. 2.5, 4◦). B

2.6.2.2 Границя вiдношення многочленiв

Iснує окремий важливий випадок невизначеностi
[∞
∞
]
, яку зру-

чно розкрити в iнший спосiб. Нехай Pn(x), Qm(x) – многочлени
n-го i m-го степенiв:

Pn(x) = p0x
n + p1x

n−1 + · · ·+ pn−1x+ pn, p0 6= 0,

Qm(x) = q0x
m + q1x

m−1 + · · ·+ qm−1x+ qm, q0 6= 0.

Обчислимо границю F = lim
x→∞

Pn(x)
Qm(x) . Очевидно, вона мiстить

невизначенiсть типу
[∞
∞
]
. Покажемо, що результат залежить

вiд спiввiдношення мiж m i n.
1◦. Нехай m = n. Маємо:

F = lim
x→∞

xn
(
p0 + p1

x + · · ·+ pn
xn

)
xn
(
q0 + q1

x + · · ·+ qn
xn

) =
[∞
∞

]
= lim
x→∞

p0 + p1

x + · · ·+ pn
xn

q0 + q1
x + · · ·+ qn

xn
.

Пiсля скорочення на xn границя нiякої невизначеностi вже не
мiстить:

F =
lim
x→∞

p0 + lim
x→∞

p1

x + · · ·+ lim
x→∞

pn
xn

lim
x→∞

q0 + lim
x→∞

q1
x + · · ·+ lim

x→∞
qn
xn

=
p0

q0
,

оскiльки кожна границя lim
x→∞

const
xk

= 0, k > 0. Отже, границя вiд-

ношення двох многочленiв однакових степенiв дорiвнює вiдно-
шенню старших коефiцiєнтiв.

2◦. Нехай m > n. Маємо:

F = lim
x→∞

xn
(
p0 + p1

x + · · ·+ pn
xn

)
xm
(
q0 + q1

x + · · ·+ qm
xm

) =
[∞
∞

]
=
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= lim
x→∞

(
1

xm−n
·
p0 + p1

x + · · ·+ pn
xn

q0 + q1
x + · · ·+ qm

xm

)
= 0

за теоремою 2.3. Справдi, остання границя невизначеностi не
мiстить: другий дрiб прямує до p0

q0
, тобто на нескiнченностi є

обмеженим, а перший дрiб є нескiнченно малою при m−n > 0.
3◦. Нехай m < n. Маємо:

F = lim
x→∞

xn
(
p0 + p1

x + · · ·+ pn
xn

)
xm
(
q0 + q1

x + · · ·+ qm
xm

) =
[∞
∞

]
=

= lim
x→∞

(
xn−m ·

p0 + p1

x + · · ·+ pn
xn

q0 + q1
x + · · ·+ qm

xm

)
=∞

за теоремою 2.4. Справдi, остання границя невизначеностi не
мiстить: другий дрiб прямує до p0

q0
= const 6= 0, а перший дрiб є

нескiнченно великою при n−m > 0.
Узагальнюючи три наведенi можливостi, в загальному ви-

глядi маємо:

lim
x→∞

Pn(x)

Qm(x)
=

p0/q0, m = n;
0, m > n;
∞, m < n.

C Приклад 2.22.

lim
x→∞

6x+ 7

2x− 1
= lim
x→∞

x
(
6 + 7

x

)
x
(
2− 1

x

) =
[∞
∞

]
= lim
x→∞

6 + 7
x

2− 1
x

=
6 + 0

2− 0
= 3.

Але таку вiдповiдь одразу можна отримати, будуючи вiдноше-
ння 6

2 = 3 старших коефiцiєнтiв многочленiв однакового (пер-
шого) степеня. B
C Приклад 2.23.

lim
x→∞

6x+ 7

2x2 − 1
= lim
x→∞

x
(
6 + 7

x

)
x2
(
2− 1

x2

) =
[∞
∞

]
= lim
x→∞

(
1

x
·

6 + 7
x

2− 1
x2

)
= 0.

Але таку вiдповiдь одразу можна отримати, зважаючи на те,
що степiнь заменника (другий) бiльший за степiнь чисельника
(перший). B
C Приклад 2.24.

lim
x→∞

6x5 + 7

2x2 − 1
= lim
x→∞

x5
(
6 + 7

x5

)
x2
(
2− 1

x2

) =
[∞
∞

]
= lim
x→∞

(
x3 ·

6 + 7
x5

2− 1
x2

)
=∞.
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Але таку вiдповiдь одразу можна отримати, зважаючи на те,
що степiнь заменника (другий) менший за степiнь чисельника
(п’ятий). B

2.6.3 Робота з iррацiональностями

2.6.3.1 Квадратнi коренi

Нехай деякий вираз пiд знаком границi мiстить множник ви-
гляду α(x) =

√
f(x)−

√
g(x), де f(x), g(x) – деякi функцiї, непе-

рервнi в точцi x0, i f(x0) = g(x0) = b > 0. Очевидно, α(x) стає
нескiнченно малою при x→ x0:

lim
x→x0

α(x) = lim
x→x0

(√
f(x)−

√
g(x)

)
= lim
x→x0

√
f(x)− lim

x→x0

√
g(x) =

=
√

lim
x→x0

f(x)−
√

lim
x→x0

g(x) =
√
f(x0)−

√
g(x0) =

√
b−
√
b = 0.

Тодi множник α(x) може спричиняти появу невизначеностi ти-
пу

[
0
0

]
або [0 · ∞]. Перетворимо множник α(x) за допомогою

прийому «домноження на спряжене»:

α(x) =
√
f(x)−

√
g(x) =

(√
f(x)−

√
g(x)

)(√
f(x) +

√
g(x)

)
(√

f(x) +
√
g(x)

) =

=

(√
f(x)

)2

−
(√

g(x)
)2

√
f(x) +

√
g(x)

= (f(x)− g(x)) · 1√
f(x) +

√
g(x)

.

Позначимо β(x) = f(x)− g(x), тодi

α(x) = β(x) · 1√
f(x) +

√
g(x)

.

Оскiльки

lim
x→x0

(√
f(x) +

√
g(x)

)
=
√
f(x0) +

√
g(x0) = 2

√
b = const 6= 0,

то β(x) також є нескiнченно малою:

lim
x→x0

β(x) = lim
x→x0

α(x)
(√

f(x) +
√
g(x)

)
= 0 · 2

√
b = 0.
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Перехiд вiд нескiнченно малої α(x) до нескiнченно малої β(x)
не усуває невизначеностi (в разi її наявностi), але дозволяє пра-
цювати з невизначенiстю, яка вже не мiстить iррацiональностi.

Справдi, величина
(√

f(x) +
√
g(x)

)
прямує до 2

√
b 6= 0 i внеску

до невизначеностi не створює; при обчисленнi границi суму
коренiв можна винести за знак граничного переходу. Цю iдею
iлюструють приклади 2.11, 2.12.

2.6.3.2 Коренi вищих степенiв

Нехай деякий вираз пiд знаком границi мiстить множник ви-
гляду α(x) = 3

√
f(x)− 3

√
g(x), де f(x), g(x) – деякi функцiї, непе-

рервнi в точцi x0, i f(x0) = g(x0) = b 6= 0. Вираз 3
√
a2 + 3

√
ab+

3
√
b2

назвемо спряженим до виразу 3
√
a − 3
√
b. В цьому разi прийом

«домноження на спряжене» базуватиметься на формулi скоро-
ченого множення, вiдомiй як рiзниця кубiв. Маємо:

α(x) = 3
√
f(x)− 3

√
g(x) =

=

(
3
√
f(x)− 3

√
g(x)

)(
3
√
f2(x) + 3

√
f(x)g(x) + 3

√
g2(x)

)
3
√
f2(x) + 3

√
f(x)g(x) + 3

√
g2(x)

=

=
f(x)− g(x)

3
√
f2(x) + 3

√
f(x)g(x) + 3

√
g2(x)

.

Позначаючи, як i ранiше, β(x) = f(x)− g(x), отримуємо:

α(x) = β(x) · 1
3
√
f2(x) + 3

√
f(x)g(x) + 3

√
g2(x)

.

Границя останнього знаменника

lim
x→x0

(
3
√
f2(x) + 3

√
f(x)g(x) + 3

√
g2(x)

)
=

=
(

3
√
f2(x0) + 3

√
f(x0)g(x0) + 3

√
g2(x0)

)
= 3

3
√
b2 = const 6= 0.

Тому β(x) стає нескiнченно малою одночасно з α(x), але вже
не мiстить iррацiональностi.
C Приклад 2.25. Обчислимо границю

lim
x→1

3
√
x− 3
√

6− 5x

x− 1
.
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Очевидно, спряженою до чисельника є величина

A(x) =
(

3
√
x2 + 3

√
x(6− 5x) + 3

√
(6− 5x)2

)
,

оскiльки (
3
√
x− 3
√

6− 5x
)
·A(x) =

(
3
√
x
)3 − ( 3

√
6− 5x

)3
=

= x− (6− 5x) = 6x− 6 = 6(x− 1)

i iррацiональностi не мiстить. Маємо:

lim
x→1

3
√
x− 3
√

6− 5x

x− 1
=

[
0

0

]
= lim
x→1

(
3
√
x− 3
√

6− 5x
)
A(x)

(x− 1)A(x)
=

= lim
x→1

6(x− 1)

(x− 1)A(x)
=

[
0

0

]
= lim
x→1

6

A(x)
=

=
6

A(1)
=

6(
3
√

12 + 3
√

1 · (6− 5 · 1) + 3
√

(6− 5 · 1)2
) = 2.

Тут усунення невизначеностi вiдбувається в момент скорочен-
ня на «дужку» (x− 1). B

Очевидно, користуючись iншими формулами скороченого
множення, можна «винаходити» i iншi спряженi величини. На-
приклад, маючи на увазi формулу скороченого множення

a5 − b5 = (a− b)(a4 + a3b+ a2b2 + ab3 + b4),

природно величину A = 5
√
f4 + 5

√
f3g+ 5

√
f2g2 + 5

√
fg3 + 5

√
g4 на-

звати спряженою до рiзницi
(

5
√
f − 5
√
g
)
, оскiльки при побудовi

добутку
(

5
√
f − 5
√
g
)
·A = f − g iррацiональнiсть зникає.

2.6.4 Невизначеностi типу [∞−∞], [∞ · 0]
Розглянемо величину ϕ(x) = f(x)− g(x). Нехай lim

x→x0

f(x) = +∞,

lim
x→x0

g(x) = +∞. (В цих границях x0 може бути константою або

нескiнченнiстю). З одного боку, величина ϕ(x) має бути нескiн-
ченно великою за рахунок доданку f(x). З iншого боку, вона
може i не бути такою за рахунок вiд’ємника g(x). Конкуренцiя
цих двох факторiв i породжує невизначенiсть типу [∞−∞].
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Якщо f(x) i g(x) є нескiнченно великими рiзних порядкiв
росту, то ця невизначенiсть розкривається безпосередньо на
користь доданку з бiльшим порядком росту. Нехай f(x) є ве-
личиною бiльш високого порядку росту порiвняно з g(x), тобто
нехай lim

x→x0

g(x)
f(x) = 0. Тодi

lim
x→x0

(f(x)− g(x)) = lim
x→x0

f(x)

(
1− g(x)

f(x)

)
= +∞

за теоремою 2.4. Для вiдповiдностi до позначень цiєї теореми
достатньо покласти C(x) = 1− g(x)

f(x) . Маємо: lim
x→x0

C(x) = 1 6= 0.

C Приклад 2.26.

lim
x→+∞

(ex − x) = lim
x→+∞

ex
(

1− x

ex

)
= +∞. B

Нехай, навпаки, g(x) є величиною бiльш високого порядку
росту порiвняно з f(x), lim

x→x0

f(x)
g(x) = 0. Тодi аналогiчно

lim
x→x0

(f(x)− g(x)) = lim
x→x0

g(x)

(
f(x)

g(x)
− 1

)
= −∞

за теоремою 2.4. Для вiдповiдностi до позначень цiєї теореми
достатньо покласти C(x) = f(x)

g(x) − 1. Маємо: lim
x→x0

C(x) = −1 6= 0.

C Приклад 2.27.

lim
x→+∞

(
x2 − x5

)
= lim
x→+∞

x5

(
1

x3
− 1

)
= −∞. B

Нехай тепер величини f(x) i g(x) мають однаковий порядок
росту, тобто lim

x→x0

f(x)
g(x) = C = const 6= 0. Тодi достатньо розгля-

нути три випадки.
1◦. Нехай C > 1. Маємо:

lim
x→x0

(f(x)− g(x)) = lim
x→x0

g(x)

(
f(x)

g(x)
− 1

)
=

= lim
x→x0

g(x) (C − 1) = +∞.

C Приклад 2.28. Обчислимо границю

F = lim
x→+∞

(
3x2 − x

√
x2 + 1

)
.
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Порiвнюючи порядки доданкiв, маємо:

lim
x→+∞

f(x)

g(x)
= lim
x→+∞

3x2

x
√
x2 + 1

= lim
x→+∞

3√
1 + 1

x2

= 3 > 1.

Отже, порядки виявились однаковими. Тодi отримуємо:

lim
x→+∞

(
3x2 − x

√
x2 + 1

)
=

= lim
x→+∞

x
√
x2 + 1

(
3x2

x
√
x2 + 1

− 1

)
=

= lim
x→+∞

[
x
√
x2 + 1 · (3− 1)

]
= +∞. B

2◦. Нехай 0 < C < 1. Маємо:

lim
x→x0

(f(x)− g(x)) = lim
x→x0

f(x)

(
1− g(x)

f(x)

)
=

= lim
x→x0

f(x)

(
1− 1

C

)
= −∞.

Тут враховано, що

lim
x→x0

g(x)

f(x)
=

1

lim
x→x0

f(x)
g(x)

=
1

C
,

а також, що 1− 1
C < 0 при 0 < C < 1.

3◦. Нехай тепер C = 1. Фактично це випадок еквiвалентностi
нескiнченно малих 1

f(x) i 1
g(x) . В цьому разi обидвi розглянутi

границi мiстять невизначенiсть типу [∞ · 0] за рахунок того,

шо нескiнченно малою стає i
(
f(x)
g(x) − 1

)
, i
(

1− g(x)
f(x)

)
. Цю неви-

значенiсть легко перетворити на невизначенiсть типу
[

0
0

]
. На-

приклад, позначимо α(x) = 1
g(x) , тодi α(x) – нескiнченно мала.

Маємо:
lim
x→x0

[f(x)− g(x)] = [∞−∞] =

= lim
x→x0

g(x)

(
f(x)

g(x)
− 1

)
= [∞ · 0] = lim

x→x0

f(x)
g(x) − 1

α(x)
=

[
0

0

]
,

а невизначенiсть такого типу вже розглянуто.
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C Приклад 2.29.

lim
x→+∞

(√
x2 + 6x− x

)
= [∞−∞] = lim

x→+∞

(
x

√
1 +

6

x
− x

)
=

= lim
x→+∞

x

(√
1 +

6

x
− 1

)
= lim
x→+∞

√
1 + 6

x − 1

1
x

=

∥∥∥∥t = 1
x

t→ 0

∥∥∥∥ =

= lim
t→0

√
1 + 6t− 1

t
=

[
0

0

]
= lim
t→0

1
2 · 6t
t

= 3. B

2.6.5 Невизначенiсть типу [1∞]

Для розкриття невизначеностi даного типу достатньо користу-
ватись основною логарифмiчною тотожнiстю z = eln z, z > 0, i
властивостями логарифмiчної функцiї.

Розглянемо вираз [f(x)]
g(x). Нехай

lim
x→x0

g(x) = +∞,

де x0 може бути константою або нескiнченнiстю. Нехай також

lim
x→x0

f(x) = a = const > 0.

На пiдставi властивостей показникової функцiї маємо два ви-
падки. Якщо a > 1, то невизначеностi не виникає: ясно, що

lim
x→x0

fg = +∞.

Якщо 0 < a < 1, вiдповiдь знову очевидна:

lim
x→x0

fg = 0.

Невизначенiсть даного типу виникне лише у випадку a = 1.
Маємо:

lim
x→x0

fg = lim
x→x0

eln fg = lim
x→x0

eg·ln f = e
lim
x→x0

(g·ln f)
.

Тут ми скористались неперервнiстю експоненти при перене-
сеннi операцiї граничного переходу всередину цiєї функцiї.
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Якщо f прямує до одиницi, то ln f прямує до нуля. Тодi до-
буток g · ln f є джерелом невизначеностi типу [∞ · 0]. Отже, за-
стосування логарифму не усуває невизначенiсть, а лише пере-
творює її тип на бiльш простий (ширше можна застосовувати
таблицю еквiвалентiв).
C Приклад 2.30.

lim
x→0

(1 + sin 2x)
1
x = [1∞] = lim

x→0
eln(1+sin 2x)

1
x = lim

x→0
e

1
x ·ln(1+sin 2x) =

= e
lim
x→0

ln(1+sin 2x)
x = e

lim
x→0

ln(1+sin 2x)
sin 2x · sin 2x

2x ·2 = e1·1·2 = e2.

На додаток до викладеного скористались таблицею еквiвален-
тiв: ln(1 + t) ∼ t при t = sin 2x; sin 2x ∼ 2x. B
C Приклад 2.31.

lim
n→∞

(
n+ 3

n+ 2

)n+1

= lim
n→∞

(
(n+ 2) + 1

n+ 2

)n+1

=

= lim
n→∞

(
1 +

1

n+ 2

)n+1

= [1∞] = lim
n→∞

eln(1+ 1
n+2 )

n+1

=

= lim
n→∞

e(n+1) ln(1+ 1
n+2 ) = e

lim
n→∞

n+1
n+2 ·

ln(1+ 1
n+2 )

1
n+2 = e1·1 = e. B

2.6.6 Невизначеностi типiв [00], [∞0]

Розглянемо величину xx, x > 0. При x → 0 малими стають i
основа степеня, i його показник. З одного боку, x0 = 1. Але, з
iншого боку, 0x = 0. Отже маємо конкуренцiю двох факторiв,
тобто невизначенiсть типу

[
00
]
. Розкриємо її:

lim
x→0+0

xx =
[
00
]

= lim
x→0+0

eln xx = lim
x→0+0

ex ln x = e
lim

x→0+0
x ln x

=

= e[0·∞] =

∥∥∥∥∥∥
x = e−t

lnx = −t
t→ +∞

∥∥∥∥∥∥ = e
lim

t→+∞
(−te−t)

= e
lim

t→+∞
(− t

et
)

= e0 = 1.

Отже, як i в попередньому пунктi, застосування логарифму
не усуває невизначеностi, але дозволяє перетворити її тип на
бiльш зручний.
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C Приклад 2.32.

lim
x→0+0

(sinx)
√

1+x−1 =
[
00
]

= lim
x→0+0

eln(sin x)
√

1+x−1

=

= lim
x→0+0

e(
√

1+x−1) ln(sin x) = e
lim

x→0+0
(
√

1+x−1) ln(sin x)
= e[0·∞] =

= e
lim

x→0+0

√
1+x−1
x ·x ln(sin x)

= e

(
lim

x→0+0

√
1+x−1
x · lim

x→0+0
x ln(sin x)

)
.

Оскiльки
√

1 + x − 1 ∼ x
2 , то перша границя дорiвнює 1

2 . Для
обчислення другої границi позначимо sinx = e−t, t→ +∞. Тодi
x = arcsin e−t,

lim
x→0+0

x ln(sinx) = lim
t→+∞

arcsin e−t · (−t) =

= − lim
t→+∞

arcsin e−t

e−t
· t
et

= −1 · 0 = 0.

Остаточно lim
x→0+0

(sinx)
√

1+x−1 = e0 = 1. B

Втiм, iнодi невизначенiсть типу
[
00
]

вдається усунути i без-
посередньо.
C Приклад 2.33.

lim
x→0

(
e−

1
x2

)cos x−1

=
[
00
]

= lim
x→0

e
1−cos x

x2 = e
lim
x→0

1−cos x

x2 =

= e[
0
0 ] = e

lim
x→0

x2/2

x2 = e
1
2 =
√
e.

Застосували еквiвалентнiсть 1− cosx ∼ x2

2 . B
Невизначенiсть вигляду

[
∞0
]

розкривається також iз засто-
суванням логарифму. Продемонструємо це на наступному при-
кладi.
C Приклад 2.34.

lim
x→0+0

(− lnx)
x

=
[
∞0
]

= lim
x→0+0

eln{(− ln x)x} = e
lim

x→0+0
x ln(− ln x)

=

= e[0·∞] =

∥∥∥∥∥∥
lnx = −z
x = e−z

z → +∞

∥∥∥∥∥∥ = e
lim

z→+∞
e−z ln z

= e
lim

z→+∞
ln z
ez

= e0 = 1.

При обчисленнi останньої границi враховано, що експонента
зростає швидше за довiльний многочлен, а логарифм – повiль-
нiше за довiльний многочлен. Справдi:

lim
z→+∞

ln z

ez
= lim
z→+∞

z

ez
· ln z

z
= 0 · 0 = 0. B
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2.6.7 Правило Лопiталя

Для розкриття невизначеностей типу
[

0
0

]
,
[∞
∞
]

зручно засто-
совувати правило Лопiталя. Воно засноване на використаннi
похiдної, яку бiльш детально розглянемо в наступному роздiлi.
Зараз же будемо вiдштовхуватись вiд того, що читач має певнi
уявлення (на рiвнi середньої школи) про три аспекти: означе-
ння похiдної, таблиця похiдних i правила диференцiювання.

За означенням похiдною функцiї y = f(x) в точцi x = x0

називають границю f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)−f(x0)
x−x0

, якщо вона iснує i є

скiнченною.
Таблиця похiдних мiстить результати застосування означен-

ня похiдної до основних елементарних функцiй: (xn)
′

= nxn−1,
n ∈ R, (ex)

′
= ex, (sinx)

′
= cosx, (cosx)

′
= − sinx, (lnx)

′
= 1

x , i т.д.
До правил диференцiювання вiдносять наступнi формули:

(αu+ βv)
′

= αu′+βv′, (uv)
′

= u′v+uv′,
(
u
v

)′
= u′v−uv′

v2 i деякi iншi.

Нехай границя lim
x→x0

f(x)
g(x) мiстить невизначенiсть типу

[
0
0

]
.

Доведемо, що границя вiдношення нескiнченно малих дорiв-
нює вiдношенню їх похiдних в данiй точцi:

lim
x→x0

f(x)

g(x)
=
f ′(x0)

g′(x0)
. (2.4)

За теоремою 2.7 для функцiй f(x), g(x) маємо:{
f(x)− f(x0) = f ′(x0)(x− x0) + o(x− x0),
g(x)− g(x0) = g′(x0)(x− x0) + o(x− x0).

З наявностi невизначеностi
[

0
0

]
випливає, що f(x0) = g(x0) = 0.

Тодi

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim
x→x0

f ′(x0)(x− x0) + o(x− x0)

g′(x0)(x− x0) + o(x− x0)
=

[
0

0

]
=

= lim
x→x0

f ′(x0) + o(x−x0)
x−x0

g′(x0) + o(x−x0)
x−x0

=
f ′(x0) + 0

g′(x0) + 0
=
f ′(x0)

g′(x0)
,

що i треба було довести.
C Приклад 2.35.

lim
x→0

sinx

x
=

[
0

0

]
=

(sinx)
′∣∣
x=0

x′|x=0

=
cos 0

1
= 1. B
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C Приклад 2.36.

lim
x→0

ex − 1

x
=

[
0

0

]
=

(ex − 1)
′∣∣
x=0

x′|x=0

=
e0

1
= 1. B

C Приклад 2.37.

lim
x→0

ln(1 + x)

x
=

[
0

0

]
=

(ln(1 + x))
′∣∣
x=0

x′|x=0

=
1

1+0

1
= 1. B

C Приклад 2.38.

lim
x→0

(1 + x)n − 1

nx
=

[
0

0

]
=

((1 + x)n − 1)
′∣∣
x=0

(nx)′|x=0

=
n(1 + 0)n−1

n
= 1. B

Як бачимо, за допомогою (2.4) легко побудувати усю табли-
цю еквiвалентних нескiнченно малих. Але формула (2.4) має
обмежену область застосування. Наприклад, ми вважали, що
з наявностi невизначеностi

[
0
0

]
випливає: f(x0) = 0. Насправдi

це не зовсiм так; з наявностi цiєї невизначеностi лише випли-
ває, що f(x) є нескiнченно малою, тобто lim

x→x0

f(x) = 0. Якби ми

формулювали додаткову вимогу неперервностi функцiї f(x) в
точцi x = x0, то лише б тодi мали lim

x→x0

f(x) = f(x0) = 0. Якщо

функцiя f(x) в точцi x = x0 є розривною, то ця рiвнiсть по-
рушується. Крiм того, похiдна в точцi перестає iснувати. Тому
додатково потрiбно формулювати вимогу iснування похiдної.
Нарештi, потрiбно перевiряти, що g′(x0) 6= 0.

Правило Лопiталя – це узагальнення формули (2.4), яке при-
пускає послаблення викладених обмежень. Без строгого дове-
дення приймемо його в наступному виглядi. Нехай: 1) функцiї
f(x) i g(x) визначенi в промiжку x ∈ (x0; b]; 2) функцiї f(x) i
g(x) є нескiнченно малими при x → x0; 3) в кожнiй точцi про-
мiжку x ∈ (x0; b] iснують скiнченнi похiднi f ′(x), g′(x), причому
g′(x) 6= 0; 4) iснує (скiнченна або нi) границя

lim
x→x0

f ′(x)

g′(x)
= K.

Тодi також

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= K.
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Орiєнтуючись на практичне застосування, правилу Лопiталя
зручно надати граничної форми: якщо чотири наведенi вимоги
виконано, то

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim
x→x0

f ′(x)

g′(x)
, (2.5)

тобто границя вiдношення нескiнченно малих дорiвнює гра-

ницi вiдношення їх похiдних. Звернiть увагу: (2.5) вiдрiзняє-
ться вiд (2.4) наявнiстю граничного переходу в правiй частинi.
Саме через це чотири наведенi вимоги достатньо перевiряти
на промiжку x ∈ (x0; b], а не на iнтервалi x ∈ [x0; b]. Зокрема,
саме в точцi x = x0 похiдна g′(x0) може дорiвнювати будь-чому
або навiть не iснувати взагалi, аби лише вона iснувала i не
дорiвнювала нулю при x > x0.

Форму (2.5) правила Лопiталя, на вiдмiну вiд форми (2.4),
можна застосувати декiлька разiв поспiль, доки невизначенiсть
не зникне.
C Приклад 2.39.

lim
x→0

ex − 1− x
x2

=

[
0

0

]
= lim
x→0

(ex − 1− x)
′

(x2)
′ = lim

x→0

ex − 1

2x
=

[
0

0

]
=

= lim
x→0

(ex − 1)
′

(2x)
′ = lim

x→0

ex

2
=
e0

2
=

1

2
. B

C Приклад 2.40.

lim
x→0

x3

x− sinx
=

[
0

0

]
= lim
x→0

(
x3
)′

(x− sinx)
′ = lim

x→0

3x2

1− cosx
=

[
0

0

]
=

= lim
x→0

(
3x2
)′

(1− cosx)
′ = lim

x→0

6x

sinx
=

[
0

0

]
=

= lim
x→0

(6x)
′

(sinx)
′ = lim

x→0

6

cosx
=

6

cos 0
= 6. B

В разi невизначеностi
[∞
∞
]

правило Лопiталя набуває анало-
гiчного вигляду. Нехай: 1) функцiї f(x) i g(x) визначенi в про-
мiжку x ∈ (x0; b]; 2) функцiї f(x) i g(x) є нескiнченно великими
при x → x0, тобто lim

x→x0

f(x) = +∞, lim
x→x0

g(x) = +∞; 3) в кожнiй
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точцi промiжку x ∈ (x0; b] iснують скiнченнi похiднi f ′(x), g′(x),
причому g′(x) 6= 0; 4) iснує (скiнченна або нi) границя

lim
x→x0

f ′(x)

g′(x)
= K.

Тодi також

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= K.

Тут, зокрема, x0 може бути константою або нескiнченнiстю.
C Приклад 2.41.

lim
x→+∞

lnx

x
=
[∞
∞

]
= lim
x→+∞

(lnx)
′

(x)
′ = lim

x→+∞

1
x

1
= 0.

Знову пiдтвердили, що логарифм «повiльнiший» за степеневу
функцiю. B

2.7 Питання для перевiрки

1. Що таке нескiнченно мала величина?

2. Що таке нескiнченно велика величина?

3. Нехай α(x) – нескiнченно велика при x → x0. Доведiть,
що β(x) = 1

α(x) – нескiнченно мала при x→ x0.

4. Сформулюйте i доведiть теорему про границю добутку
нескiнченно малої i обмеженої величин.

5. Сформулюйте i доведiть теорему про перенесення симво-
лу граничного переходу всередину складної функцiї.

6. Що таке невизначенiсть? Вкажiть типи невизначеностей.

7. Що таке порядок малостi нескiнченно малої? Як порiвню-
ють порядки малостi нескiнченно малих?

8. Що таке порядок росту нескiнченно великої? Як порiвню-
ють порядки росту нескiнченно великих?

9. Як кiлькiсно визначити порядок малостi однiєї нескiнчен-
но малої вiдносно iншої?
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10. Що таке шкала нескiнченно малих?

11. Нехай x→ 0 + 0. Як порiвняти порядки малостi нескiнчен-
но малих xn, n > 0, i xp, p > 0?

12. Нехай x→ +∞. Як порiвняти порядки росту нескiнченно
великих xn, n > 0, i xp, p > 0?

13. Чи може порядок малостi бути нецiлим числом?

14. Чи може порядок малостi дорiвнювати нулю?

15. Чи може порядок малостi бути вiд’ємним числом?

16. Що таке еквiвалентнi нескiнченно малi?

17. Який порядок малостi має рiзниця двох еквiвалентних не-
скiнченно малих?

18. Нехай α(x), β(x) – нескiнченно малi, i lim
x→x0

β(x)
α(x) = C, де

C = const. Доведiть, що β(x) = Cα(x) + o(α(x)).

19. Сформулюйте першу важливу границю i її наслiдки.

20. Сформулюйте другу важливу границю i її наслiдки.

21. Для нескiнченно малої α(x) = (1+x)n−1, x→ 0, побудуйте
еквiвалентну нескiнченно малу. Для яких значень n побу-
доване спiввiдношення еквiвалентностi є справедливим?

22. Який порядок малостi має добуток двох нескiнченно ма-
лих?

23. Який порядок малостi має сума двох нескiнченно малих
рiзних порядкiв?

24. Який порядок малостi може мати сума двох нескiнченно
малих однакових порядкiв?

25. Порiвняйте швидкiсть зростаннi нескiнченно великих ex

i xn (n > 0) при x→ +∞.

26. Який порядок малостi має нескiнченно мала e−x порiвня-
но з нескiнченно малою 1

x при x→ +∞?
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27. Який порядок росту має нескiнченно велика lnx порiвня-
но з нескiнченно великою x→ +∞?

28. Шкала нескiнченно малих вигляду xn, n > 0, x→ 0 + 0, не
може бути унiверсальною. Чому? Чому взагалi не iснує
унiверсальна шкала нескiнченно малих?

29. Чому шкала нескiнченно великих вигляду (lnx)
n, n > 0,

x → +∞, не може бути унiверсальною? Чому взагалi не
iснує унiверсальна шкала нескiнченно великих?

30. Як розкривають невизначенiсть типу
[

0
0

]
?

31. Як знаходять границю вiдношення двох многочленiв при
прямуваннi x→∞?

32. Як усувають невизначенiсть за наявностi iррацiональностi
у виразi пiд знаком границi?

33. Як усувають невизначенiсть типу [∞−∞], якщо нескiн-
ченно великi мають рiзнi порядки росту?

34. Якi три випадки можливi при позбавленнi невизначено-
стi типу [∞−∞], якщо обидвi нескiнченно великi мають
однаковий порядок росту?

35. Як застосовують основну логарифмiчну тотожнiсть при
розкриттi невизначеностей типу [1∞],

[
00
]
,
[
∞0
]
?

36. Сформулюйте правило Лопiталя розкриття невизначено-
стi типу

[
0
0

]
. За яких умов воно може бути застосоване?

37. В чому полягає послаблення умов застосування правила
Лопiталя у граничнiй формi (2.5)?

38. Коли правило Лопiталя у граничнiй формi доречно вико-
ристовувати декiлька разiв поспiль? Наведiть приклади.

39. В чому полягає вiдмiннiсть умов застосування правила
Лопiталя при розкриттi невизначеностей

[∞
∞
]

i
[

0
0

]
?
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3 ПОХIДНА

ТА ЇЇ ЗАСТОСУВАННЯ

3.1 Означення i змiст похiдної

Розглянемо двi допомiжнi задачi, якi ведуть до поняття похiдної
вiд функцiї дiйсного змiнного.

1◦. Нехай матерiальна точка рухається прямолiнiйно за за-
коном x = x(t). Це означає, що до формули x(t) можна пiдста-
вити будь-який момент часу t i отримати координату x матерi-
альної точки саме в цей момент.

Нехай потрiбно визначити швидкiсть матерiальної точки в
момент часу t0. Тут i надалi домовляються про наступне. Лiте-
ри без iндексiв позначають змiнну як таку, а вiдповiднi лiтери
з iндексами – деяке можливе стале значення цiєї змiнної. На-
приклад, t – час взагалi, а t0 – деякий конкретний момент.

В момент часу t0 положення точки характеризується коор-
динатою x0 = x(t0). Нехай проходить деякий час ∆t, i настає
момент t = t0 + ∆t. Матерiальна точка встигає перемiститись в
положення з координатою x = x(t) = x(t0 + ∆t). Шлях, пройде-
ний за час ∆t, становить ∆x = x−x0. За означенням, середньою

швидкiстю за iнтервал часу ∆t називають вiдношення пройде-
ного шляху до витраченого часу:

〈v〉 =
∆x

∆t
.

Середня швидкiсть 〈v〉 може виявитись рiзною при рiзних
∆t. Наприклад, нехай рух вiдбувається з прискоренням. То-
дi бiльшому значенню ∆t вiдповiдатиме бiльше значення 〈v〉,
оскiльки швидкiсть збiльшується в процесi руху. Iнтерес ста-
новить швидкiсть саме в момент t0 (а не швидкiсть, яка вста-
новиться через тривалий час ∆t). Тому миттєву швидкiсть ви-
значають як середню за iнтервал ∆t, але за наступної умови:
час ∆t повинен бути настiльки малим, щоб швидкiсть змiнюва-
тись не встигала. Достатньо покласти ∆t→ 0. Але тодi у виразi
∆x
∆t виникає невизначенiсть типу

[
0
0

]
: якщо час ∆t спостерi-

гання за рухом нескiнченно малий, то i шлях ∆x за цей час
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також нескiнченно малий. Тодi дрiб ∆x
∆t домовляються розумi-

ти у граничному сенсi. Тому миттєву швидкiсть визначають як
границю середньої швидкостi при ∆t→ 0:

v = lim
∆t→0

〈v〉 = lim
∆t→0

∆x

∆t
= lim

∆t→0

x(t0 + ∆t)− x(t0)

∆t
.

C Приклад 3.1. Нехай матерiальна точка здiйснює рiвнопри-
скорений прямолiнiйний рух за законом x(t) = v0t+ at2

2 . Коор-
динати матерiальної точки в моменти t0 i t = t0 + ∆t вiдповiдно
дорiвнюють:

x0 = x(t0) = v0t0 +
at20
2
,

x = x(t) = v0t+
at2

2
= v0 (t0 + ∆t) +

a (t0 + ∆t)
2

2
.

Шлях, пройдений за час ∆t, становить ∆x = x− x0,

∆x = v0∆t+
a

2
·
[
(t0 + ∆t)

2 − t20
]

= ∆t
[
v0 +

a

2
· (2t0 + ∆t)

]
.

Тодi v(t0) = lim
∆t→0

∆x
∆t ,

v(t0) = lim
∆t→0

∆t
[
v0 + a

2 · (2t0 + ∆t)
]

∆t
=

[
0

0

]
= v0 + at0.

Вважаючи тепер, що t0 може бути довiльними моментом, оста-
точно отримуємо закон: v(t) = v0 + at.

До речi, цей закон приймають як означення прискорення
a = v(t)−v0

t для випадку a = const. B
2◦. Знайдемо рiвняння дотичної, проведеної до графiка фун-

кцiї y = f(x) в точцi x = x0.
Перш за все, надамо означення дотичної до гладкої кривої.

Недостатньо вважати, що дотична – це пряма, яка має з кри-
вою лише одну спiльну точку. Наприклад, пряма y = 1 i крива
y = x3 мають лише одну спiльну точку (1, 1). Але така пряма
не є дотичною. Неправильно також вважати, що дотична – це
пряма, яка має з кривою лише одну спiльну точку i «лежить
по один бiк» вiд кривої. Наприклад, пряма y = 0 є дотичною
до кривої y = x3 в точцi (0, 0), але ця пряма «лежить по рiзнi
боки» вiд кубiчної параболи.
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Рисунок 3.1 – До означення дотичної

Дотичну до кривої L в точцi M0 ∈ L проводять в наступний
спосiб. На кривiй обирають послiдовнiсть точок Mk ∈ L, k ∈ N,
так, щоб вiдстанi M0M1, M0M2, M0M3 i т.д. зменшувались, пря-
муючи до нуля (рис. 3.1, лiворуч). Проводять сiчнi M0M1, M0M2,
M0M3 i т.д. При переходi вiд точки Mk до точки Mk+1 вiдбу-
вається поворот сiчної навколо точки M0 на кут ∠MkM0Mk+1.
Якщо при подальшому переходi до наступної точки цей кут
стає нескiнченно малим, то поворот в граничному сенсi зни-
кає, тобто сiчна наближається до граничного положення. Тому
приймають наступне означення. Дотичною називають пряму,

яка займає граничне положення сiчної.

Перейдемо до знаходження рiвняння дотичної, проведеної
до графiка функцiї y = f(x) в точцi x = x0. Значення функцiї в
цiй точцi дорiвнює y0 = f(x0). Тому початкова точка має коор-
динати M0(x0, y0) (рис. 3.1, праворуч). Тодi рiвняння дотичної

yдот = y0 + k(x− x0)

(легко перевiрити, що ця пряма проходить через точку M0 при
довiльному k). Нехай поточна точка має координати M(x, y).
Тодi вiдповiдна сiчна має кутовий коефiцiєнт (тангенс кута на-
хилу)

kсiчної =
MN

M0N
=
y − y0

x− x0
=

∆y

∆x
.

За означенням дотичної кутовий коефiцiєнт дотичної повинен
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Рисунок 3.2 – Дотична до параболи

дорiвнювати границi кутового коефiцiєнту сiчної:

k = lim
x→x0

kсiчної = lim
∆x→0

∆y

∆x
.

C Приклад 3.2. Знайдемо рiвняння дотичної, проведеної до
графiка функцiї y = x2 в точцi x0 = 1. Значення функцiї в цiй
точцi дорiвнює y0 = x2

0 = 12 = 1. Тодi рiвняння дотичної

yдот = 1 + k(x− 1).

Кутовий коефiцiєнт k дотичної знайдемо як границю кутового
коефiцiєнту вiдповiдної сiчної:

k = lim
x→x0

y − y0

x− x0
= lim
x→1

x2 − 1

x− 1
=

[
0

0

]
= lim
x→1

(x+ 1) = 2.

Тодi yдот = 1 + 2(x− 1) = 2x− 1. На рис. 3.2 подано геометричну
iнтерпретацiю отриманого результату. B

Ми розв’язали двi задачi: про знаходження миттєвої швид-
костi матерiальної точки за вiдомим рiвнянням руху x = x(t)
i про знаходження рiвняння дотичної до плоскої кривої за вi-
домим рiвнянням y = f(x) цiєї кривої. Порiвнюючи наведенi
розв’язки, бачимо, що вони мiстять обчислення деякої границi,
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яка виникає за однаковою схемою. Ключову роль в цiй схемi
вiдiграють поняття приросту аргументу i приросту функцiї.

Нехай x0 – деяке обране (i отже, стале) значення аргу-
менту. Поряд з ним розглядають «сусiднє» (i, загалом кажучи,
змiнне) значення аргументу x. Рiзницю ∆x = x − x0 i назива-
ють приростом аргументу. На рис. 3.1 приростом аргументу є
довжина M0N . На символ ∆x слiд дивитись як на єдине цiле, а
не як на добуток двох величин ∆ i x, оскiльки ∆ є не числом,
а символом, яким позначається прирiст величини x. В подаль-
шому при обчисленнi границь замiсть прямування x → x0 ми
будемо писати ∆x → 0, розглядаючи ∆x як незалежну змiнну.
Принципово, що ∆x не залежить вiд x0: в якому мiсцi x0 ми
дослiджуємо поведiнку функцiї f(x) – це одне питання, а на
яку вiдстань ∆x ми бажаємо вiд цього мiсця вiдiйти – iнше.

Нехай значення дослiджуваної функцiї в точках x0 i x ста-
новлять y0 = f(x0) i y = f(x) вiдповiдно. Значення y0 є сталим.
Не так цiкаво, чому воно дорiвнює. Цiкавiше знати, як змiни-
ться значення функцiї при «пересуваннi» точки x0 в положе-
ння x. Очевидно, значення функцiї при такому «пересуваннi»
збiльшиться1 на ∆y = y − y0. Цю рiзницю i називають приро-

стом функцiї. На рис. 3.1 приростом функцiї є довжина MN .
Схема, за якою виникає границя в розглянутих задачах, по-

лягає в наступному. Задаються певним значенням x0 аргумен-
ту i обчислюють вiдповiдне значення функцiї y0 = f(x0). Потiм
аргументовi надають приросту ∆x, обчислюють нове значен-
ня аргументу x = x0 + ∆x, нове вiдповiдне значення функцiї
y = f(x) = f(x0 + ∆x), i далi – прирiст функцiї ∆y = y − y0.
Нарештi, утворюють вiдношення ∆y

∆x i обчислюють його грани-
цю при ∆x → 0. Якщо ця границя iснує i є скiнченною, то її
називають похiдною функцiї f(x) в точцi x0.
� Означення 3.1. Похiдною функцiї f(x) в точцi x0 назива-

ють границю вiдношення приросту функцiї до приросту аргу-
менту, коли останнiй прямує до нуля, тобто границю

f ′(x0) = lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x
. (3.1)

Похiдну часто позначають символом «штрих».

1Цiлком може статись, що y < y0. Тодi ∆y = y − y0 < 0. В цьому ра-
зi вiбдувається зменшення значення функцiї, яке формально можна вважати
«збiльшенням на деяку вiд’ємну величину».
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Механiчний змiст похiдної – миттєва швидкiсть зростання
функцiї. Геометричний змiст похiдної – тангенс кута, утворю-
ваного дотичною до графiку функцiї в данiй точцi з додатним
напрямком осi аргументу.

Для однiєї i тiєї самої функцiї похiдну можна обчислювати
при рiзних x0, i при цьому отримувати рiзнi результати. От-
же, похiдна функцiї залежить вiд x0. Iнакше кажучи, похiдна
функцiї, в свою чергу, також є деякою (iншою) функцiєю. Тому
кажуть, що похiдна характеризує локальну поведiнку функцiї
в околi точки x0. Якщо границя (3.1) iснує, то вона не зале-
жить вiд ∆x. Вона залежить лише вiд x0. Слово «локальний»
розумiють як «той, що стосується даної конкретної точки x0».
C Приклад 3.3. Знайдемо похiдну функцiї f(x) = x3. За озна-

ченням в точцi x0 маємо:

f ′(x0) = lim
∆x→0

(x0 + ∆x)3 − x3
0

∆x
=

[
0

0

]
=

= lim
∆x→0

x3
0 + 3x2

0∆x+ 3x0 (∆x)
2

+ (∆x)
3 − x3

0

∆x
=

= lim
∆x→0

∆x
[
3x2

0 + 3x0∆x+ (∆x)
2
]

∆x
= 3x2

0.

Скористались формулою куба суми. Вважаючи тепер, що x0

може бути довiльним, розглядатимемо його як незалежну змiн-
ну величину. Тому iндекс «нульове» можна опустити. Остато-
чно маємо:

(
x3
)′

= 3x2. Отже, при диференцiюваннi2 кубiчної
функцiї виникає iнша функцiя – квадратична. B
C Приклад 3.4. Знайдемо похiдну функцiї f(x) = 3

√
x. За

означенням в точцi x0 маємо:

f ′(x0) = lim
∆x→0

3
√
x0 + ∆x− 3

√
x0

∆x
=

[
0

0

]
= lim

∆x→0

(x0 + ∆x)
1
3 − x

1
3
0

∆x
=

= lim
∆x→0

x
1
3
0

[(
1 + ∆x

x0

) 1
3 − 1

]
∆x

= lim
∆x→0

x
1
3
0

(
1
3 ·

∆x
x0

)
∆x

=
1

3
x
− 2

3
0 .

Скористались таблицею еквiвалентiв, п. 8, при n = 1
3 . Опуска-

ємо iндекс «нульове». Остаточно: ( 3
√
x)
′

= 1

3
3√
x2

. B

2Диференцiювання – це процедура знаходження похiдної.
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C Приклад 3.5. Знайдемо за означенням похiдну лiнiйної
функцiї f(x) = kx+ b:

f ′(x0) = lim
∆x→0

[k (x0 + ∆x) + b]− [kx0 + b]

∆x
= lim

∆x→0

k∆x

∆x
= k.

Як з’ясувалось, (kx+ b)′ = k = const. B

3.2 Властивостi

диференцiйовних функцiй

3.2.1 Про неперервнiсть

При диференцiюваннi може трапитись один з трьох випадкiв:
похiдна в точцi або iснує i є скiнченною, або iснує лише у
невласному сенсi (границя (3.1) дорiвнює нескiнченностi), або
не iснує взагалi. Наприклад, похiдна функцiї y = x3 дорiвнює
y′ = 3x2 i є скiнченною в будь-якiй точцi x0. Похiдна функцiї
y = 3
√
x в точцi x0 = 0 не iснує як скiнченна величина, але iснує

у невласному сенсi i дорiвнює
[

1

3
3√

02

]
= ∞. Цей результат має

геометричний сенс: дотичною до графiка функцiї y = 3
√
x в

точцi x0 = 0 є вiсь Oy. Вона утворює кут π
2 з додатним напрям-

ком осi Ox, i
[
tg π

2

]
= ∞. Похiдна функцiї y = |x| в точцi x0 не

iснує взагалi: нi як скiнченна, анi як нескiнченна. Справдi, при
x→ 0 + 0 маємо: |x| = x, i y′ = 1. При x→ 0− 0 маємо: |x| = −x, i
y′ = −1. Цей результат також має геометричний сенс: дотичну
до графiка в точцi зламу провести однозначно неможливо.

Отже, з усiх функцiй природно виокремити клас функцiй,
якi в данiй точцi мають скiнченну похiдну.
� Означення 3.2. Функцiю f(x) називають диференцiйов-

ною в точцi x0, якщо її похiдна в цiй точцi iснує i є скiнченною.
� Означення 3.3. Функцiю f(x) називають диференцiйов-

ною на iнтервалi x ∈ (a; b), якщо вона є диференцiйовною в
кожнiй точцi x0 цього iнтервалу.

Похiдна є зручним iнструментом дослiдження властивостей
функцiї. Наприклад, дослiдження на неперевнiсть можна замi-
нити (бiльш сильним) дослiдженням на диференцiйовнiсть.
� Теорема 3.1. Якщо функцiя f(x) диференцiйовна в точцi

x0, то вона є неперервною в цiй точцi.
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� Доведення. Нехай lim
∆x→0

∆y
∆x = f ′(x0). Тодi за теоремою 2.7

∆y = f ′(x0) ·∆x+ o(∆x), y = y0 + f ′(x0) ·∆x+ o(∆x).

Здiйснюючи у цьому рiвняннi граничний перехiд при ∆x → 0,
отримуємо:

lim
x→x0

y = y0,

що i є означенням неперервностi. �
Отже, з диференцiйовностi функцiї випливає її неперерв-

нiсть. Але не навпаки: з неперервностi функцiї її диференцi-
йовнiсть ще не випливає. Наприклад, функцiя y = |x| в точцi
x0 = 0 є неперервною, але не є диференцiйовною. Тому i ка-
жуть, що диференцiйовнiсть функцiї є бiльш сильною вимогою
порiвняно з неперервнiстю.

3.2.2 Про монотоннiсть

Похiдну зручно застосовувати також при дослiдженнi функцiї
на монотоннiсть.
� Означення 3.4. Функцiю f(x) називають монотонно зро-

стаючою (спадною) на iнтервалi x ∈ (a; b), якщо при двох до-
вiльних значеннях x1, x2 з цього iнтервалу з нерiвностi x2 > x1

випливає нерiвнiсть f(x2) > f(x1) (нерiвнiсть f(x2) < f(x1) вiд-
повiдно).

Функцiя могла бути визначеною на деякiй множинi X, яка є
сукупнiстю декiлькох iнтервалiв, що не перетинаються. На цей
випадок наведене означення можна узагальнити до наступного
вигляду.
� Означення 3.5. Кажуть, що функцiя f(x) монотонно зро-

стає (спадає) на множинi X, якщо для довiльної пари значень
x1, x2 ∈ X з нерiвностi x2 > x1 випливає нерiвнiсть f(x2) > f(x1)
(нерiвнiсть f(x2) < f(x1) вiдповiдно).
� Теорема 3.2. Нехай функцiя f(x) є диференцiйовною на

iнтервалi (a; b). Якщо функцiя зростає на цьому iнтервалi, то в
кожнiй точцi x0 ∈ (a; b) виконано нерiвнiсть f ′(x0) > 0.
� Доведення. Нехай x0 = const i x – двi довiльнi точки iнтер-

валу, x 6= x0. Якщо x > x0, то за умовою зростання f(x) > f(x0).
Якщо x < x0, то за умовою зростання f(x) < f(x0). Отже, в
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будь-якому випадку рiзницi (x−x0) i (f(x)− f(x0)) мають одна-
ковий знак. Тодi

f(x)− f(x0)

x− x0
> 0.

Здiйснюючи тут граничний перехiд при x → x0, отримуємо
потрiбне. �

Можна довести i обернену теорему.
� Теорема 3.3. Нехай функцiя f(x) є диференцiйовною на

iнтервалi (a; b). Якщо в кожнiй точцi x0 ∈ (a; b) виконано нерiв-
нiсть f ′(x0) > 0, то функцiя зростає на цьому iнтервалi.
C Приклад 3.6. Розглянемо функцiю y = x3. Як ми встанови-

ли, її похiдна дорiвнює y′ = 3x2. Якщо x 6= 0, то x2 > 0. Отже,
функцiя y = x3 зростає на iнтервалi x ∈ (−∞; 0), а також на
iнтервалi x ∈ (0; +∞). В точцi x = 0 вона теж зростає, що легко
встановити за означенням монотонного зростання. За остан-
ньою теоремою це встановити не вдається, оскiльки миттєва
швидкiсь зростання дорiвнює нулю, але все ж таки це зроста-
ння. Остаточно, функцiя зростає на множинi x ∈ R. B

У випадку монотонного спадання доводять аналогiчну тео-
рему: якщо в довiльнiй точцi x0 iнтервалу виконано нерiвнiсть
f ′(x0) < 0, то функцiя спадає на цьому iнтервалi. I навпаки,
якщо функцiя спадає на деякому iнтервалi, то в довiльнiй то-
чцi x0 цього iнтервалу виконано нерiвнiсть f ′(x0) 6 0.
C Приклад 3.7. Розглянемо функцiю y = x2. Її похiдна

y′ =
(
x2
)′

= lim
∆x→0

(x+ ∆x)2 − x2

∆x
= lim

∆x→0

2x∆x+ (∆x)
2

∆x
= 2x.

Якщо x > 0, то y′ > 0; маємо зростаючу вiтку параболи. При
x < 0 маємо y′ < 0 (спадна вiтка). B

Наведеним означенням i теоремам зручно надати граничної
форми. При цьому зникає потреба дослiджувати знак похiдної
в кожнiй точцi iнтервалу; достатньо обмежитись аналiзом зна-
ку поодинокого значення f ′(x0).
� Означення 3.6. Функцiю f(x) називають монотонно зро-

стаючою (спадною) в точцi x0, якщо iснує таке δ > 0, що ця
функцiя зростає (спадає) на iнтервалi x ∈ (x0 − δ;x0 + δ).

Наведемо приклад, коли таке значення δ не iснує. Нехай
f(x) = x2, i x0 = 0. Маємо iнтервал x ∈ (−δ; +δ). На його лiвiй
половинi функцiя спадає, а на правiй – зростає. Отже, на усьо-
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му iнтервалi якийсь один тип монотонностi їх не притаманний.
I нiяким зменшенням δ цього змiнити не можна.

Вiдповiднi теореми переформулюємо в наступний спосiб.
� Теорема 3.4. Якщо f ′(x0) > 0 (f ′(x0) < 0), то функцiя f(x)

зростає (спадає) в точцi x0. I навпаки, якщо функцiя f(x) зро-
стає (спадає) в точцi x0, то f ′(x0) > 0 (f ′(x0) 6 0).

3.3 Технiка диференцiювання

Пiд словами «технiка диференцiювання» розумiють систему
правил знаходження похiдних. В цьому роздiлi ми обмежимось
лише технiкою диференцiювання функцiй однiєї змiнної. Ця
технiка передбачає два основнi аспекти – таблицю похiдних i
правила диференцiювання. Пiд таблицею похiдних розумiють
перелiк виразiв для похiдних основних елементарних функцiй,
а правила диференцiювання дозволяють диференцiювати iншi
елементарнi функцiї, якi є комбiнацiями основних. Крiм того,
до технiки диференцiювання слiд вiднести також спосiб зна-
ходження похiдної за допомогою логарифмування, спосiб зна-
ходження похiдної оберненої функцiї, а також способи знахо-
дження похiдної функцiй, заданих параметрично i неявно.

3.3.1 Правила диференцiювання

1◦. Похiдна константи дорiвнює нулю: C ′ = 0. Справдi, прирiст
константи ∆C = 0. Отже, маємо:

C ′ = 0.

2◦. Похiдна суми функцiй дорiвнює сумi iх похiдних. Справ-
дi, нехай функцiю f(x) подано у виглядi суми двох диференцi-
йовних функцiй, f(x) = u(x) + v(x). Нехай аргумент x отримує
прирiст ∆x. Тодi функцiї u, v за теоремою 2.7 отримують при-
рiст ∆u = u′∆x+o(∆x), ∆v = v′∆x+o(∆x) вiдповiдно. При цьо-
му вони набувають значень u+ ∆u, v+ ∆v. Тодi функцiя f змi-
нюється вiд значення [u+ v] до значення [(u+ ∆u) + (v + ∆v)].
Тодi прирiст функцiї f становить

∆f = [(u+ ∆u) + (v + ∆v)]− [u+ v] =
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= ∆u+ ∆v = u′∆x+ v′∆x+ o(∆x) =

[
u′ + v′ +

o(∆x)

∆x

]
∆x.

Тодi

f ′ = lim
∆x→0

∆f

∆x
= lim

∆x→0

[
u′ + v′ +

o(∆x)

∆x

]
= u′ + v′.

Остаточно маємо:
(u+ v)

′
= u′ + v′.

Зокрема, покладемо v = C = const, тодi v′ = C ′ = 0. Маємо:

(u+ C)′ = u′.

Отже, якщо константа входить до виразу як доданок, то при
диференцiюваннi вона зникає.

3◦. Похiдну добутку обчислюють за формулою

(uv)
′

= u′v + uv′.

Справдi, нехай функцiю f(x) подано у виглядi добутку двох
диференцiйовних функцiй, f(x) = u(x) · v(x). Нехай аргумент x
отримує прирiст ∆x. Тодi функцiї u, v за теоремою 2.7 отриму-
ють прирiст ∆u = u′∆x+ o(∆x), ∆v = v′∆x+ o(∆x) i набувають
значень u + ∆u, v + ∆v. Отже, функцiя f змiнюється вiд зна-
чення u(x) · v(x) до значення (u+ ∆u) · (v + ∆v). Тодi прирiст
функцiї f становить

∆f = (u+ ∆u) (v + ∆v)− uv = u∆v + v∆u+ ∆u∆v =

= u [v′∆x+ o(∆x)] + v [u′∆x+ o(∆x)] +

+ [v′∆x+ o(∆x)] · [u′∆x+ o(∆x)] =

= u

[
v′ +

o(∆x)

∆x

]
∆x+ v

[
u′ +

o(∆x)

∆x

]
∆x+

+

[
v′ +

o(∆x)

∆x

]
·
[
u′ +

o(∆x)

∆x

]
(∆x)

2
.

Тодi

∆f

∆x
= u′v + uv′ + (u+ v)

o(∆x)

∆x
+

[
v′ +

o(∆x)

∆x

]
·
[
u′ +

o(∆x)

∆x

]
∆x.
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Залишається здiйснити граничний перехiд при ∆x→ 0 i враху-
вати, що o(∆x)

∆x → 0; отримаємо потрiбне.
Зокрема, покладемо v = C = const, тодi v′ = C ′ = 0. Маємо:

(uC)′ = u′C.

Отже, якщо константа входить до виразу як множник, то при
диференцiюваннi вона залишається в якостi множника.

4◦. Похiдну дробу обчислюють за формулою

(u
v

)′
=
u′v − uv′

v2
, v 6= 0.

Справдi, нехай функцiю f(x) подано у виглядi частки двох ди-
ференцiйовних функцiй, f(x) = u(x)

v(x) . Нехай аргумент x отримує
прирiст ∆x. Тодi функцiї u, v за теоремою 2.7 отримують при-
рiст ∆u = u′∆x+ o(∆x), ∆v = v′∆x+ o(∆x) i набувають значень
u + ∆u, v + ∆v. Тодi функцiя f змiнюється вiд значення u

v до
значення u+∆u

v+∆v . Тодi прирiст функцiї f становить

∆f =
u+ ∆u

v + ∆v
− u

v
=
v∆u− u∆v

v (v + ∆v)
=
v∆u

∆x − u
∆v
∆x

v (v + ∆v)
·∆x =

=
v
(
u′ + o(∆x)

∆x

)
− u

(
v′ + o(∆x)

∆x

)
v2
(
1 + ∆v

v

) ·∆x.

Тодi

∆f

∆x
=
v
(
u′ + o(∆x)

∆x

)
− u

(
v′ + o(∆x)

∆x

)
v2
(
1 + ∆v

v

) .

Здiйснимо тут граничний перехiд при ∆x → 0. Оскiльки фун-
кцiя v диференцiйовна, то вона тим паче є неперервною. Отже,
прирiст ∆v прямує до нуля разом з ∆x. Враховуючи, крiм того,
що o(∆x)

∆x → 0, отримуємо потрiбне.
Узагальнимо отриманi результати в таблицi 3.1.
До правил диференцiювання вiдносять також спосiб знахо-

дження похiдної складної функцiї. Нижче ми розглянемо це
питання в окремому пунктi.
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Таблиця 3.1 – Правила диференцiювання

№ Дiя Результат

1 Диференцiювання константи C ′ = 0

2 Диференцiювання суми (u+ v)′ = u′ + v′

3 Диференцiювання добутку (uv)′ = u′v + uv′

4 Диференцiювання частки
(
u
v

)′
= u′v−uv′

v2

3.3.2 Таблиця похiдних

Скористаємось тепер формулою (3.1) для знаходження похi-
дних основних елементарних функцiй.

1◦. Знайдемо похiдну степеневої функцiї y = xn. Маємо

(xn)
′

= lim
∆x→0

(x+ ∆x)
n − xn

∆x
= lim

∆x→0

xn
(
1 + ∆x

x

)n − xn
∆x

=

= lim
∆x→0

xn ·
(
1 + ∆x

x

)n − 1

∆x
= lim

∆x→0
xn−1 ·

(
1 + ∆x

x

)n − 1
∆x
x

=

=

∥∥∥∥ ∆x
x = t
t→ 0

∥∥∥∥ = xn−1 lim
t→0

(1 + t)
n − 1

t︸ ︷︷ ︸
=n

= nxn−1,

де використано (2.3) (див. с. 53) при β = n. Остаточно маємо:

(xn)
′

= nxn−1.

Як i (2.3), ця формула справедлива для будь-яких n. Слiд запа-
м’ятати окремi випадки, якi виникають при n = 1, n = 2, n = 1

2 ,
n = −1:

x′ = 1,
(
x2
)′

= 2x,
(√
x
)′

=
1

2
√
x
,

(
1

x

)′
= − 1

x2
.

Останню формулу можна отримати i так:(
1

x

)′
=

1′ · x− 1 · x′

x2
=

0 · x− 1 · 1
x2

= − 1

x2
.
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2◦. Знайдемо за означенням похiдну синусу. Застосовуючи
формулу

sinα− sinβ = 2 cos
α+ β

2
sin

α− β
2

,

отримуємо:

(sinx)
′

= lim
∆x→0

sin (x+ ∆x)− sinx

∆x
= lim

∆x→0

2 cos
(
x+ ∆x

2

)
sin ∆x

2

∆x
=

= lim
∆x
2 →0

cos

(
x+

∆x

2

)
· lim

∆x
2 →0

sin ∆x
2

∆x
2

= cosx.

Остаточно маємо:
(sinx)

′
= cosx.

3◦. Знайдемо за означенням похiдну косинусу. Застосовуючи
формулу

cosα− cosβ = −2 sin
α+ β

2
sin

α− β
2

,

отримуємо:

(cosx)
′

= lim
∆x→0

cos (x+ ∆x)− cosx

∆x
=

= lim
∆x→0

−2 sin
(
x+ ∆x

2

)
sin ∆x

2

∆x
=

= − lim
∆x
2 →0

sin

(
x+

∆x

2

)
· lim

∆x
2 →0

sin ∆x
2

∆x
2

= − sinx.

Остаточно маємо:
(cosx)

′
= − sinx.

4◦. Знайдемо похiдну тангенсу:

(tg x)
′

=

(
sinx

cosx

)′
=

(sinx)
′
cosx− sinx (cosx)

′

cos2 x
=

=
cosx · cosx− sinx · (− sinx)

cos2 x
=

cos2 x+ sin2 x

cos2 x
=

1

cos2 x
.

Остаточно маємо:

(tg x)
′

=
1

cos2 x
.
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5◦. Знайдемо похiдну котангенсу:

(ctg x)
′

=
(cosx

sinx

)′
=

(cosx)
′
sinx− cosx (sinx)

′

sin2 x
=

=
− sinx · sinx− cosx · cosx

sin2 x
= − sin2 x+ cos2 x

sin2 x
= − 1

sin2 x
.

Остаточно маємо:

(ctg x)
′

= − 1

sin2 x
.

6◦. Знайдемо за означенням похiдну показникової функцiї:

(ax)
′

= lim
∆x→0

ax+∆x − ax

∆x
= lim

∆x→0
ax · a

∆x − 1

∆x
=

= ax lim
∆x→0

eln a∆x − 1

∆x
= ax lim

∆x ln a→0

e∆x ln a − 1

∆x ln a
· ln a =

=

∥∥∥∥∆x ln a = t
t→ 0

∥∥∥∥ = ax ln a lim
t→0

et − 1

t︸ ︷︷ ︸
=1

= ax ln a.

Тут враховано (2.2). В окремому випадку, коли a = e, маємо
ln a = ln e = 1. Отримуємо: (ex)

′
= ex. Остаточно маємо:

(ax)
′

= ax ln a, (ex)
′

= ex.

7◦. Знайдемо за означенням похiдну логарифмiчної функцiї:

(lnx)
′

= lim
∆x→0

ln(x+ ∆x)− lnx

∆x
= lim

∆x→0

ln x+∆x
x

∆x
=

= lim
∆x→0

ln
(
1 + ∆x

x

)
∆x
x

· 1

x
=

∥∥∥∥ ∆x
x = t
t→ 0

∥∥∥∥ =
1

x
· lim
t→0

ln (1 + t)

t︸ ︷︷ ︸
=1

=
1

x
.

Для логарифму з довiльною основою a (a > 0, a 6= 1), засто-
совуючи формулу переходу до iншої основи, маємо:

(loga x)
′

=

(
lnx

ln a

)′
=

(
1

ln a
· lnx

)′
=

1

ln a
· (lnx)

′
=

1

ln a
· 1

x
.

95



Зокрема, при a = e отримаємо попереднiй результат, оскiльки
ln e = 1.

Залишається обчислити похiднi обернених тригонометри-
чних функцiй. Ми зробимо це нижче, але для зручностi ко-
ристування результати наведемо вже зараз, складаючи повну
таблицю 3.2.

Таблиця 3.2 – Похiднi елементарних функцiй

№ Функцiя Похiдна

1 Степенева (xn)
′

= nxn−1

2 Синус (sinx)
′

= cosx

3 Косинус (cosx)
′

= − sinx

4 Тангенс (tg x)
′

= 1
cos2 x

5 Котангенс (ctg x)
′

= − 1
sin2 x

6 Показникова (ax)
′

= ax ln a, (ex)
′

= ex

7 Логарифмiчна (loga x)
′

= 1
x ln a , (lnx)

′
= 1

x

8 Арксинус (arcsinx)
′

= 1√
1−x2

9 Арккосинус (arccosx)
′

= − 1√
1−x2

10 Арктангенс (arctg x)
′

= 1
1+x2

11 Арккотангенс (arcctg x)
′

= − 1
1+x2

3.3.3 Похiдна складної функцiї

Розглянемо поняття складної функцiї. Тут термiн «складна»
має суто математичний3 змiст «складена» (з декiлькох, вбудо-
ваних одна всередину iншої). Кожного разу, маючи справу зi

3А не цивiльний змiст «важка», «громiздка» тощо.
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складною функцiєю, потрiбно розрiзняти окремi її складовi –
внутрiшню функцiю i зовнiшню функцiю. Наприклад, фун-
кцiя y = sin

(
2x+ π

6

)
є складною. В тому числi g(x) = 2x + π

6 є
внутрiшньою функцiєю, а y = sin g – зовнiшньою. Наприклад,
функцiя y =

√
x2 + 5 є складною. В тому числi g(x) = x2 + 5 є

внутрiшньою функцiєю, а y =
√
g – зовнiшньою. Наприклад,

функцiя y = ln sinx є складною. В тому числi g(x) = sinx є
внутрiшньою функцiєю, а y = ln g – зовнiшньою. Наприклад,
функцiя y = earctg x є складною. В тому числi g(x) = arctg x
є внутрiшньою функцiєю, а y = eg – зовнiшньою. В цих при-
кладах внутрiшню функцiю «вбудовано всередину» зовнiшньої
(лiнiйну – всередину синусу, квадратичну – всередину кореня,
синус – всередину логарифма, арктангенс – всередину експо-
ненти). В загальному виглядi складну функцiю записують так:
y = f(g(x)).

Розрiзнити внутрiшню i зовнiшню функцiю легко. При об-
численнi значення складної функцiї f(g(x)) спочатку обчислю-
ють g(x), а потiм – f(g). Отже, яке обчислення здiйснюється ра-
нiше, те i вiдповiдає внутрiшнiй функцiї. Зауважимо, величина
g вже є функцiєю для x, але в той же час вона виконує роль
аргументу («вихiдної сировини» для подальших обчислень) з
точки зору функцiї f . Отже складна функцiя – це функцiя вiд
функцiї.

Складнi функцiї можуть бути складеними з тих, що в свою
чергу також є складними. Можна розглядати функцiю вiд фун-
кцiї вiд функцiїї, функцiю вiд функцiї вiд функцiїї вiд функцiї,
i т.д. Наприклад, y = esin 2x є «двiчi» складною. Справдi, нехай
ϕ(x) = 2x, g(ϕ) = sinϕ, y(g) = eg. Тодi ця складна функцiя є
y(g(ϕ(x))). Тому можна розрiзняти рiвнi вкладеностi. В цьому
прикладi ϕ є «найбiльш» внутрiшньою за рiвнем вкладеностi; g
є промiжною за рiвнем вкладеностi (вже зовнiшньою для ϕ, але
ще внутрiшньою для y), а y – «найбiльш» зовнiшньою. Додамо,
що обмежень на кiлькiсть рiвнiв вкладеностi не iснує. «Тричi»
складною є функцiя y = esin2 2x. Справдi, позначаючи ϕ(x) = 2x,
ψ(ϕ) = sinϕ, g(ψ) = ψ2, y(g) = eg, маємо: y = y(g(ψ(ϕ(x)))).

Похiдну складної функцiї обчислюють за формулою:

[f(g(x))]
′

= f ′g · g′x. (3.2)

Тут нижнiм iндексом вказано ту змiнну, за якою вiдбувається
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диференцiювання. Справдi, нехай g = g(x) i f = f(g) – ди-
ференцiйовнi функцiї. Нехай аргумент x отримує прирiст ∆x.
Тодi функцiя g отримує прирiст ∆g. При цьому якщо g ди-
ференцiйовна, то вона тим паче є неперервною. Отже, якщо
∆x→ 0, то ∆g → 0.

Функцiя g, в свою чергу, виконує роль аргументу для фун-
кцiї f . Тому функцiя f отримує прирiст ∆f . Тодi маємо:

f ′ = lim
∆x→0

∆f

∆x
= lim

∆x→0

∆f

∆g
· ∆g

∆x
= lim

∆g→0

∆f

∆g
· lim

∆x→0

∆g

∆x
= f ′g · g′x.

Якщо складна функцiя має декiлька рiвнiв вкладеностi, то
формулу (3.2) застосовують потрiбну кiлькiсть разiв поспiль:

[f(g(ϕ(x)))]
′

= f ′g · g′x = f ′g · g′ϕ · ϕ′x,

[f(g(ϕ(ψ(x))))]
′

= f ′g · g′x = f ′g · g′ϕ · ϕ′x = f ′g · g′ϕ · ϕ′ψ · ψ′x,
i т.д. При цьому порядок дiй виявляється протилежним по-
рядку дiй при обчисленнi значення функцiй. А саме, коли ми
обчислювали значення функцiї, дiї починались з внутрiшньої
функцiї, i завершувались зовнiшньою. Тепер, коли йдеться про
обчислення похiдної, диференцiюють спочатку зовнiшнi фун-
кцiї, а потiм – все бiльш внутрiшнi. Iнакше кажучи, напрямок

дiй при диференцiюваннi складної функцiї – ззовнi всереди-

ну.

Обчислимо похiднi наведених вище прикладiв.
Нехай y = sin

(
2x+ π

6

)
i потрiбно знайти y′(x). Позначимо

g(x) = 2x+ π
6 , тодi g′x =

(
2x+ π

6

)′
= 2. Маємо:

y′x = (sin g(x))
′
x = (sin g)

′
g · g

′
x = cos g · 2 = 2 cos

(
2x+

π

6

)
.

Зазвичай лiтеру g лише мають на увазi, але не пишуть її. Пра-
ктично доцiльно зробити такi записи:(

sin
(

2x+
π

6

))′
= cos

(
2x+

π

6

)
·
(

2x+
π

6

)′
= 2 cos

(
2x+

π

6

)
.

Доцiльнiсть полягає в тому, що тепер символ «штрих» позначає
похiдну лише за змiнною x. Отже, ми позбавляємось необхi-
дностi вказувати iндексом ту змiнну, за якою диференцiюємо.
Наступнi приклади продиференцiюємо аналогiчно:(√

x2 + 5
)′

=
1

2
√
x2 + 5

·
(
x2 + 5

)′
=

x√
x2 + 5

,
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(ln sinx)
′

=
1

sinx
· (sinx)

′
=

cosx

sinx
= ctg x,(

earctg x
)′

= earctg x · (arctg x)
′

=
earctg x

1 + x2
,(

esin 2x
)′

= esin 2x · (sin 2x)
′

= esin 2x cos 2x · (2x)′ = 2esin 2x cos 2x,(
esin2 2x

)′
= esin2 2x ·

(
sin2 2x

)′
= esin2 2x · 2 sin 2x · (sin 2x)

′
=

= 2esin2 2x sin 2x cos 2x · (2x)
′

= 4esin2 2x sin 2x cos 2x.

Зауважимо також, що досвiдчений «розв’язувальник» сим-
вол «штрих» запише лише один раз – в умовi задачi. Зиск вiд
цього полягає в скороченнi записiв i стає тим бiльш суттєвим,
чим бiльший рiвень вкладеностi внутрiшнiх функцiй. З ураху-
ванням цього зауваження маємо:(√

x2 + 5
)′

=
1

2
√
x2 + 5

· 2x,

(ln sinx)
′

=
1

sinx
· cosx,(

earctg x
)′

= earctg x · 1

1 + x2
,(

esin 2x
)′

= esin 2x · cos 2x · 2,(
esin2 2x

)′
= esin2 2x · 2 sin 2x · cos 2x · 2.

Нарештi, розглянемо окремий випадок складної функцiї, де
зовнiшня функцiя є степеневою. Маємо:

([f(x)]
n
)
′

= n
(

[f(x)]
n−1
)
· f ′(x).

З точки зору практики зручно запам’ятати цю формулу в двох
окремих випадках. По-перше, покладаючи n = 1

2 , отримуємо:(√
f
)′

=
f ′

2
√
f
.

Кажуть: «похiдна вiд кореня – це одиниця дiлити на два та-
ких кореня (i множити на похiдну того, що було пiд знаком
кореня)». По-друге, покладаючи n = −1, отримуємо:(

1

f

)′
= − f

′

f2
.
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Доречi, цей результат можна отримати i iнакше:(
1

f

)′
=

1′ · f − 1 · f ′

f2
=

0− f ′

f2
= − f

′

f2
.

3.3.4 Про оберненi функцiї

Розглянемо функцiю y = f(x). Тут x – значення аргументу, y –
вiдповiдне значення функцiї. Формула y = f(x) вирiшує пряму
задачу: за вiдомим x знайти y, яке йому вiдповiдає. Поставимо
обернену задачу: за вiдомим y вiдновити те значення x, якому
вiдповiдає задане y. Очевидно, достатньо розв’язати рiвняння
y = f(x) вiдносно x, тобто знайти вираз для x. Цей розв’язок
залежатиме вiд y, тобто матиме вигляд x = g(y). Для зберiгання
звичних позначень (x – аргумент, y – функцiя) здiйснюють вза-
ємозамiну x↔ y. Функцiю, яка при цьому виникає, називають
оберненою до початкової. Її позначають4 g = f−1.
C Приклад 3.8. До функцiї y = x3 знайдемо обернену. Має-

мо: x = 3
√
y. Цей розв’язок також є функцiєю, але вiд аргументу

y. Пiсля взаємозамiни x↔ y отримуємо: y = 3
√
x. Отже, оберне-

ною до функцiї f(x) = x3 є функцiя g(x) = f−1(x) = 3
√
x. B

Оскiльки при побудовi оберненої функцiї x i y мiняються
ролями, то мiняються ролями i iнтервали їх змiни. Нехай обла-
стю визначення функцiї f(x) є iнтервал x ∈ (a; b). Пiсля взає-
мозамiни для оберненої функцiї g = f−1 отримаємо y ∈ (a; b).
Отже, iнтервал, який був областю визначення «прямої» фун-
кцiї, стає множиною значень оберненої функцiї. Аналогiчно,
множина значень «прямої» функцiї стає областю визначення
оберненої функцiї.
C Приклад 3.9. Нехай y = ex. Звiдси x = ln y. Пiсля взаємо-

замiни x ↔ y отримуємо: y = lnx. Отже, до функцiї f(x) = ex

оберненою є функцiя g(x) = f−1(x) = lnx.
Для функцiї y = ex область визначення x ∈ R, а множи-

на значень y > 0. Вiдповiдно, для оберненої функцiї y = lnx

4Це позначення виникає як аналогiя до позначення взаємно обернених чи-
сел. Наприклад, для числа 5 оберненим є число 1

5
= 5−1. Тут символ «−1»

є показником степеня. В разi функцiй вiн є не показником степеня, а ли-
ше символом оберненої функцiї. Наприклад, функцiя, обернена до sinx – це
arcsinx. На сучасних калькуляторах (в тому числi вбудованих в операцiйну си-
стему Windows) вiдповiдна клавiша позначена як sin−1. Це треба розумiти як
sin−1 x = arcsinx, а не як sin−1 x = 1

sin x
.
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Рисунок 3.3 – Симетрiя графiкiв прямої i оберненої функцiї

область визначення x > 0, а множина значень y ∈ R. B
Графiчно взаємозамiну x↔ y легко здiйснити за допомогою

осьової симетрiї вiдносно прямої y = x (саме при такiй симетрiї
вiсь Ox переходить у вiсь Oy, а вiсь Oy – у вiсь Ox). Отже, гра-
фiки двох взаємно обернених функцiй симетричнi один одно-
му вiдносно бiсектриси першої i третьої координатних чвертей
(рис. 3.3).

Вiдношення оберненостi є взаємним: якщо g(x) є оберненою
до f(x), то f(x) є оберненою до g(x), тобто не можна розрiзни-
ти, яка з них є «первинною». Iнакше, якщо g = f−1, то f = g−1.

Нехай одна з двох взаємно обернених функцiй «перево-
дить» x в y. Тодi iнша здiйснює обернене перетворення:

f
(
f−1(x)

)
= x, f−1 (f(x)) = x. (3.3)

Наголосимо, множини значень x, на яких виконуються цi рiв-
ностi, можуть бути рiзними (див. нижче).

Вище ми мовчазно припускали, що розв’язок x = g(y) рiв-
няння y = f(x) є єдиним. Припустимо тепер, що при деякому
y0 рiвняння y0 = f(x) має два рiзних розв’язки x1 i x2, якi мо-
жна знайти за двома рiзними формулами x = g1(y0) i x = g2(y0).
Тодi в точцi y0 функцiя x = g(y) втрачає однозначнiсть i стає
двозначною («розщеплюється» на двi вiтки – g1 i g2). Отже, по-
будова оберненої функцiї як однозначної стає неможливою. В
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цьому разi обернену як однозначну можна побудувати для но-
вої функцiї f∗(x), «обрiзаючи» область визначення початкової:

f∗(x) =

{
f(x), x ∈ (a; b);
не є визначеною, x /∈ (a; b).

Тут числа a, b слiд пiдiбрати так, щоб iнтервалу (a; b) належав
тiльки один з коренiв x1, x2. Якщо на цьому iнтервалi зали-
шається тiльки корiнь x1, то оберненою до f∗ буде функцiя
(f∗)

−1
= g1, а якщо тiльки корiнь x2 – то оберненою до f∗ буде

функцiя (f∗)
−1

= g2.
Очевидно, графiк функцiї f∗ є частиною графiка функцiї f .

Ця частина вiдповiдає iнтервалу x ∈ (a; b), а iншi частини гра-
фiка функцiї f видаляються. Тому з геометричної точки зору
графiк оберненої функцiї буде симетричним (вiдносно прямої
y = x) не до всього графiка f(x), а лише до його частини f∗(x).
C Приклад 3.10. Нехай y = x2. При y > 0 рiвняння y = f(x)

має одразу два розв’язки: x1 =
√
y i x2 = −√y. Пiсля взаємо-

замiни отримуємо двi вiтки: g1(x) =
√
x, g2(x) = −

√
x. Отже,

для функцiї f(x) = x2 обернена не iснує як однозначна. Тодi
обернену функцiю має сенс будувати для iншої функцiї, яка
збiгатиметься з даною лише на деякому iнтервалi.

Розглянемо нову функцiю

f∗(x) =

{
не є визначеною, x < 0;
x2, x > 0.

Графiк функцiї f∗ виникає шляхом видалення «лiвої полови-
ни» параболи y = x2 (рис. 3.4, лiворуч). Тепер потрiбно розв’я-
зувати не рiвняння y = f(x), а рiвняння y = f∗(x). Очевидно,
при y > 0 його розв’язок є єдиним: x = +

√
y, оскiльки вiд’єм-

нi розв’язки x < 0 є неприпустимими (при x < 0 функцiя f∗

не є визначеною). Отже, пiсля взаємозамiни отримуємо одну
вiтку: y = g1(x) =

√
x, i обернена функцiя (f∗)

−1
= g1; вона є

однозначною. Для побудови графiку оберненої функцiї доста-
тньо вiдносно прямої y = x вiддзеркалити праву «половину»
параболи y = x2.

Функцiя f∗ мала область визначення x ∈ [0; +∞) i множину
значень y > 0. Обернена до неї функцiя g1 має область визна-
чення x > 0 i множину значень y ∈ [0; +∞).
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Рисунок 3.4 – До вибору однiєї вiтки оберненої функцiї

Розглянемо iншу функцiю

f∗∗(x) =

{
x2, x 6 0;
не є визначеною, x > 0.

Графiк функцiї f∗∗ виникає шляхом видалення «правої поло-
вини» параболи y = x2 (рис. 3.4, праворуч). Тепер при y > 0
розв’язок рiвняння y = f∗∗(x) знову є єдиним: x = −√y, оскiль-
ки для додатних x функцiя f∗∗ не визначена. Отже, пiсля вза-
ємозамiни отримуємо одну вiтку: y = g2(x) = −

√
x, i обернена

функцiя (f∗∗)
−1

= g2; вона є однозначною. Для побудови графi-
ку оберненої функцiї достатньо вiдносно прямої y = x вiддзер-
калити лiву «половину» параболи y = x2.

Функцiя f∗∗ мала область визначення x ∈ (−∞; 0] i множину
значень y > 0. Обернена до неї функцiя g2 має область визна-
чення x > 0 i множину значень y ∈ (−∞; 0]. B

З розглянутого прикладу випливає актуальнiсть формулю-
вання умов, за яких обернена функцiя є однозначною. Такi
умови надає наступна теорема.
� Теорема 3.5. Нехай область визначення i множина зна-

чень функцiї f(x) – множини X, Y . Якщо функцiя f(x) є моно-
тонною на множинi X, то обернена функцiя g = f−1 iснує i є
однозначною, причому областю визначення i множиною зна-
чень оберненої функцiї g(x) є множини x ∈ Y , y ∈ X.
� Доведення. Фактично теорема стверджує, що вiдповiд-

нiсть мiж елементами множин X i Y є взаємно однозначною.

103



1◦. Доведемо, що Y – область визначення оберненої фун-
кцiї g = f−1. Достатньо довести, що g(y0) iснує при y0 ∈ Y i
g(y0) не iснує при y0 /∈ Y . Очевидно, при y0 ∈ Y значення g(y0)
iснує i дорiвнює g(y0) = x0. Але при y0 /∈ Y таке значення x0

пред’явити неможливо. Якби це було можливо, ми б отримали
f(x0) = y0 ∈ Y . Отримали протирiччя.

2◦. Доведемо однозначнiсть оберненої функцiї g = f−1. Не-
хай y0 ∈ Y i g(y0) = x0. Нехай одночасно з цим виконано рiв-
нiсть g(y0) = x1, причому x1 6= x0. Тодi f(x1) = y0. Але це не-
можливо, оскiльки при монотонному зростаннi функцiї f ви-
конується або нерiвнiсть f(x1) > y0 при x1 > x0, або нерiвнiсть
f(x1) < y0 при x1 < x0. Вiдповiдно, при монотонному спаданнi
функцiї f виконується або нерiвнiсть f(x1) < y0 при x1 > x0,
або нерiвнiсть f(x1) > y0 при x1 < x0. Отримали протирiччя.

3◦. Доведемо, що X – множина значень оберненої функцiї
g = f−1. Достатньо довести, що при будь-якому x0 ∈ X iснує
y0 ∈ Y такий, що g(y0) = x0, i при будь-якому x0 /∈ X виконання
рiвностi g(y0) = x0 неможливе.

При x0 ∈ X достатньо покласти y0 = f(x0). Тодi g(y0) = x0.
Припустимо тепер, що x0 /∈ X, але знайшлось y0 таке, що

рiвняння g(y0) = x0 виконано. Але тодi y0 = f(x0), отже x0 ∈ X.
Отримали протирiччя. �

Зауважимо, в разi функцiй, заданих кусково, множини X, Y
можуть бути сукупностями iнтервалiв. Для коректного засто-
сування доведеної теореми потрiбно розрiзняти поняття моно-
тонностi на iнтервалi i монотонностi на множинi.
C Приклад 3.11. Розглянемо функцiю, задану кусково:

f(x) =

{
x+ 2, x 6 0;√
x− 1− 1, x > 1.

Тут область визначення X = (−∞; 0] ∪ [1; +∞). Ця функцiя мо-
нотонно зростає на iнтервалi x ∈ (−∞; 0] i монотонно зростає
на iнтервалi [1; +∞). Але вона не є монотонно зростаючою на
множинi X, оскiльки не для будь-якої пари чисел x1, x2 ∈ X
з нерiвностi x2 > x1 випливає нерiвнiсть f(x2) > f(x1). Напри-
клад, нехай x1 = 0, тодi f(x1) = f(0) = 2. Нехай також x2 = 1, то-
дi f(x2) = f(1) = −1. Отже, x2 > x1, але нерiвнiсть f(x2) > f(x1)
не виконано. Тому на цю функцiю доведена теорема не розпо-
всюджується. Зокрема, обернена функцiя не є однозначною.
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Рисунок 3.5 – Функцiя, обернена до монотонної

Справдi, позначимо x01 = −1, x02 = 5, y0 = 1. Маємо:

f(x01) = f(x02) = y0.

Тому для оберненої функцiї g = f−1 одночасно виконуються
двi рiвностi: g(y0) = x01 i g(y0) = x02, причому x02 6= x01. B

Натомiсть, легко навести приклади функцiй, якi заданi ку-
сково i є монотонними на областi визначення X; на такi фун-
кцiї доведена теорема розповсюджується.
C Приклад 3.12. Розглянемо функцiю, задану кусково:

f(x) =

{
2x− 2, x 6 0;√
x− 3 + 1, x > 3.

Очевидно, її область визначення X = (−∞; 0] ∪ [3; +∞), а мно-
жина значень Y = (−∞;−2] ∪ [1; +∞) (рис. 3.5).

Для побудови оберненої функцiї розв’яжемо вiдповiднi рiв-
няння. По-перше, маємо: y = 2x − 2, звiдки x = 1

2y + 1. Нас
влаштують будь-якi розв’язки x, якщо x 6 0. Тодi y 6 −2. Пiсля
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взаємозамiни отримуємо: g(x) = 1
2x + 1 при x 6 −2, причому

y 6 0.
По-друге, маємо: y =

√
x− 3 + 1, або

√
x− 3 = y − 1. Якщо

y > 1, то x− 3 = (y− 1)2, або x = (y− 1)2 + 3. Пiсля взаємозамiни
отримуємо: y = (x− 1)2 + 3 при x > 1, i при цьому y > 3.

Об’єднуючи цi розв’язки, для оберненої функцiї g = f−1

отримуємо:

g(x) =

{
1
2x+ 1, x 6 −2;
(x− 1)2 + 3, x > 1.

Легко бачити, що областю визначення функцiї g є множина
x ∈ Y , а множиною значень – множина y ∈ X. B

З теореми 3.5 випливає такий наслiдок. Пряма i обернена
функцiї мають однаковий характер монотонностi: якщо фун-
кцiя зростає (спадає), то i обернена до неї зростає (спадає).

Зауважимо, монотоннiсть є достатньою умовою однозна-
чностi оберненої функцiї, але не є необхiдною умовою. На-
приклад, функцiя

y =

{
x x 6 0;
1
x x > 0

кожне своє значення приймає лише один раз, i тому обернена5

до неї є однозначною, хоча сама функцiя не є монотонною.
Рiвняння y = f(x) при деяких y може мати бiльш нiж два ко-

ренi, i навiть безлiч коренiв. Розглянемо функцiю f(x) = sinx.
В точцi, наприклад, y = 1

2 рiвняння y = f(x) має безлiч розв’яз-
кiв x = (−1)k π6 + kπ, k ∈ Z. Тому функцiя, обернена до сину-
су, має нескiнченно багато вiток. Виникнення багатозначностi
функцiї, оберненої до синусу, показано на рис. 3.6. Функцiя y =
= sinx ставить у вiдповiднiсть аргументу x = π

6 значення y = 1
2 ,

а аргументу x = 5π
6 – те ж саме значення y = 1

2 . Отже, функцiя,
обернена до синусу, (з урахуванням взаємозамiни) аргументу
x = 1

2 ставить у вiдповiднiсть одразу безлiч значень, серед яких
знайдуться i кут y = π

6 , i кут y = 5π
6 (i безлiч iнших).

Обмежимось iнтервалом X = [−π/2;π/2]. На ньому умови
теореми 3.5 виконано. Тому математики домовились6 обернену

5До речi, оберненою до цiєї функцiї є вона сама, оскiльки її графiк симе-
тричний вiдносно осi y = x.

6Це питання саме домовленостi. Можна було домовитись про iнтервал
x ∈

[
π
2

; 3π
2

]
, протягом якого синус теж залишається монотонним (монотонно

спадає).
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Рисунок 3.6 – Багатозначнiсть функцiї, оберненої до синусу

функцiю будувати не для синусу, а для функцiї, яка збiгається
з ним лише на iнтервалi X:

f∗(x) =

{
sinx, x ∈ [−π/2;π/2] ;
не є визначеною, x /∈ [−π/2;π/2] .

Областю визначення функцiї f∗ є iнтервал X, а множиною
значень – iнтервал Y = [−1; 1]. Приймемо наступне означен-
ня: y = arcsinx – це кут 1) з iнтервалу y ∈

[
−π2 ; π2

]
, для яко-

го 2) sin y = x. Наприклад, arcsin 1
2 = π

6 , оскiльки sin π
6 = 1

2 i
π
6 ∈

[
−π2 ; π2

]
. В той же час, arcsin 1

2 6=
5π
6 , не дивлячись на те, що

також sin 5π
6 = 1

2 , оскiльки 5π
6 /∈

[
−π2 ; π2

]
. Враховуючи симетрiю

графiкiв прямої i оберненої функцiй вiдносно прямої y = x, гра-
фiк арксинусу легко побудувати як на рис. 3.7. Область визна-
чення арксинусу – x ∈ [−1; 1], а множина значень – y ∈

[
−π2 ; π2

]
.

Спiввiдношення (3.3) в разi пари «синус-арксинус» взаємно
обернених функцiй набувають вигляду

sin(arcsinx) = x, arcsin(sinx) = x.

Розглянемо перше спiввiдношення. Якщо x /∈ [−1; 1], то arcsinx
не iснує, i перше спiввiдношення не виконано. Якщо x ∈ [−1; 1],
то arcsinx iснує i є кутом, таким, що −π2 6 arcsinx 6 π

2 . Синус
цього кута як раз i дорiвнює x за означенням арксинусу. Отже,
перше спiввiдношення виконано на iнтервалi x ∈ [−1; 1].

Розглянемо друге спiввiдношення. Його лiва частина iснує
при будь-яких x, оскiльки |sinx| 6 1, x ∈ R. Але не при будь-
яких x вона дорiвнює x. Справдi, лiва частина як арксинус є
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Рисунок 3.7 – Графiк функцiї y = arcsinx

кутом з iнтервалу −π2 6 arcsin(sinx) 6 π
2 . Тому для виконан-

ня другого спiввiдношення i права частина повинна належати
цьому iнтервалу. Отже, друге спiввiдношення виконується для
−π2 6 x 6

π
2 .

Ясно, що на iнтервалi x ∈ [−1; 1] (коротшому з двох) обидва
спiввiдношення виконано одночасно.

Аналогiчнi мiркування призводять i до визначення арктан-
генсу: y = arctg x – це кут 1) з iнтервалу y ∈

(
−π2 ; π2

)
, для

якого 2) tg y = x. Наприклад, arctg 1 = π
4 , оскiльки tg π

4 = 1 i
π
4 ∈

(
−π2 ; π2

)
. В той же час, arctg 1 6= 5π

4 , не дивлячись на те,
що також tg 5π

4 = 1, оскiльки 5π
4 /∈

(
−π2 ; π2

)
. Вiдповiдний графiк

зображено на рис. 3.8.
Зауважимо наступне. При побудовi оберненої функцiї ми

здiйснювали взаємозамiну x↔ y. Це було зручно: однiєю i тiєю
самою лiтерою x позначався аргумент i «прямої» функцiї (до
взаємозамiни), i оберненої (пiсля взаємозамiни). Позначення y
для значень обидвох функцiй також зберiгалось. Незручнiсть
полягала лише в необхiдностi вiддзеркалювати графiк «прямої»
функцiї для отримання графiка оберненої функцiї.

Але взаємозамiна – це лише питання позначень. Її можна
не здiйснювати. Тодi x буде аргументом «прямої» функцiї y(x)
i одночасно значенням оберненої функцiї x(y). Вiдповiдно, y
буде значенням «прямої» функцiї y(x) i одночасно аргументом
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Рисунок 3.8 – Графiк функцiї y = arctg x

оберненої функцiї x(y). Отже, з точки зору оберненої функцiї
координатнi осi мiняються ролями: вiсь аргументу стає спря-
мованою догори, а вiсь значень функцiї – направо. Але тодi
зникає необхiднiсть вiддзеркалювати графiк. Отже, одна i та ж
сама крива одночасно буде i графiком «прямої» функцiї (якщо
вiсь, спрямовану направо, вважати вiссю аргументу), i графi-
ком оберненої функцiї (якщо вiсь, спрямовану догори, вважати
вiссю аргументу). Саме такої точки зору (графiк не вiддзер-
калювати, взаємозамiну не здiйснювати, i лише осi помiняти
ролями) ми тепер будемо дотримуватись.

Сформулюємо i доведемо теорему про похiдну оберненої
функцiї.

� Теорема 3.6. Нехай функцiя y = f(x) є диференцiйовною
в точцi x0, причому f ′(x0) 6= 0. Тодi в околi точки y0 = f(x0)
функцiя x = g(y), обернена до y = f(x), є диференцiйовною,
причому її похiдна в точцi y0 дорiвнює

g′(y0) =
1

f ′(x0)
.

� Доведення. Оскiльки функцiя f(x) є диференцiйовною в
точцi x0, то її прирiст ∆y = f ′(x0) ∆x+o(∆x). Обернена функцiя
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є g(y), i її прирiст становить ∆x = ∆y−o(∆x)
f ′(x0) . Тодi похiдна

g′(y0) = [g(y)]
′
y

∣∣∣
y=y0

= lim
∆y→0

∆x

∆y

∣∣∣∣
y=y0

= lim
∆y→0

∆y − o(∆x)

f ′(x0) ∆y
=

=
1

f ′(x0)
lim

∆y→0

(
1− o(∆x)

∆y

)
=

1

f ′(x0)
,

що i треба було довести. Тут враховано, що

lim
∆y→0

o(∆x)

∆y
= lim

∆y→0

o(∆x)

f ′(x0) ∆x+ o(∆x)
=

= lim
∆x→0

o(∆x)
∆x

f ′(x0) + o(∆x)
∆x

=
0

f ′(x0) + 0
= 0.�

Отриманому результату можна надати вигляду

x′y · y′x = 1,

де x(y) i y(x) – двi взаємно оберненi функцiї. Цей результат
також можна подати як формальну тотожнiсть

dx

dy
· dy
dx

= 1

(бiльш детально про похiдну як вiдношення диференцiалiв йде-
ться в п. 3.4).

Теорема 3.6 має дуже простий геометричний змiст. Нехай
дотична, проведена до графiка7 в точцi M0(x0; y0), утворює ку-
ти α, β з осями Ox, Oy. Очевидно, α + β = π

2 . Для «прямої»
функцiї y(x) аргументом є x, тому похiдна дорiвнює y′x = tgα.
Для оберненої функцiї x(y) аргументом є y, тому похiдна до-
рiвнює x′y = tg β. При цьому

x′y = tg β = tg
(π

2
− α

)
= ctgα =

1

tgα
=

1

y′x
,

що i було доведено в теоремi.

7Оскiльки ми взаємозамiну тепер не вводимо, то одна й та сама крива є
одночасно i графiком «прямої» функцiї, i графiком оберненої функцiї.
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Практично похiдну оберненої функцiї обчислюють, виходя-
чи зi спiввiдношення

y′x =
dy

dx
=

1
dx
dy

=
1

x′y
.

Тут знаменником правої частини є похiдна вiд функцiї x(y),
оберненої до заданої. Залишається вирiшити одну проблему:
функцiя x(y) виражена через y, тому i похiдна x′y буде вираже-
ною через y; цей y потрiбно виразити через x.
C Приклад 3.13. Знайдемо похiдну функцiї y(x) = lnx. Обер-

неною є функцiя x(y) = ey. Маємо y′x = 1
x′y

,

(lnx)′x =
1

(ey)′y
=

1

ey
=

1

x
. B

C Приклад 3.14. Знайдемо похiдну функцiї y(x) = arcsinx.
Оберненою є функцiя x(y) = sin y. Маємо y′x = 1

x′y
,

(arcsinx)′x =
1

(sin y)′y
=

1

cos y
= +

1√
1− sin2 y

=
1√

1− x2
.

Перед знаком радикалу обрали знак «плюс», оскiльки y як ар-
ксинус є кутом першої або четвертої чвертi, а косинуси таких
кутiв додатнi. Додатнiсть знайденої похiдної вiдповiдає зро-
станню арксинуса. B
C Приклад 3.15. Знайдемо похiдну функцiї y(x) = arctg x.

Оберненою є функцiя x(y) = tg y. Маємо y′x = 1
x′y

,

(arctg x)′x =
1

(tg y)′y
=

1
1

cos2 y

=
1

1 + tg2 y
=

1

1 + x2
.

Скористались тотожнiстю 1
cos2 y = 1 + tg2 y. B

Отже, таблиця похiдних поповнюється такими формулами:

(arcsinx)
′

=
1√

1− x2
, (arctg x)

′
=

1

1 + x2
.

Крiм того, неважко тепер отримати ще двi формули. Оскiльки
arcsinx+ arccosx = π

2 , |x| 6 1, то

(arccosx)
′

=
(π

2
− arcsinx

)′
= − 1√

1− x2
.
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Аналогiчно, оскiльки arctg x+ arcctg x = π
2 , x ∈ R, то

(arcctg x)
′

=
(π

2
− arctg x

)′
= − 1

1 + x2
.

3.3.5 Логарифмiчне диференцiювання

Функцiя вигляду y(x) = f(x)g(x) не є нi степеневою, анi пока-
зниковою. Для диференцiювання таких функцiй застосовують
т.зв. логарифмiчне диференцiювання. Цим термiном назива-
ють комплекс логарифмування i наступного за ним диферен-
цiювання: y′ = y · (ln y)

′.
Маємо:

ln y(x) = ln
[
f(x)g(x)

]
= g(x) ln f(x).

Лiва частина виявляється складною функцiєю: зовнiшня – ло-
гарифм, внутрiшня – f(x). Тодi при диференцiюваннi тотожно-
стi ln y = g ln f (факт залежностi вiд x бiльше не пiдкреслюємо)
отримуємо:

1

y
· y′ = g′ ln f + g (ln f)

′
= g′ ln f + g · 1

f
· f ′.

Звiдси отримуємо:

y′ = y

(
g′ ln f +

gf ′

f

)
= fg

(
g′ ln f +

gf ′

f

)
= fg ln f · g′ + gfg−1 · f ′.

Формально перший доданок виглядає так, нiби f = const i ви-
конує роль основи a показникової функцiї, а g – внутрiшня
функцiя; другий доданок виглядає так, нiби g = const i виконує
роль показника n степеневої функцiї, а f – внутрiшня функцiя.
Втiм, достатньо запам’ятати послiдовнiсть дiй: 1) логарифмува-
ння; 2) диференцiювання. Гарантується, що в результатi цих
дiй виникне рiвняння, яке завжди буде лiнiйним вiдносно y′.
C Приклад 3.16. Знайдемо похiдну функцiї y = (sinx)

√
x. Ма-

ємо:
ln y = ln (sinx)

√
x

=
√
x ln (sinx) ,

y′

y
=
(√
x
)′

ln (sinx) +
√
x [ln (sinx)]

′
=

=
1

2
√
x
· ln (sinx) +

√
x · 1

sinx
· (sinx)

′
=

ln (sinx)

2
√
x

+
√
x ctg x.
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Тодi

y′ = y

{
ln sinx

2
√
x

+
√
x ctg x

}
= (sinx)

√
x

{
ln sinx

2
√
x

+
√
x ctg x

}
. B

Зауважимо, логарифмiчне диференцiювання може вияви-
тись зручним i в iнших випадках.
C Приклад 3.17. Знайдемо похiдну функцiї

y = 3

√
2x+ 3

x3 − x2
· 5

√
5x+ x3

x+ sinx
.

Логарифмуючи, отримуємо:

ln y =
1

3
ln (2x+ 3)− 1

3
ln
(
x3 − x2

)
+

1

5
ln
(
5x+ x3

)
− 1

5
ln (x+ sinx) .

Диференцiюючи, отримуємо:

y′

y
=

(2x+ 3)
′

3 (2x+ 3)
−
(
x3 − x2

)′
3 (x3 − x2)

+

(
5x+ x3

)′
5 (5x+ x3)

− (x+ sinx)
′

5 (x+ sinx)
=

=
2

3 (2x+ 3)
− 3x2 − 2x

3 (x3 − x2)
+

5 + 3x2

5 (5x+ x3)
− 1 + cosx

5 (x+ sinx)
.

Остаточна вiдповiдь виникне, якщо останнiй вираз помножити
на y(x). B

3.4 Диференцiал функцiї

однiєї змiнної

3.4.1 Означення диференцiалу

Розглянемо локальну поведiнку функцiї f(x) в околi точки x0.
Позначимо y0 = f(x0). Нехай аргумент змiнився вiд значення
x0 на величину ∆x, i набув значення x = x0 + ∆x. Тодi функцiя
прийняла значення y = f(x) = f(x0 + ∆x), а її прирiст склав

∆y = f(x0 + ∆x)− f(x0) = y − y0.

Нехай функцiя f(x) є неперервною в точцi x0. Тодi її прирiст
∆y стає нескiнченно малим, якщо ∆x→ 0.
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Постає важливе питання: чи можливо з приросту ∆y ви-
окремити частину, лiнiйну за ∆x? Власне, це завжди можна
зробити; достатньо покласти:

∆y = C ∆x+ (∆y − C ∆x) , C = const.

Тут C ∆x – частина приросту ∆y, яка є лiнiйною за ∆x. Друга
складова (∆y − C ∆x) – це «решта» виразу для ∆y. В загально-
му випадку «дужка» (∆y − C ∆x) залежить вiд ∆x нелiнiйно;
ця нелiнiйнiйсть зараз «прихована» у виразi для ∆y.

Тому, бiльш точно, питання тепер в наступному: чи можли-
во пiдiбрати таке C, щоб при прямуваннi ∆x→ 0 другий дода-
нок (∆y − C ∆x) мав бiльш високий порядок малостi порiвняно
з першим доданком C ∆x? Iнакше, чи iснує C, за якого прирiст
функцiї може бути поданий у виглядi

∆y = C ∆x+ o(∆x). (3.4)

Це питання можна переформулювати i так: чи iснує для ∆y
еквiвалентна нескiнченно мала у виглядi C ∆x? Справдi, при
iснуваннi C, C 6= 0, за якого (3.4) виконано, ми б отримали:

lim
∆x→0

∆y

C ∆x
= lim

∆x→0

C ∆x+ o(∆x)

C ∆x
= lim

∆x→0

(
1 +

1

C
· o(∆x)

∆x

)
= 1,

звiдки ∆y ∼ C ∆x.
На сформульоване питання легко отримати вiдповiдь «так»,

якщо замiсть вимоги неперервностi до функцiї f(x) пред’явити
(бiльш сильну) вимогу диференцiйовностi в точцi x0. Тодi, як
ми зараз доведемо, при C, дiбраному належним чином, частина
C ∆x виявиться головною в тому сенсi, що решта (∆y − C ∆x)
стане величиною вищого порядку малостi порiвняно з ∆x. А
саме, доведемо: 1) якщо C = f ′(x0), то прирiст ∆y функцiї може
бути поданий у виглядi (3.4); 2) якщо прирiст ∆y функцiї може
бути поданий у виглядi (3.4), то C = f ′(x0).

1) За означенням похiдної маємо:

lim
∆x→0

∆y

∆x
= f ′(x0).

Але за умовою C = f ′(x0), отже

lim
∆x→0

∆y

∆x
= C.
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Тодi за теоремою 2.7 отримуємо вигляд (3.4), що i треба було
довести.

2) Вважаємо тепер, навпаки, що (3.4) дано. Тодi маємо:

f ′(x0) = lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

C ∆x+ o(∆x)

∆x
= C,

що i треба було довести.
Отже, якщо похiдна функцiї в точцi x0 iснує, дорiвнює f ′(x0)

i є скiнченною, то прирiст функцiї може бути поданий у ви-
глядi

∆y = f ′(x0) ·∆x+ o(∆x).

В цьому виразi частину f ′(x0) · ∆x, яка 1) є лiнiйною за ∆x;
2) є головною (тобто решта – мала вищого порядку малостi), i
називають диференцiалом функцiї в точцi.
� Означення 3.7. Диференцiалом функцiї f(x) в точцi x0

називають головну частину її приросту, лiнiйну за приростом
аргументу. Диференцiал функцiї в точцi позначають символом
df(x0), або скорочено символом df .

За доведеним вище диференцiал функцiї в точцi може бути
обчислений за формулою:

df(x0) = f ′(x0) ·∆x. (3.5)

Звичайно, тут d не є символом певної величини (df не є добу-
тком величин d i f ). Вираз df слiд сприймати як єдину цiлiсну
конструкцiю.
C Приклад 3.18. Знайдемо диференцiал функцiї f(x) = x2 в

точцi x0 = 3. Маємо:

y0 = f(x0) = x2
0 = 32 = 9,

x = x0 + ∆x = 3 + ∆x,

y = f(x) = (3 + ∆x)
2

= 9 + 6 ∆x+ (∆x)
2
,

∆y = y − y0 = 9 + 6 ∆x+ (∆x)
2 − 9 = 6 ∆x+ (∆x)

2
.

Частина df(3) = 6 ∆x цього приросту i є диференцiалом. Справ-
дi, по-перше, вираз 6 ∆x є лiнiйним за ∆x. По-друге, рiзниця
∆y−6 ∆x = (∆x)

2 (тобто решта приросту функцiї) є нескiнчен-
но малою бiльш високого (другого) порядку малостi, а частина
6 ∆x є головною.
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Такий самий результат можна отримати значно простiше.
Маємо: f ′(x) = 2x, f ′(x0) = 2x0 = 2 · 3 = 6. Тодi за формулою
(3.5) одержуємо: df(3) = 6 ∆x. B

C Приклад 3.19. Для функцiї f(x) =
3
√
x+ 6x

3
√
x2 спробуємо

знайти диференцiал в точцi x0 = 0. Маємо:

y0 = f(x0) =
3

√
x0 + 6x0

3

√
x2

0 = 0,

x = x0 + ∆x = ∆x,

y = f(x) =
3

√
∆x+ 6∆x

3

√
(∆x)

2
=

= 3

√
∆x

(
1 + 6

3

√
(∆x)

2

)
= (∆x)

1
3 ·
(

1 + 6 (∆x)
2
3

) 1
3

=

= (∆x)
1
3 ·
(

1 +
1

3
· 6 (∆x)

2
3 + o

(
6 (∆x)

2
3

))
=

= (∆x)
1
3 + 2∆x+ o (∆x) .

Скористались пунктом 8 з таблицi еквiвалентiв при n = 1
3 . Тодi

∆y = y − y0 = y − 0 = y = (∆x)
1
3 + 2∆x+ o (∆x) .

Як бачимо, головною в цьому виразi є частина з найменшим по-
казником степеня, тобто (∆x)

1
3 . Але вона не є лiнiйною за ∆x.

Бачимо також, що лiнiйною в цьому виразi є частина 2∆x, але
вона є не головною величиною, а величиною вищого порядку
малостi порiвняно з головною частиною (∆x)

1
3 . Частини цього

виразу, яка була б i головною, i лiнiйною одночасно, тут немає.
Отже, для розглядуваної функцiї знайти диференцiал в данiй
точцi неможливо; вiн не iснує. Втiм, iснування диференцiалу
розглядуваної функцiї в iнших точках x0 не виключається.

Спробуємо обчислити похiдну:

f ′(x) =

[(
x+ 6x

5
3

) 1
3

]′
=

1

3
· 1(
x+ 6x

5
3

) 2
3

·
(

1 + 10x
2
3

)
.

Легко бачити, що f ′(0) =∞ за рахунок знаменника. Саме тому
формула (3.5) є незастосовною, а диференцiал розглядуваної
функцiї в точцi x0 = 0 не iснує. B
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Вище (див. означення 3.2, с. 87) ми називали функцiю дифе-
ренцiйовною в точцi, якщо похiдна f ′(x0) iснувала i була скiн-
ченною. Тепер ми можемо надати альтернативне означення:
функцiя диференцiйовна в точцi, якщо iснує її диференцiал

в цiй точцi. Справдi, iснування диференцiалу передбачає мо-
жливiсть подання приросту ∆y функцiї у виглядi (3.4). Вище
ж ми довели: така можливiсть рiвносильна iснуванню скiнчен-
ної похiдної функцiї в точцi. Отже диференцiйовними в точцi
в сенсi означення 3.2 є 1) усi тi i 2) лише тi функцiї, для яких
iснує диференцiал в цiй точцi. Iнакше, нове означення дифе-
ренцiйовностi функцiї в точцi є рiвносильним до старого.

Проте, рiвносильнiсть цих означень зберiгається лише для функцiй однiєї
змiнної. В разi функцiй декiлькох змiнних можливiсть подання приросту фун-
кцiї сумою лiнiйної головної частини i малих вищих порядкiв з одного лише
iснування похiдних ще не випливає. В цьому разi диференцiйовнiсть в сенсi
iснування диференцiалу є вже не рiвносильною, а бiльш сильною вимогою
порiвняно з iснуванням похiдних.

3.4.2 Геометричний змiст диференцiалу

Розглянемо функцiю, диференцiйовну в точцi x = x0. Прове-
демо дотичну до графiку цiєї функцiї у точцi M0 (рис. 3.9). Як
випливає з геометричного змiсту похiдної, рiвняння дотичної
має вигляд

yдот = y0 + f ′(x0)(x− x0). (3.6)

Нехай аргументовi надано прирiст ∆x, i вiн набув значення
x = x0 + ∆x. При цьому прирiст функцiї становить

∆y = MN = y − y0.

Разом з цим ордината точки на дотичнiй також набуває при-
росту, який дорiвнює

∆yдот = KN = yдот − y0.

Як бачимо, прирiст ∆yдот складає частину приросту ∆y. Ця ча-
стина i є диференцiалом. Справдi, з прямокутного трикутника
4M0NK маємо: KN = M0N tg∠KM0N = tg∠KM0N ∆x. Але
за геометричним сенсом похiдної tg∠KM0N = f ′(x0). Отже,
KN = f ′(x0) ∆x, що збiгається з формулою (3.5). Отриманому
результату можна також надати вигляду dy = ∆yдот. Звiдси i
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Рисунок 3.9 – Геометричний змiст диференцiалу функцiї

випливає геометричний змiст диференцiалу: диференцiал до-

рiвнює приросту ординати точки K на дотичнiй прямiй.

Домовимось про наступне. Розглядаючи функцiю y(x) = x,
для її диференцiалу в довiльнiй точцi за формулою (3.5) маємо:

dx = dy = y′x ·∆x = x′ ·∆x = 1 ·∆x = ∆x.

Отже, для незалежної змiнної x рiвнiсть dx = ∆x виконується
абсолютно точно. Тому рiвнянню (3.5) на практицi надають ви-
гляд df(x0) = f ′(x0) dx, або для довiльної точки x0, не конкрети-
зуючи її, – вигляд

df = f ′ dx. (3.7)

На вiдмiну вiд точної рiвностi dx = ∆x, для залежної змiнної
y виконується лише наближена рiвнiсть ∆y ≈ dy. До речi, цiй
рiвностi можна надати бiльш сильного вигляду: ∆y ∼ dy; цю
еквiвалентнiсть нами вище вже доведено за допомогою пода-
ння (3.4). Нагадаємо, ця еквiвалентнiсть означає, що похибка,
з якою величини dy i ∆y наближено дорiвнюють одна однiй,
стає не просто нескiнченно малою, а ще прямує до нуля швид-
ше порiвняно з ∆x. Цю похибку можна бачити на рис. 3.9 як
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довжину
MK = MN −KN = ∆y − dy = o(∆x).

Виразимо похiдну з рiвняння дотичної:

f ′(x0) =
yдот − y0

x− x0
=

∆yдот

∆x
=
dy

dx
.

Отже, похiдну функцiї в точцi можна знайти як вiдношення8

диференцiалу функцiї до диференцiалу аргументу. Тому вираз

dy(x)

dx
= f ′(x)

для похiдної можна вважати результатом арифметичної опера-
цiї дiлення величини dy на величину dx. Принципово, що це
рiвняння, на вiдмiну вiд означення (3.1), не мiстить операцiї
граничного переходу. Це, всупереч поширенiй думцi, не озна-
чає, що dx i dy – обов’язково нескiнченно малi. Вони можуть
такими i не бути, якщо ми додатково не подбаємо про пряму-
вання ∆x → 0. Справдi, рiвняння (3.5) з урахуванням рiвностi
dy = ∆yдот є рiвнянням дотичної, а її нахил не залежить вiд ∆x.

Починаючи з цього моменту, слово «диференцiювання» мо-
же використовуватись в двох розумiннях: як знаходження ди-
ференцiалу i як знаходження похiдної. Отже, тепер лiтеру d
можна розглядати як символ операцiї знаходження диферен-
цiалу. Наприклад:

d
(
x2
)

= 2x dx, d(sinx) = cosx dx,

i т.д. Нагадаємо, вище ми домовлялись розглядати вираз df як
єдину цiлiсну конструкцiю. Попри це, тепер символ диферен-
цiювання d можна «вiдiрвати», i для позначення похiдної, крiм
символу «штрих», використовувати формальний дрiб d

dx :

(
x2
)′

=
d
(
x2
)

dx
=

d

dx

(
x2
)

= 2x,

8Власне, Г.В. Лейбнiц так i дiяв: теорiя границь К. Вейєрштрассом на той час
створена ще не була. Iсторично першою була теорiя похiдних, а її наслiдком –
теорiя границь. Методично ж роблять навпаки: при традицiйному викладаннi
сучасного курсу математичного аналiзу вченню про похiдну передує вчення
про границi.
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(sinx)
′

=
d (sinx)

dx
=

d

dx
(sinx) = cosx,

i т.д. Формально все виглядає так, нiби для знаходження похi-
дної функцiї f достатньо дрiб d

dx «помножити» на цю функцiю.

3.4.3 Диференцiали вищих порядкiв

Поряд з похiдними i диференцiалами, розглядають також похi-

днi i диференцiали вищих порядкiв. Якщо функцiю продифе-
ренцiювати n разiв поспiль, то виникне похiдна n-го порядку.

C Приклад 3.20. Нехай y = 1
3x

3 − 5x2 + 8x + 13. Очевидно,
маємо:

y′ =

(
1

3
x3 − 5x2 + 8x+ 13

)′
= x2 − 10x+ 8,

y′′ = (y′)
′

=
(
x2 − 10x+ 8

)′
= 2x− 10,

y′′′ = (y′′)
′

= (2x− 10)
′

= 2,

yIV = (y′′′)
′

= (2)
′

= 0,

y(n) ≡ 0, n > 4. B

Зауважимо, бiльше трьох символiв «штрих» не пишуть. Нато-
мiсть порядок похiдної позначають або римськими цифрами,
або арабськими, але тодi – в дужках, щоб вiдрiзняти вiд пока-
зника степеня.

Аналогiчно визначають i диференцiали вищих порядкiв:

d2y = d(dy), d3y = d
(
d2y
)
, d4y = d

(
d3y
)
,

i т.д. Маємо:

d2y = d(dy) = d(y′ dx) = (y′ dx)′ dx = y′′ (dx)
2
,

d3y = d(d2y) = d
(
y′′ (dx)

2
)

=
(
y′′ (dx)

2
)′
dx = y′′′ (dx)

3
,

i т.д. Тут x i dx є незалежними змiнними. Тому, знаходячи по-
хiднi за змiнною x, величину dx вважаємо сталим спiвмножни-
ком (при знаходженнi похiдної його можна винести за дужки).
Далi вводять символ dxn. Його розумiють як n-й степiнь дифе-
ренцiалу dxn = (dx)

n, а не як диференцiал d (xn) = nxn−1 dx для
n-го степеня. Тому можна написати

dny = y(n) dxn.
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Вiдповiдно, i вищi похiднi можна розглядати як вiдношення
вищих диференцiалiв

y(n) =
dny

dxn
,

або як множення формального дробу dn

dxn на функцiю:

y(n) =
dny

dxn
=
dn(y)

dxn
=

dn

dxn
y.

Кажуть також, що dn

dxn – оператор n-ї похiдної.
Звернемось знову до формули (3.7). Її словесне формулюва-

ння: «диференцiал функцiї дорiвнює похiднiй, помноженiй на

диференцiал того аргументу, за яким вiдбувалось диференцi-

ювання». Виявляється, що це формулювання залишається не-
змiнним (кажуть також – iнварiантним), якщо ввести замiну
змiнних. Нехай f(ϕ(x)) – складна функцiя. Очевидно, її дифе-
ренцiал

df = f ′x dx =
(
f ′ϕ · ϕ′x

)
dx = f ′ϕ · (ϕ′x dx) .

Тут f ′x = f ′ϕ · ϕ′x є похiдною складної функцiї, а dϕ = ϕ′x dx є
диференцiалом внутрiшньої функцiї. Отже,

df = f ′ϕ dϕ.

Як бачимо, при переходi вiд незалежної змiнної x до залежної
змiнної ϕ(x) словесне формулювання формули (3.7) залишає-
ться незмiнним. Щоправда, ми тепер похiдну обчислюємо за
змiнною ϕ (а не x), але ж i множимо на диференцiал dϕ (а не
dx). Цей факт має важливе застосування в подальшому, коли
вводять замiну змiнної при обчисленнi iнтегралiв.

Можна показати, що властивiсть iнварiантностi на вищi ди-
ференцiали вже не розповсюджується.

3.4.4 Застосування диференцiалу

Одним iз застосувань диференцiалу є наближенi обчислення.
Вони базуються на використаннi еквiвалентностi ∆y ∼ dy i
полягають в наступному. Нехай потрiбно обчислити значен-
ня функцiї y = f(x) при деякому значеннi x. Нехай пiдiбрано
деяке значення x0, для якого обчислення y0 = f(x0) i f ′(x0) є
зручним. Тодi

f(x) = f(x0 + ∆x) = y0 + ∆y ≈ y0 + dy = y0 + f ′(x0) ∆x.
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Очевидно, чим ближче обрано x0 до потрiбного x, тим з бiль-
шою точнiстю цю наближену рiвнiсть буде виконано, оскiльки
похибка цього наближення є малою вищого порядку малостi.
C Приклад 3.21. За допомогою диференцiалу наближено об-

числити 3
√

8,48.
Розглянемо функцiю y = 3

√
x. Нас цiкавить її значення в то-

чцi x = 8,48. Але зручним для обчислення i функцiї, i її похiдної
є сусiднє значення x0 = 8:

y0 = 3
√
x0 =

3
√

8 = 2,

y′(x0) = y′(x)|x=x0
=
(
x

1
3

)′∣∣∣∣
x=x0

=
1

3
x−

2
3

∣∣∣∣
x=x0

=

=
1

3
3
√
x2

∣∣∣∣
x=x0

=
1

3 3
√
x2

0

=
1

3
3
√

82
=

1

12
.

Тодi диференцiал в точцi

dy = y′(x0) ∆x =
1

12
·∆x =

x− x0

12
=
x− 8

12
.

Зокрема, при x = 8,48 маємо:

dy =
8,48− 8

12
=

0,48

12
= 0,04.

Тодi
3
√

8,48 = y(x) = y0 + ∆y ≈ y0 + dy = 2 + 0,04 = 2,04.

Розрахунок на калькуляторi веде до значення 3
√

8,48 ≈ 2,0392.
Вiдносна похибка складає

2,04− 2,0392

2,0392
· 100% ≈ 0,04%. B

3.5 Подальшi прийоми

технiки диференцiювання

3.5.1 Диференцiювання функцiї,

заданої параметрично

Розглянемо систему рiвнянь{
x = x(t);
y = y(t).

(3.8)
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З першого рiвняння (принаймнi – в принципi) можна виразити
t в залежностi вiд x (тобто розв’язати це рiвняння вiдносно t,
вважаючи, що x є деяким параметром), i пiдставити знайдене
t в друге рiвняння. При цьому з другого рiвняння параметр t
буде виключеним, i залишиться тiльки залежнiсть y(x). Тому
можна казати, що вихiдна система задає y як функцiю x, а
параметр t вiдiграє роль посередника, який пов’язує аргумент
x i функцiю y.
C Приклад 3.22. Вивчаючи рух тiла, кинутого пiд кутом α до

горизонту з початковою швидкiстю v0, складають проекцiї рiв-
няння руху на горизонталь вздовж руху i вертикаль у виглядi:{

x = (v0 cosα) t;

y = (v0 sinα) t− gt2

2 .

Звiдси9 t(x) = x
v0 cosα , тодi

y(t(x)) = v0 sinα · x

v0 cosα
− g

2

(
x

v0 cosα

)2

= x tgα− gx2

2v2
0 cos2 α

.

Отже, y(x) є квадратичною функцiєю; її графiк – парабола. B
Iнодi перше рiвняння може мати бiльш нiж один корiнь.

Наприклад, їх два: t1 = t1(x) i t2 = t2(x). Тодi система (3.8) зада-
ватиме двi функцiї, або ж двi вiтки однiєї двозначної функцiї.
Очевидно, перед подальшим аналiзом потрiбно домовитись про
вибiр однiєї з усiх можливих вiток.

Зауважимо, знаходити коренi t = t(x) не обов’язково. До-
статньо в будь-який спосiб виключити10 t з системи (3.8). Роз-
глянемо приклад такого виключення.
C Приклад 3.23. Нехай додаються два гармонiчних колива-

ння однакових амплiтуд R i однакових частот ω. Нехай цi ко-
ливання вiдбуваються в перпендикулярних напрямках Ox, Oy
i мають рiзницю фаз π

2 :{
x = R cosωt;
y = R cos

(
ωt− π

2

)
= R sinωt.

9Вважаємо, що α 6= π
2
, тобто кидають не вертикально. Тодi cosα 6= 0.

10Спочатку в системi мiститься три змiннi: t, x, y. Виключити з системи
змiнну t значить зменшити кiлькiсть змiнних на одну (з трьох до двох – x i y).
«Розплатою» за це є вiдповiдне зменшення кiлькостi рiвнянь на одне (з двох
рiвнянь до одного).
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В цьому разi виключити t (тобто позбавитись цього параме-
тра) можна навiть не розв’язуючи перше рiвняння. Достатньо
обидва рiвняння пiднести до квадрату i додати їх. Отримаємо
рiвняння кола: x2 +y2 = R2. Очевидно, задана система визначає
одразу двi вiтки: f1(x) = +

√
R2 − x2 i f2(x) = −

√
R2 − x2. B

Бiльш цiкавим є випадок, коли вдовж осi Ox вiдбувається
одночасно гармонiчний коливальний i рiвномiрний поступаль-
ний рух зi швидкiстю v:{

x = vt+R cosωt;
y = R sinωt.

Саме ця система описує рух точки на ободi колеса, яке коти-
ться без проковзування, якщо покласти v = ωR. Цього разу
траєкторiя стає бiльш складною (її називають циклоїдою). Ви-
разити t тепер з першого рiвняння не можна, бо воно стає
трансцендентним. Втiм, залишається можливiсть виразити t з
другого рiвняння i пiдставити до першого. Щоправда, ми то-
дi отримаємо функцiю x = x(y), обернену до шуканої функцiї
y = y(x).

Власне, проблема полягає в тому, що обидва рiвняння систе-
ми (3.8) можуть виявитись трансцендентними одночасно. Тодi
виключити t в аналiтичний спосiб стає принципово неможли-
во. Однак, функцiю y = y(x) ми будемо продовжувати вважати
(параметрично) визначеною, попри те, що в нашому розпоря-
дженнi аналiтичний вираз y = y(x) вже не з’являється.

Поставимо за мету отримати формули для похiдних y′x, y
′′
xx

i т.д., користуючись лише рiвняннями системи (3.8) i не вико-
ристовуючи вираз y = y(x).

Зауважимо, тепер ми не можемо позначати похiдну просто
через y′. Похiднi вiд y, взятi за аргументом t i за аргументом
x, є рiзними. Їх потрiбно позначати y′t = dy

dt i y′x = dy
dx вiдповiдно

(те саме стосується i похiдних вищих порядкiв). Для спрощен-
ня позначень домовились нижнi iндекси вiдкидати. Натомiсть,
залишають символ «штрих», маючи на увазi похiдну за аргу-
ментом x, i користуються символом «точка», диференцiюючи
за аргументом t:

dy

dx
= y′x = y′,

d2y

dx2
= y′′xx = y′′,
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i т.д. В той же час

dy

dt
= y′t = ẏ,

d2y

dt2
= y′′tt = ÿ,

i т.д. (читають «iгрек з точкою», «iгрек з двома точками» тощо).
З використанням цих позначень отримуємо:

y′ =
dy

dx
=
dy

dt
· dt
dx

=
dy
dt
dx
dt

=
ẏ

ẋ
.

Отже, першу похiдну функцiї однiєї змiнної, заданої параме-
трично, знаходять за формулою

y′ =
ẏ

ẋ
.

Для обчислення за цiєю формулою достатньо мати в розпо-
рядженнi лише рiвняння системи (3.8). Щоправда, вiдповiдь,
отримувана при цьому, буде вираженою через параметр t (а
не через аргумент x).

Маємо далi:

y′′ =
d2y

dx2
=

d

dx

(
dy

dx

)
=

d

dt

(
dy

dx

)
· dt
dx

=
d
dt (y′)
dx
dt

=

=

d
dt

(
ẏ
ẋ

)
ẋ

=

d
dt (ẏ)ẋ−ẏ ddt (ẋ)

(ẋ)2

ẋ
=

ÿẋ−ẏẍ
(ẋ)2

ẋ
=
ÿẋ− ẏẍ

(ẋ)
3 .

Отже, другу похiдну функцiї однiєї змiнної, заданої параме-
трично, знаходять за формулою

y′′ =
ÿẋ− ẏẍ

(ẋ)
3 .

Для обчислення за цiєю формулою достатньо мати в розпо-
рядженнi лише рiвняння системи (3.8). Щоправда, вiдповiдь,
отримувана при цьому, буде вираженою через параметр t (а
не через аргумент x).

Дiючи i далi в подiбний спосiб, можна отримати формули
для похiдних бiльш високих порядкiв.
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C Приклад 3.24. Функцiю y(x) задано параметрично систе-
мою рiвнянь {

x = t3 + 3t;
y = t5.

Знайдемо першу i другу похiднi в точцi x0 = 4. Очевидно, єди-
ним коренем рiвняння 4 = t3 + 3t є число t0 = 1. Похiднi будуть
вираженi через параметр t, тому залучати до розрахункiв по-
трiбно число t0, а не число x0.

Диференцiюючи заданi рiвняння за змiнною t, отримуємо:{
ẋ = 3t2 + 3;
ẏ = 5t4,

{
ẍ = 6t;
ÿ = 20t3.

Тодi

y′ =
ẏ

ẋ
=

5t4

3t2 + 3
,

y′(x0) =
5t40

3t20 + 3
=

5 · 14

3 · 12 + 3
=

5

6
.

Маємо також:

y′′ =
ÿẋ− ẏẍ

(ẋ)
3 =

20t3
(
3t2 + 3

)
− 5t4 · 6t

(3t2 + 3)
3 =

30t5 + 60t3

(3t2 + 3)
3 ,

y′′(x0) =
30t50 + 60t30

(3t20 + 3)
3 =

30 · 15 + 60 · 13

(3 · 12 + 3)
3 =

90

216
=

5

12
. B

3.5.2 Диференцiювання функцiї,

заданої неявно

Вважають, що функцiю y(x) задано неявно, якщо задано рiв-
няння F (x, y) = 0. З цього рiвняння (принаймнi, в принципi)
можна знайти y, i вiн буде виражений через x. Це i означає,
що наше рiвняння задає функцiю y(x). Натомiсть, в рядi ви-
падкiв рiвняння F (x, y) = 0 не вдається розв’язати аналiтично,
тобто формула y(x) в нашому розпорядженнi знову не з’яв-
ляється. Не дивлячись на це, потрiбно отримати формулу для
y′(x). Бiльш точно кажучи, вона матиме вигляд y′(x, y), тобто
для отримання числового значення y′ величину y з рiвняння
потрiбно буде знаходити при заданому x. Але це вже не обо-
в’язково робити аналiтично. Часто вдається знайти y пiдбором
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або наближено (застосовуючи числовi методи). Натомiсть, за-
дача пошуку похiдної буде розв’язаною аналiтично.

Для знаходження y′ достатньо скласти рiвняння F ′x = 0. До
нього змiннi x, y можуть входити в довiльний спосiб, але вiд-
носно похiдної y′ таке рiвняння завжди буде лiнiйним (похiдна
в ньому з’явиться лише при диференцiюваннi складної фун-
кцiї в якостi множника). Отже, таке рiвняння завжди можна
розв’язати вiдносно першої похiдної: y′ = y′(x, y). Похiднi ви-
щих порядкiв звiдси вже можна знайти безпосереднiм дифе-
ренцiюванням.
C Приклад 3.25. Знайдемо похiдну функцiї, заданої неявно

рiвнянням sin y
x + exy = 0. Диференцiюючи, отримуємо:(

sin
y

x
+ exy

)′
= 0,

cos
y

x
·
(y
x

)′
+ exy · (xy)′ = 0,

cos
y

x
· y
′x− yx′

x2
+ exy · (x′y + xy′) = 0,

cos
y

x
· y
′x− y
x2

+ exy · (y + xy′) = 0,

cos
y

x

(
y′

x
− y

x2

)
+ yexy + xy′exy = 0,

cos
y

x
· y
′

x
+ xy′exy = cos

y

x
· y
x2
− yexy,

y′
(

1

x
cos

y

x
+ xexy

)
=

y

x2
cos

y

x
− yexy,

y′ =
y
x2 cos yx − ye

xy

1
x cos yx + xexy

.

Це i є вiдповiдь. Вона потребує пiдстановки значень x i y. Зна-
чення x обирається за потребою, а значення y слiд знаходити
з рiвняння sin y

x + exy = 0 при вiдомому x. Це залишається про-
блемою, али ми принаймнi отримали аналiтичний вираз для
похiдної, тобто задачу диференцiювання розв’язано. B
C Приклад 3.26. В точцi x0 = 1 знайти першу i другу похiднi

функцiї, заданої неявно рiвнянням ln(xy) + xy = 1.
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При x0 = 1 маємо рiвняння ln y + y = 1. Очевидно, його
розв’язок y0 = 1 є єдиним. Перепишемо задане рiвняння у ви-
глядi:

lnx+ ln y + xy = 1.

Диференцiюючи його, отримуємо:

1

x
+
y′

y
+ y + xy′ = 0.

Звiдси

y′ = −
1
x + y
1
y + x

= −y + xy2

x+ x2y
= −y(1 + xy)

x(1 + xy)
= −y

x
.

Якщо потрiбно позначити, вiд яких змiнних залежить отрима-
ний результат, то слiд писати y′(x, y) = − yx , або y′(x, y(x)) = − yx .
Якщо мова йде лише про обчислення похiдної в точцi, то до-
статньо написати скорочено: y′(x) = − yx . Тодi

y′(x0) = − y0

x0
= −1

1
= −1.

Друга похiдна також залежатиме лише вiд x i y:

y′′ = (y′)
′

=
(
−y
x

)′
= −y

′x− yx′

x2
= −
− yx · x− y

x2
=

2y

x2
,

y′′(x0) =
2y0

x2
0

=
2 · 1
12

= 2. B

3.6 Повне дослiдження функцiї

та побудова її графiку

Нехай задано функцiю y = f(x), i потрiбно дослiдити її власти-
востi i побудувати її графiк. В цьому разi можна рекомендува-
ти наступну схему з 12 пунктiв. Далi, поєднуючи вiдповiдi на
питання цих пунктiв, будують графiк функцiї. На першi п’ять
питань цiєї схеми можна надати вiдповiдь, обмежуючись за-
собами елементарної математики (розв’язування рiвнянь, не-
рiвностей тощо). Решта питань потребує застосування вищої
математики (граничний перехiд, диференцiювання).
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3.6.1 Область визначення функцiї

Областю визначення функцiї називають множину усiх значень
x, для яких вiдповiдне значення функцiї є визначеним.

Область визначення функцiї позначають D(f) = . . ., або у
виглядi сукупностi iнтервалiв. Наприклад, якщо f(x) =

√
x− 3,

то D(f) = [3; +∞), або x ∈ [3; +∞).
Для знаходження областi визначення потрiбно об’єднати

усi значення аргументу x, для яких вiдповiдне значення фун-
кцiї iснує.

3.6.2 Множина значень функцiї

Множиною значень функцiї називають множину усiх значень
y, кожне з яких вiдповiдає хоча б якому-небудь значенню ар-
гументу x ∈ D(f).

Множину значень функцiї позначають E(f) = . . ., або у
виглядi сукупностi iнтервалiв. Наприклад, якщо f(x) = ex, то
E(f) = (0; +∞), або y ∈ (0; +∞).

Для знаходження множини значень потрiбно об’єднати усi
значення функцiї y, кожне з яких можливо отримати при ви-
користаннi бодай-якого x ∈ D(f). Практично приймають таке
рiшення: чергове значення y належить множинi значень, якщо
рiвняння y = f(x) має хоча б один розв’язок x. Знаходити цей
розв’язок не обов’язково. Достатньо лише дати гарантiї, що вiн
iснує.
C Приклад 3.27. Знайдемо множину значень функцiї

y =
1

1 + x2
.

Маємо: 1 +x2 = 1
y , x

2 = 1
y − 1. Очевидно, знайти звiдси x можна

за умови 1
y − 1 > 0, y−1

y 6 0. Розв’язок цiєї нерiвностi легко
знайти методом iнтервалiв. Вiн має вигляд E(f) = (0; 1]. B

3.6.3 Нулi функцiї

Знаходять нулi функцiї. Так називають значення аргументу,
яким вiдповiдає значення функцiї y = 0. Iншими словами, число
x0 є нулем функцiї, якщо воно є розв’язком рiвняння f(x) = 0.
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Геометрично нулi виглядають як точки перетину графiка з
вiссю Ox. Таких точок може бути декiлька, або навiть нескiн-
ченно багато. Наприклад, нулi функцiї y = sinx – це значення
x = kπ, k ∈ Z.

Наступне питання в окремий пункт схеми ми не виносимо,
як очевидне: знайти точку перетину графiка функцiї з вiссю
Oy. Якщо x = 0 належить областi визначення, то ця точка має
координати (0; f(0)); вона є єдиною. Якщо ж нуль не входить
до областi визначення, то графiк взагалi не перетинає вiсь Oy.

3.6.4 Парнiсть функцiй

Функцiю дослiджують на парнiсть. Якщо область визначення
D(f) симетрична вiдносно точки x = 0 i для будь-яких x з обла-
стi визначення виконано рiвнiсть f(−x) = f(x), то функцiю
називають парною. Наприклад, y = x2, y = cosx, y = ex + e−x i
т.iн. Графiки парних функцiй мають осьову симетрiю вiдносно
осi Oy.

Якщо D(f) симетрична вiдносно точки x = 0 i для будь-
яких x з областi визначення виконано рiвнiсть f(−x) = −f(x),
то функцiю називають непарною. Наприклад, y = x3, y = sinx,
y = ex−e−x i т.iн. Графiки непарних функцiй мають центральну
симетрiю вiдносно початку координат.

Функцiя може виявитись нi парною, анi непарною, i її гра-
фiк взагалi не є симетричним11 нi вiдносно осi Oy, нi вiдносно
початку координат. Наприклад, y = ex, y = lnx, y = x2

x3+1 i т.iн.
Iнодi такi функцiї називають функцiями загального виду.

3.6.5 Перiодичнiсть

Функцiю дослiджують на перiодичнiсть. Функцiю f(x) назива-
ють перiодичною з перiодом T , якщо iснує найменше додатне
T таке, що для довiльних x з областi визначення виконується
рiвнiсть f(x+ T ) = f(x).

З цього означення, до речi, випливає твердження: якщо f(x)
є перiодичною функцiєю, то її область визначення D(f) є не-

11При цьому iншi можливi симетрiї не виключаються. Наприклад, графiк
функцiї y = arcctg x є центрально симетричним вiдносно точки з координатами(
0; π

2

)
. Але ця функцiя не є нi парною, анi непарною.
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обмеженою. Справдi, якщо iснує f(x), тодi iснує f(x+ T ), тодi
iснує f(x+ 2T ) i т.д.

Очевидно, якщо T – перiод, то величина nT , n ∈ N – також
перiод. Тому перiодом у власному сенсi називають найменший
з усiх можливих перiодiв.

Найчастiше перiодичнiсть виникає в разi тригонометричних
функцiй. Так, y = sinx, y = cosx мають перiод T = 2π, а y = tg x,
y = ctg x мають перiод T = π.

Як вiдомо, графiк f(ωx) виникає з графiка f(x) при сти-
сканнi вздовж горизонталi. Вiдповiдно, перiод зменшується в
ω разiв. Наприклад, перiод функцiї y = sin 5x дорiвнює 2π

5 , а
перiод функцiї y = tg 7x дорiвнює π

7 .
Зауважимо, сума двох перiодичних функцiй з рiзними пе-

рiодами також може виявитись перiодичною.
C Приклад 3.28. Знайдемо перiод функцiї y = sin 4x + sin 6x.

Перiоди першого i другого доданкiв T1 = 2π
4 , T2 = 2π

6 . Сума
може виявитись перiодичною, якщо iснуватиме T , яке може
бути вичерпане мiрками T1 i T2 цiле число разiв. Iнакше, сума
перiодична, якщо iснують цiлi m, n такi, що T = mT1, T = nT2.
Маємо:

m · 2π

4
= n · 2π

6
, 3m = 2n.

Нас цiкавить пара найменших додатних цiлих розв’язкiв. Оче-
видно, це m = 2, n = 3. Вiдповiдно,

T = 2 · 2π

4
= 3 · 2π

6
= π. B

Сума двох доданкiв може виявитись неперiодичною фун-
кцiєю, навiть якщо кожний з доданкiв має свiй перiод.
C Приклад 3.29. Розглянемо функцiю y = sinx + sin

(
x
√

2
)
.

Перiоди першого i другого доданкiв T1 = 2π, T2 = 2π√
2
. Спроба

вичерпання спiльного перiоду цими мiрками веде до рiвняння

m · 2π = n · 2π√
2
,

√
2 =

n

m
.

Це рiвняння не має розв’язку у цiлих числах, оскiльки
√

2 є
iррацiональним числом. Отже сума не є перiодичною, попри
перiодичнiсть окремих доданкiв. B

Перiодична функцiя – не обов’язково тригонометрична. На-
приклад, перiодичною є функцiя y = {x} (дробова частина чи-
сла). Її перiод становить T = 1.
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Цими п’ятьма пунктами вичерпуються можливостi елемен-
тарної математики. Далi застосовують мiркування вищої мате-
матики.

3.6.6 Неперервнiсть

Функцiю дослiджують на неперервнiсть. Деталi цього дослi-
дження викладено в п. 1.7.

3.6.7 Диференцiйовнiсть

Функцiю дослiджують на диференцiйовнiсть (див. п. 3.2). На-
гадаємо, що з диференцiйовностi в точцi вже випливає i не-
перервнiсть в цiй точцi (теорема 3.1). Тому практично можна
одразу знаходити похiдну. В разi диференцiйовностi потреба
в п. 6◦ зникає. Якщо ж в деякiй точцi x0 похiдна не iснує, то
повертаються до п. 6◦.

3.6.8 Iнтервали монотонностi

Шукають iнтервали монотонностi функцiї, тобто iнтервали мо-
нотонного зростання i монотонного спадання. Це роблять на
пiдставi теореми 3.4. А саме, iнтервали монотонного зростан-
ня – це розв’язки нерiвностi f ′(x) > 0, а iнтервали монотонного
спадання – це розв’язки нерiвностi f ′(x) < 0. При застосуван-
нi методу iнтервалiв зручно цi обидвi нерiвностi розв’язувати
одночасно.
C Приклад 3.30. Знайдемо iнтервали монотонностi функцiї

f(x) = x3

3 − x. Маємо:

f ′(x) = x2 − 1 = (x− 1)(x+ 1).

Розв’яжемо нерiвностi f ′(x) < 0, f ′(x) > 0. Вiдповiдне креслення
для застосування методу iнтервалiв подано на рис. 3.10.

Розв’язком нерiвностi f ′(x) < 0 є iнтервал x ∈ (−1; 1). Це i є
iнтервал спадання. Розв’язки x ∈ (−∞;−1) ∪ (1; +∞) нерiвностi
f ′(x) > 0 є iнтервалами зростання. Зауважимо, функцiя зростає
на кожному з цих iнтервалiв, взятому окремо. На множинi X,
яка виникає при об’єднаннi цих iнтервалiв, функцiя не є зро-
стаючою. Справдi, нехай x1 = − 3

2 , x2 = 3
2 . Очевидно, x1, x2 ∈ X,
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Рисунок 3.10 – До визначення iнтервалiв монотонностi

i x2 > x1. При цьому

y1 = f(x1) =

(
− 3

2

)3
3
−
(
−3

2

)
=

3

8
,

y2 = f(x2) = −f(x1) = −3

8
< y1.

Отже, нерiвнiсть y2 > y1 не виконано (див. означення 3.5 моно-
тонностi на множинi). B

Зауважимо, якщо f ′(x0) > 0, то функцiя f(x) зростає в точцi
x0. Але обернене твердження неправильне: якщо функцiя f(x)
зростає в точцi x0, то похiдна може додатною i не виявитись:
вона може дорiвнювати нулю (наприклад, y = x3 в точцi x0 = 0)
або не iснувати взагалi. Наприклад, функцiя

y =

[
x, x < 0;
2x, x > 0

в точцi x0 = 0 зростає (вона взагалi всюди зростає), але похiдна
f ′(0) не iснує (не можна провести дотичну до графiку в точцi
зламу).

3.6.9 Локальнi екстремуми

Функцiю дослiджують на екстремуми. Цей термiн використо-
вують для об’єднання понять максимуму i мiнiмуму (максимум
є одним рiзновидом екстремуму, а мiнiмум – iншим).

Розглянемо функцiю y = (x − 1)2 + 2. Її графiк – звичайна
парабола вiтками догори з вершиною в точцi з координатами
(1; 2). Очевидно, (x− 1)2 = y − 2 > 0 як повний квадрат, i y > 2.
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Отже, значення y = 2 є мiнiмальним (усi iншi є бiльшими), i
воно досягається при x = 1. Кажуть, що x = 1 – точка мiнiмуму,
а y = 2 – значення мiнiмуму, або просто мiнiмум. Пишуть:
min y = y(1) = 2. В разi максимумiв аналогiчно розрiзняють
максимум i точку максмимуму.

Узагальнимо цi мiркування наступним означенням.
� Означення 3.8. Число x0 називають точкою мiнiмуму (ма-

ксимуму) функцiї y = f(x), якщо iснує таке δ > 0, що з нерiвно-
стi 0 < |x− x0| < δ випливає нерiвнiсть f(x0) < f(x) (нерiвнiсть
f(x0) > f(x) вiдповiдно). Число f(x0) в цьому разi називають мi-

нiмумом (максимумом) вiдповiдно. Пишуть: min y = f(x0) = y0

(max y = f(x0) = y0 вiдповiдно).
Цим означенням визначаються т.зв. локальнi екстремуми.
Нехай в деякiй точцi x0 функцiя f(x) має додатну похiдну,

f ′(x0) > 0. Тодi функцiя зростає в цiй точцi. Очевидно, точка
x0 не може бути точкою екстремуму. Справдi, якщо x > x0, то
f(x) > f(x0) за рахунок зростання, i x0 не є точкою максимуму.
Якщо ж x < x0, то f(x) < f(x0) (також за рахунок зростання),
i x0 не є точкою мiнiмуму. Аналогiчно, при f ′(x0) < 0 точка x0

також не є точкою екстремуму.
Отже, в точцi екстремуму з чотирьох можливостей (в точцi

x0 похiдна f ′(x0) може або бути додатною, або бути вiд’ємною,
або дорiвнювати нулю, або не iснувати взагалi) першi двi вiд-
хиляються. Якщо обмежитись лише диференцiйовними фун-
кцiями, то залишиться лише третя можливiсть, i ми прийдемо
до леми П. Ферма́ про екстремуми.
�Лема П. Ферма (необхiдна умова екстремуму). Якщо фун-

кцiя f(x) має локальний екстремум в точцi x0 i є диференцi-
йовною в цiй точцi, то f ′(x0) = 0.�

Геометричний змiст цього твердження простий: дотична до
графiка функцiї в точцi екстремуму є горизонтальною. Вiдпо-
вiдно, механiчний змiст: миттєва швидкiсть змiни функцiї в то-
чцi екстремуму стає рiвною нулю. I. Ньютон формулює12 прин-
цип зупинки: «Коли величина є найбiльшою або найменшою з
усiх можливих, то вона в цю мить не тече нi вперед, анi назад».

Наголосимо, лема Ферма є необхiдною, але не є доста-
тньою умовою екстремуму. Iншими словами, якщо диферен-
цiйовна функцiя f(x) має екстремум в точцi x0, то похiдна в
цiй точцi дорiвнює нулю, f ′(x0) = 0. Але якщо похiдна в деякiй

12Цей принцип формулював ще М.Орезмський за три сторiччя до Ньютона.
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точцi дорiвнює нулю, то з цього ще не випливає наявнiсть екс-
тремуму в цiй точцi. Наприклад, розглянемо функцiю y = 1

3x
3.

Її похiдна y′ = x2. Якщо x = 0, то y′ = 0. Але x0 = 0 не є точкою
екстремуму, оскiльки функцiя в цiй точцi зростає. Швидкiсть
зростання y′ = x2. Зокрема, при x = 0 маємо y′ = 0, тобто
зростання вiдбувається з нульовою швидкiстю. Нiякого проти-
рiччя в цьому твердженнi не мiститься: при x→ 0 величина 1

3x
3

стає нескiнченно малою третього порядку малостi порiвняно з
x, тому в першому (лiнiйному) наближеннi зростання немає;
воно з’являється в третьому (кубiчному) наближеннi.

Отже, для знаходження екстремумiв потрiбно знайти усi
точки, в яких похiдна дорiвнює нулю або не iснує.

� Означення 3.9. Точки x, в яких похiдна y′(x) дорiвнює
нулю або не iснує, називають точками, пiдозрiлими на екстре-

мум.

Можливе також використання однiєї з назв: «критична то-

чка», «точка, критична за першою похiдною», «стацiонарна

точка», «точка, стацiонарна за першою похiдною».

Якщо похiдна в пiдозрiлiй точцi дорiвнює нулю, то для пiд-
твердження або спростування пiдозри застосовують наступнi
достатнi ознаки екстремуму.

Достатня ознака мiнiмуму. Якщо в точцi x0 похiдна дорiв-
нює нулю, y′(x0) = 0, i при переходi злiва направо через точку
x0 ця похiдна змiнює свiй знак з мiнусу на плюс (i, вiдповiд-
но, сама функцiя при цьому змiнює спадання на зростання), то
x0 – точка мiнiмуму.

Достатня ознака максимуму. Якщо в точцi x0 похiдна дорiв-
нює нулю, y′(x0) = 0, i при переходi злiва направо через точку
x0 ця похiдна змiнює свiй знак з плюсу на мiнус (i, вiдповiд-
но, сама функцiя при цьому змiнює зростання на спадання), то
x0 – точка максимуму.

C Приклад 3.31. Знову розглянемо функцiю f(x) = x3

3 − x. Її
похiдна дорiвнює: f ′(x) = x2−1. З рiвняння f ′(x) = 0 знаходимо
точки, пiдозрiлi на екстремум: x1 = −1, x2 = 1. При переходi
злiва направо через точку x1 похiдна змiнює свiй знак з плюсу
на мiнус (див. рис. 3.10). Вiдповiдно, сама функцiя при цьому
змiнює зростання на спадання. Отже, за достатньою ознакою
максимуму точка x1 є точкою максимуму. Значення максиму-
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му становить

max y = y(x1) = y(−1) =
(−1)3

3
− (−1) =

2

3
.

При переходi злiва направо через точку x2 похiдна змiнює
свiй знак з мiнусу на плюс. Вiдповiдно, сама функцiя при цьо-
му змiнює спадання на зростання. Отже, за достатньою озна-
кою мiнiмуму точка x2 є точкою мiнiмуму. Значення мiнiмуму
становить

min y = y(x2) = y(1) =
13

3
− 1 = −2

3
.

Щоб побачити знайденi екстремуми, побудуйте графiк. Для
цього вiдвiдайте веб-сторiнку wolframalpha.com. В рядок в
центрi екрану введiть текст «plot x^3/3-x» i натиснiть кла-
вiшу «Enter». B

Якщо при переходi злiва направо через критичну точку змi-
на знаку похiдної не вiдбувається, то пiдозра спростовується:
екстремуму немає.
C Приклад 3.32. Розглянемо функцiю f(x) = 1

5x
5. Її похiдна

дорiвнює: f ′(x) = x4. З рiвняння f ′(x) = 0 знаходимо критичну
точку: x0 = 0. При переходi злiва направо через точку x0 змiна
знаку похiдної не вiдбувається: i при x < 0, i при x > 0 має-
мо: f ′(x) > 0. Отже, функцiя зростала при x < 0, i продовжує
зростати при x > 0. За означенням 3.6 легко встановити, що i
в точцi x0 ця функцiя також зростає. Тому пiдозра спростову-
ється: функцiя екстремуму не має. B

Застосування достатнiх ознак екстремуму потребує вста-
новлення знакiв похiдної в двох додаткових точках-«сусiдах» –
в точцi x < x0 («сусiд по лiвий бiк») i в точцi x > x0 («сусiд по
правий бiк»). Однак, iснує спосiб «не звертатись до сусiдiв».
Вiн може бути застосований до двiчi диференцiйовних фун-
кцiй, для яких f ′(x0) = 0 i f ′′(x0) 6= 0. Доведемо, що локальна
поведiнка двiчi диференцiйовної функцiї описується виразом

f(x) = f(x0) + f ′(x0) · (x− x0) +
f ′′(x0)

2
· (x− x0)2 + g(x),

де величина g(x) при прямуваннi x → x0 стає нескiнченно ма-
лою вище нiж другого порядку порiвняно з (x− x0):

g(x) = o
(
(x− x0)2

)
.
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Враховуючи, що f ′(x0) = const, f ′′(x0) = const, з використанням
правила Лопiталя маємо:

lim
x→x0

g(x)

(x− x0)2
=

= lim
x→x0

f(x)− f(x0)− f ′(x0) · (x− x0)− f ′′(x0)
2 · (x− x0)2

(x− x0)2
=

[
0

0

]
=

= lim
x→x0

(
f(x)− f(x0)− f ′(x0) · (x− x0)− f ′′(x0)

2 · (x− x0)2
)′

((x− x0)2)
′ =

= lim
x→x0

f ′(x)− f ′(x0)− f ′′(x0) · (x− x0)

2(x− x0)
=

[
0

0

]
=

= lim
x→x0

(f ′(x)− f ′(x0)− f ′′(x0) · (x− x0))
′

2(x− x0)′
=

= lim
x→x0

f ′′(x)− f ′′(x0)

2
= 0.

Тодi, нехтуючи малою g(x) вищого порядку малостi, i врахо-
вуючи, що в пiдозрiлiй точцi виконується рiвнiсть f ′(x0) = 0,
отримуємо:

f(x) ∼ f(x0) +
f ′′(x0)

2
· (x− x0)2.

Тут права частина – квадратична функцiя. Її графiком є па-
рабола. При f ′′(x0) > 0 маємо параболу вiтками догори, тобто
x0 – точка мiнiмуму. При f ′′(x0) < 0 маємо параболу вiтками
донизу, тобто x0 – точка максимуму.

При f ′(x0) = 0 i f ′′(x0) = 0 ситуацiя потребує додаткового
дослiдження.

Остаточно, для двiчi диференцiйовної функцiї f(x) маємо:{
f ′(x0) = 0
f ′′(x0) > 0

⇒ min f = f(x0),

{
f ′(x0) = 0
f ′′(x0) < 0

⇒ max f = f(x0).

C Приклад 3.33. Знову розглянемо функцiю f(x) = x3

3 − x. Її
похiдна дорiвнює: f ′(x) = x2−1. З рiвняння f ′(x) = 0 знаходимо
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точки, пiдозрiлi на екстремум: x1 = −1, x2 = 1. Друга похiдна
дорiвнює: f ′′(x) = 2x. Маємо: f ′′(x1) = f ′′(−1) = −2 < 0. Отже,
x1 – точка максимуму. Маємо далi: f ′′(x2) = f ′′(1) = 2 > 0. От-
же, x2 – точка мiнiмуму. Значення цих екстремумiв обчислено
вище. B

Iснують випадки, коли в критичнiй точцi f ′(x0) = 0, але
f ′′(x0) не iснує. Розглянутий спосiб стає незастосовним, i по-
трiбно звертатись до достатнiх ознак екстремуму.
C Приклад 3.34. Розглянемо функцiї

f(x) =
√
|x3|, g(x) = x |x| .

При x > 0 вони є звичайними степеневими функцiями з по-
казниками n = 3

2 i n = 2. Але за рахунок модуля функцiя f(x)
виявляється парною, а функцiя g(x) – непарною. Графiк f(x)
якiсно схожий на квадратичну параболу, а графiк g(x) – на ку-
бiчну параболу. Тому точка x0 = 0 є точкою мiнiмуму функцiї
f(x), але вона не є точкою екстремуму функцiї g(x).

Похiднi цих функцiй

f ′(x) =

{
3
2

√
x, x > 0;

− 3
2

√
−x, x < 0,

g′(x) =

{
2x, x > 0;
−2x, x < 0.

Очевидно, точка x0 = 0 є пiдозрiлою на екстремум для обох
функцiй: f ′(x0) = g′(x0) = 0. Але для функцiї f(x) ця пiдозра
пiдтверджується (при переходi через нуль похiдна f ′(x) змiнює
знак з мiнусу на плюс; маємо мiнiмум), а для функцiї g(x) –
спростовується (похiдна g′(x)залишається додатною для всiх x,
крiм нуля; екстремуму немає).

Другi похiднi цих функцiй:

f ′′(x) =

{
3

4
√
x
, x > 0;

3
4
√
−x , x < 0,

g′′(x) =

{
2, x > 0;
−2, x < 0.

При x = 0 жодна з цих похiдних не є визначеною: f ′′(0) iснує
лише у невласному сенсi (f ′′(0) = +∞); g′′(0) iснує лише у гра-
ничному сенсi (g′′(0 + 0) = 2, g′′(0 − 0) = −2). Тому спрощений
спосiб «не звертатись до сусiдiв» в цьому прикладi незастосов-
ний. Натомiсть, функцiї на екстремум дослiджено за допомо-
гою достатнiх ознак екстремуму. B

Можливi випадки, коли в пiдозрiлiй точцi не iснує не тiльки
друга, а навiть i перша похiдна. В цьому разi є незастосовним
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не тiльки спрощений спосiб «не звертатись до сусiдiв», а навiть
достатнi умови екстремуму. Тому виходять з означення точки
екстремуму.
C Приклад 3.35. Розглянемо функцiю

f(x) =

{
−0,5x−2, x 6= 0;
−50, x = 0.

Її похiдна f ′(x) = 1
x3 . Очевидно, x0 = 0 – єдина критична точка

(в нiй похiдна не iснує). Здавалося б, при переходi через x0 злi-
ва направо знак похiдної мiняється з мiнусу на плюс, i виникає
мiнiмум. Насправдi ж функцiя f(x) в точцi x0 має неусувний
розрив другого роду, i отже, тим паче є недиференцiйовною.
Тому достатня ознака мiнiмуму є незастосовною.

Доведемо за означенням, що ця функцiя, навпаки, має ма-
ксимум в точцi x0. Справдi, покладемо δ = 0,1 i перевiримо, що
з нерiвностi 0 < |x− x0| < δ випливає нерiвнiсть f(x0) > f(x).
Враховуючи парнiсть функцiї, достатньо переконатись, що з
нерiвностi 0 < x < 0,1 випливає нерiвнiсть −50 > −0,5x−2. При
x > 0 нерiвнiсть x < 0,1 можна пiднести до квадрату. Отримає-
мо:

x2 < 0,01, x−2 =
1

x2
> 100, −0,5x−2 < −50,

що i треба було довести. Остаточно, max f = f(0) = −50. B
C Приклад 3.36. Розглянемо функцiю

f(x) =

x+ 1, x < 0;
x− 1, x > 0;
a, x = 0.

Незалежно вiд a вона в точцi x0 = 0 має неусувний розрив
першого роду (типу стрибка). Справдi, її однобiчнi границi до-
рiвнюють

L = lim
x→0−0

f(x) = lim
x→0−0

(x+ 1) = 1,

R = lim
x→0+0

f(x) = lim
x→0+0

(x− 1) = −1,

i R 6= L. Тим паче розглядувана функцiя не є диференцiйовною
в цiй точцi. Тому x0 – критична точка.

Нехай a > 1. Тодi x0 – точка максимуму, i max f = a. Для до-
ведення цього звернемось до означення 3.8 точки максимуму.
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Покладемо δ = 1. Розв’язок нерiвностi 0 < |x− x0| < δ скла-
дається з двох iнтервалiв: x ∈ (−1; 0) i x ∈ (0; 1). На першому
iнтервалi x < 0, i f(x) = x + 1 < 1. Отже, f(x) < a. На другому
iнтервалi x < 1, i f(x) = x − 1 < 0 < 1. Отже, знову f(x) < a.
Тому x0 – точка максимуму за означенням.

Нехай a 6 −1. Тодi x0 – точка мiнiмуму, i min f = a. Знову
покладемо δ = 1. Розв’язок нерiвностi 0 < |x− x0| < δ скла-
дається з двох iнтервалiв: x ∈ (−1; 0) i x ∈ (0; 1). На першому
iнтервалi x > −1, i f(x) = x+1 > 0 > −1. Отже, f(x) > a. На дру-
гому iнтервалi x > 0, i f(x) = x− 1 > −1. Отже, знову f(x) > a.
Тому x0 – точка мiнiмуму за означенням.

Нехай −1 < a < 1. В цьому разi x0 не є точкою екстремуму.
Наприклад, доведемо, що x0 не є точкою мiнiмуму. Достатньо
довести, що при довiльному δ > 0 знайдеться хоча б одне зна-
чення x, 0 < x < δ, при якому виконано нерiвнiсть f(x) < a, i
тодi a – не мiнiмальне значення. Розглянемо два варiанти.

Припустимо, δ > a + 1. Тодi достатньо покласти x1 = a+1
2 .

Очевидно, 0 < x1 < a+ 1 < δ. Тодi

f(x1) = x1 − 1 =
a+ 1

2
− 1 =

a− 1

2
< a.

Припустимо тепер, 0 < δ 6 a + 1. Тодi достатньо покласти
x2 = δ

2 . Очевидно, 0 < x2 < δ 6 a+ 1. Тодi

f(x2) = x2 − 1 =
δ

2
− 1 < δ − 1 6 a.

Отже, при довiльних додатних δ всерединi δ-околу точки x0

знайдеться значення x (залежно вiд δ це буде x1 або x2), при
якому f(x) < a. Тому a – не мiнiмальне значення.

Величина a також не є максимумом. Це випливає з аналогi-
чного розглядання вiтки функцiї f(x) при x < 0. B

Наголосимо ще раз, достатнi ознаки екстремуму не є необ-
хiдними. Iншими словами, з наявностi екстремуму в точцi x0

не випливає рiвнiсть похiдної нулю: похiдна в пiдозрiлiй точцi
може не iснувати. В цьому разi замiсть достатнiх ознак екстре-
муму користуються означенням екстремуму.

3.6.10 Iнтервали опуклостi

Шукають iнтервали опуклостi функцiї.
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Нехай на деякому iнтервалi x ∈ (a; b) перша похiдна функцiї
всюди додатна, f ′(x) > 0. Тодi функцiя зростає на цьому iнтер-
валi. Порiвняємо зростання трьох функцiй: f1(x) = x, f2(x) = x2,
f3(x) =

√
x при x > 0. Очевидно, усi три функцiї монотонно

зростають, оскiльки швидкостi їх зростання є додатними:

f ′1(x) = 1 = const > 0, f ′2(x) = 2x > 0, f ′3(x) =
1

2
√
x
> 0.

Але характер зростання цих функцiй є рiзним. Функцiя f1(x)
зростає зi сталою швидкiстю; функцiя f2(x) зростає прискоре-
но (що бiльше x, то бiльшим стає тангенс кута нахилу дотичної
tgα = f ′2(x) = 2x); функцiя f3(x) зростає уповiльнено (зростан-
ня продовжується, але швидкiсть f ′3(x) = 1

2
√
x

цього зростання
стає дедалi меншою). Вiдповiдно, графiки цих функцiй мають
наступну геометричну особливiсть: графiк функцiї f1(x) є пря-
мою (не вигинається), графiк функцiї f2(x) є опуклим донизу,
графiк функцiї f3(x) є опуклим догори. Заздалегiдь передбачи-
ти, яка з цих трьох можливостей станеться (вiдсутнiсть вигина-
ння, опуклiсть донизу, опуклiсть догори), за допомогою першої
похiдної не вдається. Але це питання легко вирiшити, застосо-
вуючи другу похiдну.

Розглянемо функцiю f(x), двiчi диференцiйовну на iнтерва-
лi x ∈ (a; b). Нехай всюди на цьому iнтервалi виконано нерiв-
нiсть f ′′(x) > 0. Нехай ϕ(x) = f ′(x). Тодi

ϕ′(x) = (f ′(x))
′

= f ′′(x) > 0.

Оскiльки ϕ′(x) > 0, то функцiя ϕ(x) = f ′(x) є зростаючою за
теоремою 3.3. Отже, чим бiльший x обрати, тим бiльшим буде
значення f ′(x), тобто тим бiльшим стане кут α, утворюваний
дотичною до графiка з додатним напрямком осi Ox.

Нехай функцiя f(x) зростає (f ′(x) > 0). При додатнiй другiй
похiднiй збiльшення кута α вiд значення α1 до значення α2

показано на рис. 3.11 лiворуч. Як бачимо, в цьому разi функцiя
f(x) зростає прискорено.

Нехай функцiя f(x) спадає (f ′(x) < 0). При додатнiй дру-
гiй похiднiй збiльшення кута α вiд значення α1 до значення α2

показано на рис. 3.11 праворуч. Розглянемо, наприклад, ситуа-
цiю, коли кут α збiльшується вiд значення α1 = 120◦ при x = x1

дo значення α2 = 135◦ при x = x2. При цьому перша похiдна,
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Рисунок 3.11 – До визначення опуклостi донизу

залишаючись вiд’ємною, збiльшується вiд значення f ′(x1) =
= tgα1 = tg 120◦ = −

√
3 до значення f ′(x2) = tgα2 = tg 135◦ =

= −1. Справдi, маємо f ′(x2) > f ′(x1), −1 > −
√

3. Якщо мати на
увазi не першу похiдну, а її абсолютне значення (модуль), то
це значення зменшується: |f ′(x2)| < |f ′(x1)|, +1 < +

√
3. Iнши-

ми словами, з точки зору динамiки поведiнки функцiї можна
сказати, що швикiсть змiни функцiї за модулем зменшується.
Отже, в цьому разi функцiя f(x) спадає уповiльнено.

Як бачимо, при додатнiй другiй похiднiй функцiя може i
зростати (прискоренно), i спадати (уповiльнено). Але в будь-
якому разi її графiк буде опуклим донизу.

Аналогiчно легко показати наступне. При вiд’ємнiй дру-
гiй похiднiй функцiя може i зростати (уповiльнено), i спадати
(прискоренно). Але в будь-якому разi її графiк буде опуклим
догори.

Отже, при бiльш тонкому аналiзi монотонностi вся справа
зводиться до встановлення сполучень знакiв першої i другої
похiдних. Вiдповiднi можливостi перелiчено в табл. 3.3.

Пiдкреслимо, що в загальному випадку знаки першої i дру-
гої похiдних в точцi не залежать один вiд одного. Це iлюструє
наступний приклад.
C Приклад 3.37. Розглянемо функцiю f(x) = sinx. Її гра-

фiк на перiодi показано на рис. 3.12 зверху. Похiдна дорiвнює
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Таблиця 3.3 – Напрям опуклостi графiка

Зростає,
f ′(x) > 0

Спадає,
f ′(x) < 0

Опуклий донизу,
f ′′(x) > 0

Опуклий догори,
f ′′(x) < 0
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Рисунок 3.12 – До визначення опуклостi синусу
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Рисунок 3.13 – Як запам’ятати знаки другої похiдної

f ′(x) = cosx; її графiк розташовано на рис. 3.12 всерединi. Дру-
га похiдна дорiвнює f ′(x) = − sinx; її графiк розташовано на
рис. 3.12 знизу.

В першiй чвертi x ∈
(
0; π2

)
, перша похiдна додатна, тому

функцiя зростає. Друга похiдна вiд’ємна, тому зростання є опу-
клим догори.

В другiй чвертi x ∈
(
π
2 ;π

)
, перша похiдна стає вiд’ємною,

тому функцiя починає спадати. Друга похiдна ще залишається
вiд’ємною, тому спадання ще залишається опуклим догори.

В третiй чвертi x ∈
(
π; 3π

2

)
, перша похiдна ще залишається

вiд’ємною, тому функцiя продовжує спадати. Але друга по-
хiдна вже стає додатною. Тому спадання продовжується, але
стає опуклим донизу.

В четвертiй чвертi x ∈
(

3π
2 ; 2π

)
, перша похiдна вже стає до-

датною, тому функцiя починає зростати. Але друга похiдна ще
залишається додатною; зростання є опуклим донизу.

Отже, синусоїда на перiодi припускає сполучення довiльно-
го знаку (плюс або мiнус) першої похiдної з довiльним знаком
другої похiдної. B

Остаточний висновок цього пункту такий. Для знаходжен-
ня iнтервалiв опуклостi донизу потрiбно розв’язати нерiвнiсть
f ′′(x) > 0, а для знаходження iнтервалiв опуклостi догори –
нерiвнiсть f ′′(x) < 0.

Наведемо наступну мнемонiчну13 схему. Вона вiдповiдає на
питання: чи вдасться нам випити чаю? В разi чашки злiва
(рис. 3.13) питання про чаювання вирiшується позитивно (при

13Мнемозiна – богиня пам’ятi в давньогрецькiй мiфологiї. Сьогоднi слово
«мнемонiчний» означає «той, що робить запам’ятовування зручним».
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додатнiй другiй похiднiй маємо опуклiсть донизу). В разi ча-
шки зправа питання по чаювання вирiшується негативно (при
вiд’ємнiй другiй похiднiй маємо опуклiсть догори).

3.6.11 Точки перегину

Функцiю дослiджують на точки перегину.

Зазвичай нерiвностi f ′′(x) > 0, f ′′(x) < 0 з попереднього
пункту методом iнтервалiв розв’язують одночасно. Нехай ви-
явилось, що в точцi x0 друга похiдна f ′′(x0) дорiвнює нулю або
не iснує. Тодi число x0 не є розв’язком жодної з цих нерiвно-
стей. Очевидно, функцiя може мати перегин (змiну напрямку
опуклостi) тiльки в таких точках x0, оскiльки в усiх iнших то-
чках x друга похiдна f ′′(x) iснує i вiдмiнна вiд нуля, тому має
мiсце конкретний напрям опуклостi.
� Означення 3.10. Точку x0, в якiй друга похiдна f ′′(x0) до-

рiвнює нулю або не iснує, називають пiдозрiлою на перегин.

Застосовують також термiни «точка, критична за другою

похiдною», «точка, стацiонарна за другою похiдною».

Дослiдження на перегин нагадує дослiдження на екстре-
мум, тiльки є ще бiльш простим: нам не потрiбно виявляти
знак другої похiдної, а достатньо лише переконатись, що вiн
змiнюється (i тим самим змiнюється напрям опуклостi).

Достатня ознака перегину. Якщо в точцi x0 друга похiдна
дорiвнює нулю, y′′(x0) = 0, i при переходi через точку x0 ця
похiдна змiнює свiй знак на протилежний, то x0 є точкою пе-
регину.
C Приклад 3.38. Розглянемо функцiю y = sinx. Друга по-

хiдна дорiвнює y′′ = − sinx. Вона iснує при будь-яких x ∈ R.
Тому перегин може виникати лише в точках, для яких вико-
нано рiвняння y′′ = 0. Розв’язки x = kπ, k ∈ Z, цього рiвняння
i є точками, пiдозрiлими на перегин. Доведемо, що ця пiдозра
кожного разу пiдтверджується.

Позначимо x1 = kπ − δ, x2 = kπ + δ. Тут δ – довiльне число
з iнтервалу 0 < δ < π. Оскiльки δ > 0, то точка x1 є «сусiдом
злiва» для «пiдозрюваної» точки x = kπ, точка x2 – «сусiдом
зправа». Оскiльки вiдстань мiж найближчими пiдозрюваними
точками (k − 1)π, kπ, (k + 1)π i т.д. дорiвнює π, а δ < π, то
iнтервали x ∈ (x1; kπ), x ∈ (kπ;x2) iнших пiдозрюваних точок
не мiстять. Тому змiна знаку y′′ при переходi через точку kπ –
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це те саме, що протилежнiсть знакiв значень y′′(x1) i y′′(x2).
Отже, достатньо довести, що y′′(x2) · y′′(x1) < 0, вважаючи, що
δ – довiльний гострий кут. З використанням тотожностi

sinα · sinβ =
1

2
[cos (α− β)− cos (α+ β)]

маємо:

y′′(x2) · y′′(x1) = − sinx2 · (− sinx1) = sinx2 · sinx1 =

= sin (kπ + δ) · sin (kπ − δ) =

=
1

2
[cos 2δ − cos 2kπ] =

1

2
[cos 2δ − 1] < 0.

Отже, при переходi через кожну точку x = kπ вiдбувається
змiна знаку другої похiдної, тому кожна точка x = kπ є точкою
перегину за достатньою ознакою перегину. B
C Приклад 3.39. Розглянемо функцiю y = x4 − 4x3. Маємо:

y = x3(x− 4). З рiвняння y = 0 отримуємо нулi функцiї – точки
x = 0 i x = 4 (точки перетину з вiссю Ox). Маємо далi:

y′ = 4x3 − 12x2 = 4x2(x− 3).

З нерiвностi y′ > 0 отримуємо iнтервал зростання: x > 3. З
нерiвностi y′ < 0 отримуємо iнтервали спадання. Формально їх
два: x < 0 i 0 < x < 3. Але фактично – один, x < 3, оскiльки в
точцi x = 0 функцiя продовжує спадати.

Стацiонарнi точки виникають з рiвняння y′ = 0. Це точки
x = 0 i x = 3. Пiдозра вiдносно точки x = 0 спростовується
(функцiя продовжує спадати). А в точцi x = 3 досягається мiнi-
мум, оскiльки при переходi через неї спадання змiнюється на
зростання, а сама функцiй в цiй точцi є неперервною. Маємо:

min y = y(3) = 34 − 4 · 33 = −27.

Маємо далi:

y′′ = 12x2 − 24x = 12x(x− 2).

Розв’язуючи нерiвнiсть y′ < 0, знаходимо iнтервал опуклостi
догори: 0 < x < 2. Ззовнi цього iнтервалу маємо опуклiсть до-
низу. Точки, пiдозрiлi на перегин, виникають з рiвняння y′′ = 0.
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Рисунок 3.14 – Графiк функцiї y = x4 − 4x3

Це точки x = 0 i x = 2. В обох випадках пiдозра пiдтверджує-
ться (друга похiдна змiнює знак при переходi через цi точки).
Отже, точки x = 0 i x = 2 – точки перегину.

Графiк дослiджуваної функцiї з урахуванням сказаного по-
дано на рис. 3.14. B

В розглянутому прикладi в обох точках, пiдозрiлих на пере-
гин, пiдозра виправдвлась. Наведемо тепер протилежний при-
клад.
C Приклад 3.40. Розглянемо функцiю y = x4. Друга похiдна

дорiвнює y′′ = 12x2. Вона iснує при будь-яких x ∈ R. Тому пере-
гин може виникати лише в точцi, для якої виконано рiвняння
y′′ = 0. Тодi єдина точка, пiдозрiла на перегин – це x = 0. Але
при переходi через неї друга похiдна не змiнює знаку: вона
додатна як при x < 0, так i при x > 0. Отже, пiдозру спросто-
вано: перегину немає, оскiльки функцiя весь час залишається
опуклою донизу. B
C Приклад 3.41. Розглянемо функцiю y = 3x5 − 5x4. Маємо:

y′ = 15x4 − 20x3, y′′ = 60x3 − 60x2 = 60x2(x− 1).
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Рiвняння y′′ = 0 має коренi x1 = 0, x2 = 1. Це i є точки, пiдозрi-
лi на перегин. Але пiдозра вiдносно точки x1 спростовується
(друга похiдна при переходi через точку x1 не змiнює знаку
i залишається вiд’ємною; це встановлюється методом iнтерва-
лiв). Пiдозра вiдносно точки x2, навпаки, пiдтверджується (дру-
га похiдна при переходi через точку x2 змiнює знак з мiнуса
на плюс). Отже, функцiя має єдиний перегин – в точцi x2. B

Як бачимо, при f ′′(x0) = 0 перегин в точцi x0 може бути як
наявним, так i вiдсутнiм.

В разi, колi f ′′(x0) не iснує, перегин в точцi x0 також мо-
же бути як наявним, так i вiдсутнiм. Але тепер застосування
достатньої ознаки перегину є неприпустимим.
C Приклад 3.42. Розглянемо функцiю y = 1

x . Її перша i друга
похiднi дорiвнюють y′ = − 1

x2 , y′′ = 2
x3 . Єдина точка, пiдозрiла

на перегин – це x = 0. Формально друга похiдна при перехо-
дi через цю точку змiнює знак на протилежний. Але перегину
немає; є неусувний розрив другого роду. Вiтки гiперболи y = 1

x
вiдокремленi одна вiд одної, тому вести мову про перегин сен-
су немає. Застосування достатньої ознаки перегину виявилось
неприпустимим. B

Розглянемо бiльш тонкi приклади, коли в точцi, пiдозрiлiй
на перегин, функцiя є неперервною, або має усувний розрив.
C Приклад 3.43. Розглянемо функцiю y = 3

√
x. Вона непе-

рервна в точцi x = 0. З графiка функцiї зрозумiло, що в точцi
x = 0 наявний перегин, хоча похiднi y′(0), y′′(0) не iснують (ви-
никає потреба дiлення на нуль). B
C Приклад 3.44. Розглянемо функцiї

f(x) = xe−1/x2

, g(x) = x2e−1/x2

.

Вони розривнi в точцi x = 0, але цей розрив є усувним. Дови-
значимо цi функцiї до неперервних:

F (x) =

{
xe−1/x2

, x 6= 0;
0, x = 0,

G(x) =

{
x2e−1/x2

, x 6= 0;
0, x = 0.

При x 6= 0 маємо:

F ′(x) = e−1/x2

+ xe−1/x2

· 2

x3
=

(
1 +

2

x2

)
e−1/x2

> 0.
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За означенням похiдної легко переконатись, що F ′(0) = 0:

F ′(0) = lim
x→0

F (x)− F (0)

x− 0
= lim
x→0

F (x)

x
= lim
x→0

e−1/x2

= 0.

Отже, F ′(x) > 0, x ∈ R, причому рiвнiсть досягається лише в
точцi x = 0. Тому F (x) диференцiйовна на всiй областi визна-
чення i зростає на нiй. При x 6= 0 маємо далi:

F ′′(x) = − 4

x3
e−1/x2

+

(
1 +

2

x2

)
e−1/x2

· 2

x3
=

=

(
4

x5
− 2

x3

)
e−1/x2

=
2
(
2− x2

)
x5

· e−1/x2

.

За означенням похiдної легко переконатись, що F ′′(0) = 0:

F ′′(0) = lim
x→0

F ′(x)− F ′(0)

x− 0
= lim
x→0

F ′(x)

x
=

= lim
x→0

(
1

x
+

2

x3

)
e−1/x2

=

∥∥∥∥ 1
x2 = t
t→ +∞

∥∥∥∥ = lim
t→+∞

√
t+ 2t

√
t

et
= 0.

Отже, функцiя F (x) є принаймнi двiчi диференцiйовною. Тому
до неї можна застосувати достатнью ознаку перегину. Отри-
муємо три перегини: в точках x = 0, x = ±

√
2. Природно до-

мовитись, що функцiя f(x) також має перегин в точцi x = 0,
оскiльки графiк функцiї f(x) вiдрiзняється вiд графiка функцiї
F (x) лише вiдсутнiстю точки O(0; 0).

Аналогiчно дослiджуючи функцiю G(x), можна перекона-
тись, що при x > 0 вона також прискорено зростає, тобто має
опуклiсть донизу. Але функцiя G(x), на вiдмiну вiд функцiї
F (x), є парною. Тому в лiвiй половинi δ-околу точки x = 0
за мiркуваннями симетрiї функцiя G(x) спадає, також маючи
опуклiсть донизу. Отже, перегин функцiї G(x) в точцi x = 0 вiд-
сутнiй; натомiсть наявний гладкий мiнiмум. Графiки функцiй
f(x), g(x) подано на рис. 3.15 лiворуч i праворуч вiдповiдно. B

Наведемо ще бiльш тонкий приклад, коли функцiя в пiдозрi-
лiй точцi є не тiльки неперервною, а навiть диференцiйовною.
C Приклад 3.45. Розглянемо функцiю

f(x) =

{
ex − 1, x 6 0;
sinx, x > 0.
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Рисунок 3.15 – Графiки функцiй f(x) = xe−1/x2

, g(x) = x2e−1/x2

Очевидно,

f ′(x) =

{
ex, x 6 0;
cosx, x > 0,

f ′′(x) =

{
ex, x < 0;
− sinx, x > 0.

Як бачимо, f ′(0) = 1, але f ′′(0) вже не iснує, оскiльки друга
похiдна в точцi x = 0 має неусувний розрив першого роду
типу стрибка. Справдi, маємо:

L = lim
x→0−0

f ′′(x) = lim
x→0−0

ex = 1,

R = lim
x→0+0

f ′′(x) = lim
x→0+0

(− sinx) = 0,

i R 6= L. Однак, при переходi через точку x = 0 маємо змi-
ну зростання, опуклого донизу, на зростання, опукле догори.
Тому x = 0 – точка перегину. Графiк функцiй f(x) подано на
рис. 3.16. Похила пряма на цьому графiку є дотичною, спiль-
ною до обох вiток.

Поряд з цим розглянемо також функцiю

g(x) =

{
ex − 1, x 6 0;
sin 4x, x > 0.

Маємо:

g′(x) =

{
ex, x < 0;
4 cos 4x, x > 0,

g′′(x) =

{
ex, x < 0;
−16 sin 4x, x > 0.
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Рисунок 3.16 – Графiк функцiї f(x) (до прикладу 3.45)

Тепер стрибок настає вже в першiй похiднiй:

L = lim
x→0−0

g′(x) = lim
x→0−0

ex = 1,

R = lim
x→0+0

g′(x) = lim
x→0+0

4 cos 4x = 4,

i R 6= L. Отже, функцiя g(x) вже не є диференцiйовною в точцi
x = 0. Формально при переходi через цю точку знову маємо
змiну зростання, опуклого донизу, на зростання, опукле дого-
ри (рис. 3.17). Але тепер точку x = 0 бiльш точно було би на-
звати назвати не точкою перегину, а точкою зламу, оскiльки
тепер дотичнi до вiток графiку мають рiзнi кутовi коефiцiєнти
(при переходi вiд лiвої вiтки графiка до правої перша похiдна
має неусувний стрибок, кут нахилу дотичної стрибкоподiбно
змiнюється, i графiк стає нiби «переламаним»). Називати таку
точку точкою перегину чи нi – питання домовленостi. Саме з
цiєї причини ми строге означення перегину i не наводили. З
фiзичної точки зору уявлення про перегин виникає при розгля-
даннi можливих власних форм гнучкої лiнiйки, яка зазнає по-
здовжнього стискання. Серед таких форм немає профiля, який
мiстив би точку зламу (стрибка першої похiдної), iнакше лi-
нiйка зламалася б. Тому з фiзичної точки зору тут перегину
немає. B
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Рисунок 3.17 – Графiк функцiї g(x) (до прикладу 3.45)

3.6.12 Асимптоти

Функцiю дослiджують на наявнiсть асимптот.

Асимптотою називають пряму, до якої графiк функцiї на-
ближається необмежено близько i збiгається з нею у грани-
чному сенсi. Всупереч розповсюдженiй думцi, графiк може пе-
ретинати свою асимптоту, i навiть робити це необмежену кiль-
кiсть разiв. Наприклад, вiсь Ox є асимптотою графiка функцiї
y = e−x sinx (ця функцiя описує найпростiший вид згасаючих
вiльних коливань).

Розрiзняють три види асимптот: горизонтальна, вертикаль-
на, похила.

3.6.12.1 Горизонтальнi асимптоти

Горизонтальна асимптота має рiвняння y = y0, де

y0 = lim
x→∞

y(x),

якщо ця границя iснує i є скiнченною.
Зауважимо, у графiка може бути одразу двi горизонтальнi

асимптоти, y = y01 i y = y02, де

y01 = lim
x→−∞

y(x), y02 = lim
x→+∞

y(x).
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Наприклад, горизонтальними асимптотами для графiка фун-
кцiї y = arctg x є прямi y = π

2 i y = −π2 , якi виникають при
прямуваннях x → +∞ i x → −∞ вiдповiдно. У деяких графi-
кiв наявна лише одна горизонтальна асимптота. Наприклад,
єдиною горизонтальною асимптотою графiка функцiї y = ex є
пряма y = 0 при x → −∞. Нарештi, графiк може бути взагалi
без асимптот, наприклад, y = sinx, y = x2 тощо.

3.6.12.2 Вертикальнi асимптоти

Вертикальна асимптота має рiвняння x = x0, де x0 є таким, що

y0 = lim
x→x0

y(x) =∞.

Найчастiше ветрикальнi асимптоти виникають при спробi дi-
лити на нуль, або при логарифмуваннi нуля. Наприклад, графiк
функцiї y = ln(x− 3) має вертикальну асимптоту x = 3. Графiк
функцiї y = 1

x2−1 має двi вертикальнi асимптоти, x = 1 i x = −1.
I це не виключає iснування горизонтальної асимптоти y = 0.
У деяких графiкiв може бути безлiч вертикальних асимптот.
Наприклад, графiк функцiї y = tg x має вертикальнi асимптоти
x = π

2 + kπ, k ∈ Z.
C Приклад 3.46. Розглянемо функцiю y = 6x−8

3x−12 . Маємо:

y0 = lim
x→∞

y(x) = lim
x→∞

6x− 8

3x− 12
= lim
x→∞

6− 8
x

3− 12
x

=
6− 0

3− 0
= 2.

Отже, горизонтальна асимптота має рiвняння y = 2. Очевидно
також, вертикальна асимптота має рiвняння x = 4:

lim
x→4

6x− 8

3x− 12
=∞. B

Розглянемо дробово-лiнiйну функцiю бiльш загально. Так
називають функцiю вигляду14

y(x) =
ax+ b

cx+ d
, c 6= 0.

14В разi c = 0 ми повиннi вважати, що d 6= 0. Iнакше, якщо c = 0 i d = 0,
то цей вираз є невизначеним. Але при c = 0 i d 6= 0 ця функцiя є звичайною
лiнiйною функцiєю з кутовим коефiцiєнтом a

d
i вiльним членом b

d
.
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Маємо:

y =
a
cx+ b

c

x+ d
c

=
a
cx+ a

c ·
d
c + b

c −
ad
c2

x+ d
c

=

=
a
c

(
x+ d

c

)
+ bc−ad

c2

x+ d
c

=
a

c
+

bc−ad
c2

x+ d
c

.

Позначаючи

A =
a

c
, B =

bc− ad
c2

, x0 = −d
c
,

отримуємо:

y = A+
B

x− x0
.

Нехай B = 0. Це можливо або коли b = d = 0, або коли
коефiцiєнти a, b, c, d пропорцiональнi, тобто виконано рiвнiсть
a
c = b

d . Отримуємо т.зв. вироджений випадок:

y =

{
A, x 6= x0;
не визначено, x = x0.

В цьому разi графiком є горизонтальна пряма y = A з виколо-
тою точкою M0(x0;A). Наприклад:

y =
4x− 12

2x− 6
=

4(x− 3)

2(x− 3)
=

{
2, x 6= 3;
не визначено, x = 3.

Графiк – пряма y = 2 з виколотою точкою M0(3; 2).
У невироджених випадках B 6= 0 графiк – завжди гiпербола.

Справдi, побудуємо графiк лiнiйними перетвореннями. Споча-
тку будуємо гiперболу y = 1

x ; асимптоти збiгаються з осями
Ox i Oy. Потiм перемiщуємо отриману гiперболу (разом з її
асимптотами) взовж горизонталi на вiдстань |x0| праворуч при
x0 > 0 або лiворуч при x0 < 0; асимптоти – прямi x = x0 i
y = 0. Потiм здiйснюємо розтяг вздовж вертикалi в |B| разiв
(при |B| < 1 – стискання в 1

|B| > 1 разiв). Якщо при цьому
B < 0, додатково здiйснюємо дзеркальне вiдображення вiд-
носно осi Ox; асимптоти залишаються незмiнними. Нарештi,
перемiщуємо графiк вздовж вертикалi на вiдстань |A| догори
при A > 0 або донизу при A < 0; асимптоти – прямi x = x0 i
y = A. Оскiльки цi перетворення лiнiйнi, то гiпербола, змiню-
ючи форму, розмiри i розташування на площинi, залишається
гiперболою.
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Рисунок 3.18 – Асимптоти гiперболи

Для здiйснення цих дiй вираз y(x) = ax+b
cx+d потрiбно перетво-

рювати, видiляючи з нього цiлу частину. Але значно простiше
одразу зображати двi асимптоти: вертикальну x = x0, тобто
x = −dc , i горизонтальну y = y0, тобто y = A = a

c . Їх рiвняння
виникають усно: перше – якщо прирiвняти знаменник нулю,
друге – якщо здiйснити граничний перехiд

y0 = lim
x→∞

ax+ b

cx+ d
=
a

c
.

Тепер залишається, не знаходячи числа B, з’ясувати його знак.
Точнiше, навiть називати цей знак не потрiбно; достатньо з чо-
тирьох чвертей, утворених при перетинi знайдених асимптот,
обрати одну (зазвичай пiдставляють x = 0 i знаходять вiдпо-
вiдний y) i доповнити її дiагонально протилежною. Тодi i стане
зрозумiло, чи вiдбувається вiддзеркалення графiка вiдносно осi
Ox.
C Приклад 3.47. Побудуємо гiперболу y = x

x+2 . Горизонталь-
на асимптота має рiвняння y = lim

x→∞
x
x+2 = 1. Рiвняння вер-

тикальної асимптоти виникає, якщо знаменник прирiвняти до
нуля; воно має вигляд x = −2. Знайденi асимптоти зображено
штриховими лiнiями на рис. 3.18. Легко бачити, що y(0) = 0,
тобто гiпербола проходить через початок координат. Тому з
чотирьох чвертей, утворених перетином асимптот, обираємо
праву нижню i, вiдповiдно, лiву верхню. Як з’ясувалось, по-
будована гiпербола виявилась вiддзеркаленою вiдносно осi Ox
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порiвняно з гiперболою y = 1
x . B

3.6.12.3 Похилi асимптоти

Знайдемо тепер похилу асимптоту до графiка функцiї f(x) у
виглядi y = kx+b. Нехай вiдхилення точки на графiку вiд точки
на асимптотi при тому самому значеннi аргументу x становить
δ(x). Очевидно, δ(x) = f(x) − (kx + b). Величини k, b будуть
знайденi правильно, якщо вiдхилення δ(x) стане нескiнченно
малою при x → ∞. У деяких графiкiв може бути двi похилi
асимптоти: при x→ +∞ i при x→ −∞. Тому далi запис x→∞
розумiємо як такий, що об’єднує цi два випадки.

Знайдемо k. Маємо:

kx = f(x)− b− δ(x), k =
f(x)

x
− b

x
− δ(x)

x
.

Здiйснюючи тут граничний перехiд при x→∞, отримуємо:

k = lim
x→∞

f(x)

x
.

Якщо ця границя не iснує або iснує у невласному сенсi (до-
рiвнює нескiнченностi), то похилої асимптоти немає. Якщо ця
границя iснує i є скiнченною, то з використанням знайденого
кутового коефiцiєнту k шукаємо вiльний член b. Маємо:

b = f(x)− kx− δ(x).

Здiйснюючи тут граничний перехiд при x→∞, отримуємо:

b = lim
x→∞

[f(x)− kx] .

Якщо i ця границя iснує i є скiнченною, то похилу асимптоту
знайдено.
C Приклад 3.48. Знайдемо похилу асимптоту графiка фун-

кцiї f(x) = 2x3

x2−3x . Маємо:

k = lim
x→∞

f(x)

x
= lim
x→∞

2x2

x2 − 3x
= 2;

b = lim
x→∞

[f(x)− kx] = lim
x→∞

[
2x3

x2 − 3x
− 2x

]
= lim
x→∞

6x2

x2 − 3x
= 6.

156



Отже, похила асимптота y = 2x+ 6. B
C Приклад 3.49. Спробуємо знайти похилу асимптоту гра-

фiка функцiї f(x) = ax+b
cx+d , c 6= 0. Маємо:

k = lim
x→∞

ax+ b

x(cx+ d)
= 0; b = lim

x→∞

[
ax+ b

cx+ d
− 0 · x

]
=
a

c
.

Отже, асимптота y = 0 · x + a
c . Вона виявилась горизонталь-

ною, а не похилою, причому тiєю самою, яку ми отримали для
дробово-лiнiйної функцiї вище. B

Зауважимо, iснування i скiнченнiсть границi для кутового
коефiцiєнту k ще не є запорукою iснування похилої асимптоти.
C Приклад 3.50. Розглянемо функцiю f(x) = x+ lnx. Припу-

стимо, похила асимптота iснує у виглядi y = kx+ b. Тодi

k = lim
x→+∞

x+ lnx

x
= lim
x→+∞

(
1 +

lnx

x

)
= 1.

Вiдхилення ординати

δ(x) = f(x)− (kx+ b) = (x+ lnx)− (1 · x+ b) = lnx− b.

Оскiльки lim
x→+∞

lnx = +∞, то це вiдхилення не може стати не-

скiнченно малим нi при якому сталому b. Тому похилої асим-
птоти цей графiк не має, навiть попри те, що k iснує i є скiн-
ченним. Формально отримуємо:

b = lim
x→+∞

[(x+ lnx)− x] = +∞.

Так само, якщо виявилось, що k = 0, то це ще не гарантiя
наявностi горизонтальної асимптоти. Наприклад, розглянемо
функцiю f(x) = lnx. Формально, k = lim

x→+∞
ln x
x = 0, але го-

ризонтальної асимптоти цей графiк не має через необмежене
зростання логарифму при x→ +∞. B

Нарештi, зауважимо наступне. Графiк може або не мати по-
хилих асимптот взагалi, або мати лише одну похилу асимптоту
(при x→ −∞ або при x→ +∞), або мати двi похилi асимптоти
(при x→ −∞ i при x→ +∞), але не бiльше. При цьому одноча-
сне iснування похилої i горизонтальної асимптот при одному
i тому самому прямуваннi x → ±∞ виключається. Наприклад,
при x → +∞ є або похила асимптота, або горизонтальна, або
немає взагалi нiякої.
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C Приклад 3.51. Розглянемо функцiю y = x+arctg x. Кутовий
коефiцiєнт похилої асимптоти

k = lim
x→±∞

x+ arctg x

x
= lim
x→±∞

(
1 +

arctg x

x

)
= 1.

Вiльний член рiвняння похилої асимптоти

b± = lim
x→±∞

(x+ arctg x− 1 · x) = lim
x→±∞

arctg x = ±π
2
.

Отже, графiк має двi похилi асимптоти: y = x+ π
2 при x→ +∞

i y = x− π
2 при x→ −∞. B

3.7 Найбiльше i найменше значення

функцiї на вiдрiзку

Одна з практично важливих задач полягає в знаходженнi най-
бiльшого i найменшого значень функцiї f(x) на деякому вiдрiз-
ку x ∈ [a; b]. Зауважимо, що максимальне i найбiльше значення
функцiї – це не одне й те саме. Можна наводити приклади,
коли максимальне значення iснує, а найбiльше – не iснує, або
навпаки, або iснують обидва, але не дорiвнюють одне одному.
Те саме стосується i пари значень «мiнiмальне-найменше».

Термiн «найбiльше (найменше) значення функцiї» викори-
стовують у звичайному розумiннi: значення y0 є найбiльшим
(найменшим), якщо виконується нерiвнiсть y0 > y (нерiвнiсть
y0 6 y вiдповiдно). Найбiльше (найменше) значення iноди нази-
вають глобальним максимумом (мiнiмумом). Але щоб не вно-
сити плутанини, домовимось слова «екстремум», «максимум»,
«мiнiмум» використовувати лише в локальному значеннi, тоб-
то в сенсi означення 3.8, а глобальнi максимуми i мiнiмуми
називати найбiльшим i найменшим значеннями функцiї.

На вiдмiну вiд випадку локального екстремуму, точка, в
якiй досягається найбiльше значення, може не бути стацiонар-
ною за першою похiдною.
C Приклад 3.52. Розглянемо функцiю

y = −
(√
x
)2
ex =

{
−xex, x > 0;
не є визначеною, x < 0.
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Очевидно значення y(0) = 0 є найбiльшим, оскiльки усi iншi
значення є вiд’ємними. Похiдна дорiвнює15

y′ = −ex − xex = −ex(1 + x).

Очевидно, цей вираз при x > 0 завжди приймає вiд’ємнi зна-
чення. Тому жодна точка не може бути критичною. Це стосує-
ться i точки x = 0, в якiй досягається найбiльше значення; вона
також не є критичною. B

При знаходженнi найбiльшого i найменшого значення фун-
кцiї потрiбно вказувати вiдрiзок пошуку, оскiльки для однiєї i
тiєї самої функцiї вiдповiдь може виявитись рiзною на рiзних
вiдрiзках.
C Приклад 3.53. Розглянемо функцiю y = 12

x . Нехай x ∈ [1; 3].
Тодi найбiльше значення досягається в точцi x = 1 i дорiвнює
y = 12. Нехай тепер для тiєї самої функцiї обрано iнший вiд-
рiзок x ∈ [2; 3]. Тодi найбiльше значення досягається в точцi
x = 2 i дорiвнює y = 6. За нової умови точка x = 1 тепер є
недосяжною (не належить новому вiдрiзку). B

Отже, тепер наша задача формулюється так: «знайти най-

бiльше i найменше значення заданої функцiї на заданому вiд-

рiзку». Не вказувати вiдрiзок пошуку припустимо хiба що у
випадку, коли шукають найбiльше та найменше значення фун-
кцiї на всiй множинi дiйсних чисел. Наприклад, задачу «знайти
найбiльше значення функцiї y = 1

1+x2 » (без вказiвки про нале-
жнiсть аргументу деякому вiдрiзку) слiд розумiти як задачу
«знайти найбiльше значення функцiї y = 1

1+x2 при x ∈ R». Її
очевидна вiдповiдь така: найбiльше значення функцiї дорiвнює
одиницi i досягається при x = 0 (до речi, це найбiльше значення
в даному разi збiгається з максимумом).

Обмежимось деяким конкретним вiдрiзком x ∈ [a; b]. На цьо-
му вiдрiзку екстремумiв може бути декiлька, але найбiльше
(найменше) значення, якщо воно iснує, може бути лише єди-
ним. Щоправда, досягатись воно може декiлька разiв.
C Приклад 3.54. На рис. 3.19 подано графiк функцiї

y =
3− 2 cos 4x

1 + x2
.

15В цьому випадку при x0 = 0 похiдну треба розумiти як вiдповiдну право-
бiчну границю y′(0) = lim

x→0+0

∆y
∆x

.
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Рисунок 3.19 – Графiк функцiї y = 3−2 cos 4x
1+x2

На вiдрiзку x ∈ [−5; 5] досягається шiсть локальних максимумiв,
але тiльки два з них збiгаються з найбiльшим значенням фун-
кцiї на даному вiдрiзку. Розв’язати рiвняння y′ = 0 аналiтично
не вдається. Але чисельними методами можна встановити, що
найменший додатний корiнь цього рiвняння наближено дорiв-
нює 0,64. Вiдповiднi точки графiка наближено мають коорди-
нати (±0,64; 3,31). Цi точки розташованi симетрично вiдносно
осi Oy, що узгоджується з парнiстю розглядуваної функцiї. B

Сформулюємо без доведення теорему Вейєрштрасса: якщо
функцiя f(x) визначена i неперервна на вiдрiзку x ∈ [a; b], то
вона досягає на цьому вiдрiзку найменшого i найбiльшого зна-
чення. Тодi розв’язок нашої задачi iснує.

З наведеного вище стає зрозумiлим, що найбiльше значе-

ння на вiдрiзку функцiя досягає або в одному з максимумiв

(найбiльшому з усiх, що належать цьому вiдрiзку), або на кiн-

цях вiдрiзку. Аналогiчно, найменше значення на вiдрiзку фун-

кцiя досягає або в одному з мiнiмумiв (найменшому з усiх, що

належать цьому вiдрiзку), або на кiнцях вiдрiзку.
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Задача пошуку найбiльшого (найменшого) значення фун-
кцiї на вiдрiзку є навiть простiшою за пошук екстремуму. До-
статньо лише обчислити значення функцiї в усiх пiдозрiлих
точках i серед обчислених значень обрати найбiльше i най-
менше. Визначатись з кожною точкою (в нiй пiдозра спросто-
вується чи досягається ектремум, i, якщо так, то який саме)
бiльше не потрiбно. Отже, маємо наступний алгоритм пошу-
ку найбiльшого i найменшого значень функцiї f(x) на вiдрiзку
x ∈ [a; b].

• З усiх точок x, критичних за першою похiдною, утворити
«список пiдозрюваних».

• Видалити з цього списку точки, якi не належать заданому
iнтервалу.

• Долучити до цього списку кiнцi вiдрiзку x = a i x = b.

• В кожнiй точцi з отриманого списку обчислити значення
функцiї.

• Серед обчислених значень функцiї обрати найбiльше i
найменше.

Зауважимо, цiлком може статись, що критична точка збiгає-
ться з одним з кiнцiв вiдрiзку. Безумовно, до «списку пiдозрю-
ваних» її потрiбно включити, причому одразу з двох причин – i
як критичну, i як кiнець вiдрiзку. Звичайно, обчислювати i по-
рiвнювати значення функцiї в цiй точцi достатньо лише один
раз.
C Приклад 3.55. Знайдемо найбiльше i найменше значення

функцiї y = x4 − 2x2 + 1 на вiдрiзку x ∈ [0; 2]. Маємо:

y′ = 4x3 − 4x = 4x(x2 − 1) = 4x(x− 1)(x+ 1).

Критичнi точки – коренi рiвняння y′ = 0, тобто точки x = 0,
x = ±1. Точку x = −1 вiдкидаємо як таку, що не належить по-
трiбному вiдрiзку. Отже, «список пiдозрюваних»: x1 = 0, x2 = 1,
x3 = 2. Точку x3 ми сюди включили як правий кiнець вiдрiзку.
Лiвий кiнець вiдрiзку сюди вже потрапив як критична точка.
Вiдповiднi значення функцiї:

y1 = y(x1) = 04 − 2 · 02 + 1 = 1,
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Рисунок 3.20 – До максимiзацiї об’єму

y2 = y(x2) = 14 − 2 · 12 + 1 = 0,

y3 = y(x3) = 24 − 2 · 22 + 1 = 9.

З отриманих результатiв найбiльший – це y3, а найменший – це
y2. Остаточно: найменше значення дорiвнює нулю i досягається
в точцi x = 1, найбiльше значення дорiвнює 9 i досягається в
точцi x = 2.

Додатковим дослiдженням можна встановити, що в точцi
x1 = 0 функцiя досягає максимуму, але вiн не є найбiльшим
значенням. Важливо також, що встановлення максимуму для
розв’язування нашої задачi не є необхiдним. B

Часто iнтерес становить навiть не найбiльше (найменше)
значення функцiї, а те значення аргументу, при якому дося-
гається це найбiльше (найменше) значення.
C Приклад 3.56. З квадратного шматка листового матерiалу

розмiром a × a потрiбно виготовити ящик найбiльшого об’єму
без кришки. Квадрати якого розмiру слiд вiдрiзати по кутах у
розгортцi (рис. 3.20)?

Нехай розмiр квадратiв, якi вiдрiзають, становить x×x. Оче-
видно, 0 6 2x 6 a. Площа основи утворюваного прямокутного
паралелепiпеду становить S(x) = (a − 2x)2, а висота дорiвнює
x. Тому об’єм паралелепiпеду

V (x) = S(x) · x = x(a− 2x)2 =
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= x(a2 − 4ax+ 4x2) = 4x3 − 4ax2 + a2x.

Отже, потрiбно знайти найбiльше значення функцiї V (x) на
вiдрiзку 0 6 x 6 a

2 . Маємо: V ′(x) = 12x2 − 8ax+ a2 = 0,

x =
8a±

√
64a2 − 48a2

24
=

8a± 4a

24
=

2a± a
6

.

Отже, «список пiдозрюваних»: x1 = 0 (як лiвий кiнець вiдрiзку),
x2 = a

6 (як критична точка), x3 = a
2 (i як правий кiнець вiдрiзку,

i як критична точка). Вiдповiднi значення функцiї:

V1 = V (x1) = 0 · (a− 2 · 0)2 = 0,

V2 = V (x2) =
a

6
·
(
a− 2 · a

6

)2

=
2a3

27
> 0,

V3 = V (x3) =
a

2
·
(
a− 2 · a

2

)2

= 0.

Найбiльшим з отриманих результатiв є об’єм V2, отже, шука-
ний розмiр – це x2 = a

6 . До речi, V2 можна було не обчислю-
вати. Достатньо було переконатись, що воно додатне, а тому –
найбiльше. B

3.8 Формула Тейлора

Нехай y = f(x) – деяка функцiя, диференцiйовна в точцi x0

щонайменше n разiв поспiль (кажуть також – n-кратно дифе-
ренцiйовна). Опишемо бiльш детально локальну поведiнку цiєї
функцiї в околi точки x0.

З диференцiйовностi функцiї в точцi x0 випливає неперерв-
нiсть функцiї в цiй точцi. Це означає, що прирiст функцiї

∆y = y − y0 = f(x)− f(x0)

стає нескiнченно малим одночасно з приростом ∆x = x − x0

аргументу. При знаходженнi диференцiалу ми виокремлювали
з приросту ∆y головну частину, подаючи цей прирiст у виглядi

∆y = C ∆x+ o(∆x).

З’ясувалось, що достатньо було покласти C = f ′(x0), i ми отри-
мували:

∆y = f ′(x0) ∆x+ o(∆x),
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або
f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) + g1(x),

де g1(x) = o(∆x).
Далi, при аналiзi критичної точки способом «не звертатись

до сусiдiв», ми конкретизували доданок вищого порядку ма-
лостi i встановили, що з приросту функцiї можна виокремити
i лiнiйний, i квадратичний члени, подаючи прирiст функцiї у
виглядi

∆y = C1 ∆x+ C2 (∆x)
2

+ o
(
(∆x)2

)
.

Достатньо було покласти C1 = f ′(x0), C2 = 1
2f
′′(x0), i ми отри-

мували:

∆y = f ′(x0) ∆x+
1

2
f ′′(x0) (∆x)2 + o

(
(∆x)2

)
,

або

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
1

2
f ′′(x0)(x− x0)2 + g2(x),

де g2(x) = o
(
(∆x)2

)
.

Постає питання: чи можна з метою все бiльш детального
опису локальної поведiнки функцiї в околi точки x0 продовжи-
ти процес виокремлення з приросту функцiї нескiнченно ма-
лих все вищих порядкiв? Позитивну вiдповiдь на це питання
надає формула Тейлора:

f(x) =

n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k + gn(x), gn(x) = o ((x− x0)n) . (3.9)

Тут верхнiй iндекс (k) позначає номер похiдної; його беруть
в дужки, щоб вiдрiзняти вiд показника степеня. Зокрема, по-
значають: f (2)(x0) = f ′′(x0), f (1)(x0) = f ′(x0), f (0)(x0) = f(x0) (в
останньому випадку диференцiювання здiйснюють нуль разiв).
Знаком оклику позначено факторiал (див. виноску на с. 15). На-
гадаємо, 0! = 1. З урахуванням цього формула Тейлора набуває
наступного розгорнутого вигляду:

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(x0)

2
· (x− x0)2+

+
f ′′′(x0)

3!
· (x− x0)3 + · · ·+ f (n)(x0)

n!
· (x− x0)n + gn(x),
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причому gn(x) = o ((x− x0)n).
Насправдi зi значення будь-якої функцiї можна виокреми-

ти16 будь-яку суму. Кiнець кiнцем, рiвняння f(x) = Σ + gn(x)
можна розглядати як означення решти gn(x), яка залишається
пiсля виокремлення суми Σ:

f(x) = Σ + (f(x)− Σ)︸ ︷︷ ︸
≡gn(x)

.

Питання тепер в наступному: потрiбно виокремити суму Σ не-
абияк, а «найбiльш повно», тобто так, щоб решта gn(x) стала
якомога меншою. Формула Тейлора здатна впоратись саме з
цим завданням: вона виокремлює як раз таку суму, що решта
gn(x) виявляється величиною вищого порядку малостi порiвня-
но навiть з останнiм доданком виокремлюваної суми. Доведе-
мо, що gn(x) = o ((x− x0)n), тобто що

lim
x→x0

gn(x)

(x− x0)n
= 0.

Видiляючи з суми останнiй член, маємо:

n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k =

n−1∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k +

f (n)(x0)

n!
(x− x0)n =

= Pn−1(x) +
f (n)(x0)

n!
(x− x0)n.

Тут Pn−1(x) є многочленом степеня, не вищого17 за (n−1)-й. От-
же, якщо цей многочлен продиференцiювати n разiв поспiль,
отримаємо тотожний нуль. Тодi, застосовуючи правило Лопi-
таля n разiв поспiль, маємо:

lim
x→x0

gn(x)

(x− x0)n
= lim
x→x0

f(x)−
n∑
k=0

f(k)(x0)
k! (x− x0)k

(x− x0)n
=

16Так само з числа 5 можна виокремити суму (3 + 4), вiдштовхуючись вiд
подання п’ятiрки у виглядi 5 = (3 + 4) + (−2), тобто отримуючи «решту» (−2).

17Коефiцiєнти f(k)(x0)
k!

при вiдповiдних степенях «дужки» є сталими числа-
ми, тому Pn−1(x) i справдi є многочленом. Цiлком може статись, що деякi з

чисел f(k)(x0)
k!

, k = 0;n− 1, (або навiть усi) дорiвнюють нулю. Тому степiнь
многочлена Pn−1(x) може бути рiвним (n− 1) або меншим, але не бiльшим.
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= lim
x→x0

f(x)−
(
Pn−1(x) + f(n)(x0)

n! (x− x0)n
)

(x− x0)n
=

[
0

0

]
=

= lim
x→x0

dn

dxn

[
f(x)− Pn−1(x)− f(n)(x0)

n! (x− x0)n
]

dn

dxn [(x− x0)n]
=

= lim
x→x0

f (n)(x)− 0− f(n)(x0)
n! · n · (n− 1) · . . . · 2 · 1 · (x− x0)0

n · (n− 1) · . . . · 2 · 1 · (x− x0)0
=

= lim
x→x0

f (n)(x)− f (n)(x0)

n!
= 0,

що i потрiбно було довести.
«Решту» gn(x), порядок малостi якої ми зараз оцiнили, на-

зивають залишковим членом. Вираз gn(x) = o ((x− x0)n) нази-
вають залишковим членом у формi Пеано. В теорiї степеневих
рядiв наводять бiльш детальнi вирази для залишкового члену
(наприклад, вираз для залишкового члену у формi Лагранжа).

З урахуванням виразу (3.5) для диференцiалу формулу Тей-
лора можна подати у виглядi

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) + o(x− x0) = f(x0) + df(x0) + o(dx).

Взагалi, формулу Тейлора можна подати з використанням ви-
щих диференцiалiв:

f(x) = f(x0) + df(x0) +
1

2
d2f(x0) +

1

3!
d3f(x0) + · · ·+

+
1

n!
dnf(x0) + o(dxn) = f(x0) +

n∑
k=1

1

k!
dkf(x0) + o(dxn).

Наведемо тепер приклади застосування формули Тейлора
до деяких елементарних функцiй.
C Приклад 3.57. Розглянемо функцiю f(x) = 1

1−x . Застосуємо
формулу Тейлора при x0 = 0. Маємо:

f(x0) =
1

1− 0
= 1;

f ′(x) =
(
(1− x)−1

)′
= −1 · (1− x)−2 · (−1) =

1

(1− x)2
,
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f ′(x0) = f ′(0) =
1

(1− 0)2
= 1;

f ′′(x) =
(
(1− x)−2

)′
= −2 · (1− x)−3 · (−1) =

1 · 2
(1− x)3

,

f ′′(x0) = f ′′(0) =
1 · 2

(1− 0)3
= 1 · 2;

f ′′′(x) =
(
2(1− x)−3

)′
= 2 · (−3) · (1− x)−4 · (−1) =

1 · 2 · 3
(1− x)4

,

f ′′′(x0) = f ′′′(0) =
1 · 2 · 3
(1− 0)4

= 1 · 2 · 3,

i т.д. Очевидно тодi, що f (k)(0) = k!. Тодi формула Тейлора пiсля
скорочення на k! набуває вигляду

1

1− x
= 1 + x+ x2 + · · ·+ xn + o (xn) .

До речi, якби ми продовжили це розвинення до нескiнченностi,
то отримали би вiдому суму нескiнченної геометричної прогре-
сiї з першим членом 1 i знаменником x. B
C Приклад 3.58. Розглянемо функцiю f(x) = ex. Застосуємо

формулу Тейлора при x0 = 0. Оскiльки

f (n)(x0) = (ex)
(n)
∣∣∣
x=x0

= ex
∣∣∣
x=x0

= e0 = 1,

то отримуємо:

ex = 1 + x+
x2

2
+
x3

3!
+ · · ·+ xn

n!
+ o(xn). B

C Приклад 3.59. Розглянемо функцiю f(x) = sinx. Застосує-
мо формулу Тейлора при x0 = 0. Маємо:

f(x0) = sin 0 = 0,

f ′(x) = cosx, f ′(x0) = cos 0 = 1,

f ′′(x) = − sinx, f ′′(x0) = − sin 0 = 0,

f ′′′(x) = − cosx, f ′′′(x0) = − cos 0 = −1.
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Наступна похiдна дорiвнює f (4)(x) = sinx i збiгається з поча-
тковою функцiєю. Тому значення усiх iнших вищих похiдних
будуть повторюватись блоками по чотири позицiї. Наприклад,
одиницi дорiвнюватимуть похiднi: перша, п’ята, дев’ята i т.д.
через кожнi чотири. Отже, з формули Тейлора потрiбно вида-
лити усi доданки, якi мiстять парнi степенi, а у доданкiв, що
залишились, помiняти знак через один. Отримаємо:

sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+ · · ·+ (−1)n+1x2n−1

(2n− 1)!
+ o(x2n).

Зауважимо, у цьому розкладаннi усi парнi степенi вiдсутнi
(включаючи нульовий степiнь, тобто константу), що вiдповiдає
непарностi функцiї синус.

Розмiрковуючи аналогiчно, легко отримати вираз

cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
− x6

6!
+ · · ·+ (−1)nx2n

(2n)!
+ o(x2n+1).

Зауважимо, у цьому розкладаннi усi непарнi степенi вiдсутнi,
що вiдповiдає парностi функцiї косинус.

На рис. 3.21 суцiльною лiнiєю показано графiк косинусу, а
штриховою – графiк функцiї y = 1 − x2

2 . Як бачимо, парабола
бiльш «щiльно» дотикається до косинусоїди порiвняно з доти-
чною прямою y = 1. Власне, цей рисунок є iлюстрацiєю до
еквiвалентностi 1− cosx ∼ x2

2 .
Отримане розвинення косинусу дозволяє будувати i бiльш

тонкi спiввiдношення еквiвалентностi, наприклад:(
1− x2

2
+
x4

4!

)
− cosx ∼ x6

6!
. B

C Приклад 3.60. Розглянемо функцiю f(x) = ln(1 + x). Засто-
суємо формулу Тейлора при x0 = 0. Маємо:

f(x0) = ln(1 + 0) = 0,

f ′(x) =
1

1 + x
, f ′(x0) =

1

1 + 0
= 1,

f ′′(x) = − 1

(1 + x)2
, f ′′(x0) = − 1

(1 + 0)2
= −1,
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Рисунок 3.21 – Косинус i його частковi суми

f ′′′(x) =
2

(1 + x)3
, f ′′′(x0) =

2

(1 + 0)3
= 2,

f (IV )(x) = − 2 · 3
(1 + x)4

, f (IV )(x0) = − 2 · 3
(1 + 0)4

= −2 · 3,

f (V )(x) =
2 · 3 · 4

(1 + x)5
, f (V )(x0) =

2 · 3 · 4
(1 + 0)5

= 2 · 3 · 4,

i т.д. Очевидно, цi результати легко узагальнити виразом:

f (k)(x0) = (−1)k+1(k − 1)!, k > 1.

Оскiльки (k−1)!
k! = 1

k , то отримуємо:

ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+ · · ·+ (−1)n+1xn

n
+ o(xn). B

В аналогiчний спосiб неважко отримати розкладання i iнших
елементарних функцiй.

Формула Тейлора має i iншi застосування.
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C Приклад 3.61. Многочлен f(x) = 3x2 − 4x + 2 розкладемо
за степенями двочлену (x− 1). Покладаючи x0 = 1, маємо:

f(1) = 3 · 12 − 4 · 1 + 2 = 1;

f ′(x) = 6x− 4, f ′(1) = 6 · 1− 4 = 2;

f ′′(x) = 6, f ′′(1) = 6; f (n)(x) ≡ 0, n > 3.

Маємо:

f(x) = f(1) + f ′(1)(x− 1) +
f ′′(1)

2
(x− 1)2 + 0 =

= 1 + 2(x− 1) +
6

2
(x− 1)2 = 1 + 2(x− 1) + 3(x− 1)2.

Ми перетворили вираз для f в такий спосiб, що x входить до
цього виразу виключно у виглядi «дужки» (x − 1). Тому тепер
зручно ввести замiну x− 1 = t; отримуємо: f = 1 + 2t+ 3t2. B

Пiдкреслимо, (n+1)-а i усi наступнi похiднi довiльного мно-
гочлену n-го степеня тотожно дорiвнюють нулю. Тому засто-
сування формули Тейлора до многочленiв завжди призводить
до суми, кiлькiсть доданкiв якої не перевищує (n+ 1).

Уявiмо тепер протилежну ситуацiю, коли в сумi (3.9) нулю
дорiвнюють m початкових доданкiв поспiль, починаючи з f(x0).
Тодi при m < n формулу Тейлора можна подати у виглядi

f(x) =

m−1∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k +

f (m)(x0)

m!
(x− x0)m+

+

n∑
k=m+1

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k + o ((x− x0)n) =

=
f (m)(x0)

m!
(x− x0)m +

n∑
k=m+1

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k + o ((x− x0)n) ,

оскiльки f (k)(x0) = 0, 0 6 k < m, але f (m)(x0) 6= 0 (значення
ще вищих похiдних нас не цiкавлять, аби лише цi значення
iснували). В цьому разi спрощено маємо:

f(x) =
f (m)(x0)

m!
(x− x0)m + o ((x− x0)m) .
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В такiй ситуацiї кажуть, що число x0 є нулем функцiї m-ї

кратностi. Врахування кратностi нуля дозволяє бiльш деталь-
но охарактеризувати локальну поведiнку функцiї в околi точки
x0. Наприклад, нехай виявилось, що m = 3, тобто

f(x0) = f ′(x0) = f ′′(x0) = 0,

але f ′′′(x0) 6= 0. Тодi f(x) = f ′′′(x0)
3! (x− x0)3 + o

(
(x− x0)3

)
. Нехту-

ючи малими вищих порядкiв, можна сказати, що функцiя f(x)
в околi точки x0 своєю поведiнкою нагадує кубiчну параболу.
А саме, дотична до графiка в точцi x0 горизонтальна, i ця точка
є точкою перегину.
C Приклад 3.62. Розглянемо функцiю

f(x) = 3x4 − 10x3 + 12x2 − 6x+ 1.

Охарактеризуємо її локальну поведiнку в околi точки x0 = 1.
Маємо:

f(1) = 3− 10 + 12− 6 + 1 = 0.

Отже, число x0 = 1 є нулем функцiї. Маємо далi:

f ′(x) = 12x3 − 30x2 + 24x− 6, f ′(1) = 12− 30 + 24− 6 = 0;

f ′′(x) = 36x2 − 60x+ 24, f ′′(1) = 36− 60 + 24 = 0;

f ′′′(x) = 72x− 60, f ′′′(1) = 72− 60 = 12 6= 0.

Отже, число x0 = 1 є нулем функцiї третьої кратностi. Маємо
далi:

f (4)(x) = 72, f (4)(1) = 72; f (m)(x) ≡ 0, m > 5.

Тодi права частина формули Тейлора для функцiї f(x) мiстить
лише доданки з номерами k = 3 i k = 4:

f(x) =
f ′′′(x0)

3!
(x− x0)3 +

f (4)(x0)

4!
(x− x0)4 =

=
12

3!
(x− 1)3 +

72

4!
(x− 1)4 = 2(x− 1)3 + 3(x− 1)4.

Формально точка x0 є пiдозрiлою на екстремум, але за раху-
нок непарностi показника степеня головного члену 2(x− 1)3 ця
пiдозра спростовується. Натомiсть, маємо перегин. B
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Цi мiркування дозволяють узагальнити спосiб «не зверта-
тись до сусiдiв» перевiрки пiдозрiлої точки x0. Нехай x0 є нулем
функцiї f(x) кратностi m (тобто в цiй точцi нулю дорiвнюють
функцiя i (m − 1) її молодших похiдних, а f (m)(x0) 6= 0). Тодi
локальна поведiнка функцiї в околi точки x0 при вiдкиданнi
малих вищих порядкiв описується головним членом формули
Тейлора у виглядi

f(x) ≈ f (m)(x0)

m!
(x− x0)m.

Очевидно тодi, якщо m – непарне, то екстремуму немає, а якщо
парне – екстремум наявний. В тому числi якщо при парному m
похiдна f (m)(x0) > 0, то маємо мiнiмум, а якщо при парному m
похiдна f (m)(x0) < 0, то маємо максимум (згiдно з поведiнкою
вiдповiдних парабол y = C(x− x0)m).

Нарештi, обговоримо ще одне питання, пов’язане з застосу-
ванням формули Тейлора. Розглянемо границю

A = lim
x→x0

f(x)

g(x)
.

Нехай число x0 є кратним нулем i для функцiї f(x), i для фун-
кцiї g(x). Тодi ця границя мiстить невизначенiсть типу

[
0
0

]
. Не-

хай кратнiсть нуля дорiвнює m1 для функцiї f(x) i m2 для фун-
кцiї g(x). Тодi числа m1, m2 фактично є порядками малостi не-
скiнченно малих величин f(x) i g(x):

f(x) =
f (m1)(x)

m1!
(x− x0)m1 + o ((x− x0)m1) ,

g(x) =
g(m2)(x)

m2!
(x− x0)m2 + o ((x− x0)m2) .

Якщо m1 > m2, то f = o(g), i тодi A = 0. Якщо m1 < m2, то
g = o(f), i тодi A =∞. Якщо m2 = m1, то

A = lim
x→x0

f(m1)(x)
m1! (x− x0)m1 + o ((x− x0)m1)

g(m1)(x)
m1! (x− x0)m1 + o ((x− x0)m1)

=

= lim
x→x0

f (m1)(x) +m1! · o((x−x0)m1 )
(x−x0)m1

g(m1)(x) +m1! · o((x−x0)m1 )
(x−x0)m1

=
f (m1)(x0)

g(m1)(x0)
.
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Але такий самий результат ми i отримали би при застосуваннi
правила Лопiталя m1 разiв поспiль. Отже, кратнiсть нуля фун-
кцiї визначає, скiльки разiв потрiбно її диференцiювати при
застосуваннi правила Лопiталя для позбавлення невизначено-
стi типу

[
0
0

]
.

При m2 6= m1 потрiбно диференцiювати min {m1,m2} разiв,
оскiльки ранiше вiдмiнною вiд нуля стане похiдна тiєї функцiї,
кратнiсть нуля якої менша; невизначенiсть при цьому зникне.

3.9 Питання для перевiрки

1. Якi двi задачi призводять до поняття похiдної вiд функцiї
одного дiйсного змiнного?

2. Що таке миттєва швидкiсть?

3. Що називають дотичною до плоскої кривої?

4. Що таке прирiст аргументу? прирiст функцiї?

5. Сформулюйте означення похiдної.

6. В чому полягає механiчний змiст похiдної?

7. В чому полягає геометричний змiст похiдної?

8. Обчислiть за означенням похiдну функцiї y = x4.

9. Яку функцiю називають диференцiйовною в точцi? на iн-
тервалi?

10. Яка вимога є бiльш сильною: неперервнiсть чи диферен-
цiйовнiсть? Чому?

11. Наведiть приклад функцiї, яка є неперервною в деякiй
точцi, але не є диференцiйовною в цiй точцi.

12. Сформулюйте означення функцiї, монотонної на множи-
нi; монотонної в точцi.

13. Що можна сказати про локальну поведiнку функцiї f(x)
в точцi x0, якщо f ′(x0) > 0? f ′(x0) < 0?
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14. Якi два основнi аспекти технiки диференцiювання вам вi-
домi?

15. Сформулюйте правила диференцiювання.

16. Сформулюйте таблицю похiдних.

17. Що таке складна функцiя? Як розрiзнити зовнiшню i вну-
трiшню функцiї?

18. Як диференцiюють складну функцiю? Наведiть приклади.

19. Що таке обернена функцiя? Як її знайти?

20. Як розташованi графiки прямої i оберненої функцiй?

21. За якої умови функцiя, обернена до заданої, є однозна-
чною? Чи є ця умова достатньою? необхiдною?

22. Що таке арксинус?

23. Сформулюйте теорему про похiдну оберненої функцiї.

24. Виведiть похiдну арксинусу.

25. Виведiть похiдну арктангенсу.

26. Що таке логарифмiчне диференцiювання? Коли його за-
стосовують?

27. Що таке диференцiал функцiї в точцi?

28. В чому полягає геометричний сенс диференцiалу функцiї
одного дiйсного змiнного?

29. Як записати рiвняння дотичної до графiку заданої функцiї
в заданiй точцi?

30. Що таке диференцiали вищих порядкiв?

31. Що таке iнварiантнiсть першого диференцiалу?

32. Як застосувати перший диференцiал до наближеного об-
числення значення функцiї в точцi?

33. Що таке параметричне задання функцiї?
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34. Як знайти першу i другу похiднi функцiї, заданої параме-
трично?

35. Що таке функцiя, задана неявно?

36. Як продиференцiювати функцiю, задану неявно?

37. Назвiть 12 пунктiв схеми дослiдження функцiї.

38. Що таке область визначення функцiї? Як її знайти?

39. Що таке множина значень функцiї? Як її знайти?

40. Що таке нулi функцiї? Як їх знайти? Як вони виглядають
на графiку функцiї?

41. Що таке парна функцiя? Як виглядає її графiк?

42. Що таке непарна функцiя? Як виглядає її графiк?

43. Яку функцiю називають перiодичною?

44. Що таке iнтервали монотонностi? Як їх знайти?

45. Що таке точка екстремуму?

46. Що таке екстремум?

47. В чому полягає необхiдна умова екстремуму диференцi-
йовної функцiї на iнтервалi?

48. Що таке точки, пiдозрiлi на екстремум? Як їх знайти?

49. Сформулюйте достатню ознаку максимуму. Чи є вона не-
обхiдною?

50. Сформулюйте достатню ознаку мiнiмуму. Чи є вона не-
обхiдною?

51. Як дослiдити функцiю на екстремум за допомогою другої
похiдної?

52. Як дослiдити на екстремум функцiю, яка не є диференцi-
йовною в пiдозрiлiй точцi?

53. Чи може точка розриву бути точкою екстремуму?
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54. Як знайти iнтервали опуклостi графiка функцiї?

55. Що таке точка, пiдозрiла на перегин? Як пiдтвердити або
спростувати цю пiдозру?

56. Що таке асимптота? Якi асимптоти ви знаєте?

57. Як знайти горизонтальну асимптоту?

58. Як знайти вертикальну асимптоту?

59. Як знайти похилу асимптоту?

60. Як швидко знайти асимптоти дробово-лiнiйної функцiї?

61. Скiльки асимптот може бути у графiка функцiї?

62. Чому при знаходженнi найбiльшого значення функцiї по-
трiбно вказувати iнтервал пошуку?

63. В чому полягає алгоритм знаходження найбiльшого i най-
меншого значень функцiї на вiдрiзку?

64. Напишiть формулу Тейлора. До яких функцiй її можна
застосувати?

65. Що таке залишковий член у формi Пеано?

66. Який результат застосування формули Тейлора до експо-
ненти? синусу? косинусу?

67. Що таке кратнiсть нуля функцiї?

68. Як дослiдити функцiю на екстремум, якщо пiдозрiла то-
чка є нулем функцiї високої кратностi?
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4 ФУНКЦIЇ БАГАТЬОХ ЗМIННИХ

4.1 Основнi означення

Досi ми вважали, що аргумент x функцiї є єдиним: y = f(x).
Розглянемо тепер випадки, коли значення функцiї залежить
вiд декiлькох аргументiв. Цi аргументи, в свою чергу, є неза-
лежними один вiд одного. Якщо незалежних аргументiв лише
два, то припустимим є запис z = f(x, y). Кажуть, що така фор-
мула подає функцiю двох змiнних у явному виглядi.
� Означення 4.1. Якщо кожнiй впорядкованiй парi чисел

(x, y) поставлено у вiдповiднiсть не бiльш нiж одне числове зна-
чення z, то кажуть, що задано числову функцiю двох змiнних

z = f(x, y). Числа x, y називають незалежними аргументами,

число z – вiдповiдним значенням функцiї.

C Приклад 4.1. Тиск iдеального газу залежить вiд об’єму
V цього газу та його абсолютної температури T за законом
p(V, T ) = νRT

V , де ν – кiлькiсть речовини, R – унiверсальна га-
зова стала. Це вiдоме рiвняння Менделєєва-Клапейрона. Тут V
i T – двi незалежнi змiннi (стиснути газ можна до довiльного
об’єму, i незалежно вiд цього нагрiти до довiльної температу-
ри). В цьому разi тиск p є функцiєю двох незалежних змiнних
V i T . Цю функцiю подано у явному виглядi. B

Наведене означення безпосередньо узагальнюється на ви-
падок бiльшої кiлькостi незалежних аргументiв. Наприклад,
функцiя трьох змiнних впорядкованiй трiйцi (x, y, z) ставить у
вiдповiднiсть число u = f(x, y, z).
C Приклад 4.2. Потенцiал ϕ електричного поля, створюва-

ного нерухомим точковим електричним зарядом Q, розташова-
ним у вакуумi, обчислюють за формулою ϕ = kQ

r , де позначено
k = 1

4πε0
= const. Тут r – вiдстань вiд заряду до точки у про-

сторi, в якiй обчислюється потенцiал. Якщо обрати декартову
систему координат з початком в мiсцi розташування заряду,
то отримаємо: r =

√
x2 + y2 + z2. Отже, ϕ(x, y, z) = kQ√

x2+y2+z2
–

функцiя трьох незалежних змiнних. Цю функцiю подано у яв-
ному виглядi. B

Як випливає з означення 4.1, кожнiй впорядкованiй парi
(x, y) функцiя z = f(x, y) або ставить у вiдповiднiсть деяке єди-
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не число z, або не ставить нiякого. Тому природно з усiх впо-
рядкованих пар (x, y) вiдiбрати лише тi, для яких вiдповiдне
значення z є визначеним.
� Означення 4.2. Множину усiх тих i лише тих впорядкова-

них пар, для кожної з яких вiдповiдне значення функцiї f(x, y)
є визначеним, називають областю визначення функцiї двох

змiнних.

Область визначення функцiї двох змiнних позначають лiте-
рою D. Кожну впорядковану пару (x, y), яка входить до областi
D, зручно зобразити точкою M(x, y) на координатнiй площинi
Oxy. Тому для функцiї двох змiнних виявляється зручним гео-
метрично зображати область визначення як деяку область на
площинi Oxy.
C Приклад 4.3. Знайдемо область визначення функцiї

z =
√

1− x2 − y2 + ln(x+ y).

Очевидно, цю функцiю визначено при одночасному виконаннi
двох нерiвностей: {

1− x2 − y2 > 0,
x+ y > 0.

Розв’язком цiєї системи є наступна множина впорядкованих
пар (x, y), тобто точок M(x, y). Перша нерiвнiсть вимагає, щоб
точка M(x, y) ∈ D була внутрiшньою для круга x2 + y2 6 1. З
огляду на другу нерiвнiсть точка M(x, y) ∈ D повинна належати
пiвплощинi y > −x. Зауважимо, остання нерiвнiсть є строгою.
Тому точки на прямiй y = −x не належать областi D (iнакше
доведеться знаходити логарифм нуля, що є неприпустимим).
З цiєї причини пряму y = −x (на вiдмiну вiд кола) зображено
штриховою лiнiєю. Остаточний розв’язок – це перетин круга i
пiвплощини (рис. 4.1, лiворуч). B

Означення областi визначення безпосередньо узагальнює-
ться на випадок багатовимiрних просторiв. Наприклад, в разi
функцiї трьох змiнних область визначення – тривимiрна.
C Приклад 4.4. Модуль вектора

−→
E напруженостi електри-

чного поля, створюваного нерухомим точковим електричним
зарядом Q, розташованим у вакуумi, обчислюють за форму-
лою E = kQ

r2 , де позначено k = 1
4πε0

= const. Тут r – вiдстань вiд
заряду до точки у просторi, в якiй обчислюється напруженiсть
поля. Якщо обрати декартову систему координат з початком
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Рисунок 4.1 – Приклади областi визначення

в мiсцi розташування заряду, то отримаємо: r2 = x2 + y2 + z2.
Отже, E(x, y, z) = kQ

x2+y2+z2 . Очевидно, область визначення –
весь тривимiрний простiр за виключенням початку координат,
оскiльки обчислити E неможливо лише в разi одночасного ви-
конання трьох рiвностей: x = y = z = 0. B
C Приклад 4.5. Знайдемо область визначення функцiї

u(x, y, z) =
√
x+
√
y +
√
z −

√
1− x− y − z.

Очевидно, цю функцiю визначено при одночасному виконаннi
чотирьох нерiвностей:

x > 0,
y > 0,
z > 0,
1− x− y − z > 0.

Тому точка M(x, y, z) повинна одночасно знаходитись i в «пере-
дньому» пiвпросторi (x > 0), i в «лiвому» пiвпросторi (y > 0), i в
«верхньому» пiвпросторi (z > 0). Крiм того, остання нерiвнiсть
z 6 1−x−y означає, що точка M(x, y, z) повинна бути розташо-
ваною або на площинi x+y+z = 1, або пiд нею. Виконання цих
чотирьох вимог призводить до того, що точка M(x, y, z) повин-
на знаходитись всерединi або на поверхнi тетраедра (рис. 4.1,
праворуч). Цей тетраедр i є областю визначення. B
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Як бачимо з наведених прикладiв, зручно оперувати не впо-
рядкованими парами (трiйками) чисел, а положенням поточної
точки M(x, y) на площинi (точки M(x, y, z) у просторi). Тому
для скорочення домовляються замiсть f(x, y), ϕ(x, y, z) писати
f(M), ϕ(M) тощо. Адже зазвичай з контексту задачi зрозумiло,
мається на увазi точка на площинi чи точка у просторi. Iншими
словами, функцiю багатьох змiнних можна називати функцiєю

точки, розумiючи точку як впорядковану сукупнiсть незале-
жних аргументiв, взятих у потрiбнiй кiлькостi. Продовжуючи
цю аналогiю, можна i для функцiї чотирьох змiнних записа-
ти вираз f(M), де M(x1, x2, x3, x4) – точка в чотиривимiрному
просторi, або впорядкована четвiрка чисел. Щоправда, геоме-
тричної iнтерпретацiї такий вираз вже не має.

4.2 Графiчне зображення

функцiй багатьох змiнних

4.2.1 Графiчне зображення функцiй двох змiнних

При переходi вiд одновимiрного випадку до багатовимiрного
область D визначення функцiї зазнала суттєвих змiн: з iнтер-
валу (або сукупностi iнтервалiв) на осi Ox вона перетворилась
на плоску, об’ємну або навiть взагалi багатовимiрну область D.
Так само принциповi змiни вiдбуваються i з графiком функцiї.
Ранiше графiком функцiї y = f(x) ми називали множину точок
N(x, y), координати яких задовольняли рiвняння y = f(x), тобто
множину точок N(x, f(x)), де x належить областi визначення. В
разi неперервностi функцiї ця множина точок виявлялась пло-
скою кривою в координатнiй площинi Oxy.

Тепер за аналогiєю природно графiком функцiї двох змiн-
них z = f(x, y) називати множину точок N(x, y, z), координати
яких задовольняють рiвняння z = f(x, y), тобто множину точок
N(x, y, f(x, y)), де M(x, y) ∈ D. Отже, графiком функцiї двох
змiнних є множина точок в тривимiрному просторi. Зазвичай
така множина утворює деяку викривлену поверхню в коор-
динатному просторi Oxyz. Геометрiю цiєї поверхнi iнодi легко
уявити з використанням методу перерiзiв. У виразi z = f(x, y)
покладемо y = y1 = const. Отримаємо функцiю однiєї змiнної:
z(x) = f(x, y1) = f1(x). Її графiк можна побудувати у площинi
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Oxz (тобто у площинi y = 0). Цей графiк потрiбно переносити
паралельно самому собi вздовж осi Oy, доки вiн не опиниться
у площинi y = y1. Можна сказати, перенесений графiк i є пе-
рерiзом шуканої поверхнi площиною y = y1. Покладемо тепер
y = y2 = const. Отримаємо iншу функцiю однiєї змiнної: z(x) =
= f(x, y2) = f2(x). Здiйснимо паралельний перенос її графiка з
площинi Oxz (тобто з площини y = 0) в площину y = y2. Пе-
ренесений графiк буде перерiзом шуканої поверхнi площиною
y = y2. Повторюючи цю процедуру для усiх можливих значень
y, отримаємо безлiч графiкiв, розташованих у «сусiднiх» пло-
щинах y = const. Якщо при переходi вiд одного перерiзу до
iншого ординату y змiнювати на малу величину, то «сусiднi»
перерiзи незначно вiдрiзнятимуться за формою, розмiрами i
розташуванням у просторi. Тому усi такi перерiзи i утворять
шукану поверхню.
C Приклад 4.6. Розглянемо функцiю двох змiнних

z(x, y) = xe−2x

(
10 +

y2

4

)
.

Позначимо y1 = 0, y2 = 5, y3 = 10. Отримуємо три функцiї:

z = f1(x) = 10xe−2x (при y = y1),

z = f2(x) =
65

4
xe−2x (при y = y2),

z = f3(x) = 35xe−2x (при y = y3).

Їх графiки подано на рис. 4.2. Залишається посунути графiк f2 в
напрямку «вiд себе» на 5 одиниць, а графiк f3 – на 10 одиниць.
Процес цього пересування в «об’ємному» виглядi подано на
рис. 4.3 лiворуч.

Зауважимо, так само можна було будувати i перерiзи шука-
ної поверхнi площинами x = const. Ми б отримували квадрати-

чнi функцiї z = gi(y) = Ci

(
10 + y2

4

)
i пересували би їх графiки

(параболи) вздовж осi Ox. Тому поверхня на рис. 4.3, право-
руч виглядає як вкрита «клiтинками» (цi клiтинки виникають
при перетинi графiкiв fk(x) i gi(y), пересунутих на вiдповiднi
вiдстанi у вiдповiдних напрямках).

Нарештi, можна будувати перерiзи шуканої поверхнi гори-
зонтальними площинами z = z0 = const. В цьому разi маємо
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f(x, y)− z0 = 0. Введемо до розгляду функцiю

F (x, y) = f(x, y)− z0.

Тодi маємо рiвняння F (x, y) = 0. Ясно, що це рiвняння задає
функцiю y = y(x) (щоправда, таке задання є неявним; функцiя
y(x) при цьому може виявитись i неоднозначною). Графiком
рiвняння F (x, y) = 0 є деяка плоска крива, яку тепер потрiбно
розташувати в площинi z = z0. На рис. 4.4 показано три та-
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Рисунок 4.4 – Лiнiї рiвня

кi кривi, отриманi при z = 1, z = 3, z = 5. Зображено також
проекцiї цих кривих на площину Oxy; їх позначено вiдповiд-
ними значеннями z. Плоскi кривi, якi виникають в перерiзах
поверхнi z = f(x, y) площинами z = const (а також проекцiї цих
кривих на площину Oxy) називають iзолiнiями, або лiнiями

рiвня. Лiнiї рiвня широко застосовують при створеннi топо-
графiчних карт, коли на них потрiбно нанести вiдомостi про
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рельєф мiсцевостi. B
«Графiк» функцiї двох змiнних не завжди є поверхнею.
C Приклад 4.7. Розглянемо функцiю

z(x, y) =

√
cos2

πx

a
+ cos2

πy

b
− 2.

Область визначення знайдемо з нерiвностi

cos2 πx

a
+ cos2 πy

b
− 2 > 0.

Очевидно, слiд вимагати одночасного виконання двох рiвнянь:{
cos2 πx

a = 1;
cos2 πy

b = 1.

Справдi, бiльшими за одиницю квадрати косинусiв бути не мо-
жуть, а якщо хоча б один з них буде меншим за одиницю, то
вираз пiд коренем стане вiд’ємним. З цiєї системи маємо{

sin πx
a = 0;

sin πy
b = 0,

{
πx
a = πm;
πy
b = πn,

m,n ∈ Z.

Звiдси маємо xm = ma, yn = nb. Отже, область D визначення
функцiї є множиною окремих точок M(ma, nb), розташованих
у вузлах прямокутної сiтки з розмiром ґратки a × b. В кожнiй
такiй точцi функцiя приймає значення

z (xm, yn) =
√

1 + 1− 2 = 0.

Таким чином, «графiком» є множина точок N(ma, nb, 0) при
m,n ∈ Z, тобто множина точок M(ma, nb), розташованих у пло-
щинi z = 0 (у площинi Oxy). B

4.2.2 Графiчне зображення

функцiй бiльш нiж двох змiнних

В разi функцiї z = f(x, y) двох змiнних ми зображали гра-
фiк у тривимiрному просторi. Розглянемо тепер можливiсть
графiчного зображення функцiї трьох змiнних u = f(x, y, z) з
областю визначення D. Оберемо точку M0(x0, y0, z0) ∈ D, тоб-
то оберемо значення трьох аргументiв x = x0, y = y0, z = z0.
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Вiдповiдне значення функцiї становить u0 = f(x0, y0, z0). От-
же, тепер точку N0(x0, y0, z0, u0) потрiбно зображати в чотири-
вимiрному просторi. Звичайно, це зробити неможливо. Тому
потрiбно зменшити кiлькiсть змiнних.

Покладемо, наприклад, z = z0 = const. Утворюється нова
функцiя двох змiнних: u(x, y) = f(x, y, z0) = f0(x, y). Її графiк –
поверхня в просторi Oxyu. Перебираючи (i тимчасово фiксую-
чи) рiзнi значення z = zk, отримаємо серiю функцiй u = fk(x, y).
Отже, графiчно функцiю трьох змiнних можна зобразити серi-
єю поверхонь. (До речi, саме цей прийом зменшення кiлькостi
змiнних ми вже використовували, коли замiсть графiка фун-
кцiї двох змiнних зображали на рис. 4.2 серiю графiкiв функцiй
однiєї змiнної.)

Звичайно, можна тимчасово фiксувати i бiльшу кiлькiсть
незалежних змiнних. Наприклад, в разi функцiї u = f(x, y, z, t)
покладемо z = zi = const, t = tk = const. Утворюється нова фун-
кцiя двох змiнних: u(x, y) = f(x, y, zi, tk) = fik(x, y). Її графiк є
поверхнею в просторi Oxyu. Усi такi поверхнi можна об’єднати
в прямокутну таблицю, розмiстивши чергову поверхню fik на
перетинi i-го рядка i k-го стовпця.

Сучаснi програмнi середовища надають iншi засоби графiчного зображе-
ння функцiй багатьох змiнних. Домовляються про певну кольорову шкалу.
Наприклад, нехай вона склалається з кольорiв веселки, i червоний колiр вiд-
повiдає найбiльшому значенню деякої функцiї, а синiй – найменшому. Далi
область визначення D розфарбовують у вiдповiднi кольори. Кiлькiсть змiн-
них зменшується на одиницю (вiсь значень функцiї вiдсутня; замiсть неї ви-
користовується колiр). Наприклад, температурне поле T = f(x, y) в плоскiй
пластинi можна зобразити, пофарбувавши дiлянки з високою температурою
в червоне, а з низькою – в синє. Результат вдається вiдобразити на двовимiр-
ному рисунку. Втiм, такий спосiб має лише якiсний характер, що зумовлено
суб’єктивнiстю сприйняття кольорiв.

4.3 Границя i неперервнiсть

Перед тим, як формулювати означення границi функцiї бага-
тьох змiнних в точцi, потрiбно узагальнити поняття околу то-
чки. Як i ранiше, δ-околом точки M0 будемо називати множину
усiх сусiднiх точок M , вiддалених вiд точки M0 на вiдстань, яка
не перевищує δ. Iншими словами, δ-околу точки M0 належать
усi тi i лише тi точки M , для яких виконано нерiвнiсть ρ < δ,
де через ρ позначено вiдстань ρ = |M0M |. Ранiше ця вiдстань
дорiвнювала ρ = |x− x0| (i, вiдповiдно, δ-окiл був розв’язком не-
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рiвностi |x− x0| < δ). В двовимiрному випадку точки M0(x0, y0),
M(x, y) лежать у площинi Oxy, тому вiдстань мiж ними дорiв-
нює

ρ =
√

(x− x0)2 + (y − y0)2.

Отже, δ-околом точки M0(x0, y0) слугує внутрiшнiсть кола ра-
дiуса δ з центром в точцi M0. В тривимiрному випадку точки
M0(x0, y0, z0), M(x, y, z) лежать у просторi Oxyz, тому вiдстань
мiж ними дорiвнює

ρ =
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2.

Отже, δ-околом точки M0(x0, y0, z0) слугує внутрiшнiсть сфери
радiуса δ з центром в точцi M0. Цi мiркування узагальнюються
наступним означенням.
� Означення 4.3. У випадку n змiнних x1, x2, · · · , xn для то-

чки M0(x01, x02, · · · , x0n) множина точок M(x1, x2, · · · , xn) утво-
рює δ-окiл при виконаннi нерiвностi√

(x1 − x01)2 + (x2 − x02)2 + · · ·+ (xn − x0n)2 < δ.

Очевидно, ця нерiвнiсть в n-вимiрному просторi задає внутрi-
шнiсть n-вимiрної кулi радiуса δ з центром в точцi M0.

Близькiсть точки M до точки M0 (малiсть вiдстанi ρ) можна
було забезпечити i в iнший спосiб. Наприклад, у двовимiрному
випадку задамося двома додатними величинами δx, δy. Нехай
одночасно виконано двi нерiвностi

|x− x0| < δx, |y − y0| < δy.

Очевидно, точка M(x, y) при цьому потрапляє всередину пря-
мокутника розмiрами 2δx×2δy з центром в точцi M0(x0, y0). Тодi
для забезпечення близькостi точки M до точки M0 достатньо
зробити величини δx, δy малими.

Зауважимо тепер, форма δ-околу не має значення. Справдi,
нехай точка M потрапляє всередину прямокутника 2δx × 2δy з
центром в точцi M0(x0, y0). Очевидно, радiус кола, описаного

навколо прямокутника, дорiвнює R =
√
δ2
x + δ2

y . Отже, доста-

тньо покласти δ = R, i точка тим паче потрапить всередину
δ-околу у формi кола. Так само, нехай точка M потрапляє все-
редину кола радiусом δ. Сторона описаного квадрата дорiвнює
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a = δ
√

2. Отже, достатньо покласти δx = δy = a
2 , i точка тим па-

че потрапить всередину околу у формi квадрата. Геометрично:
для будь-якого прямокутника можна знайти концентричне з
ним коло, яке повнiстю лежить всерединi прямокутника. I нав-
паки, для будь-якого кола можна знайти концентричний з ним
прямокутник, який повнiстю лежить всерединi кола.

Аналогiчною є ситуацiя i у тривимiрному випадку. Задамо-
ся трьома додатними величинами δx, δy, δz. Нехай одночасно
виконано три нерiвностi

|x− x0| < δx, |y − y0| < δy, |z − z0| < δz.

Очевидно, точка M(x, y, z) при цьому потрапляє всередину пря-
мокутного паралелепiпеда розмiрами 2δx × 2δy × 2δz з центром
в точцi M0(x0, y0, z0). Тодi для забезпечення близькостi точки
M до точки M0 достатньо зробити величини δx, δy, δz малими.
Ясно, що i в цьому разi для будь-якого паралелепiпеда можна

обрати описану сферу; її радiус дорiвнює R =
√
δ2
x + δ2

y + δ2
z .

Очевидно, якщо точка M є внутрiшньою для паралелепiпеда,
то вона тим паче буде внутрiшньою для описаної сфери радi-
уса δ = R. I навпаки, навколо довiльної сфери можна описати
куб. Тодi точка M , потрапляючи всередину сфери, тим паче
буде внутрiшньою для описаного куба. Отже, форма околу то-
чки M0 знову не має значення. Аналогiчнi мiркування можуть
бути розповсюдженими на випадок довiльної розмiрностi.

Тепер можна надати означення границi функцiї в точцi.
� Означення 4.4. Число b = lim

M→M0

f(M) називають грани-

цею функцiї f(M) ≡ f(x1, x2, · · · , xn) багатьох змiнних в точцi

M0(x01, x02, · · · , x0n), якщо для довiльного ε > 0 знайдеться δ
(можливо, δ = δ(ε)) таке, що з нерiвностi 0 < |M0M | < δ буде
випливати нерiвнiсть |f(M)− b| < ε.

Як i ранiше, точку M0 з δ-околу ми виключаємо. Пряму-
вання M → M0 розумiємо в тому сенсi, що дiйсна величина
ρ = |M0M | стає нескiнченно малою (тобто lim

M→M0

ρ = 0). Суть на-

веденого означення: значення b – граничне, якщо iснує δ-окiл,
для кожної точки M якого гарантується ε-близькiсть значення
f(M) до числа b.
C Приклад 4.8. Доведемо за означенням, що

lim
M(x,y)→M0(0,0)

(y − x) = 0.
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Рисунок 4.5 – До прикладу 3.8

Дослiджувана функцiя f(x, y) = y − x, границя b = 0. Доста-
тньо пред’явити δ-окiл точки M0(0, 0), для кожної точки M(x, y)
якого при довiльних додатних ε виконано нерiвнiсть

|f(M)− b| < ε, |(y − x)− 0| < ε.

Маємо:
−ε < y − x < ε, x− ε < y < x+ ε.

Очевидно, цю подвiйну нерiвнiсть виконано для будь-якої то-
чки M(x, y), яку розташовано всерединi смуги, обмеженої пря-
мими y = x+ε, y = x−ε (рис. 4.5). Тим паче потрiбну нерiвнiсть
буде виконано для довiльної точки, розташованої всерединi ко-
ла радiусом δ = ε√

2
з центром в початку координат. Отже, ви-

могу означення 4.4 виконано. B
Як i в разi однiєї змiнної, границi рiдко обчислюють за озна-

ченням. Частiше застосовують теореми, аналогiчнi доведеним
в п. 1.4. Принципово новим є зведення границь до повторних.
Наприклад, в разi двох змiнних подвiйну границю можна зве-
сти до повторної так:

lim
M→M0

f(x, y) = lim
y→y0

(
lim
x→x0

f(x, y)

)
, (4.1)

або так:

lim
M→M0

f(x, y) = lim
x→x0

(
lim
y→y0

f(x, y)

)
. (4.2)
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Рисунок 4.6 – Способи прямування M → O(0, 0)

Тут при обчисленнi внутрiшньої границi позбавляються однi-
єї незалежної змiнної, а при обчисленнi зовнiшньої – другої.
У вiдповiдi залишається конкретне число. Звичайно, наведенi
формули справедливi, якщо подвiйна границя iснує.

При прямуваннi M → M0 у випадку функцiї однiєї змiн-
ної для точки M iснувала єдина можливiсть – рухатись вздовж
прямої Ox. У багатовимiрному випадку це не так. Наприклад,
при застосуваннi формули (4.1) у внутрiшнiй границi y вва-
жають сталим (i в загальному випадку вiдмiнним вiд y0), а x
вважають змiнним (i таким, що прямує до x0). Отже, споча-
тку рух точки M вiдбувається вздовж вiдрiзку MA (рис. 4.6;
зображено окремий випадок, коли точка M0(x0, y0) збiгається
з початком координат O). Потiм у зовнiшнiй границi x вважа-
ють сталим (i вже рiвним x0), а y вважають змiнним (i таким,
що прямує до y0). Отже, наприкiнцi рух точки M вiдбувається
вздовж вiдрiзку AO. Таким чином, формула (4.1) нав’язує точцi
M певний шлях прямування – ламану MAO.

Навпаки, при застосуваннi формули (4.2) спочатку у внутрi-
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шнiй границi покладають x = const 6= x0, i точка M рухається
вздовж вiдрiзку MB. Потiм, обчислюючи зовнiшню границю,
здiйснюють прямування x → x0 при y = y0; вiдбувається рух
вздовж вiдрiзку BO. Отже, формула (4.2) змушує точку M пря-
мувати iншим шляхом – ламаною MBO.

В загальному випадку обрати шлях прямування M → M0

означає обрати певну функцiю y(x), графiк якої сполучає то-
чки M i M0 на площинi Oxy. При цьому функцiя f(x, y) пе-
ретворюється на функцiю однiєї змiнної: тепер f(x, y(x)) зале-
жить лише вiд x. Тодi границя функцiї двох змiнних в точцi
зводиться до звичайної границi функцiї однiєї змiнної в точцi:

lim
M→M0

f(x, y) = lim
x→x0

f(x, y(x)).

Шлях прямування можна фiксувати, обираючи (не обов’язково
однозначну!) функцiю, задану параметрично. Наприклад:{

x = x0 + cos t
t ;

y = y0 + sin t
t .

Маємо:
ρ = |M0M | =

√
(x− x0)2 + (y − y0)2 =

=

√(
cos t

t

)2

+

(
sin t

t

)2

=
1

|t|
.

Тодi
lim

t→+∞
ρ(t) = 0.

Отже, рух вздовж такої кривої – теж прямування M → M0.
Доречi, спiралеподiбна ламана на рис. 4.6 побудована з вико-
ристанням саме цiєї параметризацiї. Ми обмежились дискре-
тними значеннями t в iнтервалi t ∈

[
9π
4 , 7π

]
з кроком ∆t = 19π

60 .
Параметричне задання шляху прямування стає в нагодi i у

тривимiрному випадку. Наприклад, задамо параметрично про-
сторову криву: x = x(t);

y = y(t);
z = z(t).

Функцiю f(x, y, z) також можна перетворити на функцiю однiєї
змiнної t у виглядi f(x(t), y(t), z(t)). Тодi

lim
M→M0

f(x, y, z) = lim
t→t0

f(x(t), y(t), z(t)).
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Тут t0 вiдповiдає точцi M0(x0, y0, z0), тобто x0 = x(t0), y0 = y(t0),
z0 = z(t0).

Отже, шляхiв прямування M → M0 – безлiч. Але з озна-
чення 4.4 випливає, що ε-близкiсть значення f(M) функцiї до
граничного значення b має бути забезпеченою для кожної то-
чки M з δ-околу точки M0. Це означає, що, зводячи границю
функцiї багатьох змiнних до границi функцiї однiєї змiнної за
рахунок вибору конкретного шляху прямування, ми повиннi
отримувати однаковi значення границi для будь-яких шляхiв.
Якщо при русi вздовж хоча б одного шляху границя функцiї
однiєї змiнної одного змiнного не iснує, то границя функцiї ба-
гатьох змiнних не iснує. Якщо при русi вздовж хоча б двох
рiзних шляхiв границi функцiй однiєї змiнної iснують, але є
рiзними, то границя функцiї багатьох змiнних не iснує.
C Приклад 4.9. Розглянемо функцiю f(x, y) = arctg 1

xy . До-
ведемо, що її границя в точцi M0(0, 0) не iснує. Оберемо шлях
прямування вздовж прямої y = kx. Маємо:

lim
M→M0

arctg
1

xy
= lim
x→0

arctg
1

kx2
=

=

{
[arctg(+∞)] , k > 0;
[arctg(−∞)] , k < 0

=

{
+π

2 , k > 0;
−π2 , k < 0.

Отже, єдиного значення границi не iснує. B
C Приклад 4.10. Розглянемо функцiю f(x, y) = x2+y2

x+y . Її по-
вторнi границi в точцi M0(0, 0) iснують. Наприклад, права ча-
стина (4.1) дорiвнює

lim
y→0

(
lim
x→0

x2 + y2

x+ y

)
= lim
y→0

02 + y2

0 + y
= lim
y→0

y = 0.

Але з iснування повторних границь iснування подвiйної грани-
цi ще не випливає. Справдi, повторна границя обчислюється з
використанням одного конкретного шляху (наприклад, MAO,
рис. 4.6), а подвiйна – з використанням довiльного шляху.

Доведемо, що подвiйна границя розглядуваної функцiї в то-
чцi M0(0, 0) не iснує. Для цього достатньо пред’явити рiзнi шля-
хи, при прямуваннi вздовж яких виникають рiзнi граничнi зна-
чення.

Нехай прямування вiдбувається вздовж параболи:

y(x) =
2x2

C
− x = x

(
2x

C
− 1

)
.
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Маємо:

f(x, y(x)) =
x2 + y2

x+ y
=
x2 + x2

(
2x
C − 1

)2
x+ 2x2

C − x
=

=
C

2

[
1 +

(
2x

C
− 1

)2
]

=
C

2

(
2− 4x

C
+

4x2

C2

)
.

Очевидно, ця величина прямує до C при x→ 0. Отже, залежно
вiд обраного шляху (принаймнi, серед запропонованих) вiдпо-
вiдна границя функцiї одного змiнного може виявитись рiвною
взагалi будь-якому1 числу C.

Можна також пред’явити шлях прямування, який призво-
дить до значення lim f =∞. Покладемо

y(x) = −x+ o
(
x2
)
,

наприклад, y(x) = −x + x3. Тодi чисельник у виразi для f буде
нескiнченно малою другого порядку малостi, а знаменник – ще
бiльш високого, i ми отримаємо f(x, y(x))→∞.

Отже, подвiйна границя не iснує, навiть не дивлячись на те,
що iснують повторнi границi. Вiдповiдно, використання фор-
мул (4.1), (4.2) в даному разi є неприпустимим. B

Припустимо тепер, що границя функцiї f(M) в точцi

M0 (x01, x02, · · · , x0n)

iснує i дорiвнює b. Про значення f(M0) при цьому нiчого не
вiдомо. Справдi, за означенням 4.4 точка M0 не належить до
свого власного проколотого δ-околу. Тому значення f(M0) мо-
же бути перевизначеним в будь-який спосiб або навiть може
не iснувати взагалi, i це не вплине на iснування границi.

Нехай значення f(M0) все-ж такi iснує, є скiнченним i до-
рiвнює

f(M0) = f (x01, x02, · · · , x0n) .

Тодi точка N (x01, x02, · · · , x01, f(M0)) в (n+1)-вимiрному просто-
рi належить до «графiка» функцiї f(x1, x2, · · · , xn). Щоб «гра-
фiк» не мiстив розриву (щоб точка N не була вiдокремленою

1В тому числi, можна отримати нуль. Достатньо шляхом прямування обрати

пряму y = 0: lim
x→0

x2+02

x+0
= lim
x→0

x = 0.
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вiд решти «графiка»), достатньо зробити значення f(M0) рiв-
ним граничному значенню b. Цi мiркування узагальнюють вi-
доме (п. 1.7) означення неперервностi.
� Означення 4.5. Функцiю f(x1, x2, · · · , xn) називають непе-

рервною в точцi M0(x01, x02, · · · , x0n), якщо

lim
M→M0

f(M) = f(M0).

Iншими словами, функцiя f(M) неперервна в точцi M0, якщо
iснує f(M0) = b, i значення f(M) для усiх точок M з δ-околу
|M −M0| < δ вiдрiзняються вiд b не бiльше нiж на ε. Наприклад,
функцiя f(x, y) = y−x є неперервною в точцi M0(0, 0), оскiльки
її значення f(0, 0) = 0 − 0 = 0 збiгається з граничним значен-
ням b = 0. Навпаки, функцiї f(x, y) = arctg 1

xy , f(x, y) = x2+y2

x+y
розривнi в цiй точцi: вони в нiй навiть не визначенi.

4.4 Частиннi похiднi

Розглянемо функцiю f(x, y), визначену в деякiй областi D у
формi трикутника ABC (рис. 4.7). Iнтерес становить дослiдже-
ння її локальної поведiнки в околi точки M0(x0, y0) ∈ D.

Покладемо x = x0, y = y0. Вiдповiдне значення функцiї ста-
новить z0 = f(x0, y0). Точка N0(x0, y0, z0) є поточною точкою
«графiка». Значення функцiї z0 = f(x0, y0) ≡ f(M0) зображене
як аплiката (висота) z0 точки N0. При русi точки M з початко-
вого положення M0 вздовж довiльного шляху в площинi Oxy
(тобто при змiнi x i y) вiдбувається вiдповiдний рух точки N з
початкового положення N0 вздовж поверхнi z = f(x, y). Дослi-
дити локальну поведiнку функцiї означає проаналiзувати змi-
ну висоти точки N в процесi такого руху. Ця задача ускладнена
за рахунок довiльностi шляху руху точки M .

Як ми вже вказували, обрати конкретний шлях руху точки
M означає обрати деяку функцiю y(x), чиїм графiком в площи-
нi Oxy i є цей шлях. При такому виборi функцiя двох змiнних
перетворюється на функцiю однiєї змiнної. Наголосимо, одна й
та сама функцiя двох змiнних може перетворюватись на рiзнi
функцiї одного змiнного. Наприклад, нехай функцiя двох змiн-
них є лiнiйною: f(x, y) = 4x + y. Покладаючи y = sinx − 4x, ми
можемо зробити її тригонометричною (f = sinx); покладаючи
y = x2 – квадратичною (f = 4x+ x2), i т.д.
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Рисунок 4.7 – «Графiк» функцiї двох змiнних

Природно обирати найпростiшi шляхи. Одним з них є шлях
вздовж додатного напрямку осi Ox. При цьому аргумент y за-
лишається сталим, y = y0 = const. Утворюється нова функцiя
ϕ(x) = f(x, y0). Її графiк можна побачити як перерiз поверх-
нi z = f(x, y) площиною y = y0 – це (плоска!) крива Q′N0Q

′′ на
рис. 4.7. Для поверхнi, зображеної на цьому рисунку, висота то-
чки N (а отже, i значення z) зменшується при русi в напрямку
вiд Q′ до Q′′. Миттєву швидкiсть цього зменшення, як вiдомо,
можна характеризувати похiдною ϕ′x = dϕ

dx . Саме цю похiдну i
називають частинною похiдною функцiї f(x, y) за змiнною x.
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Використовують одне з наступних позначень:

dϕ

dx
=
∂z

∂x
=
∂f

∂x
= z′x = f ′x.

Символ ∂ частинної похiдної, на вiдмiну вiд лiтери d, не нале-
жить анiякiй абетцi; вiн є лiтероподiбним символом математи-
ки.

Iншим елементарним шляхом є шлях вздовж додатного на-
прямку осi Oy. Аргумент x залишається сталим, x = x0 = const.
Утворюється нова функцiя ψ(y) = f(x0, y). Її графiком є пере-
рiз поверхнi z = f(x, y) площиною x = x0 – це плоска крива
P ′N0P

′′ на рис. 4.7. Для поверхнi, зображеної на цьому рисун-
ку, висота точки N (а отже, i значення z) збiльшується при русi
в напрямку вiд P ′ до P ′′ з миттєвою швидкiстю ψ′y = dψ

dy . Саме
цю похiдну i називають частинною похiдною функцiї f(x, y) за

змiнною y. Використовують одне з наступних позначень:

dψ

dy
=
∂z

∂y
=
∂f

∂y
= z′y = f ′y.

Зауважимо, одна й та сама функцiя в однiй i тiй самiй точцi
M0 може i зростати, i спадати одночасно; це залежить вiд на-
прямку змiщення вiд точки M0. З цiєї причини монотоннiсть
функцiї багатьох змiнних не дослiджують.

Отже, локальна поведiнка функцiї двох змiнних в околi де-
якої точки характеризується двома частинними похiдними. По-
хiдну за змiнною x обчислюють за умови y = const, а похiдну
за змiнною y обчислюють за умови x = const. При цьому ви-
никають рiзнi результати.
C Приклад 4.11. Нехай f(x, y) = x2 sin y. Маємо:

∂f

∂x
= 2x sin y,

∂f

∂y
= x2 cos y. B

Наголосимо, лiтероподiбний символ ∂ анiяку величину не
позначає. Тому вираз ∂f

∂x слiд розумiти, як результат застосу-
вання операцiї ∂

∂x знаходження частинної похiдної за змiнною
x до функцiї f(x, y), а не як вiдношення величин ∂f i ∂x. Тому
важливо вiдрiзняти вираз df i символ ∂f .
C Приклад 4.12. Нехай три величини x, y, z є такими, що

xyz = 1. Маємо:

z(x, y) =
1

xy
,

∂z

∂x
= − 1

x2y
,
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x(y, z) =
1

yz
,

∂x

∂y
= − 1

y2z
,

y(z, x) =
1

zx
,

∂y

∂z
= − 1

z2x
.

Перемножаючи цi три частиннi похiднi, маємо:

∂z

∂x
· ∂x
∂y
· ∂y
∂z

= − 1

x3y3z3
= − 1

(xyz)3
= −1.

В той же час, добуток вiдношень

dz

dx
· dx
dy
· dy
dz

= +1.

Це i пiдкреслює вiдмiннiсть ∂x i dx, ∂y i dy, ∂z i dz. B
В разi функцiй бiльш нiж двох змiнних iлюстрацiю, ана-

логiчну до рис. 4.7, створити вже неможливо. Але означення
частинної похiдної легко узагальнюється. Достатньо усi неза-
лежнi змiннi, крiм даної, зафiксувати, i залишиться функцiя
однiєї змiнної. Її можна диференцiювати в звичайний спосiб.
� Означення 4.6. Частинною похiдною вiд функцiї багатьох

змiнних в данiй точцi за даною змiнною називають похiдну
за цiєю змiнною в данiй точцi, обчислену в припущеннi, що
решта аргументiв залишають свої значення сталими.

Наприклад, для функцiї u = f(x, y, z) в точцi M0(x0, y0, z0) за
цим означенням маємо:

∂u

∂x
= lim
x→x0

f(x, y0, z0)− f(x0, y0, z0)

x− x0
,

або
∂u

∂x
= lim

∆x→0

f(x0 + ∆x, y0, z0)− f(x0, y0, z0)

∆x
.

Аналогiчно,

∂u

∂y
= lim

∆y→0

f(x0, y0 + ∆y, z0)− f(x0, y0, z0)

∆y
,

∂u

∂z
= lim

∆z→0

f(x0, y0, z0 + ∆z)− f(x0, y0, z0)

∆z
.

Звичайно, це три рiзнi вiдповiдi.

196



C Приклад 4.13. Нехай f(x, y, z) = x2 sin y + ln z. Маємо:

∂f

∂x
= 2x sin y,

∂f

∂y
= x2 cos y,

∂f

∂z
=

1

z
.

Тут в перших двох випадках ln z = const, i похiдна цього до-
данку дорiвнює нулю. В третьому випадку x2 sin y = const, i
похiдна цього доданку також дорiвнює нулю. B

4.5 Нормаль i дотична площина

Матерiал цього пункту стосується лише функцiй двох змiнних
z = f(x, y). Поставимо за мету побудувати рiвняння площини,
яка дотикається до поверхнi z = f(x, y) в точцi N0(x0, y0, z0), де
z0 = f(x0, y0), а також рiвняння нормальної прямої в цiй точцi.

Очевидно, шуканi рiвняння мають вигляд

p(x− x0) + q(y − y0) + r(z − z0) = 0,

x− x0

p
=
y − y0

q
=
z − z0

r
.

де p, q, r – координати вектора, перпендикулярного до поверхнi
z = f(x, y) в точцi N0(x0, y0, z0).

Через точку N0 проведемо перерiзи поверхнi z = f(x, y) пло-
щинами y = y0, x = x0. Утворенi в перерiзi кривi Q′N0Q

′′,
P ′N0P

′′ (див. рис. 4.7) є графiками функцiй ϕ(x) = f(x, y0),
ψ(y) = f(x0, y). З геометричного змiсту похiдної випливає, що
прямi в площинах y = y0, x = x0, дотичнi до цих графiкiв в
точцi N0, утворюють з осями Ox, Oy кути α, β, такi, що

tgα = ϕ′(x0) =
∂f

∂x

∣∣∣∣
M0

= f ′x(M0).

tg β = ψ′(y0) =
∂f

∂y

∣∣∣∣
M0

= f ′y(M0).

Тут нижнiй iндекс M0 позначає, що частиннi похiднi f ′x, f
′
y об-

числено в точцi M0 (частиннi похiднi f ′x, f
′
y є функцiями двох

змiнних, а вирази f ′x(M0), f ′y(M0) – конкретнi числа).
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З осями Ox, Oy, Oz напрямний вектор
−→
Lx першої прямої

утворює кути α, π
2 ,
(
π
2 − α

)
. Нехай

∣∣∣−→Lx∣∣∣ = 1. Тодi координати

вектора
−→
Lx є його напрямними косинусами:

−→
Lx =

{
cosα; cos

π

2
; cos

(π
2
− α

)}
= {cosα; 0; sinα} .

Зручно обрати iнший вектор
−→
`x , колiнеарний до

−→
Lx:

−→
`x =

1

cosα
·
−→
Lx = {1; 0; tgα} = {1; 0; f ′x(M0)} .

Аналогiчно, напрямний вектор
−→
Ly другої прямої з осями Ox,

Oy, Oz утворює кути π
2 , β,

(
π
2 − β

)
. Нехай

∣∣∣−→Ly∣∣∣ = 1. Тодi коор-

динати вектора
−→
Ly є його напрямними косинусами:

−→
Ly =

{
cos

π

2
; cosβ; cos

(π
2
− β

)}
= {0; cosβ; sinβ} .

Зручно обрати iнший вектор
−→
`y , колiнеарний до

−→
Ly:

−→
`y =

1

cosβ
·
−→
Ly = {0; 1; tg β} =

{
0; 1; f ′y(M0)

}
.

Тодi шукана нормаль = −→n {p; q; r} (оскiльки вона перпендику-
лярна кожнiй з цих прямих) може бути отримана як векторний
добуток:

−→n =
−→
`y ×

−→
`x =

∣∣∣∣∣∣
−→
i
−→
j

−→
k

0 1 f ′y(M0)
1 0 f ′x(M0)

∣∣∣∣∣∣ =
{
f ′x(M0); f ′y(M0);−1

}
.

Остаточно, шуканi рiвняння мають вигляд

f ′x(M0)(x− x0) + f ′y(M0)(y − y0)− (z − z0) = 0, (4.3)

x− x0

f ′x(M0)
=

y − y0

f ′y(M0)
=
z − z0

−1
. (4.4)

C Приклад 4.14. Побудуємо дотичну площину i нормаль до
поверхнi z = x2−2xy+ 1 в точцi N0(3; 1; z0), яка вiдповiдає точцi
M0(3; 1). Маємо:

z0 = f(M0) = x2
0 − 2x0y0 + 1 = 32 − 2 · 3 · 1 + 1 = 4.
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Отже, дотикання вiдбувається в точцi N0(3; 1; 4). Похiднi дорiв-
нюють:

f ′x(M) =
∂

∂x

(
x2 − 2xy + 1

)
= 2x− 2y, f ′x(M0) = 2 · 3− 2 · 1 = 4;

f ′y(M) =
∂

∂y

(
x2 − 2xy + 1

)
= −2x, f ′x(M0) = −2 · 3 = −6.

Шуканi рiвняння мають вигляд

4(x− 3)− 6(y − 1)− (z − 4) = 0,

x− 3

4
=
y − 1

−6
=
z − 4

−1
. B

4.6 Диференцiал

4.6.1 Означення диференцiалу

Узагальнимо тепер поняття диференцiалу функцiї на випадок
багатьох змiнних. Спочатку розглянемо випадок двох змiнних.

В разi функцiї однiєї змiнної диференцiалом функцiї в точцi
ми називали частину, виокремлену з приросту функцiї в такий
спосiб, щоб «решта», яка залишається пiсля виокремлення, ви-
являлась малою вищого порядку:

∆f ≡ f(x0 + ∆x)− f(x0) = df + o(∆x).

Спосiб обчислення диференцiалу подавався формулою (3.5).
Розглянемо тепер випадок двох змiнних. Нехай точка M пе-

ремiщується з положення M0(x0, y0) в положення M(x, y). Фун-
кцiя z = f(M) = f(x, y) набуває приросту

∆f ≡ f(M)− f(M0) = f(x, y)− f(x0, y0).

Позначимо ∆x = x− x0, ∆y = y − y0. Отримуємо:

∆f = f(x0 + ∆x, y0 + ∆y)− f(x0, y0).

Тепер маємо три важливих питання: 1) чи iснують числа A, B
такi, що виокремлення головної частини приросту ∆f , лiнiйної
за ∆x i ∆y, можна було би здiйснити у виглядi

∆f = A∆x+B∆y + o(∆x) + o(∆y);
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2) як знайти A, B (в разi їх iснування); 3) за яких умов це можна
зробити. Вiдповiдi на цi питання надає наступна теорема.
� Теорема 4.1. Нехай частиннi похiднi f ′x(x, y), f ′y(x, y) деякої

функцiї f(x, y) 1) iснують в точцi M0(x0, y0); 2) iснують в будь-
якiй точцi M деякого δ-околу точки M0; 3) є неперервними в
точцi M0. Тодi прирiст функцiї f в точцi M0 може бути поданий
у виглядi

∆f = f ′x(M0) ∆x+ f ′y(M0) ∆y + o(∆x) + o(∆y).

� Доведення. Задамося промiжною точкою M ′(x0, y0 + ∆y) i
подамо прирiст функцiї у виглядi

∆f = f(M)− f(M0) = [f(M)− f(M ′)] + [f(M ′)− f(M0)] =

= [f(x0 + ∆x, y0 + ∆y)− f(x0, y0 + ∆y)] +

+ [f(x0, y0 + ∆y)− f(x0, y0)] .

Тут рiзниця f(M)−f(M ′) є частинним приростом функцiї, який
виникає лише за рахунок змiни x при y = y0 + ∆y = const. От-
же, цю рiзницю можна розглядати як функцiю однiєї змiнної
x ∈ [x0, x0 + ∆x]. Застосуємо (3.4). В цiй формулi треба покласти
C = f ′x(M ′), оскiльки зараз саме точка M ′ i вiдiграє роль «поча-
ткової». Похiдна при цьому є частинною похiдною за змiнною
x. Тодi

f(M)− f(M ′) = f ′x(M ′) ∆x+ o(∆x).

На вiдмiну вiд цього, рiзниця f(M ′) − f(M0) є частинним
приростом функцiї, який виникає лише за рахунок змiни y.
Знову застосуємо (3.4). Але тепер треба покласти C = f ′y(M0).
Отримаємо:

f(M ′)− f(M0) = f ′y(M0) ∆y + o(∆y).

Додаючи цi рiзницi, одержуємо:

f(M)− f(M0) = f ′x(M ′) ∆x+ f ′y(M0) ∆y + o(∆x) + o(∆y).

Для завершення доведення залишається пiдмiнити величину
f ′x(M ′) величиною f ′x(M0). Це законно, оскiльки за умовою те-
ореми функцiя f ′x(M) є неперервною в точцi M0. Це означає,
що f ′x(M ′) = f ′x(M0) +α, причому якщо ρ =

√
(∆x)2 + (∆y)2 → 0,
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то α → 0. Отже, пiдмiна призводить до появи додаткового до-
данку α∆x:

f ′x(M ′) ∆x = f ′x(M0) ∆x+ (f ′x(M ′)− f ′x(M0))︸ ︷︷ ︸
=α

∆x.

Очевидно, α∆x є малою вищого порядку порiвняно з ρ → 0,
тому

o(∆x) + o(∆y) + α∆x = o(∆x) + o(∆y)

(див. п. 2.4.4.2). �
Зауваження 1. Якщо частиннi похiднi функцiї f(x, y) в точцi

M0 є неперервними, то i сама функцiя f в цiй точцi є непе-
рервною. Справдi, якщо ∆x→ 0 i ∆y → 0, то i ∆f → 0.

Зауваження 2. Твердження теореми неважко узагальнити
на випадок бiльшої кiлькостi аргументiв. В цьому разi його зру-
чно подавати у бiльш компактному виглядi

∆f = f ′x1
(M0) ∆x1 + f ′x2

(M0) ∆x2 + · · ·+ f ′xn(M0) ∆xn + o(ρ), (4.5)

де ρ = |M0M |. Цей вигляд тим бiльш зручний, чим бiльша кiль-
кiсть незалежних аргументiв.

Доведемо можливiсть такого подання у випадку функцiї

двох змiнних. Враховуючи, що ρ =

√
(∆x)

2
+ (∆y)

2, маємо:

∆f = f ′x(M0) ∆x+ f ′y(M0) ∆y + o(∆x) + o(∆y) =

= f ′x(M0) ∆x+ f ′y(M0) ∆y+

+

 o(∆x)√
(∆x)

2
+ (∆y)

2
+

o(∆y)√
(∆x)

2
+ (∆y)

2

 ρ =

= f ′x(M0) ∆x+ f ′y(M0) ∆y+

+

 o(∆x)
|∆x|√

1 +
(

∆y
∆x

)2
+

o(∆y)
|∆y|√(

∆x
∆y

)2

+ 1

 ρ.
Нехай тепер ρ → 0. Оскiльки |∆x| 6 ρ, |∆y| 6 ρ, то тим паче
∆x → 0, ∆y → 0. Тодi в останньому рiвняннi уся «квадратна
дужка» прямує до нуля одночасно з ρ, що i треба було довести.
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Зауваження 3. В теоремi ми довели: якщо iснують непе-
рервнi частиннi похiднi функцiї f(M), то її прирiст можливо
подати у виглядi (4.5). Справедливе i обернене твердження:
якщо прирiст функцiї f(M) можливо подати у виглядi

∆f = A∆x+B∆y + o(∆x) + o(∆y),

то iснують частиннi похiднi. Наприклад, якщо y = const, то
∆y = 0, i тодi:(

∆f

∆x

)∣∣∣∣
∆y=0

= A+
o(∆x)

∆x
→ A при ∆x→ 0,

тобто A i є значенням частинної похiдної за x в данiй точцi.
Щоправда, iснування частинних похiдних в данiй точцi ще не
гарантує їх неперервнiсть у цiй точцi.

Тепер можна вважати обґрунтованою коректнiсть насту-
пного означення.
� Означення 4.7. Якщо прирiст функцiї f(M) можна пода-

ти у виглядi (4.5), то функцiю називають диференцiйовною в

точцi M0. Головну лiнiйну частину цього приросту, тобто вираз

df(M0) = f ′x1
(M0) ∆x1 + f ′x2

(M0) ∆x2 + · · ·+ f ′xn(M0) ∆xn,

називають диференцiалом функцiї в точцi.

Зокрема, диференцiал функцiї двох змiнних можна знайти
за формулою:

df(M0) = f ′x(M0) ∆x+ f ′y(M0) ∆y.

Припустимий також скорочений запис

df = f ′x dx+ f ′y dy =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy.

На багатовимiрнi випадки цей результат узагальнюється без-
посередньо. Наприклад:

du(x, y, z) = u′x dx+ u′y dy + u′z dz.
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4.6.2 Геометричний змiст диференцiалу

Матерiал цього пiдпункту стосується лише функцiй двох змiн-
них z = f(x, y). Рiвняння (4.3) площини, дотичної до поверхнi
z = f(x, y) в точцi M0(x0, y0, z0), подамо у виглядi:

z∗ − z0 = f ′x(M0)(x− x0) + f ′y(M0)(y − y0).

Тут z∗ – аплiката точки N∗, яка належить дотичнiй площинi. (В
загальному випадку точка N∗ поверхнi z = f(x, y) не належить
за рахунок її викривлення). Враховуючи очевиднi рiвностi dx =
= x−x0, dy = y−y0, помiчаємо, що права частина цього рiвняння
збiгається з виразом для диференцiалу dz(M0). Отже, dz(M0) =
= z∗ − z0. В цьому i полягає геометричний змiст диференцiалу:
диференцiал функцiї двох змiнних в точцi дорiвнює приросту

аплiкати точки на дотичнiй площинi. Доцiльно порiвняти це
твердження з результатом п 3.4.2: диференцiал функцiї однiєї
змiнної дорiвнює приросту ординати точки на дотичнiй пря-
мiй.

4.6.3 Зауваження про диференцiйовнiсть

Для функцiй однiєї змiнної було доведено: диференцiал фун-
кцiї в точцi iснує тодi i тiльки тодi, коли iснує скiнченна похi-
дна в цiй точцi. Тому поняття диференцiйовностi (як можливо-
стi виокремлення головної лiнiйної частини приросту функцiї)
i iснування скiнченної похiдної в точцi ми не розрiзняли.

В разi функцiй багатьох змiнних ситуацiя принципово змi-
нюється. Для подання приросту функцiї у виглядi (4.5) одного
лише iснування частинних похiдних в точцi недостатньо; дода-
тково потрiбна ще неперервнiвсть цих похiдних. Отже, дифе-
ренцiйовнiсть функцiї в сенсi виконання рiвняння (4.5) тепер є
бiльш потужною вимогою, порiвняно з iснуванням частинних
похiдних. Щоб довести нерiвносильнiсть 1) iснування похiдних
в точцi i 2) iснування диференцiалу в точцi, достатньо пред’я-
вити хоча б одну функцiю, для якої частиннi похiднi в точцi
iснують, а диференцiал не iснує. Розглянемо наступний при-
клад.
C Приклад 4.15. Нехай z = −

√
|xy|. Знак «мiнус» ми постави-

ли тiльки для зручностi огляду вiдповiдної поверхнi (рис. 4.8).
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Рисунок 4.8 – Поверхня z(x, y) = −
√
|xy|

За означенням частинної похiдної в точцi M0(0, 0) маємо:

z′x(M0) = lim
∆x→0

∆z

∆x
= lim

∆x→0

z(0 + ∆x, 0)− z(0, 0)

∆x
=

= lim
∆x→0

−
√
|(0 + ∆x) · 0| −

(
−
√
|0 · 0|

)
∆x

= 0.

Аналогiчно z′y(M0) = 0. Отже, (4.5) набуває вигляду

∆z = o(ρ).

Але це твердження зараз є хибним. Справдi, розглянемо пря-
мування ρ→ 0 вздовж променя y = x, x > 0. Маємо:

∆z = z(x, y)− z(0, 0) = −
√
|x|2 −

(
−
√
|0|2
)

= −x.

Маємо також

ρ =

√
(∆x)

2
+ (∆y)

2
=

√
(x− 0)

2
+ (y − 0)

2
=
√
x2 + y2 = x

√
2.
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Тодi

lim
ρ→0

∆z

ρ
= lim
x→0

−x
x
√

2
= − 1√

2
6= 0.

Отже, величина ∆z не є нескiнченно малою вищого порядку
порiвняно з ρ. Iншими словами, подання приросту у виглядi
(4.5) мiсця не має. Тому розглядувана функцiя не є диферен-
цiйовною в точцi M0, хоча її похiднi в цiй точцi iснують i є
скiнченними.

Зауважимо, порушення теореми 4.1 при цьому не вiдбуває-
ться, оскiльки її умови не виконано. А саме, частиннi похiднi є
розривними в точцi M0. Справдi, розглянемо похiдну z′x в точцi
M1(x1, y1), де x1 > 0, y1 > 0. Маємо:

z′x(M1) =
∂

∂x

(
−
√
|xy|

)∣∣∣∣
M1

= −√y ∂

∂x

(√
x
)∣∣∣∣
M1

=

= − √y · 1

2
√
x

∣∣∣∣
M1

= −1

2
·
√
y1

x1
.

Тодi

|z′x(M1)− z′x(M0)| =
∣∣∣∣−1

2
·
√
y1

x1
− 0

∣∣∣∣ =
1

2
·
√
y1

x1
.

Розрив має мiсце, оскiльки при як завгодно малих δ цю рiзни-
цю не вдається зробити малою для довiльної внутрiшньої точки
M1 з δ-околу точки M0. Справдi, при y1 = const > 0 маємо:

|z′x(M1)− z′x(M0)| → ∞,

якщо x1 → 0 + 0. B

4.7 Похiдна за напрямком. Градiєнт

Спочатку розглянемо випадок функцiї z = f(x, y) двох змiнних.
При обчисленнi частинних похiдних f ′x, f

′
y з усiх можливих

шляхiв прямування точки M(x, y) до положення M0(x0, y0) ми
досi обирали лише два: вздовж осi Ox i вздовж осi Oy. Але
iнших шляхiв – безлiч.

Нехай прямування M → M0 вiдбувається вздовж прямої з
довiльним напрямним вектором

−→
` = {p; q} 6= −→0 . Зараз для нас
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важливий лише напрямок, який визначається вектором
−→
` . То-

му зручно перейти до орта

−→
`0 =

−→
`∣∣∣−→` ∣∣∣ ,

який має той самий напрямок, але є одиничним за довжиною.
Очевидно, ∣∣∣−→` ∣∣∣ =

√
−→
` ·
−→
` =

√
p2 + q2 6= 0.

Тодi вектор
−→
`0 має координати

−→
`0 =

1√
p2 + q2

· {p; q} =

{
p√

p2 + q2
;

q√
p2 + q2

}
.

Нехай вектор
−→
`0 утворює кути α, β з осями Ox, Oy вiдпо-

вiдно. Очевидно, α + β = π
2 . Як вiдомо2 з курсу аналiтичної

геометрiї, мають мiсце рiвностi

cosα =
p√

p2 + q2
, cosβ =

q√
p2 + q2

.

Тодi вектор
−→
`0 має координати

−→
`0 = {cosα; cosβ}.

Прямування M →M0 вздовж прямої з напрямним вектором
−→
`0 означає колiнеарнiсть векторiв

−−−→
M0M i

−→
`0 . Тодi iснує t таке,

що
−−−→
M0M = t

−→
`0 . В координатнiй формi маємо:{

x− x0 = t cosα;
y − y0 = t cosβ.

(4.6)

Власне, це – параметричне рiвняння прямої M0M . Обмежи-
мось напiвпрямою (променем) M0M , тобто обмежимось значе-
ннями3 t > 0.

2Втiм, це i так очевидно. Косинус кута α можна знайти з прямокутного три-
кутника, утвореного вектором

−→
`0 i його проекцiями на осi Ox, Oy. Достатньо

прилеглий катет, тобто абсцису p√
p2+q2

, роздiлити на гiпотенузу
∣∣∣−→`0 ∣∣∣ = 1. В

разi кута β прилеглим катетом є ордината q√
p2+q2

.

3В разi t < 0 вектори
−−−→
M0M i

−→
`0 , залишаючись колiнеарними, стають про-

тилежними. Але ми бажаємо мати справу з напрямком вектора
−→
`0 , а не з

протилежним до нього напрямком, тому i обираємо t > 0, а не t < 0.
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Похiдну функцiї f(x, y) за напрямком вектора
−→
` , як i за-

звичай, визначимо як границю вiдношення приросту функцiї
до шляху, протягом якого цей прирiст накопичується. Засто-
сування запису f(M) замiсть f(x, y) дозволяє узагальнювати
наступне означення на довiльнi багатовимiрнi випадки.
� Означення 4.8. Похiдною функцiї f(M) багатьох змiнних

в напрямку вектора
−→
` називають границю

∂f

∂
−→
`

= lim
|M0M |→0

∆f

|M0M |
= lim
|M0M |→0

f(M)− f(M0)

|M0M |
,

де |M0M | є прямолiнiйним шляхом вiд точки M0 до точки M ,
вимiряним вздовж напрямку вектора

−→
` .

Це означення, як i ранiше, має локальний характер, тобто
наведена границя є похiдною за даним напрямком, обчисленою
в данiй конкретнiй точцi M0.

Користуватись цим означенням для практичних розрахун-
кiв незручно, тому отримаємо формулу, яка дозволяє зводити
таке обчислення до елементарних операцiй.

Для двовимiрного випадку з використанням (4.5) маємо:

∆f = f(x, y)− f(x0, y0) = f ′x(M0) ∆x+ f ′y(M0) ∆y + o (|M0M |) .

З використанням почленного дiлення одержуємо:

∂f

∂
−→
`

= lim
|M0M |→0

f ′x(M0) ∆x+ f ′y(M0) ∆y + o(|M0M |)
|M0M |

=

= f ′x(M0) lim
|M0M |→0

∆x

|M0M |
+ f ′y(M0) lim

|M0M |→0

∆y

|M0M |
.

Тут третiй доданок вiдкинуто, оскiльки його границя дорiвнює
нулю за означенням вищого порядку малостi. З системи (4.6)
маємо

∆x = x− x0 = t cosα, ∆y = y − y0 = t cosβ,

|M0M | =
√

(∆x)
2

+ (∆y)
2

=

√
t2
[
cos2 α+ cos2

(π
2
− α

)]
= |t| = t.

Тодi

∆x

|M0M |
=
t cosα

t
= cosα,

∆y

|M0M |
=
t cosβ

t
= cosβ.
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Отриманi значення для даної прямої (4.6) є константами, тому
їх границi дорiвнюють їм самим. Остаточно одержуємо:

∂f

∂
−→
`

∣∣∣∣
M0

= f ′x(M0) cosα+ f ′y(M0) cosβ. (4.7)

C Приклад 4.16. Обчислити похiдну функцiї z = 17xy2 в то-
чцi M0(1; 1) за напрямком вектора

−→
` = {15; 8}.

Маємо: ∣∣∣−→` ∣∣∣ =
√

152 + 82 = 17.

Тодi орт цього вектора

−→
`0 =

1∣∣∣−→` ∣∣∣ · −→` =

{
15

17
;

8

17

}
.

Тодi напрямнi косинуси: cosα = 15
17 , cosβ = 8

17 .
Частиннi похiднi

z′x = 17y2, z′x(M0) = 17 · 12 = 17;

z′y = 34xy, z′y(M0) = 34 · 1 · 1 = 34.

Тодi за формулою (4.7) одержуємо:

∂f

∂
−→
`

∣∣∣∣
M0

= 17 · 15

17
+ 34 · 8

17
= 15 + 16 = 31. B

Означення похiдної за напрямком можна узагальнити. Зараз це означення
мiстить поєднання двох вимог: 1) шлях M0M – прямолiнiйний; 2) шлях M0M –
паралельний до вектора

−→
` . Очевидно, iснує лише один спосiб одночасно вико-

нати цi вимоги: точка M повинна рухатись вздовж прямої (4.6). Насправдi це
не обов’язково. Нас влаштує довiльний гладкий криволiнiйний шлях, аби ли-
ше дотична до нього в точцi M0 була паралельною до вектора

−→
` . В цьому разi

за означенням дотичної вектор
−−−→
M0M стає паралельним до вектора

−→
` лише

у граничному сенсi при t → 0. Для такого шляху замiсть (4.6) скористаємось
параметризацiєю: {

x− x0 = t cosα+ γ1(t);
y − y0 = t cosβ + γ2(t),

де γ1(t), γ2(t) – довiльнi функцiї, такi що γ1(0) = γ2(0) = 0, i γ1(t) = o(t),
γ2(t) = o(t) при t → 0. Переконаємось, що дотична до кривої, параметрично
заданої в такий спосiб, має потрiбний напрямок:

dy

dx

∣∣∣∣
M0

=
y′t
x′t

∣∣∣∣
t=0

=
cos
(
π
2
− α

)
+ 0

cosα+ 0
= tgα,
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що вiдповiдає орiєнтацiї вектора
−→
` . Враховано, що за означенням похiдної:

dγ1,2

dt

∣∣∣∣
t=0

= lim
t→0

γ1,2(t)− γ1,2(0)

t− 0
= lim
t→0

γ1,2(t)

t
= 0,

оскiльки γ1,2 – малi вищих порядкiв.
Маємо:

|M0M |2 = (∆x)2 + (∆y)2 =

= t2 cos2 α+ 2tγ1 cosα+ γ2
1 + t2 cos2 β + 2tγ2 cosβ + γ2

2 =

= t2
(

1 + 2
γ1

t
cosα+

(γ1

t

)2
+ 2

γ2

t
cosβ +

(γ2

t

)2
)
.

Позначимо

γ(t) = 2
γ1

t
cosα+

(γ1

t

)2
+ 2

γ2

t
cosβ +

(γ2

t

)2
.

Очевидно, γ – нескiнченно мала, оскiльки γ1,2 – нескiнченно малi вищих по-
рядкiв порiвняно з t. Тодi

|M0M | =
√
t2 (1 + γ) = |t|

√
(1 + γ) = t

(
1 +

γ

2
+ o(γ)

)
.

Маємо далi:

∆x

|M0M |
=

t cosα+ γ1(t)

t
(
1 + γ

2
+ o(γ)

) =
cosα+

γ1(t)
t

1 + γ
2

+ o(γ)
,

∆y

|M0M |
=

t cosβ + γ2(t)

t
(
1 + γ

2
+ o(γ)

) =
cosβ +

γ2(t)
t

1 + γ
2

+ o(γ)
.

Отже, тепер цi вiдношення не є сталими. Але їх границi при t→ 0, як i ранiше,
дорiвнюють cosα, cosβ вiдповiдно. Тому в разi прямування M → M0 вздовж
кривої результат (4.7) виявляється таким самим, як i при прямуваннi вздовж
прямої (4.6).

Подальшi мiркування дозволяють подати результат (4.7) у
бiльш компактному виглядi.

Розглянемо векторно-диференцiальний оператор першого
порядку:

−→
∇ =

−→
i
∂

∂x
+
−→
j
∂

∂y
=

{
∂

∂x
;
∂

∂y

}
.

Лiтероподiбний символ ∇ (читають «на́бла»; вважають, що ця
назва походить вiд назви однойменного стародавнього близь-
косхiдного музичного iнструменту на кшталт арфи, схожого на
цей символ) запропонував у 1853 роцi Гамiльтон4.

Формально
−→
∇ є вектором, координати якого в декартово-

му базисi
{−→
i ,
−→
j
}

дорiвнюють ∂
∂x , ∂

∂y . Але це не величини, а

4Сер Уїльям Роуен Гамiльтон (англ. William Rowan Hamilton; 1805–1865) —
iрландський математик, механiк-теоретик, фiзик-теоретик. Автор варiацiйного
принципу найменшої дiї. Цей принцип використовують в багатьох роздiлах
фiзики.
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лише символи, якi позначають дiю знаходження вiдповiдних
частинних похiдних. Власне, слово «оператор» i означає «дiя,
яку застосовують до певного об’єкту». Iншими словами,

−→
∇ є

лише описом дiй. В той же час,
−→
∇f вже є конкретним векто-

ром (результатом застосування цих дiй до конкретної функцiї
f ). Так само символ ∂

∂x не дорiвнює нiчому i лише позначає
операцiю знаходження частинної похiдної, а вираз ∂f

∂x вже є
конкретною функцiєю, яка виникає в результатi цiєї операцiї.
C Приклад 4.17. Нехай f(x, y) = x− y. Маємо:

−→
∇f =

−→
i
∂

∂x
(x− y) +

−→
j
∂

∂y
(x− y) =

−→
i −−→j = {1;−1} . B

Вектор
−→
∇f в загальному випадку є рiзним в рiзних точках.

C Приклад 4.18. Нехай f(x, y) = x2y3. Маємо:

−→
∇f =

{
2xy3; 3x2y2

}
.

Оберемо, наприклад, точки M1(0, 0), M2(1, 1). Маємо:

−→
∇f
∣∣∣
M1

=
{

2 · 0 · 03; 3 · 02 · 02
}

= {0; 0} ,

−→
∇f
∣∣∣
M2

=
{

2 · 1 · 13; 3 · 12 · 12
}

= {2; 3} . B

� Означення 4.9. Вектор
−→
∇f , утворюваний в результатi дiї

оператора
−→
∇ на скалярну функцiю f , називають градiєнтом:

grad f =
−→
∇f =

−→
i
∂f

∂x
+
−→
j
∂f

∂y
=

{
∂f

∂x
;
∂f

∂y

}
.

Iнодi, щоб додатково пiдкреслити векторний характер градiєн-
та, застосовують стрiлку:

−−→
gradf .

Неправильно казати, що градiєнт i набла – це одне й те саме. Градiєнт –
це завжди вектор. Набла є ж операцiєю, яку можна застосовувати до рiзних
об’єктiв. Досi ми оператором набла дiяли на скалярну функцiю f . Можна дiяти
i на векторну функцiю

−→
A , обчислюючи скалярний добуток

−→
∇ ·
−→
A . Утворює-

ться скаляр. Можна дiяти i на векторну функцiю
−→
A , обчислюючи векторний

добуток
−→
∇ ×

−→
A . Утворюється вектор. Можна будувати i бiльш складнi кон-

струкцiї – векторно-диференцiальнi оператори вищих порядкiв. Наприклад:
−→
∇ ·
−→
∇ · f ,

−→
∇ ×

−→
∇ ×

−→
A , i т.д. Бiльш детально цi аспекти вивчає теорiя поля.
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Враховуючи тепер, що вектори grad f i
−→
`0 мають координати

grad f =
{
∂f
∂x ; ∂f∂y

}
i
−→
`0 = {cosα; cosβ}, формулi (4.7) легко надати

вигляд скалярного добутку

∂f

∂
−→
`

∣∣∣∣
M0

= (grad f)|M0
·
−→
`0 . (4.8)

C Приклад 4.19. Обчислити похiдну функцiї z = 17xy2 в то-
чцi M0(1; 1) за напрямком вектора

−→
` = {15; 8}.

Як i в попередньому прикладi, маємо:∣∣∣−→` ∣∣∣ = 17,
−→
`0 =

{
15

17
;

8

17

}
,

а також
z′x(M0) = 17, z′y(M0) = 34.

Тодi градiєнт функцiї в данiй точцi за означенням 4.9:

(grad z)|M0
=
{
z′x(M0); z′y(M0)

}
= {17; 34} .

Тодi скалярний добуток (4.8):

∂f

∂
−→
`

∣∣∣∣
M0

= 17 · 15

17
+ 34 · 8

17
= 31,

що збiгається з результатом, отриманим вище. B
Як бачимо, застосування вектору grad f формалiзує обчи-

слення похiдної за напрямком, роблячи його зручним.
Встановимо змiст вектора grad f . За означенням скалярного

добутку формулi (4.8) надамо вигляду

∂f

∂
−→
`

∣∣∣∣
M0

=
∣∣ (grad f)|M0

∣∣ · ∣∣∣−→`0 ∣∣∣ · cosϕ =
∣∣ (grad f)|M0

∣∣ · cosϕ,

оскiльки
∣∣∣−→`0 ∣∣∣ = 1. Тут ϕ є кутом мiж векторами grad f i

−→
` (або,

що те саме, мiж векторами grad f i
−→
`0 ). Максимальне значення

цiєї похiдної досягається при ϕ = 0 (при цьому cosϕ = 1, що
i є максимальним значенням косинусу). Рiвнiсть ϕ = 0 озна-
чає, що вектори grad f i

−→
` мають однаковий напрямок. Отже,
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Рисунок 4.9 – Поверхня z(x, y) = 4 + 5e−2[(x−3)2+(y−1)2]

напрямок вектору grad f – це такий напрямок, в якому по-

трiбно рухати точку M , щоб похiдна функцiї f(M) за цим

напрямком стала максимальною. Кажуть також, що градiєнт
спрямований в сторону найшвидшого зростання функцiї. Але
ця (на жаль, поширена) фраза вводить в оману. Наприклад, мо-
жна подумати, що в разi рис. 4.7 «сторона найшвидшого зро-
стання» – це напрямок дотичної до кривої N0Q

′. Насправдi ж
градiєнт в цьому разi спрямований горизонтально – вздовж
напрямку M0B.

Нехай
−→
` ‖ grad f . Тодi ϕ = 0. В цьому разi cosϕ = 1, отже,

∣∣ (grad f)|M0

∣∣ =
∂f

∂
−→
`

∣∣∣∣
M0;
−→
` ‖grad f

.

Модуль градiєнта в данiй точцi дорiвнює максимальнiй швид-

костi зростання функцiї в данiй точцi.

C Приклад 4.20. Розглянемо функцiю

z(x, y) = 4 + 5e−2[(x−3)2+(y−1)2].

Її графiк подано на рис. 4.9. Оскiльки (x − 3)2 + (y − 1)2 > 0,
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Рисунок 4.10 – Напрямки в околi точки A (до прикладу 4.20)

причому рiвнiсть (x − 3)2 + (y − 1)2 = 0 досягається лише в то-
чцi M(3; 1), то ця точка є точкою максимуму. Вiдповiдна точка
графiка – N(3; 1; 9).

Проаналiзуємо локальну поведiнку цiєї функцiї в околi то-
чки A(2,5; 1,5). Задамося δ-околом цiєї точки при δ = 0,5. Вигляд
«зверху» подано на рис. 4.10.

Маємо:
∂z

∂x
= −20(x− 3)e−2[(x−3)2+(y−1)2], z′x(A) =

10

e
;

∂z

∂y
= −20(y − 1)e−2[(x−3)2+(y−1)2], z′y(A) = −10

e
.

Тодi

(grad z)|A =
10

e
{1;−1} .

Як бачимо, цей вектор колiнеарний вектору
−−→
AM =

{
1
2 ;− 1

2

}
, а

також вектору
−−→
AB =

{
δ√
2
;− δ√

2

}
. Справдi, для найбiльш швид-

кого збiльшення висоти точки графiка, обмежуючись δ-околом,
потрiбно здiйснити перемiщення в напрямку вектора

−−→
AB.
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Побудуємо лiнiю рiвня, яка проходить через в точку A. Ма-
ємо:

z(A) = 4 + 5e−2[(xA−3)2+(yA−1)2] =

= 4 + 5e−2[(2,5−3)2+(1,5−1)2] = 4 + 5e−2· 12 .

Тодi рiвняння лiнiї рiвня, яка проходить через в точку A, має
вигляд z = z(A) = const, тобто

4 + 5e−2[(x−3)2+(y−1)2] = 4 + 5e−2· 12 ,

(x− 3)2 + (y − 1)2 =

(
1√
2

)2

.

Отже, лiнiя рiвня – це коло радiусом |MA| = 1√
2

з центром
в точцi M(3; 1). Здiйснимо тепер перемiщення аргументу все-
рединi δ-околу з початкового положення A вздовж лiнiї рiвня,
тобто вздовж (криволiнiйного!) шляху AC. Очевидно, значен-
ня функцiї при цьому залишається сталим i рiвним z(A). Вiд-
повiднi точки поверхнi розташованi в горизонтальнiй площинi
z = z(A) = const.

Всерединi δ-околу можна також обрати i iнши способи змi-
ни аргументу. Наприклад, здiйснимо перемiщення

−−→
AD. Як ба-

чимо з рис. 4.9, при такому перемiщеннi вiдбувається зменше-
ння висоти вiдповiдних точок на поверхнi. B

Цей приклад iлюструє наступне. В разi функцiй багатьох
змiнних всерединi δ-околу даної точки можна обрати безлiч
шляхiв прямування (в тому числi криволiнiйних). Серед них
знайдеться5 шлях, рухаючись вздовж якого, ми отримаємо зро-
стання з максимальною швидкiстю. Якщо мати на увазi прямо-
лiнiйний шлях, то вiн єдиний i спрямований вздовж градiєнту.
Це може бути також довiльний криволiнiйний шлях, дотична
до якого спрямована вздовж градiєнту. В будь-якому разi на-
прямок градiєнту – єдиний, здатний забезпечити максимальну
швидкiсть зростання функцiї. Будь-який iнший шлях призведе
або до бiльш повiльного зростання, або до сталостi значення
функцiї (напрямок дотичної до лiнiї рiвня), або навiть до спа-
дання значення функцiї.

5Ми маємо на увазi диференцiйовну функцiю, градiєнт якої в данiй точцi
не є нульовим вектором (нульовий вектор grad f =

−→
0 не визначає напрямку).
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Зараз доцiльно навести паралелi з електростатикою. Як вiдомо з курсу
загальної фiзики, електричне поле всерединi плоского конденсатора є одно-
рiдним, тобто модуль вектора

−→
E напруженостi цього поля в промiжку мiж

пластинами є сталим. Вiн пов’язаний з рiзницею потенцiалiв формулою

E =
ϕ1 − ϕ2

∆x
= −

∆ϕ

∆x
,

де ∆x – вiдстань мiж точками, в яких досягаються потенцiали ϕ1 i ϕ2. Цю
вiдстань вимiрюють в напрямку силових лiнiй поля. Зокрема, якщо перша i
друга точки розташованi на пластинах конденсатора, то ∆x є вiдстанню d
мiж пластинами. Тодi E = U

d
, де U = −∆ϕ – електрична напруга (рiзниця

потенцiалiв).
Очевидно, дрiб ∆ϕ

∆x
є середньою швидкiстю, з якою змiнюється потенцiал

при русi вздовж силової лiнiї поля. Знак «мiнус» вказує на те, що при русi
вздовж напрямку вектора

−→
E вiдбувається зменшення потенцiалу з максималь-

ною (за модулем) швидкiстю. Отже, однорiдне поле
−→
E спрямовано вздовж

такого напрямку, щоб потенцiал зменшувався з максимальною швидкiстю, i∣∣∣−→E ∣∣∣ дорiвнює модулю цiєї швидкостi.

Це твердження справедливе i для неоднорiдних полiв, але в локальному
сенсi: з простору виокремлюють елемент об’єму настiльки малий, щоб всере-
динi його поле не встигало змiнюватись, тобто покладають ∆x → 0, ∆y → 0,
∆z → 0. Вiдповiднi середнi швидкостi змiни поля перетворюються на миттєвi
( ∂ϕ
∂x

= lim
∆x→0

∆ϕ
∆x

i т.д.). Отже, виникає вiдоме з електростатики узагальнення:

−→
E = −−→i

∂ϕ

∂x
−−→j

∂ϕ

∂y
−
−→
k
∂ϕ

∂z
= − gradϕ.

Розв’яжемо ще одну задачу: побудувати вектор, дотичний
до лiнiї рiвня в данiй точцi. Припустимо спочатку, що лiнiя
рiвня – пряма. Це можливо, коли z є функцiєю лiнiйної форми
аргументiв x i y, тобто z = f(t), де t = ax+ by + c, або

z = f(ax+ by + c).

Покладаючи t = ax+ by + c = const (загальне рiвняння прямої),
ми як раз i будемо отримувати z = const.

Очевидно, дотична до прямої – це i є ця пряма. Тому її
напрямний вектор

−→
` є шуканим. За означенням лiнiї рiвня

при русi вздовж неї значення функцiї залишається сталим. То-
му похiдна вздовж напрямку цiєї прямої повинна дорiвнювати
нулю. Отже, на шуканий вектор

−→
` , використовуючи (4.8), до-

статньо накласти умову

(grad f)|M0
·
−→
` = 0.

Це означає, що градiєнт перпендикулярний до лiнiї рiвня.

215



Нехай тепер лiнiя рiвня – довiльна крива, гладка в данiй
точцi. Нехай дотичну в цiй точцi вже побудовано, i її напрям-
ний вектор дорiвнює

−→
` . Вище ми встановили, що похiднi за

напрямком при русi вздовж кривої i вздовж прямої, дотичної
до неї, дорiвнюють одна однiй. Тому отриманий висновок зали-
шається незмiнним: градiєнт в данiй точцi спрямований пер-

пендикулярно до лiнiї6 рiвня.

C Приклад 4.21. Побудувати вектор, дотичний до лiнiї рiвня
поверхнi z = x2e3y в точцi M0(2; 0). Маємо:

z′x = 2xe3y, z′x(M0) = 2 · 2e3·0 = 4;

z′y = 3x2e3y, z′y(M0) = 3 · 22e3·0 = 12.

Тодi grad z|M0
=
{
z′x(M0); z′y(M0)

}
= {4; 12}. Нехай шуканий ве-

ктор має координати
−→
` = {p; q}. Для скалярного добутку ве-

ктора градiєнта i шуканого напрямного вектора маємо:

4 · p+ 12 · q = 0, p = −3q.

Отже, шуканий вектор має координати
−→
` = {−3q; q} = q {−3; 1} , q ∈ R, q 6= 0.

Звичайно, значення q знайти неможливо, оскiльки вимога ви-
сувалась лише до напрямку вектора

−→
` , а не до його довжини.

Отже, шуканий вектор знайдено з точнiстю до деякого мно-
жника q. Зауважимо, невизначеним залишається навiть знак
цього множника. Змiнюючи цей знак, ми отримаємо вектор
протилежного напрямку. Але вiн також буде напрямним ве-
ктором дотичної. Отже, остаточна вiдповiдь має вигляд

−→
` =

= λ {−3; 1}, λ ∈ R, λ 6= 0. B

4.8 Подальший розвиток

технiки диференцiювання

4.8.1 Вступне зауваження

Поняття диференцiалу функцiї багатьох змiнних дозволяє по-
будувати подальший розвиток технiки диференцiювання.

6Перпендикуляром до кривої називають перпендикуляр до дотичної до кри-
вої в данiй точцi.
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Розглянемо деяку область D в n-вимiрному просторi. Нехай
M0(x01, x02, · · · , x0n) ∈ D – деяка внутрiшня точка цiєї областi.
Через Fk(x1, x2, · · · , xn), k = 1,m, m < n, позначимо функцiї n
незалежних змiнних x1, x2, · · · , xn, диференцiйовнi в точцi M0.
Частину цих змiнних можна зробити залежними. Щоб зроби-
ти залежними m аргументiв (i незалежними – решту (n − m)
аргументiв; яких саме – зараз неважливо), потрiбно ввести m
обмежень. Їх називають рiвняннями зв’язку. Приймемо їх у ви-
глядi наступної системи рiвнянь:

Fk(x1, x2, · · · , xn) = 0, k = 1,m.

Справдi, з системи, яка мiстить m рiвнянь, можна знайти m
змiнних, виразивши їх через решту (n−m) змiнних. Цi m змiн-
них i будуть залежними вiд решти змiнних.

Система рiвнянь зв’язку може виявитись нелiнiйною. Тодi
її аналiтичне розв’язування стає дуже складним (якщо взагалi
можливим). Натомiсть неважко отримати т.зв. лiнеаризовану
систему. Якщо Fk = 0, то тим паче dFk(M0) = 0. Знаходячи
диференцiали функцiй Fk в точцi M0, отримуємо:

dFk(M0) =
∂Fk
∂x1

∣∣∣∣
M0

dx1 +
∂Fk
∂x2

∣∣∣∣
M0

dx2 + · · ·+ ∂Fk
∂xn

∣∣∣∣
M0

dxn = 0.

Тут ∂Fk
∂xi

∣∣∣
M0

– сталi числа, тому ця система є лiнiйною вiдносно

dxi = xi − x0i. Розв’язки xi = x0i + dxi є точними для лiнеари-
зованої системи, але наближеними для точної системи рiвнянь
зв’язку. Втiм, нас цiкавлять значення dxi з точнiстю до малих
вищих порядкiв. Тому важливо пiдкреслити, що отримуваний
розв’язок має локальний характер: частиннi похiднi функцiй
Fk ми знаходили в точцi, тому i диференцiали dxi будуть зна-
йденi в точцi.

Застосуємо цю iдею до ситуацiй, розглянутих нижче.

4.8.2 Неявна функцiя одного аргументу

Розглянемо функцiю двох незалежних змiнних F (x, y). Рiвня-
ння зв’язку F (x, y) = 0 робить одну зi змiнних x, y залежною.
Тож вважатимемо рiвняння F (x, y) = 0 неявним поданням фун-
кцiї однiєї незалежної змiнної y(x).
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Поставимо за мету знаходження похiдної7 dy
dx в точцi x0.

Уявiмо, що ми розв’язали рiвняння F (x, y) = 0 i виразили y
через x (тобто перейшли вiд неявного завдання функцiї до яв-
ного). Тодi диференцiювання вiдбувається у звичайний спосiб.
Але проблема в тому, що рiвняння F (x, y) = 0 може виявитись
нерозв’язуваним аналiтично. Тому потрiбно вивести формулу
y′ = y′(x), не користуючись формулою y = y(x).

Маємо:

dF (M0) = 0, F ′x(M0) dx+ F ′y(M0) dy = 0,

dy

dx

∣∣∣∣
x0

= −F
′
x(M0)

F ′y(M0)
. (4.9)

Якщо функцiя задана явно, то для обчислення похiдної y′(x)
в точцi достатньо знати одне число x0. В разi неявного задання
ми отримали формулу, в яку потрiбно пiдставляти точку M0,
тобто два числа – x0 i y0. Число y0 потрiбно знаходити з рiвня-
ння зв’язку F (x, y) = 0 при x = x0. Отже, рiвняння F (x, y) = 0
розв’язувати все ж потрiбно. Але тепер це не обов’язково роби-
ти аналiтично (тобто потреба в явнiй аналiтичнiй формулi y(x)
не виникає). Зрештою, часто вдається «вгадати» потрiбне зна-
чення y0. Звернемось ще раз до прикладу, наведеного в п. 3.5.2.
C Приклад 4.22. Нехай F (x, y) = lnx+ ln y + xy − 1. Рiвняння

F (x, y) = 0 неявно задає функцiю y(x). Знайдемо її похiдну в
точцi x0 = 1.

Перед цим знайдемо вiдповiдне значення y0. При x0 = 1
рiвняння набуває вигляду

ln 1 + ln y + 1 · y − 1 = 0, ln y = 1− y.

Його розв’язок легко «вгадати» – це y0 = 1. Очевидно, цей
розв’язок є єдиним, оскiльки лiва частина останнього рiвняння
є неперервною монотонно зростаючою функцiєю, а права –
неперервною монотонно спадною. Маємо:

F ′x =
1

x
+ y, F ′x(M0) =

1

1
+ 1 = 2;

7Нагадаємо, це питання вже було розглянуто в п. 3.5.2. Але зараз ми за-
стосовуємо апарат частинних похiдних; такий пiдхiд є придатним для бiльш
широкого кола питань.
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F ′y =
1

y
+ x, F ′y(M0) =

1

1
+ 1 = 2.

Тодi за формулою (4.9) маємо:

dy

dx

∣∣∣∣
x0

= −2

2
= −1,

що збiгається з вiдповiддю, отриманою в п. 3.5.2. B

4.8.3 Неявна функцiя двох аргументiв

Розглянемо функцiю трьох незалежних змiнних F (x, y, z). Рiв-
няння зв’язку F (x, y, z) = 0 робить одну зi змiнних x, y, z зале-
жною. Тож вважатимемо рiвняння F (x, y, z) = 0 неявним пода-
нням функцiї двох незалежних змiнних z(x, y).

Знайдемо частиннi похiднi ∂z
∂x , ∂z

∂y в точцi M0. Як i ранiше,
потрiбно вивести формули для цих похiдних, користуючись ли-
ше виглядом функцiї F , але не користуючись явним поданням
z = z(x, y). Оскiльки F (x, y, z) = 0, то тим паче dF (M0) = 0,
тобто8

∂F

∂x
dx+

∂F

∂y
dy +

∂F

∂z
dz = 0.

Оскiльки z = z(x, y), то dz = ∂z
∂x dx+ ∂z

∂y dy. Тодi

∂F

∂x
dx+

∂F

∂y
dy +

∂F

∂z

(
∂z

∂x
dx+

∂z

∂y
dy

)
= 0.

Згрупуємо доданки при диференцiалах dx, dy:(
∂F

∂x
+
∂F

∂z
· ∂z
∂x

)
dx+

(
∂F

∂y
+
∂F

∂z
· ∂z
∂y

)
dy = 0.

Величини dx i dy (на вiдмiну вiд попереднього пiдпункту) те-
пер є незалежними. Тому початкову точку M0 можна перемi-
щувати в довiльних напрямках. Наприклад, покладемо dx > 0 i
dy = 0 (рух вздовж осi Ox). Маємо:(

∂F

∂x
+
∂F

∂z
· ∂z
∂x

)
dx = 0,

8Повторимо, отримуванi результати мають локальний характер, тобто сто-
суються конкретної точки. Але, починаючи з цього пiдпункту, ми для спроще-
ння вигляду формул бiльше цього не пiдкреслюємо.
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∂z

∂x
= −F

′
x

F ′z
. (4.10)

Навпаки, покладемо тепер dx = 0 i dy > 0 (рух вздовж осi Oy).
Отримуємо: (

∂F

∂y
+
∂F

∂z
· ∂z
∂y

)
dy = 0,

∂z

∂y
= −

F ′y
F ′z
. (4.11)

Якщо функцiя z = z(x, y) задана явно, то для обчислення
частинних похiдних z′x, z

′
y в точцi достатньо знати два числа –

x0 i y0. В разi неявного задання ми отримали формули, в якi
потрiбно пiдставляти три числа – x0, y0 i z0. Число z0 потрiбно
знаходити з рiвняння F (x, y, z) = 0 при x = x0, y = y0. Отже, рiв-
няння F (x, y, z) = 0 розв’язувати все ж потрiбно. Але тепер це
не обов’язково робити аналiтично (тобто потреба в явнiй ана-
лiтичнiй формулi z(x, y) не виникає). Зрештою, часто вдається
«вгадати» потрiбне значення z0.
C Приклад 4.23. Функцiю z = z(x, y) двох змiнних неявно

задано рiвнянням sinx + ln z
y2 = 0. Знайти частиннi похiднi цiєї

функцiї в точцi M0(0; 1). Утворимо функцiю

F (x, y, z) = sinx+
ln z

y2
.

Тодi функцiя z неявно задається рiвнянням F (x, y, z) = 0. При
x = 0, y = 1 отримуємо ln z = 0, звiдки z0 = 1. Отже, в пра-
вi частини формул (4.10), (4.11) потрiбно пiдставляти точку
N0(0; 1; 1).

Зауважимо, точка N0 належить графiку функцiї z = z(x, y), тобто вiдповiд-
нiй поверхнi. В той же час вона належить областi визначення функцiї F (x, y, z)
i її частинних похiдних по x, по y i по z.

Маємо далi:

F ′x = cosx, F ′x(N0) = cos 0 = 1;

F ′y = −2 ln z

y3
, F ′y(N0) = −2 ln 1

13
= 0;

F ′z =
1

zy2
, F ′z(N0) =

1

1 · 12
= 1.
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Тодi за формулами (4.10), (4.11) маємо:

∂z

∂x

∣∣∣∣
M0

= −1

1
= −1,

∂z

∂y

∣∣∣∣
M0

= −0

1
= 0.

Цей приклад дозволяє перейти до явного вигляду. Зробимо це
для перевiрки. Маємо:

ln z

y2
= − sinx, ln z = −y2 sinx, z = e−y

2 sin x.

Тодi

z′x = −y2 cosxe−y
2 sin x, z′x(M0) = −12 · cos 0 · e0 = −1;

z′y = −2y sinxe−y
2 sin x, z′y(M0) = −2 · 1 · sin 0 · e0 = 0,

що збiгається з отриманим вище. Наголосимо, в загальному ви-
падку застосування формул (4.10), (4.11) можливо навiть у разi,
коли знайти явний вигляд z = z(x, y) аналiтично не вдається. B

4.8.4 Складна функцiя одного аргументу

4.8.4.1 Загальний випадок

Нехай z = z(x, y), причому x = x(t) i y = y(t). Фактично

z = z (x(t), y(t)) = z(t)

– функцiя одного аргументу t. Однак, мiж аргументом t и зна-
ченням функцiї z наявнi «посередники» – промiжнi змiннi x i
y. Цi функцiї є внутрiшнiми для z, але зовнiшнiми для t. Тому
функцiя z є складною. Знайдемо її похiдну z′t = dz

dt . Маємо:

dz =
∂z

∂x
dx+

∂z

∂y
dy.

Оскiльки x = x(t), то x′(t) = dx
dt , звiдки dx = x′(t) dt. Аналогiчно,

dy = y′(t) dt. Тодi

dz =
∂z

∂x
· x′(t) dt+

∂z

∂y
· y′(t) dt =

(
∂z

∂x
· x′(t) +

∂z

∂y
· y′(t)

)
dt.
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Звiдси маємо:

z′t =
dz

dt
=
∂z

∂x
· x′(t) +

∂z

∂y
· y′(t). (4.12)

C Приклад 4.24. Складну функцiю z = z(t) однiєї змiнної
задано рiвнянням z = ln y

sin x , де x(t) = 2t, y(t) = t2 + 1. Знайдемо
похiдну цiєї функцiї.

З одного боку, можна звести всю справу до диференцiю-
вання явного вигляду функцiї, який виникає при пiдстановцi
виразiв для x(t) та y(t):

z(t) =
ln
(
t2 + 1

)
sin 2t

,

z′(t) =
2t
t2+1 · sin 2t− ln

(
t2 + 1

)
· 2 cos 2t

sin2 2t
.

З iншого боку, маємо:

∂z

∂x
=
(

ln y · (sinx)
−1
)′
x

= − ln y · (sinx)
−2 · cosx = − ln y · cosx

sin2 x
,

∂z

∂y
=

(
ln y · 1

sinx

)′
y

=
1

y sinx
.

Крiм того, x′(t) = (2t)′ = 2, y′(t) =
(
t2 + 1

)′
= 2t. Тодi, використо-

вуючи (4.12), отримуємо:

z′t = − ln y · cosx

sin2 x
· 2 +

1

y sinx
· 2t =

=

1
y · 2t
sinx

− ln y · 2 cosx

sin2 x
=

2t
y · sinx− ln y · 2 cosx

sin2 x
.

Якщо сюди пiдставити вирази для x(t), y(t), то виникає той
самий результат. B

4.8.4.2 Один окремий випадок

Нехай z = z(x, y), причому x – незалежна змiнна, а y = y(x).
Фактично

z = z (x, y(x)) = z(x)
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– функцiя одного аргументу x. Цей випадок є окремим i ви-
пливає з попереднього, якщо покласти t = x. Маємо:

dz

dx
=
∂z

∂x
· x′(x) +

∂z

∂y
· y′(x).

Очевидно, x′(x) = dx
dx = 1. Остаточно маємо:

z′x =
dz

dx
=
∂z

∂x
+
∂z

∂y
· dy
dx
. (4.13)

До речi, ця формула є вдалим прикладом, який дозволяє роз-
рiзнити повну похiдну dz

dx i частинну похiдну ∂z
∂x . Як бачимо,

вони вiдрiзняються доданком ∂z
∂y ·

dy
dx .

C Приклад 4.25. Складну функцiю z = z(x) однiєї змiнної
задано рiвнянням z = x2y3, де y(x) = sinx. Знайдемо похiдну
цiєї функцiї.

З одного боку, можна звести всю справу до диференцiю-
вання явного вигляду функцiї, який виникає при пiдстановцi
виразу y(x). Очевидно, z(x) = x2 sin3 x, i тодi

dz

dx
=
(
x2 sin3 x

)′
= 2x · sin3 x+ x2 · 3 sin2 x · cosx.

З iншого боку, маємо:

∂z

∂x
= 2xy3,

∂z

∂y
= 3x2y2.

Крiм того, y′(x) = (sinx)′ = cosx. Тодi, використовуючи (4.13),
отримуємо:

dz

dx
= 2xy3 + 3x2y2 · cosx.

Якщо сюди пiдставити вираз для y(x), то виникає той самий ре-
зультат. Цей приклад, до речi, демонструє вiдмiннiсть похiдних
dz
dx i ∂z

∂x . Як бачимо, вони вiдрiзняються доданком 3x2y2 · cosx. B

4.8.5 Складна функцiя двох аргументiв

Нехай z = z(u, v), причому u = u(x, y), v = v(x, y). Фактично

z = z (u(x, y), v(x, y)) = z(x, y)
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– функцiя двох аргументiв x, y. Однак, мiж аргументами x, y i
значенням функцiї z наявнi «посередники» – промiжнi змiннi
u i v. Цi функцiї є внутрiшнiми для z, але зовнiшнiми для x i y.
Тому функцiя z є складною. Знайдемо її частиннi похiднi ∂z

∂x i
∂z
∂y . Оскiльки z = z(u, v), то маємо: dz = ∂z

∂u du+ ∂z
∂v dv. Виражаючи

в аналогiчний спосiб диференцiали du i dv, отримуємо:

dz =
∂z

∂u

(
∂u

∂x
dx+

∂u

∂y
dy

)
︸ ︷︷ ︸

=du

+
∂z

∂v

(
∂v

∂x
dx+

∂v

∂y
dy

)
︸ ︷︷ ︸

=dv

=

=

(
∂z

∂u
· ∂u
∂x

+
∂z

∂v
· ∂v
∂x

)
dx+

(
∂z

∂u
· ∂u
∂y

+
∂z

∂v
· ∂v
∂y

)
dy.

Порiвняємо отриманий результат з виразом dz = ∂z
∂x dx+ ∂z

∂y dy.
Оскiльки dx i dy незалежнi, то вiдповiднi множники при них
дорiвнюють один одному. Отже:

∂z

∂x
=
∂z

∂u
· ∂u
∂x

+
∂z

∂v
· ∂v
∂x
,

∂z

∂y
=
∂z

∂u
· ∂u
∂y

+
∂z

∂v
· ∂v
∂y
. (4.14)

C Приклад 4.26. Складну функцiю z = z(x, y) двох змiнних
задано рiвнянням z = u

v , де u(x, y) = x2 sin y, v(x, y) = y2 lnx.
Знайдемо частиннi похiднi цiєї функцiї.

З одного боку, можна звести всю справу до диференцiю-
вання явного вигляду функцiї, який виникає при пiдстановцi
виразiв для u(x, y), v(x, y):

z(t) =
x2 sin y

y2 lnx
,

∂z

∂x
=

2x sin y · y2 lnx− x2 sin y · y2 · 1
x

y4 ln2 x
,

∂z

∂y
=
x2 cos y · y2 lnx− x2 sin y · 2y lnx

y4 ln2 x
.

З iншого боку, маємо:

∂z

∂u
=

1

v
,

∂z

∂v
= − u

v2
.
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Крiм того, ∂u∂x = 2x sin y, ∂v∂x = y2 · 1x . Тодi, використовуючи першу
з формул (4.14), отримуємо:

∂z

∂x
=

1

v
· 2x sin y − u

v2
· y2 · 1

x
.

Якщо сюди пiдставити вирази для u(x, y), v(x, y), то виникає
результат, вже отриманий вище.

Аналогiчно, ∂u
∂y = x2 cos y, ∂v

∂y = 2y lnx. Тодi, використовуючи
другу з формул (4.14), отримуємо:

∂z

∂y
=

1

v
· x2 cos y − u

v2
· 2y lnx.

Якщо сюди пiдставити вирази для u(x, y), v(x, y), то також ви-
никає результат, вже отриманий вище. B

4.9 Похiднi вищих порядкiв

При диференцiюваннi деякої функцiї виникає iнша функцiя.
Її диференцiювання призводить до другої похiдної, а подальшi
диференцiювання – до похiдних вищих порядкiв. Але в разi
функцiї однiєї змiнної кожне наступне диференцiювання вiд-
бувалось по тому ж самому аргументу x. Тепер це не так: вищi
похiднi можна знаходити за довiльними аргументами i в довiль-
ному порядку. Наприклад, для функцiї z = f(x, y) двох змiнних
можна знайти чотири другi похiднi:

z′′xx =
∂

∂x

(
∂z

∂x

)
=
∂2z

∂x2
, z′′yy =

∂

∂y

(
∂z

∂y

)
=
∂2z

∂y2
,

z′′xy =
∂

∂y

(
∂z

∂x

)
=

∂2z

∂x ∂y
, z′′yx =

∂

∂x

(
∂z

∂y

)
=

∂2z

∂y ∂x
.

Тут двi останнi похiднi називають мiшаними («змiшались» оби-
два аргументи x, y, за якими диференцiювали).
C Приклад 4.27. Нехай z(x, y) = x3y5. Маємо:

z′x = 3x2y5, z′′xx = 6xy5;

z′y = 5x3y4, z′′yy = 20x3y3;

z′′xy =
(
3x2y5

)′
y

= 15x2y4, z′′yx =
(
5x3y4

)′
x

= 15x2y4. B
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На цьому прикладi бачимо, що другi мiшанi частиннi похiднi
виявились однаковими незалежно вiд порядку диференцiюва-
ння. Це не випадковий збiг. Вiн настає завжди при виконанi
умов наступної теореми.
� Теорема 4.2. Нехай 1) функцiя f(x, y) визначена в деякiй

областi; 2) в цiй областi iснують мiшанi частиннi похiднi дру-
гого порядку f ′′xy(x, y), f ′′yx(x, y); 3) цi похiднi є неперервними в
деякiй точцi M0(x0, y0) областi. Тодi f ′′xy(x0, y0) = f ′′yx(x0, y0).

Скорочено можна сформулювати так: якщо мiшана частин-
на похiдна другого порядку неперервна, то вона не залежить
вiд порядку, в якому вiдбувалось диференцiювання.

4.10 Диференцiали вищих порядкiв

Для функцiй y(x) одного змiнного ми вводили поняття дифе-
ренцiалiв вищих порядкiв у рекурентний9 спосiб:

d1y ≡ dy = y′ dx; dny = d
(
dn−1y

)
, n > 1.

Тут лiтера d є позначенням диференцiального оператору, дiя
якого на функцiю однiєї змiнної зводиться до наступного: 1)
знайти похiдну; 2) помножити її на диференцiал того аргумен-
ту, за яким знаходили похiдну. При цьому вирази x i dx вва-
жаються незалежними (див. п. 3.4.3); це зауваження важливо
для знаходження вищих диференцiалiв.

При переходi до функцiй z = z(x, y) двох змiнних рекурен-
тне означення зберiгається. А саме, перший диференцiал зна-
ходять окремо:

dz =
∂z

∂x
dx+

∂z

∂y
dy,

а кожний наступний диференцiал визначається як диференцi-
ал попереднього. При цьому лiтера d знову позначає оператор.
Але тепер його дiя на функцiю двох змiнних є дещо iншою:
1) знайти частинну похiдну за x i помножити її на dx; 2) зна-
йти частинну похiдну за y i помножити її на dy; 3) додати два

9В нашому разi це слово означає, що перший диференцiал визначено в
явний спосiб, а кожний наступний диференцiал виражено через попереднiй:
другий диференцiал є диференцiалом першого, третiй диференцiал є диферен-
цiалом другого, i т.д.
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отриманi добутки. При цьому вирази x i dx, а також y i dy вва-
жаються незалежними. Зокрема, знаходячи частинну похiдну
по x, величину dx (поряд з величинами y i dy) також вважа-
ють константою. Iншими словами, диференцiювання по x дiє
на x, але не дiє на dx. Отже, тепер оператор диференцiювання
можна подати у виглядi

d = dx · ∂
∂x

+ dy · ∂
∂y
.

Тому диференцiювання можна представити як операцiю фор-
мального «множення» символа d на функцiю z:

dz =

(
dx · ∂

∂x
+ dy · ∂

∂y

)
z = dx · ∂z

∂x
+ dy · ∂z

∂y
.

Справдi, знайдемо, наприклад, другий диференцiал. За описом
дiї диференцiалу d маємо:

d2z = d(dz) = d

(
∂z

∂x
dx+

∂z

∂y
dy

)
=

=
∂

∂x

(
∂z

∂x
dx+

∂z

∂y
dy

)
dx+

∂

∂y

(
∂z

∂x
dx+

∂z

∂y
dy

)
dy =

=

(
∂2z

∂x2
dx+

∂2z

∂x ∂y
dy

)
dx+

(
∂2z

∂y ∂x
dx+

∂2z

∂y2
dy

)
dy =

=
∂2z

∂x2
dx2 + 2

∂2z

∂x ∂y
dx dy +

∂2z

∂y2
dy2.

Тут враховано, що ∂2z
∂x ∂y = ∂2z

∂y ∂x . Але такий самий результат
можна отримати, якщо домовитись розумiти степiнь оператора
d у формальному сенсi:

dn =

(
dx · ∂

∂x
+ dy · ∂

∂y

)n
.

Зокрема,

d2 =

(
dx · ∂

∂x
+ dy · ∂

∂y

)2

=
∂2

∂x2
dx2 + 2

∂2

∂x ∂y
dx dy +

∂2

∂y2
dy2.
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Тепер достатньо символ z «приставити» з правого боку:

d2z =

(
∂2

∂x2
dx2 + 2

∂2

∂x ∂y
dx dy +

∂2

∂y2
dy2

)
z.

Формально вiдкриваючи дужки (нiби вiдбувається звичайне
множення), отримаємо той самий результат. Неважко перевi-
рити, що аналогiчнi спостереження справедливi i для диферен-
цiалiв вищих порядкiв. Отже, диференцiал n-го порядку фун-
кцiї двох змiнних можна знайти за формулою

dnz =

(
dx · ∂

∂x
+ dy · ∂

∂y

)n
z.

Наприклад, аналогiчно до формул

(a+ b)3 = a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3,

(a+ b)4 = a4 + 4a3b+ 6a2b2 + 4ab3 + b4

скороченого множення маємо:

d3z =
∂3z

∂x3
dx3 + 3

∂3z

∂x2∂y
dx2 dy + 3

∂3z

∂x∂y2
dx dy2 +

∂3z

∂y3
dy3,

d4z =
∂4z

∂x4
dx4 + 4

∂4z

∂x3∂y
dx3 dy+

+6
∂4z

∂x2∂y2
dx2 dy2 + 4

∂4z

∂x∂y3
dx dy3 +

∂4z

∂y4
dy4,

i т.д. При переходi до випадку функцiї u = u(x, y, z) трьох змiн-
них достатньо оператору d надати вигляду

d = dx · ∂
∂x

+ dy · ∂
∂y

+ dz · ∂
∂z
.

Аналогiчно отримаємо:

dnu =

(
dx · ∂

∂x
+ dy · ∂

∂y
+ dz · ∂

∂z

)n
u.
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4.11 Багатовимiрна формула Тейлора

Нагадаємо, в разi функцiї однiєї змiнної формула Тейлора до-
зволяла з приросту функцiї виокремити головну частину (див.
п. 3.8). В разi двох змiнних ситуацiя аналогiчна. Розглянемо
локальну поведiнку функцiї10 f(x, y) в околi точки M0(x0, y0).
Нехай деяка точка M(x, y) належить цьому околу, i x = x0 + dx,
y = y0 + dy. Якщо обмежуватись лiнiйною головною частиною,
з використанням першого диференцiалу згiдно (4.5) маємо:

∆f ≡ f(M)− f(M0) = df(M0) + o(ρ),

ρ = |M0M | =
√

(dx)
2

+ (dy)
2
.

Бажано продовжити цей процес, виокремлюючи з приросту
функцiї малi все вищих порядкiв. Виявляється, це можна зро-
бити в такий самий спосiб, як i в разi функцiї однiєї змiнної:

f(M) = f(M0) + df(M0) +
1

2!
d2f(M0) + o(ρ2),

f(M) = f(M0) + df(M0) +
1

2!
d2f(M0) +

1

3!
d3f(M0) + o(ρ3),

i т.д. Узагальнюючи, маємо формулу Тейлора для функцiї ба-
гатьох змiнних iз залишковим членом у формi Пеано:

f(M) = f(M0) +

n∑
k=1

1

k!
dkf(M0) + o(ρn).

Вона справедлива для довiльної кiлькостi змiнних, але ми при
доведеннi обмежимось випадком двох змiнних. Знайдемо при-
рiст функцiї f при русi точки M з положення M0 вздовж ве-
ктору

−→
d` = {dx, dy}. Нехай вiн утворює кути α, β з додатни-

ми напрямками осей Ox, Oy. Тодi рух точки M вiдбувається
вздовж променя, рiвняння якого у параметричнiй формi{

x(t) = x0 + t cosα;
y(t) = y0 + t cosβ,

t > 0,

cosα = const, cosβ = const, причому значення t0 = 0 вiдповiдає
положенню точки M0. Маємо:

f = f(x0 + t cosα, y0 + t cosβ) = ϕ(t).

10Мається на увазi функцiя, диференцiйовна потрiбну кiлькiсть разiв.
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Обмежуючись променем M0M , ми перетворили функцiю f на
функцiю ϕ(t) однiєї змiнної t. Але в цьому разi формулу Тей-
лора вже доведено (див. п. 3.8):

f(x(t), y(t)) = ϕ(0) +

n∑
k=1

1

k!
dkϕ(0) + o(dtn).

Тут dt = t− t0 = t. Скористаємось формулою для похiдної скла-
дної функцiї:

dϕ

dt

∣∣∣∣
t=0

= f ′x(M0) · x′t + f ′y(M0) · y′t = f ′x(M0) cosα+ f ′y(M0) cosβ,

dϕ(0) = f ′x(M0) cosαdt+ f ′y(M0) cosβ dt =

= f ′x(M0) dx+ f ′y(M0) dy = df(M0).

Безпосереднiм диференцiюванням аналогiчно доводиться, що
dkϕ(0) = dkf(M0), k > 2. Отже

n∑
k=1

1

k!
dkf(M0) =

n∑
k=1

1

k!
dkϕ(0).

Оскiльки нескiнченно малi величини dx = x − x0 = t cosα,
dy = y − y0 = t cosβ, dt = t мають однаковий порядок, то не-
скiнченно малi ρ i dt також мають однаковий порядок. Отже,
формулу Тейлора доведено для напрямку M0M . Оскiльки цей
напрямок довiльний, то формулу Тейлора доведено остаточно.

Зауважимо, попри зовнiшню схожiсть з формулою Тейлора
для функцiї однiєї змiнної, розгорнутий вигляд формули Тей-
лора вже для двох змiнних є доволi складним. Використовуючи
формули для вищих диференцiалiв, отримуємо:

f(M) = f(M0) +
[
f ′x(M0) dx+ f ′y(M0) dy

]
+

+
1

2!

[
f ′′xx(M0) dx2 + 2f ′′xy(M0) dx dy + f ′′yy(M0) dy2

]
+

+
1

3!

[
f ′′′xxx(M0) dx3 + 3f ′′′xxy(M0) dx2 dy+

+3f ′′′xyy(M0) dx dy2 + f ′′′yyy(M0) dy3
]

+ · · · .
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4.12 Екстремуми

Означення екстремумiв (тобто мiнiмумiв i максимумiв) функцiї
багатьох змiнних введемо аналогiчно до означень пп. 3.6.9. В
подальшому усюди припускаємо, що функцiя багатьох змiнних
f(M) не є сталою, тобто f(M) 6= const.
� Означення 4.10. Точку M0 називають точкою строгого ло-

кального мiнiмуму (точкою строгого мiнiмуму) функцiї f(M),
якщо iснує таке δ > 0, що з нерiвностi 0 < |M0M | < δ випливає
нерiвнiсть f(M) > f(M0). Число f(M0) при цьому називають
строгим (локальним) мiнiмумом.

� Означення 4.11. Точку M0 називають точкою строгого

локального максимуму (точкою строгого максимуму) функцiї
f(M), якщо iснує таке δ > 0, що з нерiвностi 0 < |M0M | < δ
випливає нерiвнiсть f(M) < f(M0). Число f(M0) при цьому на-
зивають строгим (локальним) максимумом.

Цi означення мають простий змiст. Точка M0 – точка стро-
гого мiнiмуму (максимуму), якщо значення функцiї в довiльнiй
сусiднiй точцi M з проколотого11 δ-околу точки M0 є бiльшим
(меншим) порiвняно з f(M0).
C Приклад 4.28. Розглянемо функцiю z(x, y) = sinx sin y. Вiд-

повiдну поверхню зображено на рис. 4.11. Очевидно,

|z| = |sinx| · |sin y| .

Оскiльки |sinx| 6 1 i |sin y| 6 1, то |z| 6 1, тобто −1 6 z 6 1. Тодi
найбiльше значення функцiї дорiвнює одиницi i досягається
при12 sinx = 1 i sin y = 1. З цих рiвнянь одержуємо систему:{

xi = π
2 + 2πi, i ∈ Z,

yj = π
2 + 2πj, j ∈ Z,

де значення i, j є незалежними. Позначимо Mij (xi; yj). Напри-
клад, точка M00

(
π
2 ; π2

)
виникає, якщо покласти i = 0, j = 0.

Очевидно, z(M00) ≡ z
(
π
2 ; π2

)
= 1 – найбiльше значення. Доведе-

мо, що воно також є максимальним значенням, тобто доведемо,
що M00 – точка строгого максимуму в сенсi означення 4.11.

11Окiл обирають саме проколотий. В iншому разi можливий збiг точки M з
точкою M0. Тодi потрiбно порiвнювати значення f(M0) з самим собою, що не
має сенсу.

12А також при sinx = −1 i sin y = −1; цей випадок дослiджується аналогiчно.
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Рисунок 4.11 – Поверхня z(x, y) = sinx sin y

Оберемо, наприклад, δ = π
4 . Для функцiї f(x) = sinx точка

x0 = π
2 є точкою максимума. Легко встановити, що з нерiв-

ностi 0 < |x− x0| < δ випливає нерiвнiсть 0 <
√

2
2 < sinx < 1

(оскiльки точку x0 з її δ-околу виколото). Аналогiчно з нерiв-
ностi 0 < |y − y0| < δ випливає нерiвнiсть 0 <

√
2

2 < sin y < 1.
Перемножуючи цi нерiвностi (ми можемо це робити, оскiльки
усi частини нерiвностей додатнi), отримуємо:

1

2
< sinx sin y = z(M) < 1 = z(M00), z(M) < z(M00).

Отже, iснування δ-околу доведено.
Зрозумiло, що розглядувана поверхня має нескiнченно ба-

гато строгих екстремумiв, перiодично розташованих в площинi
Oxy. B

Суттєво, що нерiвностi в означеннях 4.10, 4.11 є строгими.
Нерiвнiсть, наприклад, z(M) 6 z(M0) не призводить до ма-
ксимуму у традицiйному уявленнi (до поодинокого «пiку»). В
цьому випадку виникає т.зв. нестрогий екстремум. Розглянемо
вiдповiдний приклад.
C Приклад 4.29. Розглянемо функцiю z(x, y) = sin(x+ y). Вiд-

повiдну поверхню зображено на рис. 4.12. Очевидно, найбiль-

232



x

y

z

Рисунок 4.12 – Поверхня z(x, y) = sin(x+ y)

ше значення цiєї функцiї дорiвнює одиницi i досягається за
умови x + y = π

2 + 2kπ, k ∈ Z. Рiвняння x + y = const задає сi-
мейство прямих на площини, паралельних бiсектрисi другої i
четвертої чвертей. Кожна така пряма, до речi, є лiнiєю рiвня
розглядуваної функцiї.

Оберемо з цього сiмейства пряму при k = 0, тобто пряму
x + y = π

2 . Очевидно, точка M0

(
π
4 ; π4

)
належить цiй прямiй, i

z(M0) = 1. Однiєю з «безпосереднiх сусiдок» точки M0 є точка
M1

(
π
4 + δ; π4 − δ

)
. Очевидно, вона також належить цiй прямiй,

тому також маємо z(M1) = 1. Отже, нерiвнiсть z(M1) 6 z(M0)
виконано (принаймнi, в сенсi рiвностi). Але поодинокий «пiк»
на поверхнi не з’являється (на вiдмiну вiд попереднього при-
кладу), оскiльки тепер обидвi точки, M0 i M1, розташовано на
однаковiй висотi. При цьому точка M0 не є точкою строгого
максимуму в сенсi означення 4.11, оскiльки строгу нерiвнiсть
z(M1) < z(M0) не виконано. I її виконання неможливо досягти
анi при якому, скiльки завгодно малому значеннi δ. Натомiсть
виконана нестрога нерiвнiсть z(M1) 6 z(M0). Це означає, що то-
чка M0, як i всi точки прямих x+ y = π

2 + 2kπ, k ∈ Z, є точками
нестрогого максимуму.

Поверхня рис. 4.12 може бути iнтерпретована як «миттєва
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свiтлина» поверхневої хвилi, яка розповсюджується в напрям-
ку, перпендикулярному до прямих x + y = const. Цi прямi i є
хвильовим фронтом: усi точки кожної такої прямої коливаю-
ться в однаковiй фазi. B

Перейдемо до побудови загальної схеми дослiдження фун-
кцiї z = z(x, y) двох змiнних на екстремум. Це дослiдження,
як i в разi однiєї змiнної, складається з двох етапiв: 1) знайти
усi точки Mi, пiдозрiлi на екстремум; 2) стосовно кожної такої
точки, взятої окремо, пiдтвердити або спростувати цю пiдозру.

Перший етап. Очевидно, якщо grad z(M0) 6= −→
0 , то точка

M0 не є точкою екстремуму. Справдi, це не точка максимуму,
оскiльки при навiть нескiнченно малому русi вздовж градiєн-
ту ми потрапляємо в сусiдню точку, в якiй значення функцiї
є бiльшим (при русi вздовж цього напрямку функцiя зростає,
причому найбiльш швидко). Так само, це i не точка мiнiмуму
(достатньо перемiститись в протилежному напрямку). Отже,
екстремум може бути наявний лише в точках, в яких градiєнт
дорiвнює нульовому вектору. Маємо:

grad z =
−→
0 ⇔ ∂z

∂x

−→
i +

∂z

∂y

−→
j =

−→
0 ⇔

{ ∂z
∂x = 0,
∂z
∂y = 0

⇔ dz ≡ 0.

Отримали необхiдну умову екстремуму:

dz ≡ 0.

Символ тотожної рiвностi означає, що ця рiвнiсть повинна ви-
конуватись при довiльних незалежних dx i dy (щоб «обслужи-
ти» довiльну точку δ-околу). Геометрично це спiввiдношення
означає, що площина, дотична до поверхнi z(x, y) в пiдозрiлiй
точцi, є горизонтальною (паралельною площинi Oxy). Аналогi-
чно, в разi диференцiйовної функцiї однiєї змiнної екстремум
мiг з’являтись13 лише там, де дотична пряма до графiка функцiї
була горизонтальною (паралельною осi Ox).

Отримана умова є необхiдною, але не є достатньою. Це
означає наступне: якщо dz 6= 0, то екстремум вiдсутнiй (бо для
його наявностi рiвнiсть dz = 0 є необхiдною). Вiдповiдно, якщо
екстремум наявний, то dz = 0. Але твердження «якщо dz = 0,

13А мiг i не з’являтись. Наприклад, функцiя y = x3 в точцi x = 0 екстремуму
не має, хоча y′ = 3x2 = 3 · 02 = 0, i дотична горизонтальна.
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то екстремум наявний» є хибним (навiть якщо dz = 0, цього ще
не достатньо для появи екстремуму)14.
C Приклад 4.30. Нехай z = xy. Необхiдна умова екстремуму

набуває вигляду { ∂z
∂x = y = 0;
∂z
∂y = x = 0.

Отже, пiдозрiла точка M0(0, 0) є єдиною. Значення функцiї в
цiй точцi дорiвнює z(M0) = 0. Нехай δ1 > 0. Розглянемо двi
точки з першої i другої чвертi: M1(δ1, δ1) i M2(−δ1, δ1). При
належному виборi δ1 цi точки потраплять всередину як зав-
годно малого δ-околу точки M0 (наприклад, достатньо покла-
сти δ1 = δ/2). Значення функцiї в цих точках z(M1) = δ2

1 > 0,
z(M2) = −δ2

1 < 0. Отже, для точки M1 виконано нерiвнiсть
z(M1) > z(M0), а для точки M2 – нерiвнiсть z(M2) < z(M0). Але
жодна з цих нерiвностей не може бути одночасно виконаною
для усiх точок M всерединi δ-околу, як того вимагає означення
строгого екстремуму (навiть якщо цей окiл робити як завгодно
малим). Тому екстремуму немає; пiдозру спростовано. Отже, в
розглянутому прикладi необхiдна умова екстремуму виконує-
ться, але цього виявляється недостатньо для його появи.

Точка M0(0, 0) є сiдловою точкою поверхнi z = xy. В цiй то-
чцi i справдi немає екстремуму, оскiльки при русi точки M з
положення M0 функцiя z може i зростати, i спадати. Це зале-
жить вiд напрямку руху, точнiше – вiд спiввiдношення знакiв
координат x, y. B

Другий етап. Нехай точка M0 є пiдозрiлою на мiнiмум. То-
дi за означенням строгого мiнiмуму значення функцiї z(M) в
будь-якiй сусiднiй15 точцi M повинно бути бiльшим порiвня-
но зi значенням z(M0). Отже, для пiдтвердження пiдозри про
мiнiмум достатньо гарантувати виконання нерiвностi

∆z ≡ z(M)− z(M0) > 0

14Насправдi рiвнiсть dz = 0 є необхiдною умовою екстремуму лише для ди-
ференцiйовних функцiй. Пiдозрiлими ж є не тiльки точки M0, в яких виконано
рiвнiсть dz(M0) = 0, а ще й точки, в яких диференцiал dz(M0) не iснує. На-
приклад, нехай поверхня, яка вiдповiдає функцiї z(x, y), має вигляд пiрамiди
вершиною догори. Очевидно, наявний максимум. Але рiвнiсть dz = 0 в точцi
максимуму не виконується, оскiльки dz взагалi не iснує (у вершинi неможливо
провести дотичну площину). В таких випадках для пiдтвердження наявностi
екстремуму звертаються до означень 4.10, 4.11.

15Такiй, що належить δ-околу точки M0.
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для усiх точок M з δ-околу точки M0.
Аналогiчно, якщо точка M0 є пiдозрiлою на максимум, то

за означенням строгого максимуму значення функцiї z(M) в
будь-якiй сусiднiй точцi M повинно бути меншим порiвняно
зi значенням z(M0). Отже, в цьому випадку для пiдтвердже-
ння пiдозри про максимум достатньо гарантувати виконання
нерiвностi

∆z ≡ z(M)− z(M0) < 0

для усiх точок M з δ-околу точки M0.
Дослiдимо знак приросту ∆z. За формулою Тейлора маємо:

∆z ≡ z(M)− z(M0) = dz(M0) +
1

2!
d2z(M0) + o(ρ2).

Оскiльки ми дослiджуємо лише пiдозрiлi точки, то dz(M0) = 0.
Оскiльки нас цiкавить знак приросту ∆z в малому δ-околi то-
чки M0, то малими вищого порядку можна знехтувати. Отже,
за цих умов знак ∆z такий самий, як i знак другого диферен-
цiалу в пiдозрiлiй точцi. Цей диференцiал має вигляд:

d2z(M0) =
∂2z

∂x2

∣∣∣∣
M0

dx2 + 2
∂2z

∂x∂y

∣∣∣∣
M0

dx dy +
∂2z

∂y2

∣∣∣∣
M0

dy2.

Позначимо:

A =
∂2z

∂x2

∣∣∣∣
M0

, B =
∂2z

∂x∂y

∣∣∣∣
M0

, C =
∂2z

∂y2

∣∣∣∣
M0

.

Тодi
d2z(M0) = Adx2 + 2Bdxdy + Cdy2.

Тут A, B, C – сталi числа, вiдомi заздалегiдь, а dx, dy – двi неза-
лежнi змiннi, якi характеризують положення «сусiдньої» точки
M(x0 + dx; y0 + dy). Зокрема, при dx = 0, dy = 0 маємо пiдозрi-
лу точку M(x0; y0). При цьому d2z(M0) = 0. Iнтерес становить
знак другого диференцiалу при

−−−→
M0M = {dx; dy} 6= −→0 . При цьо-

му можливi чотири випадки; для кожного з них приймається
однозначне рiшення.

1◦. Кажуть, що другий диференцiал є додатно визначеним,
якщо при довiльному напрямку вектора

−−−→
M0M виконується не-

рiвнiсть d2z(M0) > 0, а рiвнiсть d2z(M0) = 0 досягається лише в

236



єдинiй точцi при dx = 0, dy = 0. В цьому разi наявний строгий
мiнiмум.

2◦. Кажуть, що другий диференцiал є вiд’ємно визначеним,
якщо при довiльному напрямку вектора

−−−→
M0M виконується не-

рiвнiсть d2z(M0) < 0, а рiвнiсть d2z(M0) = 0 досягається лише в
єдинiй точцi при dx = 0, dy = 0. В цьому разi наявний строгий
максимум.

3◦. Якщо при деяких напрямках вектора
−−−→
M0M виконується

нерiвнiсть d2z(M0) < 0, а при деяких iнших напрямках – нерiв-
нiсть d2z(M0) > 0, то другий диференцiал не є знаковизначе-

ним. В цьому разi екстремум вiдсутнiй. Саме ця ситауцiя мала
мiсце у випадку сiдлової точки функцiї z = xy. Там ми отри-
мували рiзнi знаки приросту ∆z при русi вздовж напрямкiв
векторiв

−−−−→
M0M1 = {δ1; δ1} i

−−−−→
M0M2 = {−δ1; δ1}.

4◦. Крiм того, iснують випадки, коли вiдповiднi нерiвностi
виконуються нестрого. Другий диференцiал називають дода-

тно (вiд’ємно) напiввизначеним, якщо для усiх «сусiднiх» то-
чок M замiсть нерiвностi

d2z(M0) > 0 (d2z(M0) < 0)

виконано нерiвнiсть

d2z(M0) > 0 (d2z(M0) 6 0).

В цьому разi кажуть, що наявний нестрогий мiнiмум (нестро-
гий максимум).

Наприклад, другий диференцiал

d2z(M0) = dx2 + 2dx dy + dy2 = (dx+ dy)2

є додатно напiввизначеним: d2z(M0) > 0, причому d2z(M0) > 0

для усiх напрямкiв вектора
−−−→
M0M , за виключенням напрямку,

коли dy = −dx, тобто

−−−→
M0M = {dx;−dx} = dx {1;−1} .

Справдi, при русi точки M з положення M0 вздовж цього на-
прямку отримаємо dy = −dx, i d2z(M0) = 0. Для додатно визна-
чених других диференцiалiв рiвнiсть d2z(M0) = 0 досягалась
лише в єдинiй точцi M0, а тепер таких точок – безлiч; вони
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належать прямiй dy = −dx, тобто прямiй y − y0 = −(x − x0). В
такiй ситуацiї строгого екстремуму немає за означенням: для
усiх цих точок не виконано нi нерiвнiсть d2z(M0) > 0, анi нерiв-
нiсть d2z(M0) < 0. Саме така ситуацiя виникала при розглядан-
нi функцiї z = sin(x+ y), коли точки M0 i M лежали на одному
хвильовому фронтi. Справдi, в цьому прикладi легко отримати

z′′xx = z′′xy = z′′yy = − sin(x+ y),

d2z
(π

4
;
π

4

)
= − sin

(π
4

+
π

4

) (
dx2 + 2 dx dy + dy2

)
= −(dx+ dy)2.

При русi вздовж прямої dy = −dx (тобто прямої x + y = const)
маємо, d2z(M0) ≡ 0, i строгого екстремуму немає. Натомiсть,
маємо прямi нестрогих мiнiмумiв та прямi нестрогих максиму-
мiв.

Дослiдження знаку другого диференцiалу провадять мето-
дом Лагранжа (видiленням повних квадратiв). Обчислимо ве-
личину

∆ = AC −B2

i доведемо наступне.
1) Якщо ∆ > 0, то наявний строгий екстремум. В тому чи-

слi при A > 0 виникає строгий мiнiмум, а при A < 0 виникає

строгий максимум; 2) якщо ∆ < 0, то екстремум вiдсутнiй; 3)

якщо ∆ = 0, то випадок є сумнiвним i пiдлягає додатковому

дослiдженню з використанням означень екстремумiв.
Одразу зауважимо наступне. Якщо ∆ > 0, то AC > B2. Але B2 > 0,

тому AC > 0. Отже, в першiй частинi твердження (при ∆ > 0) розглядання
випадку A = 0 є зайвим. Крiм того, оскiльки AC > 0, то числа A i C обидва
не дорiвнюють нулю i мають однаковий знак. Тому при ∆ > 0 розрiзнити
максимум i мiнiмум можна як за знаком числа A, так i за знаком числа C.

1◦. Спочатку будемо вважати, що A 6= 0. Маємо (для скоро-
чення позначимо dx = u, dy = v):

d2z(M0) = Au2 + 2Buv + Cv2 = A

(
u2 +

2B

A
uv +

C

A
v2

)
=

= A

(
u2 + 2 · u · Bv

A
+
B2v2

A2
+
C

A
v2 − B2

A2
v2

)
=

= A

[(
u+

Bv

A

)2

+
AC −B2

A2
v2

]
=

(Au+Bv)2 + ∆ · v2

A
.
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1) При ∆ > 0 чисельник може дорiвнювати нулю лише в
єдинiй точцi: якщо u = 0 i v = 0. Справдi, якщо v 6= 0, то чи-
сельник додатний принаймнi за рахунок доданку ∆ · v2. Якщо
v = 0, то u 6= 0. Тодi чисельник дорiвнює A2u2, i вiн знову
додатний, оскiльки зараз A 6= 0. Отже, чисельник є додатно ви-
значеним. Тодi при A > 0 i весь дрiб є додатно визначеним. Це
веде до мiнiмуму. При A < 0 весь дрiб є вiд’ємно визначеним.
Це веде до максимуму.

2) При ∆ < 0 чисельник не є знаковизначеним. Справдi,
при русi, наприклад, вздовж напрямку v = 0 (тобто

−−−→
M0M =

= {u; 0}, u 6= 0) чисельник дорiвнює A2u2, i тому є додатним.
А при при русi, наприклад, вздовж напрямку u = −BvA (тобто
−−−→
M0M =

{
−BvA ; v

}
, v 6= 0) чисельник дорiвнює ∆ · v2, i тому є

вiд’ємним. Отже, екстремуму немає.
3) При ∆ = 0 вираз d2z(M0) = Au2 + 2Buv + Cv2 стає пов-

ним квадратом. Справдi, розкладаючи цей вираз на множники,
маємо:

Au2 + 2Buv + Cv2 = A(u− u1)(u− u2).

Тут u1, u2 – коренi рiвняння Au2 + 2Buv + Cv2 = 0. Вони дорiв-
нюють один одному:

u1,2 =
−2Bv ±

√
4B2v2 − 4ACv2

2A
=
−Bv ±

√
v2 (B2 −AC)

A
=

=
−Bv ±

√
−v2∆

A
=
−Bv ±

√
−v2 · 0

A
= −Bv

A
.

Тодi

Au2 + 2Buv + Cv2 = A

(
u+

Bv

A

)2

.

Як бачимо, цей вираз є напiввизначеним (додатно напiввизна-
ченим при A > 0 або вiд’ємно напiввiзначеним при A < 0). Рух
точки M вздовж прямої u = −BvA (x − x0 = −B(y−y0)

A ) залишає
значення d2z(M0) сталим i рiвним нулю. Тому строгого екстре-
муму немає.

Але в даному випадку буде наявний нестрогий екстремум: нестрогий мiнi-
мум при A,C > 0 або нестрогий максимум при A,C < 0. Саме такий випадок
був розглянутий у прикладi 4.29. В точках M0 прямої x + y = π

2
маємо: A =

= ∂2z
∂x2

∣∣∣
M0

= −1, C = ∂2z
∂y2

∣∣∣
M0

= −1, B = ∂2z
∂x ∂y

∣∣∣
M0

= −1, тому ∆ = AC −B2 =

= 0. Таким чином, ми одержуємо точки нестрогого максимуму (див. рис. 4.12.)

239



2◦. Розглянемо тепер випадок A = 0. Тодi дослiдженню пiд-
лягає вираз

d2z(M0) = 2Buv + Cv2.

Маємо: ∆ = AC − B2 = −B2 6 0. Отже, при A = 0 випадок 1)
(коли ∆ > 0) виникнути не може.

2) Нехай A = 0 i ∆ < 0. Тодi −B2 < 0, звiдки B 6= 0. Отже,

d2z(M0) = 2Buv + Cv2 = 2Bv

(
u+

C

2B
v

)
.

Нехай, наприклад, v > 0. Тодi за рахунок вибору величини u
вираз у дужках може бути як додатним, так i вiд’ємним. Отже,
другий диференцiал d2z(M0) не є знаковизначеним. В данiй
точцi екстремуму немає взагалi, нi строгого анi нестрогого.

3) Якщо A = 0 i ∆ = 0, то B = 0, i d2z(M0) = Cv2. Якщо при
цьому C 6= 0, то другий диференцiал є напiввизначеним, i стро-
гого екстремуму немає. Наприклад, при перемiщеннi вздовж
вектора

−−−→
M0M = {u; 0}, u 6= 0, отримуємо безлiч точок, для яких

d2z(M0) ≡ 0.
Але в даному випадку буде наявний нестрогий екстремум: нестрогий мiнi-

мум при C > 0 або нестрогий максимум при C < 0.

Разом з тим, iснують випадки, коли при ∆ = 0 екстремум
виникає. Наприклад, функцiя z = x4 + y4, очевидно, має мi-
нiмум в точцi M0(0; 0). В цьому разi другий (i навiть третiй)
диференцiал в точцi M0 стає тотожно рiвним нулю. Тому

A = B = C = ∆ = 0,

але це не заважає появi екстремуму. Зауважимо, в цьому разi
мова про другий диференцiал не йтиме, оскiльки тепер за фор-
мулою Тейлора прирiст ∆z є многочленом четвертого степеня
вiд змiнних dx, dy, i питання про наявнiсть естремуму може
бути вирiшеним за допомогою четвертого диференцiалу.

На цьому повне доведення твердження завершено. Тепер
алгоритм дослiдження функцiї двох змiнних на екстремум мi-
стить три простi кроки.

1. Складаємо систему { ∂z
∂x = 0;
∂z
∂y = 0.
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Її розв’язки Mk(xk, yk) – точки, пiдозрiлi на екстремум. Кожну
з них дослiджуємо окремо.

2. Знаходимо частиннi похiднi i обчислюємо їх у дослiджу-
ванiй точцi: A = z′′xx(Mk), B = z′′xy(Mk), C = z′′yy(Mk).

3. Обчислюємо число ∆ = AC − B2. Якщо ∆ < 0, то екстре-
муму немає. Якщо ∆ > 0 i A > 0 (C > 0), то маємо строгий
мiнiмум. Якщо ∆ > 0 i A < 0 (C < 0), то маємо строгий ма-
ксимум. Випадок ∆ = 0 залишається сумнiвним. Вiн пiдлягає
додатковому дослiдженню з використанням означень екстре-
мумiв.
C Приклад 4.31. Дослiдити на екстремум функцiю

z = 5x2 + 2y2 + 2xy − 12x− 6y.

Необхiдна умова екстремуму{
z′x = 10x+ 2y − 12 = 0,
z′y = 4y + 2x− 6 = 0

⇔
{

5x+ y = 6,
2y + x = 3.

Розвязок M0(1; 1) цiєї системи i є точкою, пiдозрiлою на екс-
тремум. Другi похiднi:

z′′xx = 10, z′′xy = 2, z′′yy = 4.

Значення похiдних в пiдозрiлiй точцi

A = z′′xx(M0) = 10, B = z′′xy(M0) = 2, C = z′′yy(M0) = 4.

Визначник

∆ = AC −B2 = 10 · 4− 22 = 36 > 0.

Отже, пiдозра пiдтвердилась, i екстремум наявний. Оскiльки
A > 0, то цей екстремум є строгим мiнiмумом. Вiн дорiвнює

min z = z(M0) = 5 · 12 + 2 · 12 + 2 · 1 · 1− 12 · 1− 6 · 1 = −9.

Отже, M0(1; 1) – точка строгого мiнiмуму, який дорiвнює −9. B
C Приклад 4.32. Дослiдити на екстремум функцiю16

z = x3 + 3xy2 − 15x− 12y.

16Умову прикладу запозичено на веб-сторiнцi
https://math1.ru/education/funct_sev_var/extr2.html
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Необхiдна умова екстремуму:{
z′x = 3x2 + 3y2 − 15 = 0,
z′y = 6xy − 12 = 0

⇔
{
x2 + y2 = 5,
2xy = 4.

Додаючи та вiднiмаючи цi рiвняння, отримуємо:{
x2 + 2xy + y2 = 9,
x2 − 2xy + y2 = 1

⇔
{

(x+ y)2 = 9,
(x− y)2 = 1.

Враховуючи довiльнi сполучення знакiв при здобуваннi коре-
ня, отримуємо сукупнiсть чотирьох наступних систем:{

x+ y = 3,
x− y = 1;

{
x+ y = −3,
x− y = 1;

{
x+ y = 3,
x− y = −1;

{
x+ y = −3,
x− y = −1.

Цi системи знову можна розв’язати додаванням i вiднiманням
рiвнянь. Отримуємо чотири точки, пiдозрiлi на екстремум:

M1(2; 1), M2(−1;−2), M3(1; 2), M4(−2;−1).

На цьому перший етап дослiдження завершено.
Другi похiднi:

z′′xx = 6x, z′′xy = 6y, z′′yy = 6x.

На вiдмiну вiд попереднього прикладу, другi похiднi не ви-
явились сталими числами; вони залежать вiд координат точки
M(x; y). Тому числа A, B, C, ∆ можуть виявитись рiзними в
рiзних точках Mk, k = 1, 4. Отже, в рiзних точках, можливо,
буде прийнято рiзнi рiшення. З цiєї причини другий етап для
кожної пiдозрiлої точки необхiдно провести окремо.

1) В разi точки M1(2; 1) маємо:

A = z′′xx(M1) = 6 · 2 = 12,

B = z′′xy(M1) = 6 · 1 = 6,

C = z′′yy(M1) = 6 · 2 = 12,

∆ = AC −B2 = 12 · 12− 62 = 108 > 0.

Тому екстремум наявний. Оскiльки при цьому A > 0, то це –
строгий мiнiмум. Його значення

min z = z(M1) = 23 + 3 · 2 · 12 − 15 · 2− 12 · 1 = −28.
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2) В разi точки M2(−1;−2) маємо:

A = z′′xx(M2) = 6 · (−1) = −6,

B = z′′xy(M2) = 6 · (−2) = −12,

C = z′′yy(M2) = 6 · (−1) = −6,

∆ = AC −B2 = −6 · (−6)− (−12)2 = −108 < 0.

Отже, екстремуму немає; пiдозру спростовано.
3) В разi точки M3(1; 2) маємо:

A = z′′xx(M3) = 6 · 1 = 6,

B = z′′xy(M3) = 6 · 2 = 12,

C = z′′yy(M3) = 6 · 1 = 6,

∆ = AC −B2 = 6 · 6− 122 = −108 < 0.

Отже, екстремуму немає; пiдозру спростовано.
4) В разi точки M4(−2;−1) маємо:

A = z′′xx(M4) = 6 · (−2) = −12,

B = z′′xy(M4) = 6 · (−1) = −6,

C = z′′yy(M4) = 6 · (−2) = −12,

∆ = AC −B2 = −12 · (−12)− (−6)2 = 108 > 0.

Тому екстремум наявний. Оскiльки при цьому A < 0, то це –
строгий максимум. Його значення

max z = z(M4) = (−2)3 + 3·(−2)·(−1)2 − 15·(−2)− 12·(−1) = 28. B

Звернемось тепер до сумнiвних випадкiв ∆ = 0. В таких
випадках екстремум може бути як наявним, так i вiдсутнiм.
Встановити це можна з використанням означення екстремуму.
C Приклад 4.33. Нехай z = x6 + y4. Маємо:

z′x = 6x5, z′y = 4y3.

Необхiдна умова екстремуму{
6x5 = 0,
4y3 = 0

⇔
{
x = 0,
y = 0.
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Точка M0(0; 0) – пiдозрiла на екстремум. Маємо далi:

z′′xx = 30x4, A = z′′xx(M0) = 0;

z′′xy = 0, B = z′′xy(M0) = 0;

z′′yy = 12y2, C = z′′yy(M0) = 0.

Отже, ∆ = 0, i випадок є сумнiвним. Але за допомогою означе-
ння мiнiмуму пiдозра пiдтверджується: точка M0(0; 0) є точкою
строгого мiнiмуму. Справдi, z(M0) = 0, i z(M) > 0 (як сума пар-
них степенiв) для будь-якої точки M , яка не збiгається з точкою
M0.

Розглянемо також функцiю z = x6 − y4. Так само отрима-
ємо пiдозрiлу точку M0(0; 0) i встановимо сумнiвнiсть випад-
ку. Але цього разу пiдозра спростовується. Справдi, при русi
вздовж вектора

−−−−→
M0M1 {δ; 0} отримаємо z(M1) = δ6 > 0, а при

русi вздовж вектора
−−−−→
M0M2 {0; δ} – отримаємо z(M2) = −δ4 < 0.

Знаки приростiв z(M1)− z(M0) i z(M2)− z(M0) рiзнi, тому екс-
тремуму немає.

Зауважимо, в цьому прикладi d2z(M0) ≡ 0, тому ми навiть не
переходили вiд дослiдження знака приросту ∆z до дослiджен-
ня знака другого диференцiалу d2z(M0), оскiльки зараз це не
має сенсу. B
C Приклад 4.34. Розглянемо функцiю z = x6+y5. Аналогiчно,

пiдозрiла точка – M0(0; 0); випадок – сумнiвний. Оберемо рухи
−−−−→
M0M1 {0; δ} i

−−−−→
M0M2 {0;−δ}, δ > 0. Маємо:

z(M0) = 0, z(M1) = δ5 > 0, z(M2) = −δ5 < 0.

Знаки приростiв z(M1)− z(M0) i z(M2)− z(M0) рiзнi, тому екс-
тремуму немає. B

При дослiдженнi функцiї u(x, y, z) трьох змiнних на екстремум так само
формулюють необхiдну умову у виглядi du ≡ 0. Вважаючи dx, dy, dz незале-
жними, отримують систему трьох рiвнянь:

u′x = 0,
u′y = 0,
u′z = 0.

Її розв’язки M0(x0, y0, z0) – пiдозрiлi точки. Для спростування або пiдтвер-
дження цiєї пiдозри переходять до другого етапу – дослiдження знаку другого
диференцiалу

d2z(M0) = z′′xx dx
2 + z′′yy dy

2 + z′′zz dz
2+

+2z′′xy dx dy + 2z′′yz dy dz + 2z′′zx dz dx
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(усi частиннi похiднi обчислено в точцi M0). Якщо вiн є знаковизначеним, то
наявний вiдповiдний строгий екстремум, а якщо напiввизначеним або не є
визначеним, то строгого екстремуму немає (у випадку напiввизначеностi мо-
же бути нестрогий екстремум). Механiзм такого дослiдження заснований на
критерiї Сильвестра i розглядається в курсi лiнiйної алгебри. Якщо за цим
критерiєм випадок стає сумнiвним, переходять до дослiдження знакiв дифе-
ренцiалiв вищих порядкiв штучними методами.

В разi функцiй довiльної кiлькостi змiнних дослiдження на екстремум вiд-
бувається в аналогiчний спосiб.

4.13 Умовнi екстремуми

4.13.1 Елементарнi вiдомостi

Розглянемо функцiю z = f(x, y). Поставимо задачу про знахо-
дження її екстремумiв за умови, яку задано додатковим рiвня-
нням ϕ(x, y) = 0. Це рiвняння називають рiвнянням зв’язку, а
вiдповiднi екстремуми називають умовними. Як i ранiше, точку
M0(x0, y0) називають точкою умовного мiнiмуму (максимуму),

якщо для точок M(x, y) з δ-околу точки M0 виконано нерiв-
нiсть f(M) > f(M0) (f(M) < f(M0) вiдповiдно). Але, на вiдмiну
вiд звичайних екстремумiв, останнi нерiвностi повиннi викону-
ватись не для усiх точок δ-околу, а лише для тих, координати
яких задовольняють рiвнянню зв’язку. Нехай графiком рiвнян-
ня ϕ(x, y) = 0 є деяка крива ` на плошинi Oxy. Оскiльки умову
ϕ(M) = 0 виконано, то M ∈ ` (це стосується в тому числi i то-
чки M0, тобто M0 ∈ ` також). Отже, тепер перевiрцi пiдлягать
лише «сусiднi» точки кривої `, якi потрапляють всередину кола
радiусом δ з центром в точцi M0, тобто лише точки дуги AB
(рис. 4.13).

Рiвняння ϕ(x, y) = 0 не мiстить z. Отже, якщо рухати криву ` паралельно
самiй собi вздовж осi Oz, то точки цiєї кривої будуть продовжувати задо-
вольняти умову ϕ(x, y) = 0. Тому можна сказати, що рiвняння зв’язку визна-
чає цилiндричну поверхню з твiрною, паралельною осi Oz. Наприклад, якщо
ϕ(x, y) = x2 + y2 − 1, то рiвняння ϕ = 0 визначає звичайний прямий круговий
цилiндр, вiссю якого є вiсь Oz. Перерiз цього цилiндру площиною z = 0 – коло
одиничного радiусу з центром в початку координат.

Нехай в результатi перетину цилiндру ϕ = 0 i поверхнi z(x, y) утворилась
деяка крива `′. Очевидно, її проекцiя на площину Oxy – це i є крива `. З одного
боку, крива `′ належить поверхнi z(x, y). Тому аплiката z кожної точки кривої
`′ є значенням дослiджуваної функцiї. З iншого боку, крива `′ належить цилiн-
дру ϕ = 0, тобто для кожної точки кривої `′ додаткову умову ϕ = 0 виконано.
Отже, задача про умовний екстремум набуває елементарного геометричного
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Рисунок 4.13 – Точка умовного екстремуму

сенсу: на просторовiй кривiй `′ потрiбно знайти точки з максимальною i мiнi-
мальною висотою z.

Важливо зауважити наступне. При рiзних умовах (при рi-
зних рiвняннях зв’язку) одна й та сама функцiя z(x, y) в однiй
i тiй самiй точцi M0(x0, y0) може або мати максимум, або мати
мiнiмум, або не мати екстремуму взагалi.
C Приклад 4.35. Розглянемо локальну поведiнку функцiї

z(x, y) = x2 − y2

в околi точки M0(0; 0).
Оберемо перше рiвняння зв’язку у виглядi ϕ1(x, y) = 0, де

ϕ1(x, y) = 2y−x. При цьому рiвняння кривої `1 набуває вигляду
y = 1

2x, i ми отримуємо z = 3
4x

2 > 0. Очевидно, функцiя z(x, y)
в точцi M0 досягає умовного мiнiмуму min z = z(M0) = 0 (за
умови ϕ1 = 0).

Оберемо друге рiвняння зв’язку (замiсть першого) у ви-
глядi ϕ2(x, y) = 0. Нехай тепер ϕ2(x, y) = y − 2x. При цьому
рiвняння кривої `2 набуває вигляду y = 2x, i z = −3x2 6 0.
Очевидно, отримуємо умовний максимум max z = z(M0) = 0 (за
умови ϕ2 = 0).

Оберемо третє рiвняння зв’язку у виглядi ϕ3(x, y) = 0. По-
кладемо ϕ3(x, y) = y− x. При цьому рiвняння кривої `3 набуває
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вигляду y = x, i z ≡ 0 (незалежно вiд x). За умови ϕ3 = 0 екс-
тремуму взагалi немає. Справдi, при порiвняннi з «сусiдньою»
точкою M1(δ, δ) маємо: z(M1) = z(M0) = 0, i жодну з нерiвно-
стей означення умовного екстремуму не виконано. B

Умова ϕ(M) = 0 визначає неявну функцiю y = y(x). Якщо
вдається отримати її явний вигляд, то його можна пiдставити
до виразу для z. Тодi дослiджувана функцiя перетворюється на
функцiю однiєї змiнної:

z(x) = f(x, y(x)).

Алгоритм її дослiдження на екстремуми вже вiдомий.
C Приклад 4.36. Функцiю z = x2 + y2 дослiдити на умовний

екстремум за умови x+ y = 2.
З умови маємо: y = 2 − x. Тодi дослiджувана функцiя пере-

творюється на функцiю однiєї змiнної:

z(x) = x2 + (2− x)2 = 2x2 − 4x+ 4.

Критичнi точки знаходимо з рiвняння z′ = 0:

4x− 4 = 0, x0 = 1.

Друга похiдна z′′ = 4 > 0. Функцiя є опуклою донизу, отже ми
знайшли точку мiнiмуму (втiм, i так очевидно, що квадратична
парабола вiтками догори має єдиний мiнiмум). З умови маємо:
y0 = 2− x0 = 1. Остаточно, M0(1; 1) – точка умовного мiнiмуму.
Його значення min z = z(M0) = 12 + 12 = 2.

Зауважимо, абсолютного мiнiмуму, рiвного нулю, функцiя
z = x2 + y2, очевидно, досягає в точцi M1(0; 0). Але координати
цiєї точки не задовольняють умову x+ y = 2. B

В багатьох випадках з умови ϕ(x, y) = 0 не вдається явно ви-
разити y через x. Тому наша мета – сформувати альтернатив-
ний алгоритм пошуку умовного екстремуму, не користуючись
явним виглядом y(x).

Ми шукаємо екстремум функцiї однiєї змiнної z(x). Тому
скористаємось необхiдною умовою екстремуму dz

dx = 0, або за
формулою (4.13):

∂z

∂x
+
∂z

∂y
· dy
dx

= 0.
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Тут частиннi похiднi обчислено в шуканiй точцi M0. Тому, до-
множаючи на dx, можна написати також

∂z

∂x

∣∣∣∣
M0

dx+
∂z

∂y

∣∣∣∣
M0

dy = 0. (4.15)

Формально це рiвняння виглядає як звичайна необхiдна умова
dz(M0) = 0. Але ранiше dx i dy були незалежними, i для її ви-
конання потрiбно було прирiвняти до нуля множники при dx
i при dy окремо. Це слугувало джерелом виникнення системи
двох рiвнянь: {

z′x = 0,
z′y = 0

(4.16)

для пошуку пiдозрiлої точки. Тепер це не так, оскiльки dx i dy
пов’язанi спiввiдношенням dϕ = 0:

∂ϕ

∂x

∣∣∣∣
M0

dx+
∂ϕ

∂y

∣∣∣∣
M0

dy = 0. (4.17)

Це спiввiдношення природно назвати диференцiальною фор-
мою рiвняння зв’язку.

Якщо ϕ′y 6= 0 (ми продовжуємо вважати, що усi частиннi
похiднi обчислено в шуканiй точцi M0, але бiльше не пiдкре-
слюємо цього), то dy = −ϕ

′
x

ϕ′y
dx. Пiдставляючи це до (4.15), отри-

муємо: (
z′x − z′y ·

ϕ′x
ϕ′y

)
dx = 0,

(
z′xϕ

′
y − z′yϕ′x

)
dx = 0.

Тут залишається лише одна незалежна змiнна – dx. Тому остан-
нє рiвняння слугує джерелом виникнення тiльки одного рiвня-
ння системи для знаходження шуканої точки. Приєднуючи до
нього рiвняння зв’язку, отримуємо:{

z′xϕ
′
y − z′yϕ′x = 0,

ϕ(x, y) = 0.
(4.18)

Тепер для знаходження шуканої точки потрiбно розв’язувати
цю систему замiсть системи (4.16). Звичайно, i розв’язок її буде
iншим.

Зауважимо, перше рiвняння системи (4.18) можна отрима-
ти i без обмеження ϕ′y 6= 0. Утворимо вектор

−→
d` = {dx; dy}. Тодi
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рiвняння (4.15) набуває вигляду grad z ·
−→
d` = 0, а рiвняння (4.17) –

вигляду gradϕ ·
−→
d` = 0. Але тепер вектор

−→
d` має не довiльний

напрямок, а напрямок дотичної до кривої ϕ = 0 в точцi M0. То-
му тепер вектор grad z не зобов’язаний бути нульовим; вiн (як i
вектор gradϕ) лише повинен бути перпендикулярним вектору
−→
d`. Тодi вектори grad z i gradϕ колiнеарнi, i grad z × gradϕ =

−→
0 .

Маємо:

grad z × gradϕ =

∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

z′x z′y 0
ϕ′x ϕ′y 0

∣∣∣∣∣∣ =
−→
0 .

Розкриваючи цей визначник, отримуємо:

0 · −→i + 0 · −→j + (z′xϕ
′
y − z′yϕ′x)

−→
k =

−→
0 ,

звiдки i випливає перше рiвняння системи (4.18).
Нехай систему (4.18) розв’язано. Її розв’язок – точка17 M0,

яка i є пiдозрiлою на умовний екстремум. На цьому перший
етап дослiдження завершено.

Систему (4.18) слiд вважати лише необхiдною (але не до-
статньою!) умовою умовного екстремуму, оскiльки в точцi M0

екстремуму може i не бути. Тому переходимо до другого етапу.
Для остаточного з’ясування питання дослiдимо рiзницю

∆z = dz(M0) +
1

2
d2z(M0) + o(ρ2), ρ = |M0M | .

Але тепер слiд враховувати, що dy не є незалежною змiнною,
тобто вектор

−→
d` має не довiльний напрямок. При цьому:

dz(M0) = z′x(M0) dx+ z′y(M0) dy = grad z|M0
·
−→
d` = 0.

Ще раз наголосимо: рiвнiсть dz(M0) = 0 виконується не за ра-
хунок того, що grad z|M0

=
−→
0 (тобто z′x = z′y = 0), як це мало

мiсце в разi звичайного екстремуму. Причина в iншому: зв’я-
зок (4.17) мiж dx i dy змушує вектор

−→
d` бути перпендикулярним

до вектора grad z|M0
.

Отже, тепер ∆z = 1
2d

2z(M0)+o(ρ2). Тодi (якщо нехтувати ма-
лими вищих порядкiв) величини ∆z i d2z(M0) мають однаковий

17Якщо таких точок декiлька, то подальший аналiз провадять для кожної з
них, взятої окремо.
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знак. Якщо вiн зберiгається, то виникає умовний екстремум.
Маємо:

d2z(M0) = z′′xx(M0) dx2 + 2z′′xy(M0) dx dy + z′′yy(M0) dy2.

Сюди треба пiдставити dy, виражений через dx з рiвняння
(4.17). Отримаємо: d2z(M0) = C dx2. Якщо C > 0, то M0 – точка
умовного мiнiмуму, а якщо C < 0 – умовного максимуму. Ви-
падок C = 0 є сумнiвним; вiн пiдлягає бiльш тонкому аналiзу. В
цьому разi дослiджують збереження знакiв вищих диференцiа-
лiв з урахуванням зв’язку (4.17) мiж dx i dy. Тепер дослiдження
на умовний екстремум остаточно завершено.

4.13.2 Метод Лагранжа

В попередньому пiдпунктi величини dx i dy були нерiвноправ-
ними: dx ми вважали незалежною змiнною, а dy – залежною.
Iнодi це може бути незручним. Лагранж запропонував метод,
при якому dx i dy виглядають як рiвноправнi. Цей метод нази-
вають методом множникiв Лагранжа. Розглянемо його.

Домножимо рiвняння (4.17) на деякий (поки що невизначе-
ний) множник λ. Результат додамо до рiвняння (4.15). Групую-
чи доданки при dx i dy, отримуємо:(

∂z

∂x
+ λ

∂ϕ

∂x

)
dx+

(
∂z

∂y
+ λ

∂ϕ

∂y

)
dy = 0.

Тут dy – залежна змiнна. Щоб вилучити її з подальших мiрку-
вань, пiдберемо λ так, щоб множник при dy став рiвним нулю:

∂z

∂y
+ λ

∂ϕ

∂y
= 0.

Тодi (через незалежнiсть dx) отримаємо:

∂z

∂x
+ λ

∂ϕ

∂x
= 0.

Оскiльки нам потрiбно перевiряти не усi точки δ-околу, а лише
тi, якi належать кривiй `, то до двох отриманих рiвнянь потрi-
бно ще приєднати рiвняння зв’язку ϕ = 0, яке i визначає цю
криву. Отримуємо систему:

∂z
∂x + λ∂ϕ∂x = 0;
∂z
∂y + λ∂ϕ∂y = 0;

ϕ(x, y) = 0.

(4.19)
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Зауважимо, якщо з перших двох рiвнянь виключити λ, то за-
лишиться система, яка точно збiгається з системою (4.18).

Нехай тепер розв’язком системи (4.19) є точка N0(x0, y0, λ0).
Залишається формально вiдкинути третю координату λ0, i ми
отримаємо таку саму пiдозрiлу точку M0(x0, y0), яку i потрiбно
було отримати при розв’язуваннi системи (4.18).

Утворимо допомiжну функцiю трьох незалежних змiнних
(її називають функцiєю Лагранжа):

L(x, y, λ) = z(x, y) + λϕ(x, y).

Спробуємо знайти звичайний екстремум функцiї L, формаль-
но вважаючи змiннi x, y, λ незалежними. З необхiдної умови
екстремуму

dL = L′x dx+ L′y dy + L′λ dλ = 0

через незалежнiсть диференцiалiв dx, dy, dλ випливає система
рiвнянь 

L′x = z′x + λϕ′x = 0,
L′y = z′y + λϕ′y = 0,
L′λ = ϕ = 0.

Як бачимо, отримана система точно збiгається з (4.19). Але те-
пер при знаходженнi похiдних L′x, L

′
y, L

′
λ все виглядає так, нiби

величини x, y, λ є незалежними.
Отже, шукати точку M0(x0, y0), пiдозрiлу на умовний екс-

тремум функцiї z(x, y) за умови ϕ(x, y) = 0 – це те саме, що
шукати точку N0(x0, y0, λ0), пiдозрiлу на звичайний екстремум
функцiї L(x, y, λ), i потiм вiдкидати третю координату λ0. Тому
побудова функцiї L(x, y, λ) – це просто штучний мнемонiчний
прийом, який дозволяє зручно складати систему (4.19) для зна-
ходження пiдозрiлої точки M0.

Тепер настає другий етап, коли пiдозру стосовно точки M0

потрiбно спростувати або пiдтвердити. Для цього достатньо до-
слiдити знак другого диференцiалу

d2L = L′′xx dx
2 + 2L′′xy dx dy + L′′yy dy

2.

Зауваження 1. При обчисленнi d2L вважають, що значен-
ня λ є сталим i таким, що виникає при розв’язуваннi системи
(4.19). Тому dλ = 0, i другий диференцiал d2L знаходять саме в

наведеному виглядi, а не як d2L =
(
dx · ∂∂x + dy · ∂∂y + dλ · ∂∂λ

)2

L.
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Зауваження 2. При обчисленнi d2L враховують диференцi-
альну форму (4.17) рiвняння зв’язку, тому результат виникає у
виглядi d2L = C dx2 (або d2L = C dy2). Якщо C > 0, то M0 – то-
чка умовного мiнiмуму, а якщо C < 0 – умовного максимуму.
Випадок C = 0 є сумнiвним. В цьому разi дослiджують збе-
реження знакiв вищих диференцiалiв (також з урахуванням
зв’язку (4.17) мiж dx i dy).
C Приклад 4.37. Функцiю z = x2 + y2 дослiдити на умовний

екстремум методом множникiв Лагранжа за умови x+ y = 2.
Утворимо функцiю ϕ(x, y) = x+ y − 2. Тодi умова подається

рiвнянням ϕ(x, y) = 0. Функцiя Лагранжа

L(x, y, λ) = z(x, y) + λϕ(x, y) = x2 + y2 + λ(x+ y − 2).

Необхiдна умова екстремуму
L′x = 2x+ λ = 0,
L′y = 2y + λ = 0,
L′λ = x+ y − 2 = 0.

Додамо першi два рiвняння: 2(x+y)+2λ = 0. Оскiльки x+y = 2,
одержуємо: 2 · 2 + 2λ = 0, λ = −2. Тодi з перших двох рiвнянь
x = −λ2 = 1, y = −λ2 = 1. Отже, розв’язком системи є впоряд-
кована трiйка чисел N0(1; 1;−2). Вiдкидаючи третю координа-
ту, знаходимо точку M0(1; 1), пiдозрiлу на умовний екстремум.
Маємо:

L′′xx = 2, L′′xx|M0
= 2;

L′′xy = 0, L′′xy
∣∣
M0

= 0;

L′′yy = 2, L′′yy
∣∣
M0

= 2.

Тодi d2L = 2 dx2 +2 dy2. В принципi, вже очевидно, що отримана
квадратична форма є додатно визначеною, i наявний умовний
мiнiмум. Проте, доведемо схему дослiдження до кiнця. Рiвня-
ння (4.17) набуває вигляду dϕ = dx + dy = 0, звiдки dy = −dx,
i d2L = 4 dx2 > 0, причому рiвнiсть досягається лише при dx =
= 0. Отже, пiдозра пiдтвердилась; маємо умовний мiнiмум. Вiн
дорiвнює min z = z(M0) = z(1; 1) = 12 + 12 = 2. B
C Приклад 4.38. Функцiю z = 1−x−y дослiдити на умовний

екстремум методом множникiв Лагранжа за умови x2 + y2 = 2.
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Утворимо функцiю ϕ(x, y) = x2 +y2−2. Тодi умова подається
рiвнянням ϕ(x, y) = 0. Функцiя Лагранжа

L(x, y, λ) = z(x, y) + λϕ(x, y) = 1− x− y + λ(x2 + y2 − 2).

Необхiдна умова екстремуму
L′x = −1 + 2λx = 0,
L′y = −1 + 2λy = 0,
L′λ = x2 + y2 − 2 = 0.

З перших двох рiвнянь: x = y = 1
2λ . Третє рiвняння набуває

вигляду
(

1
2λ

)2
+
(

1
2λ

)2 − 2 = 0, звiдки λ1 = 1
2 , λ2 = − 1

2 . Тодi
x1 = 1 i y1 = 1, або x2 = −1 i y2 = −1. Отже, розв’язком си-
стеми є множина двох впорядкованих трiйок чисел N1

(
1; 1; 1

2

)
,

N2

(
−1;−1;− 1

2

)
. Вiдкидаючи третю координату, знаходимо то-

чки M1(1; 1) i M2(−1;−1), пiдозрiлi на умовний екстремум. Ма-
ємо:

L′′xx = 2λ, L′′xy = 0, L′′yy = 2λ.

Дослiдимо точку M1(1; 1):

L′′xx|M1
= 2λ1 = 1, L′′xy

∣∣
M1

= 0, L′′yy
∣∣
M1

= 2λ1 = 1.

Тодi d2L = dx2+dy2. Рiвняння (4.17) набуває вигляду dϕ = 2x dx+
+2y dy = 0, звiдки dy = −xy dx. При пiдстановцi точки M1 маємо:
dy = −dx, i d2L = 2 dx2 > 0, причому рiвнiсть досягається ли-
ше при dx = 0. Отже, пiдозра пiдтвердилась; маємо умовний
мiнiмум. Вiн дорiвнює min z = z(M1) = z(1; 1) = 1− 1− 1 = −1.

Дослiдимо точку M2(−1;−1):

L′′xx|M2
= 2λ2 = −1, L′′xy

∣∣
M2

= 0, L′′yy
∣∣
M2

= 2λ2 = −1.

Тодi d2L = −dx2 − dy2. Диференцiювання умови ϕ веде до того
самого результату dy = −xy dx. При пiдстановцi точки M2 знову
одержуємо dy = −dx, i d2L = −2 dx2 6 0, причому рiвнiсть
досягається лише при dx = 0. Отже, пiдозра пiдтвердилась;
маємо умовний максимум. Вiн дорiвнює

max z = z(M2) = z(−1;−1) = 1− (−1)− (−1) = 1. B
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4.13.3 Метод Лагранжа (загальний випадок)

Метод множникiв Лагранжа може бути застосований також у бiльш загально-
му випадку. Нехай дослiджувана функцiя залежить вiд (n + m) змiнних, i до
неї приєднано m рiвнянь зв’язку. Система рiвнянь зв’язку робить залежними
m змiнних вiд решти n змiнних. Тому природно першi n змiнних вважати не-
залежними (i позначати xi), а решту m змiнних – залежними (i позначати yk).
Отже, зручно ввести позначення

z = z(x1, x2, · · · , xn; y1, y2, · · · , ym).

Додатковi умови визначаються системою рiвнянь зв’язку:
ϕ1(x1, x2, · · · , xn; y1, y2, · · · , ym) = 0,
ϕ2(x1, x2, · · · , xn; y1, y2, · · · , ym) = 0,

· · ·
ϕm(x1, x2, · · · , xn; y1, y2, · · · , ym) = 0.

Необхiдною умовою екстремуму є рiвнiсть dz = 0. Маємо:

dz =
(
z′x1

dx1 + z′x2
dx2 + · · ·+ z′xn dxn

)
+

+
(
z′y1

dy1 + z′y2
dy2 + · · ·+ z′ym dym

)
=

n∑
i=1

z′xi dxi +
m∑
k=1

z′yk dyk.

Якби усi аргументи xi, yk були незалежними, для виконання цiєї умови було б
достатньо прирiвняти нулю множник при кожному диференцiалi, тобто кожну
частинну похiдну функцiї z. Але тут мiститься m диференцiалiв залежних
аргументiв dyk. Iдея, як i ранiше, полягає в тому, щоб позбавитись їх.

Продиференцiюємо кожне рiвняння зв’язку:

dϕj =

n∑
i=1

∂ϕj

∂xi
dxi +

m∑
k=1

∂ϕj

∂yk
dyk = 0, j = 1;m.

Усi такi рiвняння утворюють систему лiнiйних рiнянь, з якої можна знайти m
виразiв для dyk. Кожен такий вираз, очевидно, є лiнiйною комбiнацiєю дифе-
ренцiалiв dxk. Коефiцiєнти кожної такої лiнiйної комбiнацiї – частиннi похiднi
функцiй ϕj . Пiдставляючи вирази для dyk до dz i групуючи доданки з мно-
жниками при однакових диференцiалах dxi, приходимо до рiвняння вигляду:

A1 dx1 +A2 dx2 + · · ·+An dxn = 0.

Тут кожний коефiцiєнт Ai є лiнiйною комбiнацiєю частинних похiдних фун-
кцiй z i ϕj . Тепер в останньому рiвняннi мiстяться тiльки незалежнi диферен-
цiали dxi, тому воно слугує джерелом виникнення n рiвнянь вигляду Ai = 0.
Приєднуючи до них m рiвнянь зв’язку, отримують систему з (n+m) рiвнянь.
Нехай її розв’язок – точка

M0(x01, x02, · · · , x0n; y01, y02, · · · , y0m).

Вона i є пiдозрiлою на умовний екстремум. В цiй точцi dz(M0) = 0 (при ви-
користаннi виразiв для dyk через dxi). Тому розглядають другий диференцiал.
До нього також пiдставляють вирази для усiх залежних диференцiалiв dyk.
Утворюється квадратична форма для n незалежних диференцiалiв dxi. Її зна-
косталiсть (встановлена, наприклад, за критерiєм Сильвестра), i є достатньою
умовою умовного екстремуму в точцi M0.
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Практично виключення залежних змiнних dyk провадять в наступний спо-
сiб. Оскiльки dz = 0 i dϕj = 0, то

dz + λ1 dϕ1 + λ2 dϕ2 + · · ·+ λm dϕm = 0,

dz +

m∑
j=1

λj dϕj = 0 (4.20)

при довiльних множниках λj (це i є множники Лагранжа). Пiдставимо сюди
вирази для dz i dϕj . Попередньо маємо:

m∑
j=1

λj dϕj =

m∑
j=1

λj

(
n∑
i=1

∂ϕj

∂xi
dxi +

m∑
k=1

∂ϕj

∂yk
dyk

)
=

=
m∑
j=1

λj

n∑
i=1

∂ϕj

∂xi
dxi +

m∑
j=1

λj

m∑
k=1

∂ϕj

∂yk
dyk =

=
n∑
i=1

m∑
j=1

λj
∂ϕj

∂xi
dxi +

m∑
k=1

m∑
j=1

λj
∂ϕj

∂yk
dyk.

Тодi умова (4.20) набуває вигляду:
n∑
i=1

z′xi dxi +
m∑
k=1

z′yk dyk+

+
n∑
i=1

m∑
j=1

λj
∂ϕj

∂xi
dxi +

m∑
k=1

m∑
j=1

λj
∂ϕj

∂yk
dyk = 0.

Групуючи доданки при однакових диференцiалах dxi i dyk, отримуємо:

n∑
i=1

z′xi +

m∑
j=1

λj
∂ϕj

∂xi


︸ ︷︷ ︸

=0

dxi +

m∑
k=1

z′yk +

m∑
j=1

λj
∂ϕj

∂yk


︸ ︷︷ ︸

=0

dyk = 0.

Для виключення залежних змiнних dyk залишається пiдiбрати такi значення
λj , за яких множник при кожному диференцiалi dyk буде рiвним нулю (факти-
чно достатньо розв’язати систему лiнiйних рiвнянь вiдносно λj ). Пiсля цього
рiвняння буде мiстити лише незалежнi змiннi dxi, отже, воно буде слугувати
джерелом виникнення n рiвнянь. Тодi маємо систему:

z′xi +
m∑
j=1

λj
∂ϕj
∂xi

= 0, i = 1, n;

z′yk +
m∑
j=1

λj
∂ϕj
∂yk

= 0, k = 1,m.

Ця система зараз є неповною: вона мiстить (n+m) рiвнянь i (n+2m) невiдомих
(n штук невiдомих xi, m штук невiдомих yk i m штук невiдомих λj ). Тому до
отриманих рiвнянь ще потрiбно приєднати m рiвнянь зв’язку. Маємо:

z′xi +
m∑
j=1

λj
∂ϕj
∂xi

= 0, i = 1, n;

z′yk +
m∑
j=1

λj
∂ϕj
∂yk

= 0, k = 1,m;

ϕj = 0, j = 1,m.

(4.21)

255



Виводити таку систему кожного разу або запам’ятовувати її дуже незру-
чно. В той же час мнемонiчний спосiб вiдтворення такої системи полягає в
утвореннi функцiї Лагранжа i дослiдженнi її на звичайний екстремум. Прийме-
мо функцiю Лагранжа у виглядi:

L(x1, x2, · · · , xn; y1, y2, · · · , ym;λ1, λ2, · · · , λm) = z +

m∑
j=1

λjϕj .

Тут
z = z(x1, x2, · · · , xn; y1, y2, · · · , ym);

ϕj = ϕj(x1, x2, · · · , xn; y1, y2, · · · , ym), j = 1,m.

За всiма множниками λj функцiя L є лiнiйною. Необхiдна умова звичайного
екстремуму функцiї L має вигляд dL ≡ 0,

L′x1
dx1 + L′x2

dx2 + · · ·+ L′xn dxn+

+L′y1
dy1 + L′y2

dy2 + · · ·+ L′ym dym+

+L′λ1
dλ1 + L′λ2

dλ2 + · · ·+ L′λm dλm ≡ 0.

Зараз ми домовляємось дослiджувати функцiю L на звичайний екстремум.
Тому змiннi xi, yk, λj формально вважаємо незалежними. Отже, тотожнiсть
dL ≡ 0 слугує джерелом виникнення (n+ 2m) рiвнянь:

L′xi = 0, i = 1, n;

L′yk = 0, k = 1,m;

L′λj = 0, j = 1,m.

Якщо врахувати вигляд функцiї L, то ця система в точностi збiгається з систе-
мою (4.21). Але вигляд

L = z + λ1ϕ1 + λ2ϕ2 + · · ·+ λmϕm

функцiї Лагранжа запам’ятати набагато простiше порiвняно з цiєю системою.
Нехай систему (4.21) розв’язано. Її розв’язок

N0(x01, x02, · · · , x0n; y01, y02, · · · , y0m;λ01, λ02, · · ·λ0m)

i є точкою, пiдозрiлою на звичайний екстремум функцiї L. Вiдкидаючи зайвi
координати λj , отримуємо точку

M0(x01, x02, · · · , x0n; y01, y02, · · · , y0m),

яка i є пiдозрiлою на умовний екстремум функцiї z. Як ми вже вказували,
dz(M0) 6= 0, але dz(M0) = 0 при використаннi залежностей усiх диференцiа-
лiв dyk вiд усiх диференцiалiв dxi. Тому для пiдтвердження або спростування
пiдозри про умовний екстремум залишається дослiдити знак другого диферен-
цiалу d2L(M0), який перетворюється на квадратичну форму n змiнних dxi.

Зауважимо, коли умов на одну менше, нiж аргументiв досдiджуваної фун-
кцiї (n = 1), то вона перетворюється на функцiю однiєї змiнної, i навiть не
потрiбно залучати уявлення про квадратичну форму.
C Приклад 4.39.18 Дослiдити на умовний екстремум функцiю u(x, y, z) =

= xy + yz за умов x2 + y2 = 2, y + z = 2. Обмежитись випадком x > 0, y > 0,
z > 0.

18Приклад запозичено з книги: Демидович Б.П. Сборник задач и упражне-
ний по математическому анализу: Учеб. пособие для вузов. – 10-е изд., испр. –
М. : Наука, 1990. – 624 с.

256



Утворимо функцiї ϕ1 = x2 + y2 − 2, ϕ2 = y + z − 2. Тодi умови мають
вигляд ϕ1 = 0, ϕ2 = 0. Отже, маємо випадок m = 2 (кiлькiсть умов), n+m = 3
(кiлькiсть аргументiв функцiї u). Функцiя Лагранжа:

L(x; y, z;λ1, λ2) = u+ λ1ϕ1 + λ2ϕ2 =

= xy + yz + λ1

(
x2 + y2 − 2

)
+ λ2 (y + z − 2) .

Необхiдна умова екстремуму функцiї L:
L′x = y + 2λ1x = 0,
L′y = x+ z + 2λ1y + λ2 = 0,
L′z = y + λ2 = 0,
L′λ1

= x2 + y2 − 2 = 0,

L′λ2
= y + z − 2 = 0.

Розв’яжемо цю систему методом послiдовного виключення невiдомих. Виклю-
чимо λ2 за допомогою третього рiвняння: λ2 = −y. Решта рiвнянь набуває
вигляду: 

y + 2λ1x = 0,
x+ z + 2λ1y − y = 0,
x2 + y2 − 2 = 0,
y + z − 2 = 0.

Виключимо z за допомогою четвертого рiвняння: z = 2 − y. Решта рiвнянь
набуває вигляду:  y + 2λ1x = 0,

x+ 2 + 2λ1y − 2y = 0,
x2 + y2 − 2 = 0.

Виключимо y за допомогою першого рiвняння: y = −2λ1x. Решта рiвнянь на-
буває вигляду: {

x+ 2− 4λ2
1x+ 4λ1x = 0,

x2 + 4λ2
1x

2 − 2 = 0.

Виключимо x за допомогою першого рiвняння: x = 2
4λ2

1−4λ1−1
. Останнє рiвня-

ння набуває вигляду:

x2
(
1 + 4λ2

1

)
= 2,

4
(
1 + 4λ2

1

)(
4λ2

1 − 4λ1 − 1
)2 = 2, 2

(
1 + 4λ2

1

)
=
(
4λ2

1 − 4λ1 − 1
)2
.

Тимчасово позначимо t = 2λ1. Маємо:

2
(
1 + t2

)
=
(
t2 − 2t− 1

)2
,

2 + 2t2 = t4 − 2t2 (2t+ 1) + 4t2 + 4t+ 1,

t4 − 4t3 + 4t− 1 = 0,
(
t4 − 1

)
− 4t

(
t2 − 1

)
= 0,(

t2 + 1
) (
t2 − 1

)
− 4t

(
t2 − 1

)
= 0,

(
t2 − 4t+ 1

) (
t2 − 1

)
= 0.

Отримали коренi t1,2 = 4±
√

12
2

= 2±
√

3; t3,4 = ±1.

У випадку коренiв t1,2 маємо: λ1 = t
2

= 2±
√

3
2

. Тодi

x =
2

4λ2
1 − 4λ1 − 1

∣∣∣∣
λ1= 2±

√
3

2

=
2(

2±
√

3
)2
− 2

(
2±
√

3
)
− 1

=
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=
2

4± 4
√

3 + 3− 4∓ 2
√

3− 1
=

2

±2
√

3 + 2
.

При виборi знаку «мiнус» отримаємо: x < 0, що протирiчить умовi задачi. При
виборi знаку «плюс» отримаємо: λ1 > 0, x > 0. Але тодi з формули y = −2λ1x
випливає y < 0, що також протирiчить умовi задачi.

У випадку кореня t3 = 1 маємо: λ1 = t
2

= 1
2
. Тодi

x =
2

4λ2
1 − 4λ1 − 1

∣∣∣∣
λ1= 1

2

=
2

1− 2− 1
= −1 < 0,

що знову протирiчить умовi задачi.
Нарештi, у випадку кореня t4 = −1 маємо: λ1 = t

2
= − 1

2
. Тодi

x =
2

4λ2
1 − 4λ1 − 1

∣∣∣∣
λ1=− 1

2

=
2

1 + 2− 1
= 1.

Тодi y = −2λ1x = −2 ·
(
− 1

2

)
· 1 = 1, z = 2 − y = 2 − 1 = 1, λ2 = −y = −1.

Отримали критичну точку функцiї L(x; y, z;λ1, λ2):

N0(x0; y0, z0;λ01, λ02) = N0

(
1; 1, 1;−

1

2
,−1

)
.

Вiдкидаючи множники Лагранжа, отримуємо точку M0(1, 1, 1), пiдозрiлу на
умовний екстремум функцiї u(x, y, z).

З використанням знайдених значень λ1, λ2 маємо:
L′x = y − x,
L′y = x+ z − y − 1,
L′z = y − 1.

Тодi другi похiднi: 

L′′xx = −1,
L′′yy = −1,
L′′zz = 0,
L′′xy = 1,
L′′yz = 1,
L′′zx = 0.

Нам «пощастило», що цi похiднi виявились константами. В загальному випадку
сюди потрiбно пiдставляти координати точки M0(1; 1; 1). Другий диференцiал
функцiї Лагранжа в точцi M0 дорiвнює

d2L = L′′xx dx
2 + L′′yy dy

2 + L′′zz dz
2 + 2L′′xy dx dy + 2L′′yz dy dz + 2L′′zx dz dx =

= −dx2 − dy2 + 2 dx dy + 2 dy dz.

Але серед трьох диференцiалiв dx, dy, dz лише один є незалежним. Решту
виразимо з рiвнянь зв’язку. Маємо: dϕ1 = 0, dϕ2 = 0,{

∂ϕ1
∂x

dx+ ∂ϕ1
∂y

dy + ∂ϕ1
∂z

dz = 0,
∂ϕ2
∂x

dx+ ∂ϕ2
∂y

dy + ∂ϕ2
∂z

dz = 0
⇒
{

2x dx+ 2y dy = 0,
dy + dz = 0.

В точцi M0(1, 1, 1) маємо: {
2 dx+ 2 dy = 0,
dy + dz = 0.

Звiдси dy = −dx, dz = dx. Тодi

d2L = −dx2 − dx2 − 2 dx2 − 2 dx2 = −6 dx2 6 0,

причому рiвнiсть досягається лише при dx = 0. Отже, M0 – точка умовного
максимуму. Вiн дорiвнює maxu = u(M0) = 1 · 1 + 1 · 1 = 2. B
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4.14 Найбiльше i найменше

значення функцiї в областi

В цьому пунктi будемо мати на увазi замкнену область. Так на-
зивають множину, яка утворюється при об’єднаннi точок обла-
стi i точок її границi. Наприклад, нерiвнiсть x2 + y2 < 1 задає
незамкнену область у формi кола одиничного радiусу з цен-
тром в початку координат, а нерiвнiсть x2 + y2 6 1 вже задає
замкнену область, включаючи точки кола x2 + y2 = 1.

Задачу сформулюємо в наступний спосiб: знайти найбiльше
i найменше значення функцiї z = f(x, y) в замкненiй областi D.

Цю задачу для функцiї однiєї змiнної ми розв’язували в
п. 3.7. Для функцiй багатьох змiнних умови iснування розв’яз-
ку також подаються теоремами К. Вейєрштрасса. Перша тео-
рема Вейєрштрасса стверджує: якщо функцiя f(M) визначена
i неперервна в деякiй замкненiй областi, то вона обмежена,
тобто iснують числа a, A такi, що для довiльної точки M ∈ D
виконано нерiвнiсть a 6 f(M) 6 A. За допомогою цiєї теореми
можна довести другу теорему Вейєрштрасса, яка стверджує:
якщо функцiя f(M) визначена i неперервна в деякiй замкненiй
областi, то вона досягає в цiй областi найбiльшого i найменшо-
го значень.

Практичнi дiї схожi на алгоритм пошуку найбiльшого i най-
меншого значень функцiї f(x) однiєї змiнної на даному iнтер-
валi x ∈ [a; b]. А саме, найбiльшого i найменшого значень фун-
кцiя двох змiнних може досягати або в стацiонарних точках
всерединi областi, або на границi областi. Тому, по-перше, з
рiвняння dz = 0 (тобто з системи рiвнянь z′x = 0, z′y = 0) знахо-
дять точки Mk(xk, yk), пiдозрiлi на екстремум, i вiдкидають тi з
них, якi не потрапили анi всередину областi, анi на її границю.
В рештi точок обчислюють значення zk = z(Mk) i додають їх
до порiвняння. (Як i у випадку функцiй однiєї змiнної, з’ясову-
вати, чи досягається екстремум в цих точках, потреби немає).
По-друге, перебирають усi точки границi областi. У випадку
функцiї однiєї змiнної було лише двi граничних точки: кiнцi iн-
тервалу x = a i x = b. Тепер їх нескiнченно багато. Нехай грани-
цю областi задано рiвнянням19 y = ϕ(x). Тодi для точок границi

19Границя областi може бути заданою рiвнянням x = ψ(y), або параметрично
системою рiвнянь x = x(t), y = y(t). В будь-якому разi, переходячи вiд областi
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дослiджувана функцiя перетворюється на функцiю однiєї змiн-
ної z(x) = f(x, ϕ(x)), i задача зводиться до вже вiдомої. Якщо
границя областi є складною, її можна розбивати на окремi дi-
лянки (задаватись рiзним виглядом функцiї y = ϕ(x)). Пiдозрi-
лi точки, знайденi при дослiдженнi границi, також вносять до
«списку пiдозрюваних». Остаточну вiдповiдь знаходять, порiв-
нюючи значення функцiї z = f(x, y) в усiх пiдозрiлих точках
областi i її границi.

Може знайтись точка M0(x0, y0), яка потрапить до «списку
пiдозрюваних» з рiзних причин. Наприклад, як пiдозрювана
на екстремум функцiї z = f(x, y) i одночасно як гранична то-
чка чергової дiлянки границi. Звичайно, обчислювати значення
функцiї z = f(x0, y0) (i в подальшому порiвнювати його з iнши-
ми значеннями) достатньо лише один раз.
C Приклад 4.40. Знайти найменше i найбiльше значення

функцiї z = 2y3 + 1
12x

2 − 6y2 − xy + x + 6y в областi в формi
трикутника ABC з вершинами в точках A(0; 0), B(0; 2), C(6; 0).

Точки, пiдозрюванi на екстремум, знайдемо з необхiдної
умови екстремуму:{

z′x = 1
6x− y + 1 = 0,

z′y = 6y2 − 12y − x+ 6 = 0.

З першого рiвняння маємо: x = 6(y − 1). Тодi друге рiвняння
набуває вигляду:

6y2 − 12y − 6(y − 1) + 6 = 0, y2 − 3y + 2 = 0.

Його коренi y1 = 1, y2 = 2. Вiдповiдно x1 = 6(y1 − 1) = 0, x2 =
= 6(y2 − 1) = 6. Знайшли точки M1(0; 1), M2(6; 2). Точку M2

вiдкидаємо як таку, що не належить областi трикутника ABC
(рис. 4.14). В точцi M1 маємо:

z(M1) = z(0; 1) = 2 · 13 +
1

12
· 02 − 6 · 12 − 0 · 1 + 0 + 6 · 1 = 2.

Точка M1 – перша в «списку пiдозрюваних».
Дослiдимо точки границi на дiлянках AB, AC, BC окремо.

до її границi, ми зменшуємо кiлькiсть змiнних на одиницю, тобто знову зво-
димо дослiджувану функцiю до функцiї однiєї змiнної: z(y) = f(ψ(y), y) або
z(t) = f(x(t), y(t)) вiдповiдно.
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Рисунок 4.14 – До прикладу 4.40

На дiлянцi AB маємо: x = 0, y ∈ [0; 2]. Функцiя z(x, y) пере-
творюється на функцiю одного аргументу: z(y) = 2y3− 6y2 + 6y.
До «списку пiдозрюваних» додамо критичнi точки функцiї z(y)
на iнтервалi y ∈ [0; 2], а також кiнцi цього iнтервалу. Критична
точка виникає з рiвняння dz

dy = 0. Маємо: 6y2−12y+6 = 0, звiдки
y = 1. Це вiдповiдає точцi M1, яку до порiвняння вже додано.
Крiм того, за рахунок кiнцiв iнтервалу y = 0, y = 2 до «списку
пiдозрюваних» включаємо також точки A i B. Маємо:

z(A) = z(0; 0) = 0, z(B) = z(0; 2) = 4.

На дiлянцi AC маємо: x ∈ [0; 6], y = 0. Функцiя z(x, y) пе-
ретворюється на функцiю одного аргументу: z(x) = x2

12 + x. До
«списку пiдозрюваних» додамо критичнi точки функцiї z(x) на
iнтервалi x ∈ [0; 6], а також кiнцi цього iнтервалу. Критична то-
чка виникає з рiвняння dz

dx = 0. Маємо: x6 + 1 = 0, звiдки x = −6.
Ця точка не потрапляє на iнтервал x ∈ [0; 6]; її потрiбно вiд-
кинути. Залишається до «списку пiдозрюваних» додати кiнцi
iнтервалу: точку A (при x = 0) i точку C (при x = 6). Але точка
A в цьому списку вже є. Додамо лише точку C. Маємо:

z(C) = z(6; 0) = 9.

Розглянемо дiлянку BC. Рiвняння прямої BC «у вiдрiзках»:
x
6 + y

2 = 1, звiдки x = 6 − 3y, причому y ∈ [0; 2]. Функцiя z(x, y)
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знову перетворюється на функцiю одного аргументу. Пiдстав-
ляючи вираз x = 6 − 3y до виразу для дослiджуваної функцiї,
отримуємо:

z(y) = 2y3 +
1

12
(6− 3y)2 − 6y2 − (6− 3y)y + (6− 3y) + 6y.

Зводимо подiбнi:

z(y) = 2y3 − 9

4
y2 − 6y + 9.

Зараз має сенс перевiрити правильнiсть зведення подiбних.
Значення y = 2 вiдповiдає точцi B. Маємо:

z(2) = 2 · 23 − 9

4
· 22 − 6 · 2 + 9 = 16− 9− 12 + 9 = 4 = z(B).

Значення y = 0 вiдповiдає точцi C. Маємо:

z(0) = 2 · 03 − 9

4
· 02 − 6 · 0 + 9 = 9 = z(C).

Кiнцям iнтервалу y ∈ [0; 2] вiдповiдають точки B i C. Але їх
до «списку пiдозрюваних» вже долучено. Залишається знайти
критичну точку з рiвняння dz

dy = 0. Маємо: 6y2 − 9
2y − 6 = 0,

4y2 − 3y − 4 = 0, звiдки y = 3±
√

73
8 . При виборi знаку «мiнус»

отримуємо вiд’ємне значення. Воно не потрапляє на iнтервал
y ∈ [0; 2]; його потрiбно вiдкинути. Тодi y = 3+

√
73

8 ≈ 1,44 ∈ [0; 2].

Вiдповiдна абсциса x = 6 − 3y = 39−3
√

73
8 . Отримали пiдозрiлу

точку P
(

39−3
√

73
8 ; 3+

√
73

8

)
. Для неї

z(P ) = z

(
39− 3

√
73

8
;

3 +
√

73

8

)
=

837− 73
√

73

128
≈ 1,67.

Складання «списку пiдозрюваних» завершено. Тепер доста-
тньо серед значень z(M1), z(A), z(B), z(C), z(P ) обрати най-
бiльше i найменше. Остаточна вiдповiдь: найменше значення
дослiджуваної функцiї z(x, y) в трикутнiй областi ABC дорiв-
нює нулю i досягається в точцi A(0; 0), а найбiльше – дорiвнює
9 i досягається в точцi C(6; 0).

Зауважимо, в типових ситуацiях точки, стацiонарнi за пер-
шим диференцiалом dz (в нащому випадку – точка M1) зазви-
чай потрапляють всередину областi, а не на її границю. I навiть
в цьому разi немає потреби iдентифiкувати їх (встановлювати,
чи є вони точками екстремуму, i якого саме). B
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4.15 Питання для перевiрки

1. Що таке функцiя багатьох змiнних? Наведiть приклади.

2. Чому функцiю багатьох змiнних називають функцiєю то-
чки? Як розумiють термiн «точка» в цьому контекстi?

3. Що таке область визначення функцiї двох змiнних? На-
ведiть приклади.

4. Яка геометрична вiдмiннiсть областей визначення фун-
кцiй двох i трьох змiнних?

5. Як може виглядати «графiк» функцiї двох змiнних? Якi
ще є сучаснi можливостi графiчного подання функцiй ба-
гатьох змiнних?

6. Що таке iзолiнiя (лiнiя рiвня)?

7. Що таке δ-окiл точки M0 у багатовимiрному просторi?

8. Нехай M0 – точка у тривимiрному просторi. Яку форму
має δ-окiл точки M0?

9. Що таке границя функцiї багатьох змiнних в точцi?

10. Нехай задано функцiю двох змiнних i точку M0. Чи пра-
вильно казати: якщо iснує подвiйна границя функцiї в то-
чцi, то iснує i повторна границя?

11. Нехай задано функцiю двох змiнних i точку M0. Чи пра-
вильно казати: якщо iснує повторна границя функцiї в
точцi, то iснує i подвiйна границя?

12. Яку функцiю багатьох змiнних називають неперервною в
данiй точцi?

13. Сформулюйте означення частинних похiдних. Якими сим-
волами можут бути позначенi частиннi похiднi?

14. Як виглядає рiвняння нормалi до поверхнi z = f(x, y) в
данiй точцi?

15. Як виглядає рiвняння площини, дотичної до поверхнi z =
= f(x, y) в данiй точцi?
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16. Що називають диференцiалом функцiї двох змiнних?

17. Як обчислюють диференцiал функцiї двох змiнних?

18. В чому полягає геометричний змiст диференцiалу функцiї
двох змiнних?

19. Що таке функцiя двох змiнних, диференцiйовна в точцi?

20. Чи правильно казати: якщо функцiя двох змiнних є дифе-
ренцiйовною в точцi, то iснують її частиннi похiднi в цiй
точцi?

21. Чи правильно казати: якщо iснують частиннi похiднi фун-
кцiї двох змiнних в точцi, то вона є диференцiйовною в
цiй точцi?

22. Що таке похiдна функцiї двох змiнних за напрямком да-
ного вектора?

23. Як практично обчислити похiдну функцiї двох змiнних за
напрямком даного вектора, якщо вiдомi її частиннi похiднi
i напрямнi косинуси даного вектора?

24. Що таке набла? Якi операцiї позначає цей символ?

25. Що таке градiєнт?

26. Як практично обчислити похiдну функцiї двох змiнних
за напрямком даного вектора, якщо вiдомi її градiєнт i
координати даного вектора?

27. Куди спрямований вектор градiєнту?

28. Який змiст модуля вектора градiєнту?

29. Нехай задано функцiю двох змiнних. Як визначити на-
прямок дотичної до лiнiї рiвня в данiй точцi?

30. Нехай функцiю однiєї змiнної y = y(x) задано неявно рiв-
нянням F (x, y) = 0. За якою формулою знаходять похiдну
dy
dx з використанням частинних похiдних функцiї F?

31. Нехай функцiю двох змiнних z = z(x, y) задано неявно
рiвнянням F (x, y, z) = 0. За якими формулами знаходять
частиннi похiднi ∂z

∂x , ∂z
∂y з використанням частинних похi-

дних функцiї F?
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32. Нехай z = z(x(t), y(t)) – складна функцiя однiєї змiнної t.
За якою формулою знаходять похiдну dz

dt з використанням
частинних похiдних z′x, z

′
y?

33. Нехай z = z(x, y(x)) – складна функцiя однiєї змiнної x. За
якою формулою знаходять похiдну dz

dx з використанням
частинних похiдних ∂z

∂x , ∂z∂y?

34. Нехай z = z(u(x, y), v(x, y)) – складна функцiя двох змiн-
них x, y. За якими формулами знаходять частиннi похiднi
∂z
∂x , ∂z∂y?

35. Що таке частиннi похiднi вищих порядкiв?

36. Що таке мiшанi частиннi похiднi?

37. Нехай u = u(x, y, z) – функцiя трьох змiнних, диференцi-
йовна достатню кiлькiсть разiв. Скiльки рiзних мiшаних
частинних похiдних другого порядку вона має?

38. За яких умов друга мiшана частинна похiдна функцiї двох
змiнних не залежить вiд порядку диференцiювання?

39. За якими формулами обчислюють диференцiали вищих
порядкiв функцiї двох змiнних? Проведiть аналогiю з бi-
номом Ньютона.

40. За якими формулами обчислюють вищi диференцiали ви-
щих порядкiв функцiї трьох змiнних?

41. Як виглядає формула Тейлора функцiї двох змiнних? За-
пишiть явний вигляд доданкiв першого, другого i третього
порядкiв.

42. Що таке точка локального мiнiмуму? Що таке локальний
мiнiмум?

43. Що таке точка локального максимуму? Що таке локаль-
ний максимум?

44. З яких двох етапiв складається дослiдження функцiї ба-
гатьох змiнних на екстремум?

45. В чому полягає необхiдна умова екстремуму функцiї ба-
гатьох змiнних?
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46. Чи є правильним твердження: якщо диференцiал функцiї
багатьох змiнних в деякiй точцi тотожно дорiвнює нулю,
то в цiй точцi досягається екстремум?

47. Чи є правильним твердження: якщо в деякiй точцi дифе-
ренцiйовна функцiя багатьох змiнних досягає екстрему-
му, то диференцiал функцiї в цiй точцi тотожно дорiвнює
нулю?

48. Як спростувати або пiдтвердити пiдозру про екстремум
функцiї двох змiнних в критичнiй точцi?

49. Як спростувати або пiдтвердити пiдозру про екстремум
функцiї трьох змiнних в критичнiй точцi?

50. Що таке умовний екстремум? Для яких точок δ-околу пi-
дозрiлої точки M0 мають бути виконанi нерiвностi озна-
чення умовного екстремуму?

51. В яких випадках при дослiдженнi функцiї двох змiнних
на умовний екстремум можна обiйтись без функцiї Ла-
гранжа?

52. Як складають функцiю Лагранжа при дослiдженнi фун-
кцiї двох змiнних на умовний екстремум?

53. Як виглядає необхiдна умова умовного екстремуму? Чим
вона вiдрiзняється вiд необхiдної умови екстремуму?

54. Як спростувати або пiдтвердити пiдозру про умовний екс-
тремум функцiї двох змiнних?

55. Сформулюйте першу i другу теореми Вейєрштрасса, на
яких базується знаходження найбiльшого i найменшого
значень функцiї багатьох змiнних в данiй областi.

56. Опишiть порядок практичних дiй при знаходженнi най-
бiльшого i найменшого значень функцiї багатьох змiнних
в данiй областi.
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5 IНДИВIДУАЛЬНI

ЗАВДАННЯ

«При вивченнi наук
задачi кориснiшi за правила».

I. Ньютон

5.1 Границi. Функцiї однiєї змiнної

В задачах 1-7 правило Лопiталя не використовувати.

Задача 1. Обчислити границю послiдовностi.
В-1. а) lim

n→∞
2n

2n+1 ; б) lim
n→∞

2n2

2n+1 ; в) lim
n→∞

2n
2n3+1 .

В-2. а) lim
n→∞

4n2+5n
2n2+1 ; б) lim

n→∞
4n3+5n
2n2+1 ; в) lim

n→∞
4n2+5n
2n4+1 .

В-3. а) lim
n→∞

1−3n
3+2n ; б) lim

n→∞
1−3n3

3+2n ; в) lim
n→∞

1−3n
3+2n2 .

В-4. а) lim
n→∞

2n+n3

5−n3 ; б) lim
n→∞

2n+n4

5−n3 ; в) lim
n→∞

2n+n2

5−n3 .

В-5. а) lim
n→∞

2n2−3n+5
3+4n ; б) lim

n→∞
2n2−3n+5

3+4n3 ; в) lim
n→∞

2n2−3n+5
3+4n2 .

В-6. а) lim
n→∞

4n−n2

n+1 ; б) lim
n→∞

4n−n2

n3+1 ; в) lim
n→∞

4n−n2

n2+1 .

В-7. а) lim
n→∞

n2+n4

1+n2 ; б) lim
n→∞

n2+n4

1+n4 ; в) lim
n→∞

n2+n4

1+n5 .

В-8. а) lim
n→∞

2n3−4
n2+2n ; б) lim

n→∞
2n3−4
n3+2n ; в) lim

n→∞
2n3−4
n4+2n .

В-9. а) lim
n→∞

n2−2n5

8+n2 ; б) lim
n→∞

n2−2n5

8+n5 ; в) lim
n→∞

n2−2n5

8+n6 .

В-10. а) lim
n→∞

6n3+5
3n2+2n ; б) lim

n→∞
6n2+5

3n2+2n ; в) lim
n→∞

6n3+5
3n4+2n .

В-11. а) lim
n→∞

2n+1
3n2+2 ; б) lim

n→∞
2n+1
3n+2 ; в) lim

n→∞
2n2+1
3n+2 .

В-12. а) lim
n→∞

12n3+4n
3n3+1 ; б) lim

n→∞
12n3+4n
3n2+1 ; в) lim

n→∞
12n2+4n
3n3+1 .

В-13. а) lim
n→∞

n2+4n+4
n+4 ; б) lim

n→∞
n2+4n+4
n2+4 ; в) lim

n→∞
n2+4n+4
n3+4 .

В-14. а) lim
n→∞

3n4+2
n4+2n ; б) lim

n→∞
3n3+2
n4+2n ; в) lim

n→∞
3n4+2
n3+2n .

В-15. а) lim
n→∞

2n−n2

2+n2 ; б) lim
n→∞

2n−n2

2+n3 ; в) lim
n→∞

2n−n3

2+n2 .

Задача 2. Обчислити границю функцiї.

В-1. а) lim
x→2

x−2
x2−3x+2 ; б) lim

x→2

(x−2)2

x2−3x+2 ; в) lim
x→2

x−2
(x2−3x+2)3 .
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В-2. а) lim
x→1

x2+2x−3
x−1 ; б) lim

x→1

(x2+2x−3)
2

x−1 ; в) lim
x→1

(x2+2x−3)
2

(x−1)3 .

В-3. а) lim
x→3

x−3
x2−5x+6 ; б) lim

x→3

(x−3)2

x2−5x+6 ; в) lim
x→3

x−3
(x2−5x+6)2 .

В-4. а) lim
x→4

x2−16
x−4 ; б) lim

x→4

x2−16
(x−4)2 ; в) lim

x→4

(x2−16)
3

(x−4)2 .

В-5. а) lim
x→−1

x+1
x2−x−2 ; б) lim

x→−1

(x+1)3

x2−x−2 ; в) lim
x→−1

(x+1)3

(x2−x−2)4 .

В-6. а) lim
x→3

x2−7x+12
x−3 ; б) lim

x→3

(x2−7x+12)
2

x−3 ; в) lim
x→3

x2−7x+12
(x−3)2 .

В-7. а) lim
x→−2

x+2
x2+3x+2 ; б) lim

x→−2

(x+2)2

x2+3x+2 ; в) lim
x→−2

(x+2)2

(x2+3x+2)3 .

В-8. а) lim
x→1

x2−6x+5
x−1 ; б) lim

x→1

(x2−6x+5)
3

x−1 ; в) lim
x→1

x2−6x+5
(x−1)2 .

В-9. а) lim
x→2

x−2
x2−6x+8 ; б) lim

x→2

x−2
(x2−6x+8)2 ; в) lim

x→2

(x−2)2

x2−6x+8 .

В-10. а) lim
x→2

x2+x−6
x−2 ; б) lim

x→2

x2+x−6
(x−2)3 ; в) lim

x→2

(x2+x−6)
3

x−2 .

В-11. а) lim
x→1

x−1
x2+3x−4 ; б) lim

x→1

x−1
(x2+3x−4)2 ; в) lim

x→1

(x−1)3

(x2+3x−4)2 .

В-12. а) lim
x→2

x2+2x−8
x−2 ; б) lim

x→2

(x2+2x−8)
2

x−2 ; в) lim
x→2

x2+2x−8
(x−2)2 .

В-13. а) lim
x→−3

x+3
x2+4x+3 ; б) lim

x→−3

(x+3)2

x2+4x+3 ; в) lim
x→−3

x+3
(x2+4x+3)2 .

В-14. а) lim
x→−1

x+1
x2+6x+5 ; б) lim

x→−1

(x+1)2

x2+6x+5 ; в) lim
x→−1

x+1
(x2+6x+5)2 .

В-15. а) lim
x→5

x2−3x−10
x−5 ; б) lim

x→5

(x2−3x−10)
3

x−5 ; в) lim
x→5

x2−3x−10
(x−5)2 .

Задача 3. Обчислити границю функцiї.

В-1. lim
x→0

√
1+x−1
x . В-2. lim

x→3

√
1+x−2
x−3 . В-3. lim

x→2

√
1+4x−3
x−2 .

В-4. lim
x→1

x−1√
1+3x−2

. В-5. lim
x→1

√
x+8−3
x−1 . В-6. lim

x→−1

x+1√
x+5−2

.

В-7. lim
x→2

√
2x−2
x−2 . В-8. lim

x→4

x−4√
x+5−3

. В-9. lim
x→2

√
6x−3−3
x−2 .

В-10. lim
x→−1

√
3x+4−1
x+1 . В-11. lim

x→3

x−3√
x+1−2

. В-12. lim
x→−3

√
x+4−1
x+3 .

В-13. lim
x→0

√
x+4−2
x . В-14. lim

x→1

√
6x+19−5
x−1 . В-15. lim

x→2

√
5x+6−4
x−2 .

Задача 4. Обчислити границю функцiї.

В-1. lim
x→∞

(
x+1
x+2

)2x

. В-2. lim
x→∞

(
2x+3
2x+1

) x
2

. В-3. lim
x→∞

(
3x

3x−1

)x
.

В-4. lim
x→∞

(
x2

x2+1

)x2

. В-5. lim
x→∞

(
x−1
x+1

)3x

. В-6. lim
x→∞

(
3x+4

3x

) x
3 .
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В-7. lim
x→∞

(
x+2
x+5

)2x

. В-8. lim
x→∞

(
x3+1
x3

)x3

. В-9. lim
x→∞

(
3x

3x+1

) x
2

.

В-10. lim
x→∞

(
5x−7
5x+7

)x
. В-11. lim

x→∞

(
3−x
4−x

)2x

. В-12. lim
x→∞

(
x
x+2

)3x

.

В-13. lim
x→∞

(
2x+5
2x−5

)2x

. В-14. lim
x→∞

(
2−x
3−x

) x
4

. В-15. lim
x→∞

(
x4+2
x4+3

)x4

.

Задача 5. Обчислити границю функцiї.
В-1. lim

x→0

sin 2x−sin x
x . В-2. lim

x→1

x−1
sinπx . В-3. lim

x→π
sin 5x
tg 3x .

В-4. lim
x→0

1−cos x
x2 . В-5. lim

x→−2

tg πx
x+2 . В-6. lim

x→0

arcsin 2x
tg x .

В-7. lim
x→π

sin x
π−x . В-8. lim

x→π
4

1−sin 2x
(π−4x)2 . В-9. lim

x→π
cos x−cos 3x

tg2 2x .

В-10. lim
x→0

tg x−sin x
x3 . В-11. lim

x→0

x sin x
1−cos 2x . В-12. lim

x→1

x3−1
sin(x−1) .

В-13. lim
x→0

π−2 arccos x
x . В-14. lim

x→1

cos πx2
1−x . В-15. lim

x→π
6

1−2 sin x
6x−π .

Задача 6. Обчислити границю функцiї.
В-1. lim

x→0

e6x−1
tg 2x . В-2. lim

x→π
ex−eπ
sin x . В-3. lim

x→−1

ln(x+2)
x+1 .

В-4. lim
x→1

ln(2−x)
tg 3πx . В-5. lim

x→2

ln(x−1)
(x−1)8−1 . В-6. lim

x→3

ex−e3√
x+1−2

.

В-7. lim
x→0

x(ex−1)

ex2−1
. В-8. lim

x→0

6x ln(1+x)
1−cos 2x . В-9. lim

x→0

ex−e−x
2x−sin x .

В-10. lim
x→0

ex+e−x−2
x2 . В-11. lim

x→π
4

sin x−cos x
ln tg x . В-12. lim

x→0

esin 2x−esin x
sin x .

В-13. lim
x→0

ex−1
x+x2 . В-14. lim

x→0

ln(1+2x2)
x2−x3 . В-15. lim

x→0

ex
2
−1

ln(1+x2+x5) .

Задача 7. Обчислити границю функцiї.

В-1. а) lim
x→+∞

[(
x+ 1

x47

)48 − x48
]
; б) lim

x→+∞

[(
x+ 1

x47

)48 − x47
]
.

В-2. а) lim
x→+∞

(√
x4 + 2x2 − x2

)
; б) lim

x→+∞

(√
x4 + 2x2 − x3

)
.

В-3. а) lim
x→+∞

(√
e2x + 6ex − ex

)
; б) lim

x→+∞

(√
e3x + 6ex − ex

)
.

В-4. а) lim
x→+∞

(
3
√
x3 + 6x2 − x

)
; б) lim

x→+∞

(
3
√

2x3 + 6x2 − x
)
.

В-5. а) lim
x→+∞

(
ex+ 2

x − ex
)
; б) lim

x→+∞

(
e2x+ 2

x − ex
)
.

В-6. а) lim
x→+∞

[(
ex + e−4x

)5 − e5x
]
; б) lim

x→+∞

[(
ex + e−4x

)5 − e4x
]
.

В-7. а) lim
x→+∞

(
3
√
e3x + 12e2x − ex

)
; б) lim

x→+∞

(
3
√
e4x + 12e2x − ex

)
.

В-8. а) lim
x→+∞

(√
x6 + 8x3 − x3

)
; б) lim

x→+∞

(√
x6 + 8x3 − x4

)
.

В-9. а) lim
x→+∞

[(
x2 + 1

x8

)5 − x10
]
; б) lim

x→+∞

[(
x3 + 1

x8

)5 − x10
]
.
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В-10. а) lim
x→+∞

(
4
√
x8 + 12x6 − x2

)
; б) lim

x→+∞

(
4
√
x8 + 12x6 − x

)
.

В-11. а) lim
x→+∞

(
ex+3e−x − ex

)
; б) lim

x→+∞

(
ex+3e−x − ex

)
.

В-12. а) lim
x→+∞

(
5
√
x5 + 15x4 − x

)
; б) lim

x→+∞

(
5
√
x5 + 15x4 − x

)
.

В-13. а) lim
x→0

(
6
x −

12
2x+x2

)
; б) lim

x→0

(
6
x2 − 12

2x+x2

)
.

В-14. а) lim
x→+∞

(
8
√
x8 + 8x7 − x

)
; б) lim

x→+∞

(
8
√
x9 + 8x7 − x

)
.

В-15. а) lim
x→+∞

(
7
√
x14 − 21x12 − x2

)
; б) lim

x→+∞

(
7
√
x14 − 21x12 − x

)
.

Задача 8. Обчислити границю функцiї за правилом Лопiталя.
В-1. lim

x→0

sin2 x
1−cos x . В-2. lim

x→0

x3

sin x−tg x . В-3. lim
x→0

ex+e−x−2
x2 .

В-4. lim
x→0

arcsin 2x√
1+x−1

. В-5. lim
x→0

x3

x−sin x . В-6. lim
x→0

x2

x−ln(1+x) .

В-7. lim
x→0

x3

x−arctg x . В-8. lim
x→0

ex
2
−1

x sin x . В-9. lim
x→0

x2

1+ x
2−
√

1+x
.

В-10. lim
x→0

ln(1+x3)
tg x−x . В-11. lim

x→0

ln(1+3x2)
x2 . В-12. lim

x→0

x3

ex−e−x−2x .

В-13. lim
x→0

1−cos 4x
ln(1+x2) . В-14. lim

x→0

x3

arcsin x−x . В-15. lim
x→0

ex
2
+2 cos x−3
x3 .

Задача 9. Обчислити границю функцiї за правилом Лопiталя.

В-1. lim
x→0

ex
2
−1

1−cos 3x . В-2. lim
x→0

x−ln(1+x)
x2 . В-3. lim

x→0

x3

x−sin x .

В-4. lim
x→0

ln(1+x2)
ex−1−x . В-5. lim

x→0

ex−e−x−2x
x3 . В-6. lim

x→0

ex+e−x−2
x2 .

В-7. lim
x→0

tg x−x
x3 . В-8. lim

x→0

√
1+2x−1−x

x2 . В-9. lim
x→0

arcsin x−x
x3 .

В-10. lim
x→0

ex
2
−1

tg2 x . В-11. lim
x→0

√
(1+x)5−1− 5

2x

x2 . В-12. lim
x→0

√
1+2x2−1
x2 .

В-13. lim
x→0

1−cos 2x
x2+x5 . В-14. lim

x→0

tg x−sin x
x3 . В-15. lim

x→0

ex
2
−cos x

sin x2 .

Задача 10. Нехай x→ 0. Встановити порядок малостi нескiнчен-
но малої величини β(x) по вiдношенню до нескiнченно малої
величини α(x) = x.
В-1. β(x) = e2x2+3x3 − 1. В-2. β(x) = tg3 2x− x2.
В-3. β(x) = ln(1 + x3 − 5x2). В-4. β(x) = arctg(3x5 + 5x3).

В-5. β(x) = sin
(
x2 + 2

√
x5
)
. В-6. β(x) =

√
1 + x3 − x2 − 1.

В-7. β(x) =
(
1 + x2

)13 − 1. В-8. β(x) = ln
(
cos2 x

)
.

В-9. β(x) = ex+x
√
x − 1. В-10. ecos2 x − e.

В-11. β(x) =
(
x2 + 3x3

)13
. В-12. β(x) = tg

(
x3 − x2

)
.
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В-13. β(x) =
√

1− cosx. В-14. β(x) = 3
√

1 + 6x4 − 9x2.
В-15. β(x) =

√
ln (1 + x4).

Задача 11. Знайти похiдну функцiї y = f(x) в точцi x0.
В-1. а) y = ln(3x− 5), x0 = 2; б) y = sin

(
2x+ π

6

)
, x0 = π

12 .

В-2. а) y = ex
2−2x, x0 = 2; б) y = tg 2x, x0 = π

8 .
В-3. а) y = ln

(
x2 − 3

)
, x0 = 2; б) y = arcsin(2x+1), x0 = − 1

2 .

В-4. а) y =
cos(x2)√

π
, x0 =

√
π
2 ; б) y = ex

2−9, x0 = 3.

В-5. а) y = 2 ln
(
x2 − 3

2x
)
, x0 = 2; б) y = arctg(2x− 1), x0 = 1.

В-6. а) y = ex
3−x, x0 = 1; б) y =

sin(4x−π6 )
2
√

3
, x0 = 0.

В-7. а) y = 16 arcsin x
10 , x0 = 6; б) y = ln

(
2x3 − 1

)
, x0 = 1.

В-8. а) y = ex
4−1, x0 = 1; б) y = tg 2x2

√
2π

, x0 =
√

2π.

В-9. а) y = 3 ln
(
x2 − 8

3x
)
, x0 = 3; б) y = esin 2x, x0 = 0.

В-10. а) y = etg 3x, x0 = 0; б) y = ln(2x− 3), x0 = 2.
В-11. а) y = arctg

(
x2 + 3x

)
, x0 = 0; б) y = e1+x−cos x, x0 = 0.

В-12. а) y = 5
√
x2 + 9, x0 = 4; б) y = sin

(
2x+ π

3

)
, x0 = π

6 .
В-13. а) y = 2 ln

(
x2 + x

)
, x0 = 1; б) y = 18 3

√
2x+ 6, x0 = 1.

В-14. а) y = 6e
√

ln(x+ e), x0 = 0; б) y = esin(x−β), x0 = β.
В-15. а) y = 160 5

√
x+ 31, x0 = 1; б) y = arctg ln(x+ 1), x0 = 0.

Задача 12. Знайти похiдну заданої функцiї.
В-1. а) y = sin 2x · lnx; б) y = cos 2x

ex .
В-2. а) y =

√
x2 + 3x · e2x; б) y = tg x

arctg x .

В-3. а) y = cos
(
2x+ π

3

)
· ex2

; б) y = arcsin 2x
ln(x+1) .

В-4. а) y = arctg
√
x · esin x; б) y =

ln(x2+3x)
tg x .

В-5. а) y = ecos 2x · ln
√
x+ 1; б) y =

3
√
x

e2x .

В-6. а) y =
(
x3

3 + x2

2

)
· ex; б) y =

√
ln(2x+5)

cos 3x .

В-7. а) y = esin 2x · ln(2x− 5); б) y = arcsin 2x
x .

В-8. а) y = arctg x
3 · ln(3x+ 7); б) y = e2x+3

sin2 x
.

В-9. а) y = sin 3x · lnx; б) y = arctg 3x
e2x+7 .

В-10. а) y = cos
(
x− π

3

)
· esin 2x; б) y =

ln(x2+1)√
3x+1

.

В-11. а) y = arctg 1
x · e

3−x2

; б) y =
√

2x+4
sin x+cos x .

В-12. а) y = tg
(
2x− π

3

)
· ln(x− 2); б) y = ex

2+2x

arctg x .

В-13. а) y = cos 2x · ln(x+ 1); б) y = etg x
3
√
x+1

.
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В-14. а) y =
√
x2 + 4x · ln

(
x2 − 4x

)
; б) y = arcsin 2x

cos(x+π
6 )

.

В-15. а) y = e
√
x+3 · sin 2x; б) y =

ln(x3+x)
x2+1 .

Задача 13. Знайти похiдну показниково-степеневої функцiї, за-
стосовуючи логарифмiчне диференцiювання.

В-1. y = (sin 2x)
x. В-2. y = (cos 2x)

√
x. В-3. y = (arctg x)

x2

.
В-4. y = (lnx)

2x. В-5. y = (tg x)
ln x. В-6. y = (arctg x)

x.

В-7. y = xarctg x. В-8. y =
(
x2 + x

)x
. В-9. y = (x+

√
x)
x3

.

В-10. y = (x sinx)
x2

. В-11. y =
(
x2 lnx

)x
. В-12. y = (x+ 2)

cos x.
В-13. y =

(
x2 + 1

)x
. В-14. y = (arcsinx)

x. В-15. y = x(ex).

Задача 14. Знайти першу i другу похiднi функцiї, заданої па-
раметрично.

В-1.
{
x(t) = t+ ln t+ 5;
y(t) = t3 − t2. В-2.

{
x(t) = sin 2t;
y(t) = t2 + t.

В-3.
{
x(t) = t− 1

t ;
y(t) = ln(2t+ 1).

В-4.
{
x(t) = e3t;
y(t) = sin ln t.

В-5.
{
x(t) = tg t;
y(t) = t4 + 2t.

В-6.
{
x(t) = ecos t;
y(t) = t+ ln t.

В-7.
{
x(t) = t5 + t2;
y(t) = 2t+ cos t.

В-8.
{
x(t) = t3 − t;
y(t) = 1

1−t .

В-9.
{
x(t) =

√
t2 + 1;

y(t) = sin t+ tg t.
В-10.

{
x(t) = t6 − t3;
y(t) = arctg 2t.

В-11.
{
x(t) = cos

(
2t+ π

3

)
;

y(t) = e3t.
В-12.

{
x(t) = 2t− t5;
y(t) = ln

(
t2 + 1

)
.

В-13.
{
x(t) = t3 + 3t;
y(t) = arcsin 2t.

В-14.
{
x(t) = arctg(2t+ 1);
y(t) = t2 − sin t.

В-15.
{
x(t) = t3 + 2t;
y(t) = etg t.

Задача 15. В точцi M0(x0; y0) обчислити похiдну функцiї y(x),
заданої неявно.
В-1. x2 + 2xy + 2y2 + 4x+ 2y − 11 = 0, M0(1; 1).
В-2. x2 + 2xy + y2 + 4x+ y − 2 = 0, M0(0; 1).
В-3. 3x2 + xy + y2 + 3x+ 2y − 6 = 0, M0(1; 0).
В-4. 3x2 + xy − y2 + 3x+ 2y − 21 = 0, M0(2; 1).
В-5. 3x2 + xy − y2 + 4x+ 2y − 9 = 0, M0(1; 2).
В-6. 4x2 + xy + y2 + 2x+ 4y − 50 = 0, M0(3; 1).
В-7. 2x2 + xy + 3y2 + 3x+ y − 38 = 0, M0(1; 3).
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В-8. x2 + xy + 3y2 + 4x+ 2y − 51 = 0, M0(2; 3).
В-9. x2 + xy + 3y2 + x+ 3y − 36 = 0, M0(3; 2).
В-10. x2 + 4xy + 2y2 + 4x+ 2y + 3 = 0, M0(−1; 1).
В-11. 2x2 + 2xy + 2y2 + 4x+ 2y − 30 = 0, M0(3; 0).
В-12. x2 + 5xy + y2 + 4x+ 4y − 32 = 0, M0(0; 4).
В-13. x2 + 2xy + 2y2 + 2x+ 4y − 6 = 0, M0(0; 1).
В-14. 3x2 + 4xy + y2 + 2x− y − 34 = 0, M0(2; 2).
В-15. 2x2 + 2xy + y2 + 4x+ y − 38 = 0, M0(3; 1).

Задача 16. Обчислити в першому наближеннi та знайти вiдно-
сну похибку.
В-1.

√
4,12. В-2. (1,01)20. В-3. 3

√
8,12.

В-4.
√

67,2. В-5.
√

36,24. В-6. 2,023.
В-7. 4

√
82,08. В-8.

√
15,2. В-9. cos 0,2.

В-10. 1
π tg 3,6◦. В-11. 3

√
126,5. В-12.

√
50,4.

В-13. 5
√

33,6. В-14. 3
√

29,7. В-15. 10
√

1075,2.

Задача 17. Дослiдити функцiю i побудувати її графiк.
В-1. y = x

(1+x)2 . В-2. y = 1
x2+1 . В-3. y = x

x2−1 .

В-4. y = x+ 1
x . В-5. y = x− 1

x . В-6. y = 1
x2−2x .

В-7. y = 2x− 1
x2 . В-8. y = e−x

2

. В-9. y = xex.
В-10. y = x2ex. В-11. y = x lnx. В-12. y = x3−2x2 +x.
В-13. y = 1

x2−6x+8 . В-14. y = ex + e−x. В-15. y = ex

x .

Задача 18.

В-1. Всередину даного кола вписати прямокутник найбiль-
шої площi. Яку частину площi кола складає площа цього пря-
мокутника?

В-2. Всередину даної кулi вписати конус найбiльшого об’єму.
Яку частину об’єму кулi складає об’єм цього конуса?

В-3. Всередину даного прямокутного трикутника вписати
прямокутник найбiльшої площi так, щоб його сумiжнi сторо-
ни належали катетам. Яку частину площi трикутника складає
площа цього прямокутника?

В-4. Всередину даної кулi вписати цилiндр, який має най-
бiльший об’єм. Яку частину об’єму кулi складає об’єм цього
цилiндра?

В-5. На постаментi висотою H стоїть пам’ятник висотою H .
На якiй вiдстанi вiд постаменту повинен знаходитись спостерi-
гач, щоб бачити пам’ятник пiд найбiльшим кутом? Спостере-

273



ження ведеться з поверхнi землi. У вiдповiдi надати вiдношення
знайденої вiдстанi до H .

В-6. Навколо кулi радiуса r описати конус з найменшою
площею бiчної поверхнi.

В-7. Навколо кулi радiуса r описати правильну чотирикутну
пiрамiду найменшого об’єму.

В-8. Вiдомо, що мiцнiсть брусу з прямокутним поперечним
перерiзом пропорцiональна до ширини перерiзу i до квадрату
висоти перерiзу. Знайти розмiри брусу найбiльшої мiцностi,
який можна вирiзати з колоди радiусом R.

В-9. Потрiбно виготовити закритий цилiндричний бак об’є-
мом 16π м3. Знайти радiус i висоту бака, якщо на його виготов-
лення витрачається найменша кiлькiсть матерiалу.

В-10. Потрiбно виготовити конiчну воронку з твiрною L. Зна-
йти висоту воронки, якщо її об’єм є найбiльшим.

В-11. Дрiт опором R розрiзають на два шматки. Знайти опiр
кожного шматка, якщо при їх паралельному з’єднаннi утворю-
ється найбiльший опiр.

В-12. Знайти найменшу вiдстань мiж точковим предметом i
його дiйсним зображенням, утворюваним у збиральнiй лiнзi з
фокусною вiдстанню F . Предмет знаходиться на оптичнiй осi.

В-13. З дерева виготовили прямокутний паралелепiпед з ква-
дратною основою. Знайти розмiри паралелепiпеда, якщо на йо-
го фарбування витрачається найменша кiлькiсть фарби. Об’єм
паралелепiпеда дорiвнює V .

В-14. Серед усiх рiвнобедрених трикутникiв з периметром
2p знайти той, що має найбiльшу площу. У вiдповiдi надати
добуток усiх трьох сторiн.

В-15. Всередину даного пiвкола вписати прямокутник най-
бiльшої площi. Яку частину площi пiвкола складає площа цього
прямокутника?

Задача 19. Заданий многочлен f(x) розкласти за степенями
двочлена (x− x0).
В-1. f(x) = 4− 10x+ 18x2 − 12x3 + 3x4, x0 = 1.
В-2. f(x) = 21− 36x+ 25x2 − 8x3 + x4, x0 = 2.
В-3. f(x) = 7 + 17x+ 21x2 + 11x3 + 2x4, x0 = −1.
В-4. f(x) = 2 + 12x+ 19x2 + 8x3 + x4, x0 = −2.
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В-5. f(x) = −2− 4x+ 18x2 − 16x3 + 4x4, x0 = 1.
В-6. f(x) = 3 + 27x+ 27x2 + 9x3 + x4, x0 = −3.
В-7. f(x) = 3− 3x+ 9x2 − 5x3 + x4, x0 = 1.
В-8. f(x) = 9− 6x+ 7x2 − 4x3 + x4, x0 = 1.
В-9. f(x) = 6 + 10x+ 13x2 + 8x3 + 2x4, x0 = −1.
В-10. f(x) = 5− 3x+ 6x2 − 4x3 + x4, x0 = 1.
В-11. f(x) = 3− 8x+ 12x2 − 6x3 + x4, x0 = 2.
В-12. f(x) = 42 + 68x+ 42x2 + 11x3 + x4, x0 = −2.
В-13. f(x) = −25 + 18x2 − 8x3 + x4, x0 = 3.
В-14. f(x) = 28 + 60x+ 47x2 + 16x3 + 2x4, x0 = −2.
В-15. f(x) = 17− 30x+ 24x2 − 8x3 + x4, x0 = 2.

5.2 Функцiї багатьох змiнних

Задача 1. Знайти та зобразити на координатнiй площинi Oxy
область визначення заданої функцiї двох змiнних.
В-1. f(x, y) =

√
y − x2 +

√
x+ 2− y.

В-2. f(x, y) = ln
(
4(x+ y − 1)− x2 − y2

)
.

В-3. f(x, y) =
√
|x|+ |y| − 2.

В-4. f(x, y) = ln
(
x2 + y2 − 25

)
+
√

18− (x− 7)2 − y2.

В-5. f(x, y) = arcsin x2+y2+1
26 +

√
16y − 3x2.

В-6. f(x, y) = ln (2
√
x− y) +

√
y − x.

В-7. f(x, y) = arccos y−x−4
2 ·

√
y − x2.

В-8. f(x, y) =
√

25− (x− 5)2 − y2 + ln (|x− 5| − 3).
В-9. f(x, y) = ln

(
4x− x2 − y2

)
· arccos

(
x+y

2 − 1
)
.

В-10. f(x, y) =
√
y − |x|+ arcsin x2+y2

8 .
В-11. f(x, y) = arccos

(
4x
π − 1

)
+
√
y − sinx.

В-12. f(x, y) =
√
y − ex · ln(x+ y − 1).

В-13. f(x, y) =
√
x− y2 − 1 ·

√
29− x2 − y2.

В-14. f(x, y) = ln
(
4− x2 − y2

)
−
√
x+ y − 4.

В-15. f(x, y) =
√

4− x− y2 · ln(x+ y − 2).

Задача 2. Задано функцiю z = f(x, y) двох змiнних i точку
M0(x0, y0). Обчислити рiзницю f ′x(M0)− f ′y(M0).

В-1. z = xyx, M0(1; e). В-2. z = 5y
√
x2 + y2, M0(3; 4).

В-3. z = x3y2, M0(1; 1). В-4. z = 26 arctg
(
x+ y2

)
, M0(1; 2).

В-5. z = sin x
y , M0(0; 1). В-6. z = 4

√
x2 + xy, M0(1; 3).
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В-7. z = 9xy
x+y , M0(1; 2). В-8. z = 3 ln

(
x2 − y2

)
, M0(2; 1).

В-9. z = x2

y2+1 , M0(1; 0). В-10. z = x2y + 2
√
xy, M0(1; 1).

В-11. z = 2(x−y)
x+y , M0(1; 1). В-12. z =

√
x2 + y3, M0(1; 0).

В-13. z = ex
2−y2

, M0(1;−1). В-14. z = 6 ln
(
2x+ 3

√
y
)
, M0(0; 1).

В-15. z = x3

y2 , M0(1; 1).

Задача 3. Задано функцiю z = f(x, y) двох змiнних i точку
M0(x0, y0). Побудувати рiвняння дотичної площини i нормалi
до поверхнi z = f(x, y) у вiдповiднiй точцi N0(x0, y0, z0).
В-1. z = x2y3, M0(1; 1). В-2. z = ln

(
x2 + 2xy

)
, M0(1; 0).

В-3. z = xey−x, M0(1; 1). В-4. z = 3
√
x2 − y2, M0(5; 4).

В-5. z = 2x
y2+1 , M0(1; 0). В-6. z = arctg

(
x2 − y

)
, M0(2; 4).

В-7. z = y cos yx , M0(1; 0). В-8. z = 1
2

(
x
y −

y
x

)
, M0(1; 1).

В-9. z = x2y+1
xy2+1 , M0(1; 0). В-10. z = ln

(
x2 − y

)
, M0(2; 3).

В-11. z = x2+y
xy , M0(1; 1). В-12. z =

(
x2 + 2xy

)3
, M0(−1; 1).

В-13. z = 4xy
x+y , M0(1; 1). В-14. z = x2 + yx, M0(−1; 1).

В-15. z = 2
√
xy, M0(1; 4).

Задача 4. Знайти диференцiал функцiї z = f(x, y) двох змiн-
них.
В-1. z = ln

(
2x2 + 3y3

)
. В-2. z = xyx. В-3. z = sin(xy).

В-4. z = arctg(2x+ 3y). В-5. z = e
y
x . В-6. z = ln x2+1

y .

В-7. z = sin
(
x2 + y3

)
. В-8. z = cos xy . В-9. z = x2+1

y2+1 .

В-10. z = cos
(
y3 − x2

)
. В-11. z = y2x. В-12. z =

√
x4 + y6.

В-13. z = e2x sin 3y. В-14. z = x3y5. В-15. z = tg 3x
2y+1 .

Задача 5. Функцiю z = f(x, y) задано неявно. Обчислити її ча-
стиннi похiднi в точцi M0(1; 1).
В-1. 3x2 − 2xy + y2 + z3 + z − 4 = 0.
В-2. 4x2 − 4xy + 2y2 + z3 + z − 4 = 0.
В-3. 5x2 − 6xy + 3y2 + z3 + z − 4 = 0.
В-4. 6x2 − 8xy + 4y2 + z3 + z − 4 = 0.
В-5. x2 + 2xy − y2 + z3 + z − 4 = 0.
В-6. 4xy − 2y2 + z3 + z − 4 = 0.
В-7. −x2 + 6xy − 3y2 + z3 + z − 4 = 0.
В-8. −2x2 + 8xy − 4y2 + z3 + z − 4 = 0.
В-9. 7x2 − 6xy + y2 + z3 + z − 4 = 0.
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В-10. 8x2 − 8xy + 2y2 + z3 + z − 4 = 0.
В-11. 9x2 − 6xy − y2 + z3 + z − 4 = 0.
В-12. 8x2 − 4xy − 2y2 + z3 + z − 4 = 0.
В-13. 7x2 − 2xy − 3y2 + z3 + z − 4 = 0.
В-14. 6x2 − 4y2 + z3 + z − 4 = 0.
В-15. 5x2 + 2xy − 5y2 + z3 + z − 4 = 0.

Задача 6. Обчислити похiдну функцiї z = f(x, y) в точцi M0 за
напрямком вектора

−→
` .

В-1. z = 10x2y − 5xy3, M0(3; 1),
−→
` = {−3; 4}.

В-2. z = 5xex−y, M0(2; 2),
−→
` = {4; 3}.

В-3. z = y sin (xy), M0(0; 5),
−→
` {3;−4}.

В-4. z = ln
(
x2 − y

)5
, M0(1; 0),

−→
` {3; 4}.

В-5. z = 10
√

6x2 − 2y, M0(1; 1),
−→
` {−3;−4}.

В-6. z =
(
x2 + xy − y2

)5
, M0(1; 1),

−→
` {3;−4}.

В-7. z = 5 tg y
x , M0(3; 0),

−→
` {4; 3}.

В-8. z = 5 arcsin(2x− y), M0(2; 4),
−→
` {4;−3}.

В-9. z = 5 arctg
(
x2 − 3y

)
, M0(3; 3),

−→
` {3; 4}.

В-10. z = 5xyx, M0(1; 1),
−→
` {−3; 4}.

В-11. z = x2

y2+1 , M0(5; 0),
−→
` {3;−4}.

В-12. z = 10x
y + 15y

x , M0(1; 1),
−→
` {−3; 4}.

В-13. z = 13x2y3, M0(1; 1),
−→
` {−5; 12}.

В-14. z =
(
x3 + 2xy − 2y2

)13
, M0(1; 1),

−→
` {5; 12}.

В-15. z = ln
(
x2 + 2xy − 4

)13
, M0(1; 2),

−→
` {5;−12}.

Задача 7. За умови попередньої задачi знайти напрямний ве-
ктор дотичної до лiнiї рiвня в точцi M0.

Задача 8. Дослiдити задану функцiю на екстремуми.
В-1. z = 2x3 − 6x2 + 1

12y
2 − xy + 6x+ y.

В-2. z = 2x3 + 1
12y

2 − xy − 6x+ y.
В-3. z = 2x3 + 1

12y
2 − xy − 18x+ y.

В-4. z = 2x3 + 6x2 + 1
12y

2 − xy − 6x+ y.
В-5. z = 2x3 − 6x2 + 1

12y
2 + xy + 18x+ y.

В-6. z = 2x3 + 1
12y

2 + xy + 6x+ y.
В-7. z = 2x3 + 1

12y
2 + xy − 6x+ y.

В-8. z = 2x3 + 6x2 + 1
12y

2 + xy + 6x+ y.
В-9. z = 2x3 − 6x2 + 1

12y
2 + xy + 12x.
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В-10. z = 2x3 + 1
12y

2 + xy.
В-11. z = 2x3 + 1

12y
2 + xy − 12x.

В-12. z = 2x3 + 6x2 + 1
12y

2 + xy.
В-13. z = 2x3 − 6x2 + 1

12y
2 − xy + 2y.

В-14. z = 2x3 + 1
12y

2 − xy − 12x+ 2y.
В-15. z = 2x3 + 1

12y
2 − xy − 24x+ 2y.

В-16. z = 2x3 + 6x2 + 1
12y

2 − xy − 12x+ 2y.

Задача 9. Дослiдити задану функцiю z = z(x, y) на умовнi екс-
тремуми за умови ϕ(x, y) = 0 методом Лагранжа.

В-1.
{
z(x, y) = y3 + x2 + 3xy + 2y2 + x− y;
ϕ(x, y) = x+ y + 1.

В-2.
{
z(x, y) = 4y3 + 3x2 − 19xy − 2y2 + x− 3y;
ϕ(x, y) = x− y + 2.

В-3.
{
z(x, y) = 4y3 + 2x2 + 15xy + 28y2 − x− 5y;
ϕ(x, y) = x+ 2y + 3.

В-4.
{
z(x, y) = y3 + x2 − 15xy + 8y2 + x− 5y;
ϕ(x, y) = x− y + 1.

В-5.
{
z(x, y) = 3y3 + x2 + 11xy − 3y2 + x− 2y;
ϕ(x, y) = x− y + 2.

В-6.
{
z(x, y) = 4y3 + 3x2 + xy − 16y2 + x;
ϕ(x, y) = x+ 2y − 2.

В-7.
{
z(x, y) = 2y3 + x2 − 10xy + 18y2 + x− 5y;
ϕ(x, y) = x− y + 2.

В-8.
{
z(x, y) = y3 + x2 + 8xy + 9y2 + x− 3y;
ϕ(x, y) = x+ 2y + 1.

В-9.
{
z(x, y) = 2y3 + x2 − 12xy + 23y2 + x− 3y;
ϕ(x, y) = x− y + 2.

В-10.
{
z(x, y) = y3 + x2 + 3xy − 4y2 + x− 3y;
ϕ(x, y) = x− y + 2.

В-11.
{
z(x, y) = 2y3 + 5x2 + 10xy − 15y2 + 2x;
ϕ(x, y) = x+ 2y + 4.

В-12.
{
z(x, y) = 2y3 − 2x2 + 8xy + 27y2 + x− 2y;
ϕ(x, y) = x+ 2y + 2.

В-13.
{
z(x, y) = 2y3 − 2x2 + 22xy + 81y2 + x+ y;
ϕ(x, y) = x+ 3y + 1.

В-14.
{
z(x, y) = 2y3 + x2 − 17xy − 23y2 + x− 4y;
ϕ(x, y) = x+ 2y + 2.
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В-15.
{
z(x, y) = 2y3 − 7x2 − 6xy + 7y2 + x;
ϕ(x, y) = x+ 2y + 1.

Задача 10. Знайти найбiльше i найменше значення даної фун-
кцiї z(x, y) в областi трикутника OBC, де O(0; 0) – початок си-
стеми координат.
В-1. z = x3 + 3x2 − 12xy + 4y2 + 3x+ 4y, B(0; 3), C(3; 3).
В-2. z = 2x3 − 11x2 + 4xy + y2 + 8x− 14y, B(0; 4), C(4; 0).
В-3. z = x3 − 4x2 + 4xy + 2y2 − 7x− 16y, B(3; 3), C(3; 0).
В-4. z = x3 − 4x2 − 4xy + 2y2 + 9x, B(3; 3), C(3; 0).
В-5. z = −2x3 + 9x2 + 3y2 − 12x− 12y, B(0; 3), C(3; 0).
В-6. z = x3 − 3x2 − 6xy + 3y2 + 15x− 6y, B(0; 2), C(2; 2).
В-7. z = 4x3 − 3x2 − 6xy + 3y2 + 12x− 12y, B(0; 3), C(−3; 0).
В-8. z = 3x3 + x2 + 4xy + 4y2 − 15x− 12y, B(0; 3), C(3; 0).
В-9. z = 2x3 − 3x2 + 4y2 − 12x− 8y, B(0; 3), C(3; 0).
В-10. z = −x3 + 4x2 − 4xy − 2y2 + 11x+ 20y, B(3; 2), C(3; 0).
В-11. z = −2x3 − x2 + 4xy − 4y2 − 4x+ 20y, B(0; 3), C(−3; 0).
В-12. z = −3x3 − 4x2 − 8xy − 4y2 + 25x+ 16y, B(0; 2), C(2; 0).
В-13. z = 2x3 + 9x2 − 12xy + 2y2 − 12x+ 8y, B(0; 2), C(2; 0).
В-14. z = x3 − 2x2 − 4xy + 4y2 − 3x− 12y, B(0; 3), C(3; 3).
В-15. z = x3 − 2x2 + 4xy + y2 − 7x− 8y, B(0; 3), C(3; 0).
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6 ПРИКЛАДИ

РОЗВ’ЯЗКIВ

6.1 Границi. Функцiї однiєї змiнної

Задача 1. Обчислити границю послiдовностi:
а) lim

n→∞
3n+2
2n+7 ; б) lim

n→∞
3n2+2
2n+7 ; в) lim

n→∞
3n+2
2n3+7 .

Розв’язок.

а) lim
n→∞

3n+2
2n+7 =

[∞
∞
]

= lim
n→∞

3+ 2
n

2+ 7
n

=
3+ lim

n→∞
2
n

2+ lim
n→∞

7
n

= 3+0
2+0 = 3

2 ;

б) lim
n→∞

3n2+2
2n+7 =

[∞
∞
]

= lim
n→∞

3n+ 2
n

2+ 7
n

=∞;

в) lim
n→∞

3n+2
2n3+7 =

[∞
∞
]

= lim
n→∞

3+ 2
n

2n2+ 7
n

= 0.

Вiдповiдь: а) 3
2 ; б) ∞; в) 0.

Задача 2. Обчислити границю:

а) lim
x→7

x−7
x2−9x+14 ; б) lim

x→7

(x−7)2

x2−9x+14 ; в) lim
x→7

x−7
(x2−9x+14)2 .

Розв’язок.

а) lim
x→7

x−7
x2−9x+14 =

[
0
0

]
= lim
x→7

x−7
(x−7)(x−2) = lim

x→7

1
x−2 = 1

7−2 = 1
5 ;

б) lim
x→7

(x−7)2

x2−9x+14 =
[

0
0

]
= lim
x→7

(x−7)2

(x−7)(x−2) = lim
x→7

x−7
x−2 = 0;

в) lim
x→7

x−7
(x2−9x+14)2 =

[
0
0

]
= lim

x→7

x−7
(x−7)2(x−2)2 = lim

x→7

1
(x−7)(x−2)2 =

=∞.
Вiдповiдь: а) 1

5 ; б) 0; в) ∞.

Задача 3. Обчислити границю функцiї lim
x→1

√
x+8−3
x−1 .

Розв’язок. За наявностi невизначеностi типу «нуль на нуль»
домножимо на спряжене:

lim
x→1

√
x+ 8− 3

x− 1
=

[
0

0

]
= lim
x→1

(√
x+ 8− 3

) (√
x+ 8 + 3

)
(x− 1)

(√
x+ 8 + 3

) =

= lim
x→1

x+ 8− 32

(x− 1)
(√
x+ 8 + 3

) = lim
x→1

1√
x+ 8 + 3

=
1√

1 + 8 + 3
=

1

6
.

Вiдповiдь: 1
6 .

Задача 4. Обчислити границю функцiї lim
x→∞

(
x2+5
x2+2x

)x
.
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Розв’язок.

lim
x→∞

(
x2 + 5

x2 + 2x

)x
= [1∞] = lim

x→∞

((
x2 + 2x

)
+ (5− 2x)

x2 + 2x

)x
=

= lim
x→∞

(
1 +

5− 2x

x2 + 2x

)x
= lim
x→∞

(1 +
5− 2x

x2 + 2x

) x2+2x
5−2x


5−2x

x2+2x
·x

=

= e
lim
x→∞

5x−2x2

x2+2x = e
lim
x→∞

5
x
−2

1+ 2
x = e

0−2
1+0 = e−2 =

1

e2
.

Вiдповiдь: 1
e2 .

Задача 5. Обчислити границю функцiї lim
x→π

6

1−cos(2x−π3 )
(6x−π)2 .

Розв’язок.

lim
x→π

6

1− cos
(
2x− π

3

)
(6x− π)

2 =

[
0

0

]
=

∥∥∥∥∥∥
t = x− π

6
t→ 0

x = t+ π
6

∥∥∥∥∥∥ = lim
t→0

1− cos 2t

36t2
=

= lim
t→0

2 sin2 t

36t2
=

1

18
lim
t→0

(
sin t

t

)2

=
1

18
.

Вiдповiдь: 1
18 .

Задача 6. Обчислити границю функцiї lim
x→−1

ex+4−e3
ln(2+x) .

Розв’язок.

lim
x→−1

ex+4 − e3

ln(2 + x)
=

[
0

0

]
=

∥∥∥∥∥∥
t = x+ 1
t→ 0

x = t− 1

∥∥∥∥∥∥ = lim
t→0

et+3 − e3

ln(1 + t)
=

= e3 lim
t→0

et − 1

ln(1 + t)
= e3 lim

t→0

et−1
t

ln(1+t)
t

= e3
lim
t→0

et−1
t

lim
t→0

ln(1+t)
t

= e3 · 1

1
= e3.

Вiдповiдь: e3.
Задача 7. Обчислити границю функцiї:

а) lim
x→+∞

[(
x2 +

1

7x26

)14

− x29

]
;
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б) lim
x→+∞

[(
x2 +

1

7x26

)14

− x28

]
.

Розв’язок. а) Позначимо f(x) =
(
x2 + 1

7x26

)14
, g(x) = x29. Очеви-

дно, маємо невизначенiсть типу [∞−∞]. Порiвняємо порядки
росту:

lim
x→+∞

f(x)

g(x)
= lim
x→+∞

(
x2 + 1

7x26

)14

x29
= lim
x→+∞

[
x2
(
1 + 1

7x28

)]14

x29
=

= lim
x→+∞

x28
(
1 + 1

7x28

)14

x29
= lim
x→+∞

(
1 + 1

7x28

)14

x
= 0.

Отже, величина g(x) є величиною бiльш високого порядку ро-
сту, i невизначенiсть розкривається на її користь, тобто вiдпо-
вiддю є мiнус нескiнченнiсть. Справдi:

lim
x→+∞

[(
x2 +

1

7x26

)14

− x29

]
=

= lim
x→+∞

x29

((
x2 + 1

7x26

)14

x29
− 1

)
= −∞.

Тут дрiб, як ми довели, прямує до нуля, а тодi «велика дужка»
прямує до мiнус одиницi.

б) Позначимо f(x) =
(
x2 + 1

7x26

)14
, g(x) = x28. Тепер, як лег-

ко встановити, величини f(x) i g(x) є нескiнченно великими
одного порядку росту. Маємо:(

x2 +
1

7x26

)14

− x28 =

[
x2

(
1 +

1

7x28

)]14

− x28 =

= x28

[(
1 +

1

7x28

)14

− 1

]
=

(
1 + 1

7x28

)14 − 1
1
x28

.

Тодi при замiнi t = 1
x28 , t → 0, границя цього вiдношення стає

рiвною

lim
x→+∞

[(
x2 +

1

7x26

)14

− x28

]
= [∞−∞] =
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= lim
t→0

(
1 + t

7

)14 − 1

t
=

[
0

0

]
= lim
t→0

14 · t7
t

= 2.

Скористались таблицею еквiвалентiв, п. 8.
Вiдповiдь: а) −∞; б) 2.

Задача 8. Обчислити границю функцiї lim
x→0

ln(1+x)−x+ x2

2

x3 за пра-

вилом Лопiталя.
Розв’язок.

lim
x→0

ln(1 + x)− x+ x2

2

x3
=

[
0

0

]
= lim
x→0

(
ln(1 + x)− x+ x2

2

)′
(x3)

′ =

= lim
x→0

1
1+x − 1 + x

3x2
=

[
0

0

]
= lim
x→0

(
1

1+x − 1 + x
)′

(3x2)
′ =

= lim
x→0

− 1
(1+x)2 + 1

6x
=

[
0

0

]
= lim
x→0

(
− 1

(1+x)2 + 1
)′

(6x)
′ =

= lim
x→0

2
(1+x)3

6
=

2
(1+0)3

6
=

1

3
.

Вiдповiдь: 1
3 .

Задача 9. За правилом Лопiталя обчислити границi:
а) lim

x→0

3
√

1+3x−1−x+x2

x2 ; б) lim
x→0

3
√

1+3x−1−x+x2

x3 .

Встановити також порядок малостi чисельника.
Розв’язок. а) Маємо:

lim
x→0

3
√

1 + 3x− 1− x+ x2

x2
=

[
0

0

]
= lim
x→0

(
3
√

1 + 3x− 1− x+ x2
)′

(x2)
′ =

= lim
x→0

1
3 (1 + 3x)−

2
3 · 3− 1 + 2x

2x
= lim
x→0

(1 + 3x)−
2
3 − 1 + 2x

2x
=

[
0

0

]
=

= lim
x→0

(
(1 + 3x)−

2
3 − 1 + 2x

)′
(2x)

′ = lim
x→0

− 2
3 (1 + 3x)−

5
3 · 3 + 2

2
= 0.

Отже, виявляється, що 3
√

1 + 3x− 1− x+ x2 = o(x2).
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б) Маємо:

lim
x→0

3
√

1 + 3x− 1− x+ x2

x3
=

[
0

0

]
= lim
x→0

(
3
√

1 + 3x− 1− x+ x2
)′

(x3)
′ =

= lim
x→0

1
3 (1 + 3x)−

2
3 · 3− 1 + 2x

3x2
= lim
x→0

(1 + 3x)−
2
3 − 1 + 2x

3x2
=

[
0

0

]
=

= lim
x→0

(
(1 + 3x)−

2
3 − 1 + 2x

)′
(3x2)

′ = lim
x→0

− 2
3 (1 + 3x)−

5
3 · 3 + 2

6x
=

lim
x→0

−2(1 + 3x)−
5
3 + 2

6x
=

[
0

0

]
= lim
x→0

(
−2(1 + 3x)−

5
3 + 2

)′
(6x)

′ =

= lim
x→0

10
3 (1 + 3x)−

8
3 · 3

6
= lim
x→0

10

6
(1 + 3x)−

8
3 =

5

3
6= 0.

Отже, чисельник має третiй порядок малостi порiвняно з x.
Вiдповiдь: а) 0; б) 5

3 . Чисельник має третiй порядок малостi по-
рiвняно з x.
Задача 10. Нехай x → 0. Встановити порядок малостi нескiн-
ченно малої величини β(x) = tg x−sin x

x по вiдношенню до не-
скiнченно малої величини α(x) = x.
Розв’язок.

Маємо:

lim
x→0

β(x) = lim
x→0

tg x− sinx

x
= lim
x→0

sin x
cos x − sinx

x
=

= lim
x→0

sinx

x
·
(

1

cosx
− 1

)
= 1 · 0 = 0.

Отже, β(x) – i справдi нескiнченно мала величина. Нехай поря-
док малостi β(x) вiдносно α(x) дорiвнює n. Тодi за означенням
порядку малостi границя

C = lim
x→0

β(x)

[α(x)]
n

iснує, є скiнченною i вiдмiнною вiд нуля. Маємо:

C = lim
x→0

β(x)

xn
= lim
x→0

tg x− sinx

xn+1
= lim
x→0

sin x
cos x − sinx

xn+1
=
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= lim
x→0

sinx

x
·

1
cos x − 1

xn
= lim
x→0

sinx

x
· 1

cosx
· 1− cosx

xn
=

= lim
x→0

sinx

x
· 1

cosx
·

2 sin2 x
2

xn
= lim
x→0

sinx

x
· 2

cosx
·

sin2 x
2(

x
2

)2 · x2

4xn
=

= lim
x→0

sinx

x
· lim
x→0

1

2 cosx
· lim
x→0

(
sin x

2
x
2

)2

· lim
x→0

x2−n.

Тут першi три границi iснують, є скiнченними i вiдмiнними вiд
нуля. Отже, оскiльки

lim
x→0

x2−n =

1, n = 2;
∞, n > 2;
0, n < 2,

потрiбно покласти n = 2.
Вiдповiдь:β(x) має другий порядок малостi вiдносно α(x).
Задача 11. Знайти похiдну функцiї y = f(x) в точцi x0:

а) y = sin
(
7x− π

6

)
, x0 = π

6 ; б) y = ex
2+3x, x0 = 0.

Розв’язок. а)

y′(x) =
(

sin
(

7x− π

6

))′
=

= cos
(

7x− π

6

)
·
(

7x− π

6

)′
= cos

(
7x− π

6

)
· 7 = 7 cos

(
7x− π

6

)
.

Тодi
y′(x0) = 7 cos

(
7 · π

6
− π

6

)
= 7 cosπ = −7.

б)

y′(x) =
(
ex

2+3x
)′

= ex
2+3x ·

(
x2 + 3x

)′
= (2x+ 3)ex

2+3x.

Тодi
y′(x0) = (2 · 0 + 3)e0 = 3.

Вiдповiдь: а) −7; б) 3.
Задача 12. Знайти похiдну заданої функцiї:

а) y = tg x · ln
(
x2 + 1

)
; б) y =

√
x3 + 2x

ex
.

Розв’язок. а) Диференцiюємо як добуток:

y′ =
(
tg x · ln

(
x2 + 1

))′
= (tg x)

′ · ln
(
x2 + 1

)
+ tg x ·

(
ln
(
x2 + 1

))′
=
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=
1

cos2 x
· ln
(
x2 + 1

)
+ tg x · 1

x2 + 1
·
(
x2 + 1

)′
=

=
ln
(
x2 + 1

)
cos2 x

+
2x tg x

x2 + 1
;

б) Диференцiюємо як дрiб:

y′ =

(√
x3 + 2x

ex

)′
=

(√
x3 + 2x

)′ · ex −√x3 + 2x · (ex)
′

(ex)
2 =

=

1
2
√
x3+2x

·
(
x3 + 2x

)′ · ex −√x3 + 2x · ex

e2x
=

=

3x2+2
2
√
x3+2x

−
√
x3 + 2x

ex
=

3x2 + 2− 2
(
x3 + 2x

)
ex · 2

√
x3 + 2x

=

=
−2x3 + 3x2 − 4x+ 2

2ex
√
x3 + 2x

.

Вiдповiдь: а) y′ =
ln(x2+1)

cos2 x + 2x tg x
x2+1 ; б) y′ = −2x3+3x2−4x+2

2ex
√
x3+2x

.

Задача 13. Знайти похiдну функцiї y(x) = (arcsinx)
x3

, застосо-
вуючи логарифмiчне диференцiювання.
Розв’язок. Маємо:

ln y(x) = ln (arcsinx)
x3

= x3 ln (arcsinx) .

Тут лiва частина є складною функцiєю, в тому числi y(x) –
внутрiшня, ln y – зовнiшня. Тодi

[ln y(x)]
′

=
[
x3 ln (arcsinx)

]′
,

1

y
· y′ =

(
x3
)′ · ln (arcsinx) + x3 · [ln (arcsinx)]

′
=

= 3x2 ln (arcsinx) + x3 · 1

arcsinx
· (arcsinx)

′
=

= 3x2 ln (arcsinx) +
x3

arcsinx ·
√

1− x2
.

Тодi

y′ = y ·
(

3x2 ln (arcsinx) +
x3

arcsinx ·
√

1− x2

)
=

286



= (arcsinx)
x3

·
(

3x2 ln (arcsinx) +
x3

arcsinx ·
√

1− x2

)
.

Вiдповiдь: y′ = (arcsinx)
x3
(

3x2 ln (arcsinx) + x3

arcsin x·
√

1−x2

)
.

Задача 14. Знайти першу i другу похiднi функцiї, заданої па-

раметрично:
{
x(t) = t5 + t2;
y(t) = 2t− t3.

Розв’язок. З умови задачi маємо:{
ẋ(t) = dx

dt = 5t4 + 2t;

ẏ(t) = dy
dt = 2− 3t2;

{
ẍ(t) = d2x

dt2 = 20t3 + 2;

ÿ(t) = d2y
dt2 = −6t.

Тодi за вiдомим формулами

y′x =
dy

dx
=
ẏ

ẋ
=

2− 3t2

5t4 + 2t
;

y′′xx =
d2y

dx2
=
ÿẋ− ẏẍ

(ẋ)
3 =

−6t
(
5t4 + 2t

)
−
(
2− 3t2

) (
20t3 + 2

)
(5t4 + 2t)

3 =

=
30t5 − 40t3 − 6t2 − 4

(5t4 + 2t)
3 .

Вiдповiдь: y′x = 2−3t2

5t4+2t ; y
′′
xx = 30t5−40t3−6t2−4

(5t4+2t)3 .

Задача 15. В точцi M0(2; 5) обчислити похiдну функцiї y(x), за-
даної неявно: 2x2 + 2xy − y2 + 2x+ 2y − 17 = 0.
Розв’язок. Спочатку переконаємось, що точка M0 i справдi на-
лежить графiку функцiї. Для цього пiдставимо її координати в
лiву частину умови задачi:

2 · 22 + 2 · 2 · 5− 52 + 2 · 2 + 2 · 5− 17 = 0,

що очевидно. Диференцiюючи умову задачi, отримуємо:

4x+ 2 (xy)
′ − 2yy′ + 2 + 2y′ = 0,

4x+ 2 (y + xy′)− 2yy′ + 2 + 2y′ = 0.

Отримали рiвняння для знаходження y′. Його розв’язок:

y′ = −4x+ 2y + 2

2x− 2y + 2
= −2x+ y + 1

x− y + 1
.
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Пiдставляючи сюди координати точки M0, отримуємо:

y′(M0) = −2 · 2 + 5 + 1

2− 5 + 1
= 5.

Вiдповiдь: y′(M0) = 5.
Задача 16. Обчислити в першому наближеннi вираз 3

√
68,8 та

знайти вiдносну похибку.
Розв’язок. Введемо функцiю y(x) = 3

√
x. Покладемо x0 = 64. Це

найближче значення аргументу, для якого значення функцiї
обчислюється зручно i точно:

y0 = y(x0) = 3
√
x0 =

3
√

64 = 4.

Знайдемо похiдну:

y′(x) =
(

3
√
x
)′

=
(
x

1
3

)′
=

1

3
x−

2
3 =

1

3
3
√
x2
.

В данiй точцi отримуємо:

y′(x0) =
1

3 3
√
x2

0

=
1

3
3
√

642
=

1

3 · 16
=

1

48
.

Тодi диференцiал функцiї в данiй точцi дорiвнює

dy(x0) = y′(x0) dx =
1

48
dx.

За умовою задачi покладемо x = 68,8. Тодi прирiст аргументу

dx = x− x0 = 68,8− 64 = 4,8.

Точне значення функцiї в данiй точцi

3
√

68,8 = y = y0 + ∆y.

Наближене значення в першому наближеннi виникає, коли
прирiст ∆y функцiї пiдмiняють її першим диференцiалом dy:

3
√

68,8 ≈ y∗ = y0 + dy = 4 +
1

48
dx = 4 +

1

48
· 4,8 = 4,1.

Тодi вiдносна похибка (точне значення обчислюється на каль-
куляторi)

δ =
y∗ − y
y
·100% =

(
y∗
y
− 1

)
·100% =

(
4,1

3
√

68,8
− 1

)
·100% ≈ 0,06%.
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Вiдповiдь: 3
√

68,8 ≈ 4,1 з вiдносною похибкою δ ≈ 0,06%.
Задача 17. Дослiдити функцiю y = x2

x−1 i побудувати її графiк.
Розв’язок. 1. Область визначення функцiї x 6= 1.

2. Визначимо множину значень функцiї. Нехай певне зна-
чення y належить множинi значень. Тодi рiвняння y = x2

x−1 по-
винно мати принаймнi один розв’язок x. Маємо: y · (x− 1) = x2,
x2 − xy + y = 0. Це рiвняння є квадратним вiдносно x, тому
для iснування принаймнi одного кореня дискримiнант рiвнян-
ня повинен бути не меншим за нуль. Маємо:

D = (−y)2 − 4y = y2 − 4y > 0.

Розв’язком цiєї нерiвностi є множина y ∈ (−∞; 0]∪ [4; +∞). Це i
є множина значень функцiї.

3. Рiвняння y = 0, тобто x2

x−1 = 0, має єдиний розв’язок x = 0.
Отже, перетин графiка з координатними осями вiдбувається
лише в початку координат.

4. y(−x) = (−x)2

(−x)−1 = − x2

x+1 . Це не збiгається нi з y(x), анi з
−y(x), тому розглядувана функцiя не є нi парною, анi непар-
ною. Отже, вiдсутня i осьова, i центральна симетрiя графiка.

5. Очевидно, розглядувана функцiя не є перiодичною.
6. Очевидно, точка x = 1 є точкою розриву. Оскiльки гра-

ниця lim
x→1

y(x) = ∞, то цей розрив є неусувним нескiнченним
розривом другого роду.

7. Знайдемо похiдну:

y′ =

(
x2

x− 1

)′
=

(
x2
)′

(x− 1)− x2(x− 1)′

(x− 1)2
=

2x(x− 1)− x2

(x− 1)2
=

=
2x2 − 2x− x2

(x− 1)2
=
x2 − 2x

(x− 1)2
=
x(x− 2)

(x− 1)2
.

Очевидно, функцiя є диференцiйовною в кожнiй точцi областi
визначення.

8. Знайдемо iнтервали монотонностi. Для цього дослiдимо
знаки першої похiдної методом iнтервалiв (рис. 6.1). Iнтерва-
ли монотонного зростання: x ∈ (−∞; 0), x ∈ (2; +∞). Iнтервали
монотонного спадання: x ∈ (0; 1), x ∈ (1; 2).

9. Знайдемо екстремуми функцiї. При переходi через точку
x = 0 вiдбувається змiна зростання на спадання, i функцiя в
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Рисунок 6.1 – До визначення iнтервалiв монотонностi

цiй точцi є неперервною. Отже, маємо максимум:

max y = y(0) =
02

0− 1
= 0.

При переходi через точку x = 2 вiдбувається змiна спадання на
зростання, i функцiя в цiй точцi є неперервною. Отже, маємо
мiнiмум:

min y = y(2) =
22

2− 1
= 4.

Факт того, що min y > max y, не мiстить протирiччя, оскiльки цi
екстремуми лежать на рiзних гiлках графiку (по рiзнi боки вiд
точки розриву x = 1).

10. Дослiдимо графiк на опуклiсть. Для цього знайдемо дру-
гу похiдну:

y′′ =

(
x2 − 2x

(x− 1)2

)′
=

(
x2 − 2x

)′
(x− 1)2 −

(
x2 − 2x

) [
(x− 1)2

]′
[(x− 1)2]

2 =

=
(2x− 2) (x− 1)2 −

(
x2 − 2x

)
·2(x− 1)

(x− 1)4
=

2(x− 1)2 − 2
(
x2 − 2x

)
(x− 1)3

=

= 2 · x
2 − 2x+ 1− x2 + 2x

(x− 1)3
=

2

(x− 1)3
.

В цьому разi рiшення можна прийняти без методу iнтервалiв:
якщо x > 1, то y′′ > 0, i графiк є опуклим донизу; якщо x < 1,
то y′′ < 0, i графiк є опуклим догори.

11. Дослiдимо графiк на точки перегину. При переходi че-
рез точку x = 1 вiдбувається змiна знаку другої похiдної, але
перегин не виникає, оскiльки функцiя є розривною в цiй точцi.
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12. Дослiдимо графiк на наявнiсть асимптот. Маємо:

k = lim
x→∞

y(x)

x
= lim
x→∞

x

x− 1
= 1.

Тодi маємо далi:

b = lim
x→∞

(y(x)− kx) = lim
x→∞

(
x2

x− 1
− x
)

= lim
x→∞

x

x− 1
= 1.

Отже, маємо похилу асимптоту y = kx+ b = x+ 1.
Крiм того, оскiльки lim

x→1
y(x) = lim

x→1

x2

x−1 =∞, то наявна також

вертикальна асимптота x = 1.
Графiк функцiї з урахуванням викладеного вище подано на

рис. 6.2.

 

2 0 𝑥 1 

4 

𝑦 

1 

−1 

𝑥
=
1

 

Рисунок 6.2 – Графiк функцiї y = x2

x−1

Вiдповiдь: див. рис. 6.2.
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Задача 18. Джерело з ЕРС E i внутрiшнiм опором r живить
деякий ланцюг. При якому опорi R ланцюга джерело передає
в ланцюг найбiльшу потужнiсть? Чому вона дорiвнює?
Розв’язок. Струм в колi за законом Ома для повного ланцюга
дорiвнює I = E

R+r . Тодi потужнiсть, яка видiляється на зовнi-
шньому навантаженнi R, за законом Джоуля-Ленца дорiвнює
P = I2R = E2

(R+r)2 · R. Отримали функцiю P (R) = E2 · R
(R+r)2 . Це

функцiя аргументу R, який за фiзичним змiстом змiнюється
в iнтервалi вiд нуля до нескiнченностi. (При R = 0 виникає
режим роботи реального джерела, який називають коротким
замиканням; при R =∞ виникає режим роботи реального дже-
рела, який називають холостим ходом). Параметри E , r є вла-
стивостями джерела; при змiнi зовнiшнього навантаження R
вони не змiнюються. Тому E = const, r = const. Отже, потрiбно
знайти найбiльше значення функцiї P (R) одного незалежного
змiнного R на iнтервалi R ∈ [0; +∞).

Для похiдної отримуємо вираз:

dP

dR
= E2 · d

dR

(
R

(R+ r)2

)
= E2 ·

R′(R+ r)2 −R
(
(R+ r)2

)′
((R+ r)2)

2 =

= E2 · (R+ r)2 −R · 2(R+ r)

(R+ r)4
= E2 · (R+ r)− 2R

(R+ r)3
= E2 · r −R

(R+ r)3
.

Критичнi точки: R = r (похiдна дорiвнює нулю) i R = −r (по-
хiдна не iснує). Точку R = −r вiдкидаємо як таку, що не на-
лежить iнтервалу R ∈ [0; +∞). Точку R = r, яка залишилась,
доповнюємо кiнцями iнтервалу. Отже, «список пiдозрюваних»
мiстить три точки: R1 = 0, R2 = r, R3 = +∞. Значення функцiї
в цих точках становлять:

P1 = P (R1) = E2 · 0

(0 + r)2
= 0,

P2 = P (R2) = E2 · r

(r + r)2
=
E2

4r
,

P3 = P (R3) = lim
R→+∞

E2 · R

(R+ r)2
= 0,

де значення P3 = P (+∞) розумiється в граничному сенсi при
R → +∞. Очевидно, число P2 – найбiльше серед трьох зна-
йдених. Отже, найбiльшу потужнiсть навантаження споживає
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вiд реального джерела за умови, що опори джерела i наванта-
ження однаковi. Ця потужнiсть дорiвнює Pнайб. = E2

4r . До речi,
режим роботи реального джерела при R = r називають режи-
мом узгодження за потужнiстю.
Вiдповiдь: при опорi R = r; Pнайб. = E2

4r .
Задача 19. Многочлен f(x) = 41+69x+49x2+16x3+2x4 розкласти
за степенями двочлена (x− x0) при x0 = −2.
Розв’язок. За формулою Тейлора маємо:

f(x) = f(−2) + f ′(−2)(x+ 2) +
f ′′(−2)

2!
(x+ 2)2+

+
f ′′′(−2)

3!
(x+ 2)3 +

f (IV )(−2)

4!
(x+ 2)4.

Подальше накопичення доданкiв, навiть у виглядi o(x+2)4, сен-
су не має, оскiльки для многочлена четвертого степеня усi по-
хiднi, починаючи з п’ятої, тотожно дорiвнюють нулю.

Маємо:

f(−2) = 41 + 69 · (−2) + 49 · (−2)2 + 16 · (−2)3 + 2 · (−2)4 = 3.

Перша похiдна:

f ′(x) = 69 + 98x+ 48x2 + 8x3.

Перша похiдна в данiй точцi:

f ′(−2) = 69 + 98 · (−2) + 48 · (−2)2 + 8 · (−2)3 = 1.

Друга похiдна:
f ′′(x) = 98 + 96x+ 24x2.

Друга похiдна в данiй точцi:

f ′(−2) = 98 + 96 · (−2) + 24 · (−2)2 = 2.

Третя похiдна:
f ′′′(x) = 96 + 48x.

Третя похiдна в данiй точцi:

f ′′′(−2) = 96 + 48 · (−2) = 0.
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Четверта похiдна:

f (IV )(x) = 48, f (IV )(−2) = 48.

Вищi похiднi: f (n)(x) ≡ 0, n > 5. Тодi отримуємо:

f(x) = 3 + 1 · (x+ 2) +
2

2!
(x+ 2)2 +

0

3!
(x+ 2)3 +

48

4!
(x+ 2)4 =

= 3 + (x+ 2) + (x+ 2)2 + 2(x+ 2)4.

Вiдповiдь: f(x) = 3 + (x+ 2) + (x+ 2)2 + 2(x+ 2)4.

6.2 Функцiї багатьох змiнних

Задача 1. Знайти та зобразити на координатнiй площинi Oxy
область визначення функцiї

f(x, y) =
√

25− x2 − y2 + arcsin (y − |x|) .

Розв’язок. Очевидно, значення функцiї визначено за одноча-
сного виконання наступних умов:{

25− x2 − y2 > 0;
−1 6 y − |x| 6 1

⇔
{
x2 + y2 6 52;
|x| − 1 6 y 6 |x|+ 1.

З першої нерiвностi випливає, що поточна точка M(x, y) по-
винна бути внутрiшньою для кола радiусом 5 з центром в по-
чатку координат. З другої нерiвностi випливає, що поточна то-
чка M(x, y) повинна бути розташована мiж графiками функцiй
f(x) = |x| − 1 i g(x) = |x|+ 1.

Знайдемо точки перетину графiка функцiї f(x) з колом. Для
цього розв’яжемо систему рiвнянь, що задають цi лiнiї:{

x2 + y2 = 25;
y = |x| − 1.

З другого рiвняння |x| = y + 1. Оскiльки |x| > 0, то розв’язки
можуть виникати лише при y+1 > 0, y > −1. Оскiльки x2 = |x|2,
то перше рiвняння набуває вигляду

(y + 1)2 + y2 = 25, y2 + y − 12 = 0.
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Його коренi y1 = −4, y2 = 3. Корiнь y1 є стороннiм. З викори-
станням кореня y2 маємо: |x| = y2 + 1 = 4, x = ±4. Отже, точки
перетину A(−4; 3), B(4; 3). Точки перетину графiка g(x) з колом
легко знайти аналогiчно. Їх координати C(−3; 4), D(3; 4).

Вiдповiдне креслення подано на рис. 6.3
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Рисунок 6.3 – До задачi 1

Вiдповiдь: Рис. 6.3
Задача 2. Задано функцiю f(x, y) = arcsin(1−x−2y) двох змiнних
i точку M0(1, 0). Обчислити рiзницю f ′x(M0)− f ′y(M0).
Розв’язок.

Знайдемо частиннi похiднi:

f ′x =
∂

∂x
(arcsin(1− x− 2y)) =

=
∂
∂x (1− x− 2y)√
1− (1− x− 2y)2

= − 1√
1− (1− x− 2y)2

,
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f ′y =
∂

∂y
(arcsin(1− x− 2y)) =

=

∂
∂y (1− x− 2y)√
1− (1− x− 2y)2

= − 2√
1− (1− x− 2y)2

.

Обчислимо цi похiднi в данiй точцi:

f ′x(M0) = − 1√
1− (1− 1− 2 · 0)2

= −1,

f ′y(M0) = − 2√
1− (1− 1− 2 · 0)2

= −2.

Тодi
f ′x(M0)− f ′y(M0) = −1− (−2) = 1.

Вiдповiдь: 1.
Задача 3. Задано функцiю z = arcsin

(
x2 + xy − 2y2

)
двох змiн-

них i точку M0(1, 1). Побудувати рiвняння дотичної площини i
нормалi до поверхнi z = f(x, y) у вiдповiднiй точцi N0(1, 1, z0).
Розв’язок. Значення функцiї в данiй точцi:

z0 = z(M0) = arcsin
(
12 + 1 · 1− 2 · 12

)
= arcsin 0 = 0.

Частиннi похiднi:

z′x =
1 · ∂∂x

(
x2 + xy − 2y2

)√
1− (x2 + xy − 2y2)

2
=

2x+ y√
1− (x2 + xy − 2y2)

2
,

z′y =
1 · ∂∂y

(
x2 + xy − 2y2

)√
1− (x2 + xy − 2y2)

2
=

x− 4y√
1− (x2 + xy − 2y2)

2
.

Частиннi похiднi в данiй точцi:

z′x(M0) =
2 · 1 + 1√

1− (12 + 1 · 1− 2 · 12)
2

= 3,

z′y(M0) =
1− 4 · 1√

1− (12 + 1 · 1− 2 · 12)
2

= −3.

З використанням (4.3) отримуємо рiвняння дотичної площини:

3(x− 1)− 3(y − 1)− (z − 0) = 0, 3x− 3y − z = 0.
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З використанням (4.4) отримуємо рiвняння нормальної прямої:

x− 1

3
=
y − 1

−3
=
z − 0

−1
.

Вiдповiдь: 3x− 3y − z = 0, x−1
3 = y−1

−3 = z−0
−1 .

Задача 4. Знайти диференцiал функцiї z =
(
x2 + y

) (
y2 + x

)
.

Розв’язок. Обчислимо частиннi похiднi i знайдемо диференцi-
ал функцiї двох змiнних за формулою dz = ∂z

∂x dx+ ∂z
∂y dy. Замiсть

диференцiювання добутку простiше розкрити дужки. Маємо:

z = x2y2 + x3 + y3 + xy.

Тодi
∂z

∂x
= 2xy2 + 3x2 + y,

∂z

∂y
= 2x2y + 3y2 + x.

Отже,

dz =
(
2xy2 + 3x2 + y

)
dx+

(
2x2y + 3y2 + x

)
dy.

Вiдповiдь: dz =
(
2xy2 + 3x2 + y

)
dx+

(
2x2y + 3y2 + x

)
dy.

Задача 5. Функцiю z = f(x, y) задано неявно рiвнянням

x2 + 6xy − 5y2 + z3 + z − 4 = 0.

Обчислити її частиннi похiднi в точцi M0(1; 1).
Розв’язок. Введемо функцiю F (x, y, z) = x2+6xy−5y2+z3+z−4.
Тепер функцiю z = f(x, y) рiвнянням F (x, y, z) = 0 задано неяв-
но. Нехай z0 = f(M0) = f(1; 1). В точцi M0(1; 1) з використанням
рiвняння F (x, y, z) = 0 маємо:

12 + 6 · 1 · 1− 5 · 12 + z3
0 + z0 − 4 = 0, z3

0 + z0 = 2.

Очевидний розв’язок цього рiвняння z0 = 1. Вiн є єдиним,
оскiльки функцiя ϕ(t) = t3 + t є неперервною i монотонною
(ϕ′(t) = 3t2 + 1 > 0, t ∈ R). Тодi частиннi похiднi z′x, z

′
y в точцi

M0(1; 1) можуть бути вираженими через частиннi похiднi F ′x,
F ′y, F

′
z в точцi N0(1; 1; z0) = N0(1; 1; 1) за формулами (4.10), (4.11).

Маємо:

F ′x = 2x+ 6y, F ′y = 6x− 10y, F ′z = 3z2 + 1.
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Тодi

z′x|M0
= − F ′x

F ′z

∣∣∣∣
N0

= − 2x+ 6y

3z2 + 1

∣∣∣∣
N0

= −2 · 1 + 6 · 1
3 · 12 + 1

= −2,

z′y
∣∣
M0

= −
F ′y
F ′z

∣∣∣∣
N0

= − 6x− 10y

3z2 + 1

∣∣∣∣
N0

= −6 · 1− 10 · 1
3 · 12 + 1

= 1.

Вiдповiдь: z′x|M0
= −2, z′y

∣∣
M0

= 1.

Задача 6. Обчислити похiдну функцiї z = (2x + y)3 в точцi
M0(1;−1) за напрямком вектора

−→
` = {1; 2}.

Розв’язок. Модуль напрямного вектора:∣∣∣−→` ∣∣∣ =

√
−→
` ·
−→
` =

√
12 + 22 =

√
5.

Орт напрямного вектора:

−→
`0 =

−→
`∣∣∣−→` ∣∣∣ =

1√
5
·
−→
` =

{
1√
5

;
2√
5

}
.

Частиннi похiднi:

z′x = 3(2x+ y)2 · 2, z′y = 3(2x+ y)2.

Частиннi похiднi в данiй точцi:

z′x(M0) = 3(2 · 1− 1)2 · 2 = 6, z′y(M0) = 3(2 · 1− 1)2 = 3.

Градiєнт функцiї z в точцi M0:

grad z|M0
=
{
z′x(M0); z′y(M0)

}
= {6; 3} .

Похiдну за напрямком знаходимо як скалярний добуток градi-
єнта i орта даного напрямку:

∂z

∂`
= grad z|M0

·
−→
`0 = 6 · 1√

5
+ 3 · 2√

5
=

12√
5

=
12
√

5

5
.

Вiдповiдь: 12
√

5
5 .

Задача 7. Задано поверхню z = (2x + y)3. Знайти напрямний
вектор дотичної до лiнiї рiвня в точцi M0(1;−1).
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Розв’язок. Частиннi похiднi:

z′x = 3(2x+ y)2 · 2, z′y = 3(2x+ y)2.

Частиннi похiднi в данiй точцi:

z′x(M0) = 3(2 · 1− 1)2 · 2 = 6, z′y(M0) = 3(2 · 1− 1)2 = 3.

Градiєнт функцiї z в точцi M0:

grad z|M0
=
{
z′x(M0); z′y(M0)

}
= {6; 3} .

Нехай шуканий вектор −→s {u; v} 6= −→0 . Оскiльки при русi то-
чки M вiд положення M0 вздовж лiнiї рiвня значення функцiї
z залишається сталим, то похiдна цiєї функцiї вздовж напрям-
ку дотичної до лiнiї рiвня в точцi M0 (тобто вздовж напрямку
вектора −→s ) дорiвнює нулю:

∂z

∂s

∣∣∣∣
M0

= grad z|M0
·
−→s
|−→s |

=
1

|−→s |
(

grad z|M0
· −→s
)

= 0.

Оскiльки |−→s | 6= 0, достатньо розв’язати рiвняння

grad z|M0
· −→s = 0.

Маємо:
6u+ 3v = 0, v = −2u.

Покладемо u = C, v = −2C, C ∈ R. Тодi шуканий вектор має
координати

−→s = {u; v} , −→s = {C;−2C} .

Вiдповiдь:−→s = {C;−2C}, де C ∈ R, C 6= 0.
Задача 8. Дослiдити функцiю z = 2x3 − 9x2 + 1

12y
2 − xy + 6x+ 2y

на екстремуми.
Розв’язок. Необхiдна умова екстремуму:{

z′x = 6x2 − 18x− y + 6 = 0,
z′y = 1

6y − x+ 2 = 0.

З другого рiвняння маємо: y = 6(x − 2). Тодi перше рiвняння
набуває вигляду:

6x2 − 18x− 6(x− 2) + 6 = 0, x2 − 4x+ 3 = 0.
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Його коренi x1 = 1, x1 = 3. Вiдповiдно y1 = 6(x1 − 2) = −6,
y2 = 6(x2 − 2) = 6. Точки, пiдозрюванi на екстремум: M1(1;−6),
M2(3; 6).

Другi частиннi похiднi:

z′′xx = 12x− 18, z′′xy = −1, z′′yy =
1

6
.

В точцi M1 маємо:

A = z′′xx|M1
= 12 · 1− 18 = −6,

B = z′′xy
∣∣
M1

= −1, C = z′′yy
∣∣
M1

=
1

6
.

Тодi ∆ = AC − B2 = −6 · 1
6 − (−1)2 = −2 < 0. Отже, екстремуму

немає; пiдозру спростовано.
В точцi M2 маємо:

A = z′′xx|M2
= 12 · 3− 18 = 18,

B = z′′xy
∣∣
M2

= −1, C = z′′yy
∣∣
M2

=
1

6
.

Тодi ∆ = AC − B2 = 18 · 1
6 − (−1)2 = 2 > 0. Отже, екстремум

наявний. Оскiльки A > 0, то це – строгий мiнiмум. Вiн дорiвнює

min z = z(M2) = z(3; 6) = −12.

Вiдповiдь: min z = z(3; 6) = −12.
Задача 9. Методом Лагранжа дослiдити на умовнi екстремуми
а) функцiю z(x, y) = 2y3 + 2x2 + 12xy − 5y2 + x − 3y за умови
x+ 5y + 4 = 0; б) функцiю z(x, y) = 2x− y за умови

9x2 + 16y2 − 24xy + 20x+ 15y + 25 = 0.

Розв’язок. а) Введемо функцiю ϕ(x, y) = x + 5y + 4. Тодi умова
подається рiвнянням ϕ(x, y) = 0. Утворимо функцiю Лагранжа
L(x, y;λ) = z + λϕ. Маємо:

L(x, y;λ) = 2y3 + 2x2 + 12xy − 5y2 + x− 3y + λ (x+ 5y + 4) .

Необхiдними умовами екстремуму є система наступних рiв-
нянь:

∂L

∂x
= 0,

∂L

∂y
= 0,

∂L

∂λ
= 0.
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З використанням вигляду функцiї Лагранжа одержуємо:4x+ 12y + 1 + λ = 0,
6y2 + 12x− 10y − 3 + 5λ = 0,
x+ 5y + 4 = 0.

Виключимо λ з цiєї системи. Для цього з другого рiвняння вiд-
нiмемо перше, попередньо домножене на 5:

6y2 − 8x− 70y − 8 = 0.

Пiдставимо сюди вираз x = −5y − 4, який випливає з третього
рiвняння:

6y2 + 8(5y + 4)− 70y − 8 = 0, 6y2 − 30y + 24 = 0, y2 − 5y + 4 = 0.

Коренi цього рiвняння y1 = 1, y2 = 4. Вiдповiдно,

x1 = −5y1 − 4 = −9, x2 = −5y2 − 4 = −24.

Отримали двi критичнi точки: M1(−9; 1), M2(−24; 4). Значення
λ, якi вiдповiдають цим точкам, знайдемо з першого рiвняння
системи: λ = −4x− 12y − 1. Маємо: λ1 = 23, λ2 = 47.

Другi похiднi функцiї Лагранжа:

L′′xx = 4, L′′xy = 12, L′′yy = 12y − 10.

Тодi вираз для другого диференцiалу

d2L = L′′xx dx
2 + 2L′′xy dx dy + L′′yy dy

2 =

= 4 dx2 + 24 dx dy + (12y − 10)dy2.

Продиференцiюємо рiвняння зв’язку: dϕ = 0, d(x + 5y + 4) = 0,
dx = −5 dy.

Зауважимо, нам «пощастило», що рiвняння зв’язку ϕ = 0 – лiнiйне, i тому
частиннi похiднi ϕ′x = 1, ϕ′y = 5 не залежать вiд x i y. В iншому разi зв’язок мiж
dx i dy набував би рiзного вигляду в рiзних точках. До речi, з цiєї ж причини
лiнiйностi рiвняння зв’язку ϕ = 0 другi похiднi L′′xx, L

′′
xy , L

′′
yy не залежать вiд

λ, тому значення λ1,2 в даному прикладi можна було не знаходити.

З використанням знайденого зв’язку dx = −5 dy маємо:

d2L = 4 · 25 dy2 − 24 · 5 dy2 + (12y − 10)dy2 = (12y − 30)dy2.

В точцi M1 маємо:

d2L(M1) = (12y1 − 30)dy2 = (12 · 1− 30)dy2 = −18 dy2 6 0,
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причому рiвнiсть досягається тiльки при dy = 0. Отже, в данiй
точцi досягається умовний максимум. Вiн дорiвнює

max z = z(M1) = 39.

В точцi M2 маємо:

d2L(M2) = (12y2 − 30)dy2 = (12 · 4− 30)dy2 = 18 dy2 > 0,

причому рiвнiсть досягається тiльки при dy = 0. Отже, в данiй
точцi досягається умовний мiнiмум. Вiн дорiвнює

min z = z(M2) = 12.

б) Введемо функцiю

ϕ(x, y) = 9x2 + 16y2 − 24xy + 20x+ 15y + 25.

Тодi умова подається рiвнянням ϕ(x, y) = 0. Утворимо функцiю
Лагранжа L(x, y;λ) = z + λϕ. Маємо:

L(x, y;λ) = 2x− y + λ
(
9x2 + 16y2 − 24xy + 20x+ 15y + 25

)
.

Необхiднi умови екстремуму набувають вигляду
L′x = 2 + λ (18x− 24y + 20) = 0,
L′y = −1 + λ (32y − 24x+ 15) = 0,
L′λ = 9x2 + 16y2 − 24xy + 20x+ 15y + 25 = 0.

Спробуємо виразити x i y через λ з перших двох рiвнянь i
пiдставити до третього:18x− 24y = − 2

λ − 20,
−24x+ 32y = 1

λ − 15,
9x2 + 16y2 − 24xy + 20x+ 15y + 25 = 0.

Першi два рiвняння утворюють систему лiнiйних алгебраїчних
рiвнянь вiдносно x i y. Розширена матриця системи:(

18 −24 − 2
λ − 20

−24 32 1
λ − 15

)
.

Домножимо перший рядок на 4
3 i додамо до другого:(

18 −24 − 2
λ + 20

0 0 1
λ − 15 + 4

3

(
− 2
λ − 20

)) .
302



Отже, ранг матрицi системи дорiвнює 1. Щоб система була су-
мiсною, за теоремою Кронекера-Капеллi потрiбно, щоб ранг
розширеної матрицi системи також дорiвнював 1. Тому потрi-
бно покласти

1

λ
− 15 +

4

3

(
− 2

λ
− 20

)
= 0.

Звiдси λ = − 1
25 . З використанням цього значення система на-

буває вигляду18x− 24y = 30,
−24x+ 32y = −40,
9x2 + 16y2 − 24xy + 20x+ 15y + 25 = 0.

Тепер друге рiвняння є наслiдком першого, i тому може бути
вiдкинуте. Тодi:{

3x− 4y = 5,
9x2 + 16y2 − 24xy + 20x+ 15y + 25 = 0.

Маємо: y = 3x−5
4 . Пiдставляючи це до другого рiвняння, отри-

муємо:

9x2 + 16

(
3x− 5

4

)2

− 24x · 3x− 5

4
+ 20x+ 15 · 3x− 5

4
+ 25 = 0.

Пiсля зведення подiбних це рiвняння виявляється лiнiйним.
Його єдиний розв’язок: x = −1. Тодi y = 3·(−1)−5

4 = −2. От-
же, отримали єдину критичну точку M0(−1;−2) при λ = − 1

25 .
Другi похiднi функцiї Лагранжа:

L′′xx = 18λ, L′′xy = −24λ, L′′yy = 32λ.

Тодi вираз для другого диференцiалу:

d2L = L′′xx dx
2 + 2L′′xy dx dy + L′′yy dy

2 =

= 18λ dx2 − 48λ dx dy + 32λ dy2 = λ

(
18− 48

dy

dx
+ 32

(
dy

dx

)2
)
dx2.

Продиференцiюємо рiвняння зв’язку: dϕ = ϕ′x dx+ ϕ′y dy = 0,

dy

dx
= −ϕ

′
x

ϕ′y
= −18x− 24y + 20

32y − 24x+ 15
.
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Маємо:

d2L = λ

(
18 + 48 · 18x− 24y + 20

32y − 24x+ 15
+ 32

(
18x− 24y + 20

32y − 24x+ 15

)2
)
dx2.

Пiдставимо сюди критичну точкуM0(−1;−2) i вiдповiдне їй зна-
чення λ = − 1

25 :
d2L(M0) = −2 dx2 6 0,

причому рiвнiсть досягається лише при dx = 0. Отже, наявний
умовний максимум. Вiн дорiвнює

max z = z(M0) = (2x− y)|M0
= 2 · (−1)− (−2) = 0.

Вiдповiдь: а) умовний максимум досягається в точцi M1(−9; 1) i
дорiвнює 39, умовний мiнiмум досягається в точцi M2(−24; 4) i
дорiвнює 12;

б) умовний максимум досягається в точцi M0(−1;−2) i до-
рiвнює нулю.
Задача 10. Знайти найбiльше i найменше значення функцiї
z(x, y) = x3 − 2x2 − 4xy + y2 − 3x+ 6y в областi трикутника OBC
з вершинами в точках O(0; 0), B(3; 3), C(3; 0).
Розв’язок. Стацiонарнi точки знаходимо, прирiвнюючи до ну-
ля обидвi першi похiднi:{

z′x = 3x2 − 4x− 4y − 3 = 0;
z′y = −4x+ 2y + 6 = 0.

З другого рiвняння отримуємо: y = 2x− 3. Тодi перше рiвняння
набуває вигляду:

3x2 − 4x− 4(2x− 3)− 3 = 0, x2 − 4x+ 3 = 0.

Його коренi: x1 = 3, x2 = 1. Вiдповiдно, y1 = 3, y2 = −1. Отри-
мали двi критичнi точки: M1(3; 3), M2(1;−1). Точка M2 не по-
трапляє нi в область трикутника OBC, анi на його границю
(рис. 6.4); цю точку вiдкидаємо. Навпаки, точка M1 є першою
у «списку пiдозрюваних». Значення функцiї у цiй точцi стано-
вить

z(M1) = z(B) = 33 − 2 · 32 − 4 · 3 · 3 + 32 − 3 · 3 + 6 · 3 = −9.

Тут пiдкреслено, що точка M1 збiгається з точкою B.
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Рисунок 6.4 – До задачi 10

Дослiдимо точки границi на дiлянках OB, OC, BC окремо.
На дiлянцi OB маємо: y = x, x ∈ [0; 3]. Функцiя z(x, y) при

пiдстановцi y = x перетворюється на функцiю одного аргу-
менту: z(x) = x3 − 5x2 + 3x. До «списку пiдозрюваних» додамо
критичнi точки функцiї z(x) на iнтервалi x ∈ [0; 3], а також кiнцi
цього iнтервалу. Критичнi точки виникають з рiвняння dz

dx = 0.
Маємо: 3x2 − 10x + 3 = 0, звiдки x1 = 3, x2 = 1

3 . Значенню x1

вiдповiдає точка M1, тобто точка B (її до порiвняння вже до-
дано). Значенню x2 вiдповiдає точка P . Крiм того, за рахунок
кiнцiв iнтервалу x = 0, x = 3 до «списку пiдозрюваних» вклю-
чаємо також точки O i B. Отже, точка B потрапляє до цього
списку з двох причин: i як критична, i як кiнець iнтервалу. Її
до порiвняння вже долучено. Маємо:

z(O) = z(0; 0) = 0, z(P ) = z

(
1

3
;

1

3

)
=

13

27
.

На дiлянцi OC маємо: x ∈ [0; 3], y = 0. Функцiя z(x, y) пере-
творюється на функцiю одного аргументу: z(x) = x3 − 2x2 − 3x.
До «списку пiдозрюваних» додамо критичнi точки функцiї z(x)
на iнтервалi x ∈ [0; 3], а також кiнцi цього iнтервалу. Критичнi
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точки виникають з рiвняння dz
dx = 0. Маємо: 3x2 − 6x − 3 = 0,

звiдки x = 1 ±
√

2. Значення x = 1 −
√

2 не потрапляє на iнтер-
вал x ∈ [0; 3]; його потрiбно вiдкинути. Залишається до «списку
пiдозрюваних» додати точку Q(1 +

√
2; 0), а також кiнцi iнтер-

валу: точку O (при x = 0) i точку C (при x = 3). Але точка O в
цьому списку вже є. Додамо лише точки C i Q. Маємо:

z(C) = z(3; 0) = 0, z(Q) = z(1 +
√

2; 0) = −2− 2
√

2.

На дiлянцi BC маємо: x = 3, y ∈ [0; 3]. Функцiя z(x, y) зно-
ву перетворюється на функцiю одного аргументу: z = y2 − 6y.
Зараз доречно перевiрити наступне. Значення y = 0 вiдповiдає
точцi C. Маємо:

z(0) = 02 − 6 · 0 = 0 = z(C).

Значення y = 3 вiдповiдає точцi B. Маємо:

z(3) = 32 − 6 · 3 = −9 = z(B).

Кiнцям iнтервалу y ∈ [0; 3] вiдповiдають точки B i C. Але їх
до «списку пiдозрюваних» вже долучено. Залишається знайти
критичну точку з рiвняння dz

dy = 0. Маємо: 2y − 6 = 0, y = 3. Це
значення вiдповiдає точцi B, яку до порiвняння вже додано.

Складання «списку пiдозрюваних» завершено. Тепер доста-
тньо серед значень z(M1) = z(B), z(O), z(B), z(C), z(P ), z(Q)
обрати найбiльше i найменше. Очевидно, найбiльшим у спи-
ску є значення z(P ) = 13

27 , а найменшим – значення z(B) = −9.
Додамо, дослiджувати, чи є точка B точкою мiнiмуму (насправ-
дi – є), потреби немає.
Вiдповiдь: Найбiльше значення функцiї дорiвнює 13

27 i досягає-
ться в точцi P

(
1
3 ; 1

3

)
; найменше значення дорiвнює −9 i досяга-

ється в точцi B(3; 3).
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