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ОСЕСИМЕТРИЧНА ЗАДАЧА ТЕПЛОПРОВІДНОСТІ 

ДЛЯ ДВОШАРОВОЇ ПЛИТИ З НЕІДЕАЛЬНИМ  
ТЕПЛОВИМ КОНТАКТОМ МІЖ ШАРАМИ 

Розглянемо двошарову плиту, що складається з двох пружних однорід-
них невагомих шарів. На нижній та верхній поверхнях плити задано теплове 
навантаження. На спільній межі шарів виконуються умови неідеального теп-
лового контакту. Необхідно знайти розподіли температури в шарах плити. 

У кожному шарі введемо локальну циліндричну систему координат так, 
як показано на рис. 1. 
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Рисунок 1 – Двошарова плита. 
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Умови на спільній межі шарів плити: 

( ) ( ) ( )[ ]1121
1

1 ,0,
1

, hTT
R

h
z

T
kT ρ−ρ=ρ

∂
∂

, ( ) ( )1
1

1
2

2 ,0, h
z

T
k

z

T
k TT ρ

∂
∂

=ρ
∂

∂
, (1) 

де R  – коефіцієнт теплового опору, kTk  – коефіцієнти теплопровідності, 

kh  – товщини шарів, 2,1=k . 

У просторі трансформант Ханкеля температуру в точках окремого шару 
можна представити у такому вигляді: 

( ) kkk pzpzzpT ε+η= sinhcosh, , (2)
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k =ε , 2,1=k . (3) 

Із першої крайової умови знаходимо )0,(11 pT=η . Застосувавши до 

умов (1) пряме інтегральне перетворення Ханкеля нульового порядку та фо-
рмули (2), (3), отримаємо систему двох лінійних алгебраїчних рівнянь відно-
сно трьох невідомих функцій 1ε , 2η , 2ε . Для побудови третього рівняння

введемо третій фіктивний шар. Вважатимемо, що тепловий контакт на межі 
другого та третього шарів ідеальний, тобто ( ) ( )223 ,0, hTT ρ=ρ . Остаточно,

отримуємо систему: 
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де 3η  – відома функція, 11 TkRL = , 21 TT kk=∆ , kk pS sh= , kk pC ch= , 

kk php = , 2,1=k . 

Розв’язуємо систему відносно функцій 1ε , 2η , 2ε , підставляємо їх у (2)

та застосовуємо до отриманого виразу для трасформанти температури обер-
нене перетворення Ханкеля. 

Чисельні розрахунки виконано для плити з таким тепловим наванта-

женням: ( )
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T  ( ) 0, 22 =ρ hT . Вплив коефіцієнта теплового опо-

ру на розподіл температури в точках нижньої межі верхнього шару плити 
( )11 ,hT ρ  досліджено для трьох типів плит: 1 – 1.021 =TT kk ; 2 – 121 =TT kk ; 

3 – 1021 =TT kk . Зроблено такі висновки: збільшення коефіцієнта теплового 

опору призводить до збільшення ( )11 ,hT ρ ; найменш суттєвий вплив на розпо-

діл температури ( )11 ,hT ρ  спостерігається для плити, у якої коефіцієнт тепло-

провідності верхнього шару більше ніж нижнього. 
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