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ЛАБОРАТОРНА РОБОТА 1
Моделювання динамiчних систем

Мета роботи — опанувати методи комп’ютерного моделюва-
ння динамiчних систем, що описуються системами звичайних ди-
ференцiальних рiвнянь.

1.1 Теоретичнi вiдомостi

За допомогою моделювання можна вiдтворити поведiнку будь-
якої фiзичної або технiчної системи. Це дозволяє отримати знання
про характеристики об’єкта-оригiналу, який моделюється. Одним
з рiзновидiв моделей є математична модель – математичне пред-
ставлення реальностi для вилучення необхiдної iнформацiї щодо
системи [1–3]. При цьому дослiдження базується на використаннi
диференцiальних рiвнянь, якi допомагають описати стан системи
на кожному етапi вивчення її поведiнки в залежностi вiд часу.

Звичайне диференцiальне рiвняння (ЗДР) першого порядку
має вигляд (1.1):

𝑦̇(𝑥) = 𝑓(𝑥, 𝑦), (1.1)

де 𝑦̇(𝑥) – перша похiдна змiнної 𝑦(𝑥), 𝑥 – незалежна змiнна.
Розв’язати диференцiальне рiвняння – означає знайти мно-

жину функцiй, якi задовольняють даному рiвнянню.
Найбiльш поширеним пiдходом до розв’язання ЗДР є їх чи-

сельне iнтегрування. Одним iз найпростiших методiв чисельного iн-
тегрування є метод прямокутникiв (Ейлера), що реалiзується за до-
помогою рекурентного спiввiдношення:

𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 + ℎ𝑓(𝑥𝑛, 𝑦𝑛), (1.2)

де 𝑦𝑛 – значення змiнної 𝑦 на 𝑛-му кроцi, 𝑥𝑛 – значення змiнної 𝑥
на 𝑛-му кроцi, ℎ – крок iнтегрування, отриманий шляхом подiлу
часової осi на рiвнi iнтервали.

Для розв’язання ЗДР на практицi часто використовують ме-
тод чисельного iнтегрування Рунге-Кутта четвертого порядку𝑂(ℎ4).
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Порядок вказує на точнiсть апроксимацiї розв’язку. Оскiльки розв’я-
зок рiвняння – сукупнiсть точок, що графiчно формують криву, яка
вiдповiдає поведiнцi системи, то для кожного значення 𝑥 необхiдно
обчислити 𝑦.

Для обчислення 𝑦𝑛+1 методом Рунге-Кутта використовується
формула:

𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 +
ℎ

6
(𝑘1 + 2𝑘2 + 2𝑘3 + 𝑘4), (1.3)

де значення 𝑘1, 𝑘2, 𝑘3, 𝑘4 обчислюються за допомогою формул:

𝑘1 = 𝑓(𝑥𝑛, 𝑦𝑛),

𝑘2 = 𝑓(𝑥𝑛 +
ℎ

2
, 𝑦𝑛 +

ℎ

2
𝑘1),

𝑘3 = 𝑓(𝑥𝑛 +
ℎ

2
, 𝑦𝑛 +

ℎ

2
𝑘2),

𝑘4 = 𝑓(𝑥𝑛 + ℎ, 𝑦𝑛 + ℎ𝑘3).

1.2 Дослiдження екологiчної системи

Для деяких екологiчних систем характерним є наявнiсть хи-
жакiв та жертв. Наприклад, дослiджується компонент бiосфери –
лiс. Вiн є системою, оскiльки мiстить багато складових: рослини
рiзних ярусiв, тварини. Розглядається закрите середовище, де iсну-
ють тiльки два види тварин: вовки та зайцi.

Тварини i рослини взаємодiють мiж собою. Рослини (редуцен-
ти) – їжа для рослиноїдних тварин (консументiв першого порядку,
наприклад, зайцiв). Рослиноїднi тварини – їжа для хижакiв (консу-
ментiв другого порядку, наприклад, вовкiв).

За умови вiдсутностi вовкiв прирiст чисельностi зайцiв опи-
сується рiвнянням (1.4), де 𝑎11 – коефiцiєнт приросту зайцiв:

𝑥̇ = 𝑎11𝑥. (1.4)

У випадку, якщо зайцiв немає, вовки вимирають i процес змен-
шення чисельностi вовкiв вiдповiдає рiвнянню (1.5), де 𝑎22 – коефi-
цiєнт зменшення вовкiв за вiдсутностi зустрiчей iз зайцями:

𝑦̇ = −𝑎22𝑦. (1.5)
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Якщо припустити, що в початковий момент спостереження
за системою 𝑡 = 0 число зайцiв дорiвнює 𝑥(0) = 𝑥0, а число вовкiв
дорiвнює 𝑦(0) = 𝑦0, то аналiтичнi розв’язки рiвнянь (1.4) i (1.5)
матимуть вигляд:

𝑥 = 𝑥0𝑒
𝑎11𝑡, 𝑦 = 𝑦0𝑒

−𝑎22𝑡.

Це означає, що число зайцiв зростає за експоненцiальним законом,
а число вовкiв убуває, також по експонентi.

Змоделюємо систему, в якiй територiальнi ресурси розподiленi
мiж зайцями та вовками. При зустрiчi з хижаками кiлькiсть зайцiв
буде зменшуватися, а кiлькiсть вовкiв – навпаки, збiльшуватися.
Цей процес описує система рiвнянь Лотки-Вольтерри:{︃

𝑥̇ = 𝑎11𝑥− 𝑎12𝑥𝑦,

𝑦̇ = −𝑎22𝑦 + 𝑎21𝑥𝑦.
(1.6)

Перший член кожного рiвняння системи (1.6) вiдповiдає стану мо-
делi за рiвняннями (1.4) та (1.5). Елемент 𝑎12𝑥𝑦 системи (1.6) описує
процес зменшення чисельностi зайцiв при зустрiчi з вовками, а еле-
мент 𝑎21𝑥𝑦 – збiльшення чисельностi вовкiв, якщо зайцiв для цього
достатньо. Таким чином, можна сказати, що 𝑎12 i 𝑎21 – коефiцiєнти,
що характеризують частоту зустрiчей жертв з хижаками i, очеви-
дно, що вони рiвнi.

1.3 Практичне завдання (перша частина)

1.3.1 Моделювання екологiчної системи

Виконайте моделювання екологiчної системи у пакетi науко-
вих програм для чисельних обчислень Scilab /´saılæb/ [4, 5].

Перелiк вбудованих функцiй пакету Scilab, якi використову-
ються у файлах сценарiю (sce-файлах) даних методичних вказiвок,
а також їх синтаксис та опис можна переглянути у [4,6].

Приклад програми чисельного моделювання системи, що опи-
сується рiвняннями Лотки-Вольтерри, наведено у лiстингу 1.1.

Графiчний результат роботи програми наведено на рис. 1.1.
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Лiстинг 1.1 Моделювання екологiчної системи (файл lab1-1.sce)
1 function solution=syst_1(t,v)
2 solution (1)=a11*v(1)-a12*v(1)*v(2);
3 solution (2)=a21*v(1)*v(2)-a22*v(2);
4 endfunction
5
6 a11 =0.06; a22 =0.24;
7 a12 =0.0006; a21 =0.0006; //Коефiцiєнти взаємодiї
8 array =[500;300]; //Вектор початкових умов системи
9 t_begin =0; step =0.1; t_end =150; //Час спостереження

10 time=t_begin:step:t_end;
11 result=ode("rk",array ,t_begin ,time ,syst_1);
12
13 f=gcf(); f.figure_size = [1000 ,600];
14 subplot (1,2,1); //Графiк залежностi х1 та x2 вiд часу
15 plot(time ’,result ’, "linewidth" ,2);
16 L = legend (["Жертви";"Хижаки"]);
17 L.font_size = 3; // розмiр шрифту легенди
18 xlabel("Час","fontsize" ,4);
19 ylabel("Кiлькiсть","fontsize" ,4);
20 ax=gca(); ax.font_size =2; // розмiр шрифту позначок осi
21 xgrid();
22 subplot (1,2,2);
23 plot(result (1,:),result (2,:),"linewidth" ,2);
24 xlabel("Жертви","fontsize" ,4);
25 ylabel("Хижаки","fontsize" ,4);
26 ax=gca(); ax.font_size =2;
27 xgrid();

Пояснення до реалiзацiї програми (лiстинг 1.1)

У реалiзацiї програм даних методичних вказiвок для iнтегру-
вання ЗДР використовується функцiя ode([type,] y0, t0, t, f)
(рядок 11) [6].

Спецiальний аргумент type, що записується першим у списку
аргументiв у символьному виглядi у подвiйних лапках, дозволяє
нам самостiйно визначити яку саме схему iнтегрування використо-
вувати.

Iншi аргументи функцiї ode() це: y0 – вектор початкових
умов; t0 – початкове значення iнтервалу iнтегрування; t – послi-
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довнiсть точок, у яких необхiдно обчислити вектор невiдомих змiн-
них; f – функцiя, яка обчислює вектор похiдних змiнних вiд часу
(правi частини системи (1.6)).

Починаючи з рядка 13, у якому створюється графiчне вiкно
визначеного розмiру, наведено код для побудови графiкiв результа-
тiв iнтегрування. Графiчне вiкно подiлене на областi за допомогою
функцiї subplot(), в кожнiй з яких функцiя plot() будує графiки.

Рисунок 1.1 – Результат виконання програми з лiст. 1.1

На правому графiку (залежностi хижакiв вiд жертв), зобра-
женому на рис. 1.1, вiсь 𝑦 – популяцiя хижакiв, вiсь 𝑥 – популяцiя
жертв. Спочатку кiлькiсть зайцiв та вовкiв задана спiввiдношен-
ням 500:300 (𝑥 : 𝑦). Вовки та зайцi починають розмножуватися,
змiнюючи це спiввiдношення. Але, коли вовкiв стає дуже багато,
чисельнiсть зайцiв не встигає вiдновлюватися. Як наслiдок, у вов-
кiв не вистачає їжi, i вони гинуть. Тривалiсть спостереження – 150
днiв.

1.3.2 Стацiонарний стан екологiчної системи

Знайдiть стацiонарний стан системи, тобто таке спiввiдноше-
ння зайцiв та вовкiв, за яким чисельнiсть зайцiв встигає вiдновлю-
ватися, не дозволяючи вовкам гинути вiд нестачi їжi.



10

Для цього необхiдно знайти розв’язок системи рiвнянь (1.6)
за умови 𝑥̇ = 0, 𝑦̇ = 0. Виконаємо замiну цих значень в (1.6) та
отримаємо систему рiвнянь у виглядi:{︃

𝑎11𝑥− 𝑎12𝑥𝑦 = 0,

−𝑎22𝑦 + 𝑎21𝑥𝑦 = 0.
(1.7)

Виконайте необхiднi перетворення системи рiвнянь (1.7) та обчи-
слiть координати стацiонарної точки (𝑥, 𝑦).

На основi лiстингу 1.1 створiть новий лiстинг програми (файл
lab1-2.sce), яка моделює стацiонарний стан екологiчної системи.
Побудуйте графiки 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡) та 𝑦(𝑥).

1.3.3 Екологiчна система, в якiй вiдсутнi зустрiчi мiж хи-
жаками та жертвами

Виконайте моделювання системи, в якiй вiдсутнi зустрiчi мiж
хижаками та жертвами (файл lab1-3.sce). Для цього складiть си-
стему рiвнянь з (1.4) та (1.5). Задайте тривалiсть спостереження
20 днiв. Побудуйте графiки 𝑥(𝑡) i 𝑦(𝑡).

1.4 Дослiдження процесу розповсюдження епiдемiї

Нехай є вiддалений населений пункт, у якому знаходиться 𝐻
людей та почалася епiдемiя. Позначимо через 𝑥 – кiлькiсть здоро-
вих людей, через 𝑦 – кiлькiсть хворих людей, а через 𝑧 – кiлькiсть
людей, якi вже перехворiли i в них виробився iмунiтет.

У момент виявлення епiдемiї 𝑦(0) людей були хворими; 𝑥(0)
людей були здоровими, але потенцiйно схильними до захворювання.
При цьому кiлькiсть перехворiлих людей: 𝑧(0) = 𝐻 − 𝑥(0)− 𝑦(0).

Вiдповiдно до гiпотези захворювання передається «контактно»,
тобто при зустрiчi. Тодi швидкiсть iнфiкування здорових людей 𝑥
пропорцiйна частотi їх зустрiчей iз хворими 𝑦. Характер захворю-
вання й умови життя в населеному пунктi такi, що кожний хворий
щодня в середньому передає iнфекцiю 𝛽 здоровим людям iз кiлько-
стi 𝐻. Захворiла людина через 𝛾 днiв одужує, набуваючи iмунiтет.
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Тодi можна записати диференцiальнi рiвняння розглянутої
системи у виглядi: ⎧⎪⎨⎪⎩

𝑥̇ = −𝛽/𝐻 · 𝑥𝑦,
𝑦̇ = 𝛽/𝐻 · 𝑥𝑦 − 1/𝛾 · 𝑦,
𝑧̇ = 1/𝛾 · 𝑦.

(1.8)

1.5 Практичне завдання (друга частина)

1.5.1 Моделювання процесу розповсюдження епiдемiї

Для моделювання розглянутої системи (1.8) зробiть наступнi
позначення: 𝑥1 = 𝑥, 𝑥2 = 𝑦, 𝑥3 = 𝑧. В результатi отримаєте систему
рiвнянь: ⎧⎪⎨⎪⎩

𝑥̇1 = −𝛽/𝐻 · 𝑥1𝑥2,
𝑥̇2 = 𝛽/𝐻 · 𝑥1𝑥2 − 1/𝛾 · 𝑥2,
𝑥̇3 = 1/𝛾 · 𝑥2.

(1.9)

Створiть файл lab1-4.sce з кодом лiстингу 1.2 з наступними
даними:

– кiлькiсть людей в населеному пунктi H=1000;
– iнтенсивнiсть розповсюдження епiдемiї така, що за один

день одна захворiла людина iнфiкує одну здорову людину B=1;
– кiлькiсть днiв, необхiдних на одужання Y=10;
– вектор початкових умов array=[x; y; z], елементи якого:

x=900 – кiлькiсть здорових людей, y=90 – кiлькiсть хворих людей,
z=H-x-y – кiлькiсть людей, якi одужали;

– тривалiсть спостереження t_end=40 днiв.
Результат роботи програми наведено на рис. 1.2.

Лiстинг 1.2 Моделювання розповсюдження епiдемiї (lab1-4.sce)
1 function solution=syst_2(time_value ,value)
2 solution (1)=-B/H*value (1)*value (2);
3 solution (2)=B/H*value (1)*value (2) -1/Y*value (2);
4 solution (3) =1/Y*value (2);
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5 endfunction
6
7 H=1000; //Кiлькiсть людей в населеному пунктi
8 B=1; //Iнтенсивнiсть захворювання
9 Y=10; //Кiлькiсть днiв на одужання

10 //Вектор початкових умов системи
11 x=900; y=90; z=H-x-y;
12 array=[x; y; z];
13 //Моменти спостереження
14 t_begin =0; step =0.1; t_end =40;
15 time=t_begin:step:t_end;
16
17 result=ode(array ,t_begin ,time ,syst_2);
18
19 f=gcf(); f.figure_size = [800 ,600];
20 plot(time ’,result ’, "linewidth" ,2);
21 pos = [27.7 ,600];
22 L = legend (["Сприйнятливi";"Iнфiкованi";"Одужалi"],pos);
23 L.font_size = 3;
24 xlabel("Час (днi)","fontsize" ,4);
25 ylabel("Населення","fontsize" ,4);
26 ax=gca(); ax.font_size =2;
27 xgrid();

Рисунок 1.2 – Графiк залежностi кiлькостi людей вiд часу
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1.5.2 Моделювання процесу розповсюдження епiдемiї при
своєчаснiй iзоляцiї хворих

Модифiкуємо систему поширення епiдемiї таким чином, щоб у
певний момент часу 𝜏 хворих людей iзолювали вiд здорової части-
ни населення. В результатi буде зупинено процес поширення епi-
демiї. Таку поведiнку системи можна змоделювати шляхом обну-
ленyя у певний момент часу коефiцiєнта iнтенсивностi поширення
епiдемiї 𝛽. Один iз способiв змоделювати таку поведiнку – ввести
в систему рiвнянь функцiю Хевiсайду Φ(𝜃) (див. рiвняння (1.10)).
Це функцiя дiйсної змiнної, значення якої дорiвнює нулю (0) для
вiд’ємних i одиницi (1) для додатних значень аргументу.⎧⎪⎨⎪⎩

𝑥̇ = −𝛽/𝐻 · 𝑥𝑦Φ(𝜏 − 𝑡),

𝑦̇ = 𝛽/𝐻 · 𝑥𝑦Φ(𝜏 − 𝑡)− 1/𝛾 · 𝑦,
𝑧̇ = 1/𝛾 · 𝑦.

(1.10)

Для моделювання цiєї системи в новому файлi (lab1-5.sce)
додайте визначення функцiї Хевiсайду heaviside(t, tau) та реа-
лiзуйте розв’язання системи рiвнянь (1.10). Це можна зробити на-
ступним чином:

function Heviside=heaviside(t, tau)
if(t < tau)

Heviside =1
else

Heviside =0
endfunction

Змоделюйте поведiнку системи за кiлькома значеннями часу iзоля-
цiї, наприклад, три, п’ять i вiсiм днiв.

1.6 Контрольнi питання

1. Що таке моделювання? Його призначення?
2. Що таке модель? Наведiть деякi типи моделей.
3. Чи є модель системою?
4. Дайте визначення поняттю система та її чотирьом ознакам:

цiле i частина, наявнiсть зв’язкiв, органiзацiя та iнтегральнiсть.
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5. Пояснiть, у чому полягає стратифiкований пiдхiд до вивче-
ння (дослiдження, пiзнання) систем.

6. Якi завдання є предметом розв’язання загальної теорiї си-
стем i дисциплiни «Системотехнiка»?

7. Якi припущення в моделях екологiчної системи i системи
розповсюдження епiдемiї дозволили представити їх як замкнутi (за-
критi, автономнi) системи?

8. Пояснiть поняття гомоморфiзму та iзоморфiзму моделей.

1.7 Змiст звiту з лабораторної роботи

1. Титульний лист, оформлений вiдповiдно до вимог.
2. Мета роботи.
3. Лiстинги програм до п. 1.3 i п. 1.5.
4. Результати виконання програм у виглядi графiкiв.
5. Вiдповiдi на контрольнi питання.
6. Висновки за результатами дослiджень.
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ЛАБОРАТОРНА РОБОТА 2
Моделювання лiнiйних безперервних систем

Мета роботи — опанувати методи моделювання лiнiйних
систем, що описуються звичайними диференцiальними рiвняннями
𝑛-го порядку, дослiдити основнi властивостi лiнiйних систем.

2.1 Теоретичнi вiдомостi

Для розв’язання звичайного диференцiального рiвняння (ЗДР)
𝑛-го порядку чисельними методами, його необхiдно звести до систе-
ми, що складається з 𝑛 диференцiальних рiвнянь першого порядку.
Методику такого зведення розглянемо на прикладi ЗДР другого
порядку:

𝑦(𝑡) + 𝑎1𝑦̇(𝑡) + 𝑎2𝑦(𝑡) = 0 (2.1)

з початковими умовами 𝑦̇(0) = 𝑦̇0, 𝑦(0) = 𝑦0.
Розв’яжемо рiвняння (2.1) щодо старшої похiдної:

𝑦(𝑡) = −𝑎1𝑦̇(𝑡)− 𝑎2𝑦(𝑡). (2.2)

Для цього рiвняння введемо двi новi змiннi 𝑥1 i 𝑥2 таким чином:

𝑥1 = 𝑦(𝑡), 𝑥2 = 𝑦̇(𝑡), (2.3)

тодi очевидно, що 𝑥̇1 = 𝑥2 i 𝑥̇2 = 𝑦(𝑡). Зробивши замiну нових змiн-
них (2.3) у рiвняннi (2.2), одержимо систему з двох ЗДР першого
порядку: {︃

𝑥̇1 = 𝑥2,

𝑥̇2 = −𝑎1𝑥2 − 𝑎2𝑥1
(2.4)

з початковими умовами 𝑥̇1(0) = 𝑦(0), 𝑥̇2(0) = 𝑦̇(0).
Звернiть увагу, що у правих частинах рiвнянь (2.4) вiдсутнi

похiднi змiнних 𝑥1 i 𝑥2.
Для дослiдження багатьох технiчних i природних систем їх

можна представити шляхом лiнеаризацiї i допущень як лiнiйнi си-
стеми. При цьому рiвняння мають лiнiйний вигляд, тобто в них
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вiдсутнi нелiнiйнi функцiї вiд змiнних, а методи дослiдження про-
стiшi [3].

Будь-яку лiнiйну динамiчну систему можна представити у ви-
глядi системи лiнiйних рiвнянь:

{︃
𝑧̇(𝑡) = 𝑎(𝑡)𝑥(𝑡) + 𝑏(𝑡)𝑧(𝑡),

𝑦(𝑡) = 𝑐(𝑡)𝑥(𝑡) + 𝑑(𝑡)𝑧(𝑡),
(2.5)

де 𝑧(𝑡) – вектор стану системи; 𝑥 – вектор зовнiшнiх сил, що дiють
на систему (входiв); 𝑦 – вектор виходiв системи; 𝑎(𝑡), 𝑏(𝑡), 𝑐(𝑡), 𝑑(𝑡)
– матрицi коефiцiєнтiв.

Перше рiвняння в (2.5) називається рiвнянням стану системи
та описує змiни стану системи у процесi її функцiонування (або “ча-
су життя”). Друге рiвняння в системi (2.5) описує процес вимiрюва-
ння, так як поведiнку системи ми зазвичай оцiнюємо за допомогою
приладiв i одиниць вимiрювання (наприклад, електричний струм,
який створює система). Якщо змiннi 𝑧(𝑡), 𝑦(𝑡) i 𝑥(𝑡) є скалярами, то
𝑎(𝑡), 𝑏(𝑡), 𝑐(𝑡) i 𝑑(𝑡) також скаляри.

Якщо елементи 𝑎, 𝑏, 𝑐 i 𝑑 не залежать вiд часу, то система
(2.5) описує лiнiйну стацiонарну систему. У данiй роботi ми мо-
делюватимемо саме такi системи. Також у цiй роботi ми не будемо
використовувати рiвняння вимiрювань, тобто ми будемо оцiнювати
поведiнку системи безпосередньо за вектором стану системи.

Лiнiйнi системи мають властивостi однорiдностi й адитивно-
стi. Опишемо коротко цi властивостi.

Для простоти наступних формул розглянемо лише перше рiв-
няння системи (2.5) та запишемо його у виглядi 𝑧̇(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑧, 𝑥).

Нехай на iнтервалi часу функцiонування системи заданi два
фрагменти вхiдних впливiв 𝑥′𝑡 i 𝑥′′𝑡 , а в момент часу початку iнтер-
валу 𝑡0 – два рiзнi стани 𝑧′0 i 𝑧′′0 .

Нехай для фрагментiв вхiдних впливiв та станiв системи ви-
значено операцiї складання та множення на постiйне число 𝑘 такi,
що 𝑥𝑡 = 𝑥′𝑡 + 𝑥′′𝑡 i 𝑘𝑥𝑡, а також 𝑧0 = 𝑧′0 + 𝑧′′0 i 𝑘𝑧0.

Тодi однорiднiсть означає справедливiсть наступного спiввiд-
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ношення для функцiї 𝑓(𝑡, 𝑧, 𝑥):

𝑓(𝑡, 𝑘𝑧0, 𝑘𝑥𝑡) = 𝑘𝑓(𝑡, 𝑧0, 𝑥𝑡), (2.6)

а адитивнiсть – спiввiдношення

𝑓(𝑡, 𝑧0, 𝑥𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑧′0, 𝑥
′
𝑡) + 𝑓(𝑡, 𝑧′′0 , 𝑥

′′
𝑡 ). (2.7)

Якщо друге рiвняння системи (2.5) представити як 𝑦(𝑡) = 𝑔(𝑡, 𝑧, 𝑥),
то аналогiчнi спiввiдношення однорiдностi та адитивностi можна
скласти для функцiї 𝑔(𝑡, 𝑧, 𝑥).

Властивостi однорiдностi та адитивностi лiнiйної системи сут-
тєво спрощують її дослiдження. Наприклад, якщо вiдома поведiнка
(стан) системи з вхiдним впливом 𝑥(𝑡), то згiдно з виразом (2.6) мо-
жна визначити поведiнку системи з вхiдним впливом 𝑘𝑥(𝑡). Або,
якщо вiдома поведiнка системи при початкових станах 𝑧′0 i 𝑧′′0 , то
можна визначити поведiнку системи при сумi (або рiзницi) цих по-
чаткових станiв 𝑧′0 + 𝑧′′0 вiдповiдно до виразу (2.7). У цьому ви пе-
реконаєтеся, виконавши наступнi практичнi завдання.

2.2 Практичне завдання

2.2.1 Моделювання коливальної системи

Нагадаємо, що найпростiша коливальна система (наприклад
маятник або пружина) описується ЗДР

𝑦 + 2𝜉𝑦̇ + 𝜔2
0𝑦 = 0, (2.8)

де 𝜔0 – власна частота системи (або незгасна кутова частота); 𝜉 –
коефiцiєнт згасання. Аргумент 𝑡 не вказано для спрощення зобра-
ження формули.

Як можна помiтити, рiвняння (2.8) є лiнiйним i аналогiчним
рiвнянню (2.1) при 𝑎1 = 2𝜉 i 𝑎2 = 𝜔2

0. Тому будемо використовувати
рiвняння (2.1) для програмної реалiзацiї моделi.

Виберемо значення коефiцiєнтiв 𝑎1 = 0.5 i 𝑎2 = 39.4784176.
Такий вибiр означає, що лiнiйна частота коливань системи прибли-
зно дорiвнюватиме 1 Гц (одне коливання за секунду), так як лiнiйна
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частота пов’язана з круговою частотою формулою 𝜔 = 2𝜋𝑓 , тодi

𝑎2 = 𝜔2
0 = 1 · 4𝜋2 = 39.4784176,

а коефiцiєнт згасання 𝜉 = 𝑎1/2 = 0.25.
Насправдi частота коливань системи буде трохи меншою, оскiль-

ки вона визначається формулою 𝜔 =
√︀
𝜔2
0 − 𝜉2.

Для перевiрки правильностi програмної реалiзацiї моделi ко-
ливальної системи можна використовувати такi формули:

𝑦(𝑡) = 𝐴0𝑒
−𝜉𝑡 cos𝜔𝑡, (2.9)

𝐴(𝑡) = 𝐴0𝑒
−𝜉𝑡, (2.10)

де 𝐴0 = 𝑦(0) – початкова амплiтуда коливань.
Формула (2.9) є аналiтичним розв’язком рiвняння (2.8) при

𝜉 < 𝜔0. Формула (2.10) описує змiну в часi амплiтуди згасаючих
коливань.

Виконайте моделювання системи, яка описується рiвнянням
(2.8) з вихiдними даними згiдно з варiантом з табл. 2.1. Для всiх
варiантiв значення власної частоти, коефiцiєнта згасання та кроку
iнтегрування iдентичнi, тобто 𝑎1 = 0.5, 𝑎2 = 39.4784176, 𝑠𝑡𝑒𝑝 = 0.02.
Для моделювання системи зробiть наступне:

– представте рiвняння (2.8) у виглядi (2.1);
– перетворiть це рiвняння на систему рiвнянь згiдно з мето-

дикою, викладеною вище (див. формули (2.2)–(2.4));
– розробiть програму (файл lab2-1.sce).
Приклад реалiзацiї програми наведено у лiстингу 2.1. Про-

грамна реалiзацiя у даному прикладi використовує тi самi методи,
що й у лабораторнiй роботi № 1 (див. пояснення до лiст. 1.1).

Графiчний результат роботи програми наведено на рис. 2.1.

Лiстинг 2.1 Програма моделювання коливальної системи
1 function dx=syst(t,x)
2 dx(1)=x(2);
3 dx(2)=-a1*x(2)-a2*x(1);
4 endfunction
5
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6 a1=0.5; a2 =39.4784176;
7 Vector =[4;0.3]; //Вектор початкових умов системи
8 t_begin =0; step =0.02; t_end =9; //Час спостереження
9 time=t_begin:step:t_end;

10 result=ode("rk",Vector ,t_begin ,time ,syst);
11
12 f=gcf(); f.figure_size = [1000 ,600];
13 subplot (1,2,1);
14 plot(time , result ’,"linewidth" ,2);//’-транспонування
15 L = legend (["$$x(t)$$";"$$\dot{x}(t)$$"]);
16 L.font_size = 3; // розмiр шрифту легенди
17 xlabel("Час","fontsize" ,4);
18 ax=gca(); ax.font_size =2;
19 xgrid()
20
21 subplot (1,2,2);
22 plot(result (1,:),result (2,:),"linewidth" ,2);
23 xlabel("x" ,4);
24 xlabel("$$x(t)$$","fontsize" ,4);
25 ylabel("$$\dot{x}(t)$$","fontsize" ,4)
26 ax=gca(); ax.font_size =2;
27 xgrid()
28 xs2jpg(f, "D:\_DOC\Model_Scilab_2025\fig2 -1s.jpg");

Рисунок 2.1 – Моделювання коливальної системи
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Таблиця 2.1 – Варiанти iндивiдуальних завдань

№ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
𝑦(0) 8 -4 10 3 6 -10 -5 6 -8 5
𝑦̇(0) 0.4 1.0 -12 0.2 0.7 1.5 0.8 -0.6 1.2 0.5
𝑡 10 8 12 10 12 8 6 10 12 8

2.2.2 Моделювання системи, що описується диференцiаль-
ним рiвнянням четвертого порядку

У цiй частинi роботи треба змоделювати систему, яка опису-
ється диференцiальним рiвнянням четвертого порядку1:

𝑦′′′′(𝑡) + 𝑎1𝑦
′′′(𝑡) + 𝑎2𝑦

′′(𝑡) + 𝑎3𝑦
′(𝑡) + 𝑎4𝑦(𝑡) = 𝑓(𝑡), (2.11)

де 𝑓(𝑡) – зовнiшня сила, яка дiє на систему та впливає на її пове-
дiнку i задана функцiєю

𝑓(𝑡) = 𝐴 sin(𝜔𝑡+ 𝜙).

Для моделювання цiєї системи виконайте наступне:
– за допомогою методики, викладеної вище (див. рiвняння

(2.1)–(2.4)), перетворiть рiвняння (2.11) в систему з чотирьох рiв-
нянь першого порядку;

– на основi програми з лiстингу 2.1 розробiть програму мо-
делювання даної системи (файл lab2-2.sce) з вихiдними даними
згiдно з варiантом (див. табл. 2.2) i кроком iнтегрування 𝑠𝑡𝑒𝑝 = 0.1;

– у програмi забезпечте побудову графiкiв залежностей 𝑦(𝑡)
i 𝑦′(𝑡).

Приклад реалiзацiї програми (див. лiст. 2.2) з наступними зна-
ченнями вихiдних даних:

– параметри системи: 𝑎1 = 0.8, 𝑎2 = 2.0, 𝑎3 = 0.6, 𝑎4 = 0.4;
– початковi умови (стан) системи: 𝑦(0) = −5, 𝑦′(0) = 8,

𝑦′′(0) = 1, 𝑦′′′(0) = 2;
1У цьому роздiлi похiднi позначаються за допомогою символу «апостроф»
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– параметри iнтегрування: час початку 𝑡_𝑏𝑒𝑔𝑖𝑛 = 0, час за-
кiнчення 𝑡_𝑒𝑛𝑑 = 80, крок 𝑠𝑡𝑒𝑝 = 0.1;

– параметри зовнiшньої сили: амплiтуда 𝐴 = 2, кругова ча-
стота 𝜔 = 𝜋/4, початкова фаза 𝜙 = 𝜋/8.

Лiстинг 2.2 Моделювання системи четвертого порядку
1 function dy=syst_2(t,y)
2 dy(1)=y(2);
3 dy(2)=y(3);
4 dy(3)=y(4);
5 dy(4)=A*sin(w*t+fi)-a1*y(4)-a2*y(3)-a3*y(2)-a4*y(1);
6 endfunction
7
8 a1=0.8; a2 =2.0; a3=0.6; a4 =0.4;
9 A=2; w=%pi /4; fi=%pi/8;

10 vector =[-5; 8; 1; 2];
11
12 t_begin =0; step =0.1; t_end =80;
13 time=t_begin:step:t_end;
14
15 result=ode("rk",vector ,t_begin ,time ,syst_2);
16
17 f=gcf();
18 f.figure_size = [800 ,600];
19 plot(time ’,result ’, "linewidth" ,2);
20 L = legend (["$$y(t)$$";"$$\dot{y}(t)$$";
21 "$$\ddot{y}(t)$$";"$$\dddot{y}(t)$$"]);
22 L.font_size = 3; // розмiр шрифту легенди
23 ax=gca(); ax.font_size =2; // розмiр шрифту позначок осi
24 xgrid();
25
26 xs2jpg(f, "D:\_DOC\Model_Scilab_2025\fig2 -2s.jpg");

Результат роботи програми з лiстингу 2.2 у виглядi графiкiв
залежностей 𝑦(𝑡), 𝑦′(𝑡), 𝑦′′(𝑡), 𝑦′′′(𝑡) наведено на рис. 2.2.

Примiтка. Для перевiрки властивостей системи (адитивнiсть
та однорiднiсть) в данiй роботi за п. 2.2.3 та 2.2.4 достатньо буде за-
безпечити побудову тiльки двох графiкiв залежностей модельованої
системи, наприклад 𝑦(𝑡) i 𝑦′(𝑡).
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Таблиця 2.2 – Варiанти iндивiдуальних завдань

№ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
𝑎1 0.5 0.2 0.25 0.75 0.6 0.3 0.06 0.5 0.4 0.2
𝑎2 20 0.16 1 0.15 1.2 0.8 64 14 0.6 0.4
𝑎3 4 0.01 0.01 0.025 0.08 0.1 32 0.8 0.012 0.02
𝑎4 5 0.002 0.04 0.002 0.04 0.12 24 6 0.025 0.015
𝐴 3 6 20 10 4 16 100 40 0.2 1.5
𝜔 𝜋/2 𝜋/8 𝜋/4 𝜋/3 𝜋/4 𝜋/2 𝜋/2 𝜋 𝜋/6 𝜋/4
𝜙 𝜋/4 𝜋/6 𝜋/8 𝜋/12 𝜋/8 𝜋/4 −𝜋/8 𝜋/6 𝜋/12 𝜋/10
𝑦(0) 5 300 20 -40 -5 -20 -1 1.5 2.5 -4.5
𝑦′(0) 0.5 -2 -5 10 8 40 4 -2.5 1.5 4
𝑦′′(0) 1 2 -8 -10 0 -5 -2 -1 -0.8 -0.2
𝑦′′′(0) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
𝑡 50 120 150 100 80 50 10 15 150 120

Рисунок 2.2 – Моделювання системи четвертого порядку

2.2.3 Перевiрка властивостi адитивностi системи

Як було викладено в п. 2.1 лiнiйна система має властивiсть
адитивностi (див. вираз (2.7)). Перевiрку цiєї властивостi виконаємо
за допомогою моделi та програми, розробленої згiдно з варiантом
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попереднього роздiлу (п. 2.2.2), наступним чином:
– на основi програми, розробленої в роздiлi 2.2.2 створiть но-

вий файл програми (lab2-3.sce);
– переробить програму так, щоб на екран виводилося одно-

часно чотири графiчних вiкна i в кожному з них будувалися тiльки
графiки 𝑦(𝑡) i 𝑦′(𝑡) (приклад реалiзацiї див. лiст. 2.3);

– код програми повинен створювати розв’язки, результати
яких помiстiть послiдовно у чотирьох графiчних вiкнах вiдповiдно
до нумерацiї розв’язкiв.

Розв’язок 1 – при заданих початкових умовах та наявностi
зовнiшньої сили (це вихiднi данi – розв’язок, отриманий у попере-
дньому завданнi, див. рядок 20 лiст. 2.3). Формально запишемо цей
розв’язок у виглядi

R1 : 𝑦
(𝑛)(0) = 𝑦

(𝑛)
0 ; 𝑓(𝑡) ̸= 0.

Розв’язок 2 – за умови, що зовнiшня сила дорiвнює нулю
𝑓(𝑡) = 0. Формально:

R2 : 𝑦
(𝑛)(0) = 𝑦

(𝑛)
0 ; 𝑓(𝑡) = 0.

Цей розв’язок (рядок 21) можна отримати, використовуючи
функцiю syst_2(t,y), у описi якої вiдсутня зовнiшня сила (див.
рядки 8–13).

Розв’язок 3 – при нульових початкових умовах та заданiй зов-
нiшнiй силi (рядок 23). Формально:

R3 : 𝑦
(𝑛)(0) = 0; 𝑓(𝑡) ̸= 0.

Цей розв’язок можна отримати, якщо встановити вектор початко-
вих умов з нульовими значеннями (рядок 22).

Розв’язок 4 – цей розв’язок є простою сумою розв’язку 2 i
розв’язку 3 :

R4 = R2 +R3.

Цей розв’язок легко отримати, застосовуючи операцiю додавання,
яка виконає векторне складання розв’язкiв, одержаних у результатi
iнтегрування (рядок 24).
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Просте порiвняння графiкiв у першому та четвертому вiкнах
має показати збiг графiкiв, що свiдчить про наявнiсть властиво-
стi адитивностi (можна також говорити, що виконується принцип
суперпозицiї).

Лiстинг 2.3 Перевiрка властивостi адитивностi системи
1 function dy=syst_1(t,y)
2 dy(1)=y(2);
3 dy(2)=y(3);
4 dy(3)=y(4);
5 dy(4)=A*sin(w*t+fi)-a1*y(4)-a2*y(3)-a3*y(2)-a4*y(1);
6 endfunction
7
8 function dy=syst_2(t,y)
9 dy(1)=y(2);

10 dy(2)=y(3);
11 dy(3)=y(4);
12 dy(4)=-a1*y(4)-a2*y(3)-a3*y(2)-a4*y(1);
13 endfunction
14
15 a1=0.8; a2 =2.0; a3=0.6; a4 =0.4;
16 A=2; w=%pi /4; fi=%pi/8;
17 t_begin =0; step =0.1; t_end =80;
18 time=t_begin:step:t_end;
19 vector =[ -0.5; 8.0; 1.0; 2.0];
20 R1=ode("rk",vector ,t_begin ,time ,syst_1);
21 R2=ode("rk",vector ,t_begin ,time ,syst_2);
22 vector =[0; 0; 0; 0];
23 R3=ode("rk",vector ,t_begin ,time ,syst_1);
24 R4 = R2 + R3;
25
26 Title = ["Вихiдний варiант",
27 "Нульова зовнiшня сила",
28 "Нульовi початковi умови",
29 "Суперпозицiя"];
30
31 R = list(R1, R2, R3 , R4);
32 f=gcf(); f.figure_size = [1000 ,600];
33 for i=1:4
34 subplot(2,2,i);
35 g = R(i);
36 plot(time ,g(1,:),time ,g(2,:),"linewidth" ,2);
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37 L = legend (["$$x(t)$$";"$$\dot{x}(t)$$"], 1);
38 L.font_size = 3;
39 ax=gca(); ax.font_size =2;
40 title(Title(i));
41 xgrid();
42 end
43 xs2jpg(f, "D:\_DOC\Model_Scilab_2025\fig2 -3s.jpg");

2.2.4 Перевiрка властивостi однорiдностi системи

Для перевiрки однорiдностi лiнiйної системи (див. вираз 2.6)
виконайте наступне:

– на основi програми, розробленої в роздiлi 2.2.2, створiть
новий файл програми (lab2-4.sce);

– переробить програму так, щоб на екран виводилося одно-
часно два вiкна з графiками i в кожному вiкнi будувалися графiки
𝑦(𝑡) i 𝑦′(𝑡) (приклад реалiзацiї див. лiст. 2.4);

– код програми повинен створювати розв’язки, результати
яких помiстiть послiдовно у двох графiчних вiкнах вiдповiдно до
нумерацiї розв’язкiв.

Розв’язок 1 – його можна отримати, якщо вихiдний розв’я-
зок (рядок 16) помножити на коефiцiєнт 𝑘 (рядок 17). Формально
запишемо цей розв’язок у виглядi

R1 : 𝑘 ·R,

де R – вихiдний розв’язок.
Розв’язок 2 – цей розв’язок отримано шляхом попередньо-

го множення початкових умов та зовнiшньої сили на коефiцiєнт 𝑘.
Формально:

R2 : 𝑦
(𝑛)(0) = 𝑘 · 𝑦(𝑛)0 ; 𝑘 · 𝑓(𝑡).

У прикладi реалiзацiї (лiст. 2.4) цей розв’язок (рядок 21) ми отри-
маємо, пiдставивши в якостi аргументiв змiненi значення амплiтуди
(рядок 19) та вектору початкових умов (рядок 20).

Порiвняння графiкiв у першому та другому вiкнах має по-
казати їх збiг, що свiдчить про наявнiсть властивостi однорiдностi
системи. Такi системи ще називають гомогенними.
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Лiстинг 2.4 Перевiрка властивостi однорiдностi системи
1 function dy=syst_1(t,y)
2 dy(1)=y(2);
3 dy(2)=y(3);
4 dy(3)=y(4);
5 dy(4)=A*sin(w*t+fi)-a1*y(4)-a2*y(3)-a3*y(2)-a4*y(1);
6 endfunction
7
8 a1=0.8; a2 =2.0; a3=0.6; a4 =0.4;
9 A=2; w=%pi /4; fi=%pi/8;

10 vector =[-5; 8; 1; 2];
11
12 t_begin =0; step =0.1; t_end =80;
13 time=t_begin:step:t_end;
14
15 k=2
16 R1=ode("rk",vector ,t_begin ,time ,syst_1);
17 R1 = R1*k;
18
19 A=A*k;
20 vector = vector*k;
21 R2=ode("rk",vector ,t_begin ,time ,syst_1);
22 R = list(R1, R2)
23
24 Title = ["Вихiдний варiант * k ",
25 "Початковi умови та зовнiшня сила * k"];
26 f=gcf(); f.figure_size = [1000 ,600];
27 for i=1:2
28 subplot(1,2,i);
29 g = R(i);
30 plot(time ,g(1,:),time ,g(2,:),"linewidth" ,2);
31 L = legend (["$$x(t)$$";"$$\dot{x}(t)$$"], 1);
32 L.font_size = 3;
33 ax=gca(); ax.font_size =2;
34 title(Title(i));
35 xgrid();
36 end
37 xs2jpg(f, "D:\_DOC\Model_Scilab_2025\fig2 -4s.jpg");
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Рисунок 2.3 – Перевiрка властивостi адитивностi системи

Рисунок 2.4 – Перевiрка властивостi однорiдностi системи

2.3 Контрольнi питання

1. Якi з розглянутих ранiше моделей систем є лiнiйними, не-
лiнiйними? Вiдповiдь обґрунтуйте.

2. Якi властивостi має лiнiйна система? Дайте визначення
цих властивостей.

3. Якi моделi систем є безперервними та дискретними, детер-
мiнованими та стохастичними, стацiонарними та нестацiонарними?

4. Чи дiйсно iснують лiнiйнi системи у природi?
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5. Чи може модель системи бути одночасно лiнiйною, стоха-
стичною та нестацiонарною?

6. Наведiть приклад диференцiального рiвняння третього по-
рядку для моделювання нестацiонарної системи.

7. Як описати функцiонування системи у виглядi кiнцевого
автомата?

8. Що таке стан системи i чому його ще називають вектором
станiв?

9. З яких елементiв складається вектор станiв розглянутої у
п. 2.2.1 коливальної системи?

10. Пояснiть поняття «чорна скринька» та «бiла скринька»,
якi використовуються для опису моделей систем.

11. Як здiйснюється перетворення диференцiального рiвнян-
ня 𝑛-го порядку до системи з 𝑛 рiвнянь першого порядку? Наведiть
приклад перетворення диференцiального рiвняння четвертого по-
рядку.

12. Напишiть фрагмент коду для лiст. 2.4, який перевiряє збiг
графiкiв на рис. 2.4.

2.4 Змiст звiту з лабораторної роботи

1. Титульний лист, оформлений згiдно з вимогами.
2. Мета роботи.
3. Лiстинги програм, розроблених вiдповiдно до завдань.
4. Результати виконання програм у виглядi графiкiв.
5. Вiдповiдi на контрольнi питання.
6. Висновки за результатами дослiджень.
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ЛАБОРАТОРНА РОБОТА 3
Моделювання просторово-розподiлених процесiв

Мета роботи — опанувати методи комп’ютерного моделюва-
ння просторово-розподiлених процесiв, дослiдити моделi та iх вла-
стивостi.

3.1 Теоретичнi вiдомостi

Бiльшiсть вiдомих у природi явищ i процесiв поширюються
в часi та просторi. Фiзичнi закони, що визначають їхню поведiн-
ку, мають безперервний характер та описуються диференцiальними
рiвняннями в частинних похiдних. Це електричнi i магнiтнi поля,
поширення тепла i дифузiйнi процеси, теорiя пружностi тощо.

Прикладами таких диференцiальних рiвнянь є:
– рiвняння Пуассона

∇2𝑉 =
𝜕𝑉 2

𝜕𝑥2
+
𝜕𝑉 2

𝜕𝑦2
= 𝑓(𝑥, 𝑦); (3.1)

– рiвняння теплового потоку i дифузiї

∇2𝑉 = 𝐾
𝜕𝑉

𝜕𝑡
; (3.2)

– хвильове рiвняння

∇2𝑉 = 𝛼2𝜕
2𝑉

𝜕𝑡2
. (3.3)

Роздивимось одну з методик розв’язання рiвняння Лапласа,
яке є частковим випадком рiвняння Пуассона та має вигляд:

∇2𝑉 =
𝜕𝑉 2

𝜕𝑥2
+
𝜕𝑉 2

𝜕𝑦2
= 0. (3.4)

Формулюємо задачу таким чином. Необхiдно знайти в якiйсь
областi (дiлянцi) Ω на площинi 𝑥𝑦 безперервну функцiю 𝑉 (𝑥, 𝑦), яка
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задовольняє рiвнянню (3.4) та приймає на межi областi Ω значення
згiдно з граничними функцiями: 𝜙1(𝑥) (на нижнiй межi), 𝜙2(𝑥) (на
верхнiй межi), 𝜓1(𝑦) (на лiвiй межi), 𝜓2(𝑦) (на правiй межi). Цi
функцiї називають граничними умовами.

Така задача вiдома пiд назвою задачi Дiрiхле для рiвняння
Лапласа. Ця задача є класичною та часто використовується для
демонстрацiї переваг її розв’язування паралельними методами в
дисциплiнi «Паралельнi та розподiленi обчислення». В загальному
випадку межа дiлянки Ω може бути довiльною, проте ми будемо
розглядати задачу Дiрiхле на прямокутнiй дiлянцi, сторони якої
дорiвнюють 𝑎 i 𝑏. Для розв’язування диференцiальних рiвнянь у
частинних похiдних частiше використовують кiнцево-рiзницевi ме-
тоди, в яких частиннi похiднi апроксимуються рiзницевими опера-
торами.

Отже, розглянемо прямокутну дiлянку Ω на площинi 𝑥𝑦 з рiв-
номiрною (для спрощення) сiткою з кроком ℎ (рис. 3.1).

Рисунок 3.1 – Прямокутна дiлянка Ω та позначення iї вузлiв

Позначимо значення функцiї в вузлах сiтки через 𝑉𝑖,𝑗 . Тодi ча-
стиннi похiднi в рiвняннi Лапласа можна апроксимувати централь-
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ними кiнцевими рiзницями другого порядку:

𝜕2𝑉

𝜕𝑥2
≈ 𝑉𝑖+1,𝑗 − 2𝑉𝑖,𝑗 + 𝑉𝑖−1,𝑗

ℎ2
+𝑂(ℎ2), (3.5)

𝜕2𝑉

𝜕𝑦2
≈ 𝑉𝑖,𝑗+1 − 2𝑉𝑖,𝑗 + 𝑉𝑖,𝑗−1

ℎ2
+𝑂(ℎ2), (3.6)

де 𝑂(ℎ2) – члени другого порядку малостi; 𝑖 = 1, 2, . . . 𝑛 – iндекси
точок уздовж осi 𝑥; 𝑗 = 1, 2, . . .𝑚 – iндекси точок уздовж осi 𝑦.

Вузли сiтки (𝑖, 𝑗) внутрiшньої областi Ω будемо називати вну-
трiшнiми, вузли на межi – граничними.

Осi 𝑥 i 𝑦 в кутах областi Ω перетинаються, тому очевидно, що
повиннi виконуватися такi граничнi умови:

𝜙1(0) = 𝜓1(0),

𝜙1(𝑎) = 𝜓2(0),

𝜙2(0) = 𝜓1(𝑏),

𝜙2(𝑎) = 𝜓2(𝑏).

(3.7)

Таким чином, оскiльки граничнi умови для задачi Дiрiхле є
заданими, то нам вiдомi значення функцiї 𝑉𝑖,𝑗 на граничних вузлах,
тобто вiдомi значення 𝑉𝑖,1, 𝑉𝑖,𝑚 , 𝑉1,𝑗 та 𝑉𝑛,𝑗 для усiх 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 та
𝑗 = 1, . . .𝑚.

Очевидно, що iндекси внутрiшнiх вузлiв сiтки мають значе-
ння 𝑖 = 2, . . . 𝑛 − 1 та 𝑗 = 2, . . .𝑚 − 1. Якщо вирази (3.5) та (3.6)
пiдставити в рiвняння (3.4), то, нехтуючи членами другого порядку
малостi, рiвняння Лапласа для кожного внутрiшнього вузла можна
записати у виглядi:

𝑉𝑖,𝑗 =
1

4
(𝑉𝑖+1,𝑗 + 𝑉𝑖−1,𝑗 + 𝑉𝑖,𝑗+1 + 𝑉𝑖,𝑗−1). (3.8)

Наприклад, для внутрiшнього вузла (2, 2) рiвняння виду (3.8)
матиме наступний вигляд

𝑉2,2 =
1

4
(𝑉3,2 + 𝑉1,2 + 𝑉2,3 + 𝑉2,1).
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Як можна помiтити, значення функцiї 𝑉𝑖,𝑗 в кожному вну-
трiшньому вузлi є середнiм арифметичним значень функцiї у чо-
тирьох сусiднiх вузлах. Такий вид рiвнянь виник завдяки обрано-
му способу апроксимацiї частинних похiдних другого порядку цен-
тральними рiзницями другого порядку та зветься чотирьох то-
чковим (або хрестоподiбним) шаблоном. В залежностi вiд способу
апроксимацiї можна отримати iншi шаблони, наприклад, 6-точковий,
8-точковий.

Одним з методiв знаходження значень 𝑉 𝑖, 𝑗 на внутрiшнiх ву-
злах сiтки областi Ω є iтерацiйний метод Якобi, який для кожного
рiвняння (3.8) може бути записаний у виглядi рекурентного виразу:

𝑉 𝑘+1
𝑖,𝑗 =

1

4
(𝑉 𝑘
𝑖+1,𝑗 + 𝑉 𝑘

𝑖−1,𝑗 + 𝑉 𝑘
𝑖,𝑗+1 + 𝑉 𝑘

𝑖,𝑗−1), (3.9)

де 𝑘 = 0, 1, 2, . . . – номер iтерацiї.
Щоб розпочати iтерацiйний процес (першу iтерацiю) необхi-

дно задати початковi значення функцiї 𝑉 0
𝑖,𝑗 на внутрiшнiх вузлах

сiтки. Якщо нам нiчого невiдомо про очiкуваний розв’язок, то цi
початковi значення можна обрати довiльними.

Iтерацiйний процес закiнчується, коли результати обчислення
значень функцiї 𝑉𝑖,𝑗 у всiх внутрiшнiх вузлах сiтки на данiй iтера-
цiї вiдрiзняються вiд значень функцiї попередньої iтерацiї не бiльш
нiж припустима похибка 𝜀 – деяке мале попередньо задане додатне
число. Таким чином, умову закiнчення iтерацiйного процесу можна
записати у виглядi виразу:

max
∀𝑖,𝑗

|𝑉 𝑘
𝑖,𝑗 − 𝑉 𝑘−1

𝑖,𝑗 | < 𝜀. (3.10)

3.2 Практичне завдання

3.2.1 Розв’язання контрольної задачi

Змоделюйте рiвняння Лапласа, що описується рiвнянням (3.4),
за допомогою iтерацiйного методу Якобi на областi Ω з граничними
функцiями:

𝜙1(𝑥) = sin(𝑥)−𝑥3 sin(1), 𝜙2(𝑥) = 𝑥2, 𝜓1(𝑦) = 0, 𝜓2(𝑦) = 𝑦3. (3.11)
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Для отримання навичок розв’язання рiвняння Лапласа iтера-
цiйним методом Якобi реалiзуйте програму моделювання контроль-
ної задачi (див. лiст. 3.1) з наступними значеннями параметрiв, якi
ви можете використати при виконаннi iндивiдуальних завдань:

– прямокутна область Ω зi сторонами 𝑎 = 1, 𝑏 = 1 є областю
визначення функцiї 𝑉𝑖,𝑗 ;

– крок дискретизацiї по осях 𝑥 i 𝑦 є ℎ = 0.1;
– кiлькiсть точок по осi 𝑥 визначається як 𝑛 = 𝑎/ℎ+ 1, а по

осi 𝑦 – як 𝑚 = 𝑏/ℎ+ 1;
– максимальна припустима похибка 𝜀 = 10−4.
Графiчний результат роботи програми наведено на рис. 3.2.

Лiстинг 3.1 Контрольна задача
1 h = 0.1; a = 1.0; b = 1.0;
2 x = [0 : h : a];
3 y = [0 : h : b];
4 n = a / h + 1; m = b / h + 1;
5 eps = 0.0001;
6 V = rand(n, m);
7 V(:, 1) = sin(x) - x.^3* sin (1.0); //нижня межа
8 V(:, m) = x.^2; //верхня межа
9 V(1, :) = 0; //лiва межа

10 V(n, :) = y.^3; //права межа
11
12 V_rand = V;
13 V1 = V;
14 err = 1.0;
15 while err >eps
16 err = 0;
17 for i=2:n-1
18 for j=2:m-1
19 V(i,j)=(V1(i+1,j)+V1(i-1,j)+V1(i,j+1)+V1(i,j-1))/4;
20 dif=abs(V(i,j) - V1(i,j));
21 if dif > err then
22 err=dif;
23 end
24 end
25 end
26 V1 = V;
27 end
28
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29 clf()
30 subplot (121);
31 plot3d(x,y,V_rand ,250,30,’x@y@V ’ ,[0,2,4]);
32 ax=gca();
33 ax.font_size =2;
34 subplot (122);
35 plot3d(x,y,V,250,30,’x@y@V ’ ,[0,2,4]);
36 ax=gca();
37 ax.font_size =2;
38 xs2jpg(f, "D:\_DOC\Model_Scilab_2025\fig3 -1s.jpg");

Рисунок 3.2 – Графiки розв’язку контрольної задачi

Пояснення до реалiзацiї програми (лiстинг 3.1)

За допомогою функцiї plot3d реалiзовано вивiд на екран три-
вимiрної фiгури (рядки 31 i 35). Точки сiтки у програмi, наприклад
по осi 𝑥, мають номери вiд 1 до 𝑛, а граничнi значення задачi на
цiй осi будуть, вiдповiдно, у точках 𝑥(1) = 0 i 𝑥(𝑛) = 𝑎. Значення
задачi, що обчислюються, будуть у внутрiшнiх точках областi з iн-
дексами вiд 2 до 𝑛 − 1 та вiд 2 до 𝑚 − 1. Тому оператори циклу у
рядках 17 та 18 повиннi виконуватись у дiапазонах вiд 2 до 𝑛 − 1
та вiд 2 до 𝑚− 1 вiдповiдно.
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У рядках 2 i 3 визначенi точки, що рiвномiрно розподiленi по
осях 𝑥 i 𝑦 (вiд 0 до 1) та є координатами областi визначення.

У рядку 6 створюється двовимiрний масив розмiром 𝑛 × 𝑚
та заповнюється випадковими дiйсними числами, що знаходяться
в дiапазонi 0 ≤ 𝑉 < 1.0, якi у нашому прикладi є початковими
значеннями функцiй у точках областi, тобто значеннями 𝑉 0

𝑖,𝑗 з яких
почнеться iтерацiйний процес.

У рядках з 7 по 10 задаються граничнi умови 𝜙1(𝑥), 𝜙2(𝑥),
𝜓1(𝑦), 𝜓2(𝑦).

Початковий стан, тобто область iз визначеними (випадкови-
ми) значеннями функцiй 𝑉 0

𝑖,𝑗 у внутрiшнiх вузлах i заданими на
межi областi, зберiгається в додатковому масивi для наступного ви-
ведення на графiк (рядок 12). У рядку 13 створено робочий масив
для iтерацiй.

Пiсля виведення на екран тривимiрної фiгури можна повер-
нути її мишкою та вибрати зручну точку спостереження.

3.2.2 Iндивiдуальне завдання

Для виконання iндивiдуального завдання за варiантами (див.
табл. 3.1, a i b по кожному) виконайте наступне:

– перевiрте виконання граничних умов, використовуючи рiв-
няння (3.7);

– створiть власну програму з вихiдними даними згiдно з ва-
рiантом та отримайте результат її роботи;

– зробiть оцiнку середнього значення кiлькостi необхiдних
iтерацiй, виконавши моделювання задачi декiлька разiв.

3.3 Контрольнi питання

1. Наведiть приклади диференцiальних рiвнянь, якi описую-
ться частинними похiдними.

2. Наведiть формули апроксимацiї частинних похiдних рiзни-
цевими операторами.

3. Що таке шаблон апроксимацiї? Якi шаблони бувають? Який
шаблон застосовується в данiй задачi?
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Таблиця 3.1 – Варiанти iндивiдуальних завдань

№ 𝜙1(𝑥) 𝜙2(𝑥) 𝜓1(𝑦) 𝜓2(𝑦)
1a 𝑥3 𝑥+ 1 𝑦2 cos 𝑦 + (2− cos 𝑦)𝑦
1b 0 30(1− 𝑥2) 30𝑦 0
2a 1− 𝑥3 𝑥2 𝑒𝑦 − 𝑒𝑦2 𝑦
2b 50− sin𝜋𝑥 50𝑥 50(1− 𝑦2) 50
3a sin𝑥− (1 + sin 1)𝑥3 𝑥− 1 −𝑦2 𝑦 − 1
3b 50𝑥(1− 𝑥) 20 20𝑦 20𝑦2

4a 1 𝑥+ 1 𝑒𝑦 + (1− 𝑒)𝑦2 𝑦 + 1
4b 50𝑥(1− 𝑥) 50𝑥(1− 𝑥) 0 50𝑦(1− 𝑦2)
5a sin𝑥− 𝑥3 sin 1 𝑥2 0 𝑦
5b 30(1− 𝑥) 20

√
𝑥 30(1− 𝑦) 20𝑦

6a 2− 𝑥3 𝑥− 1 2𝑒𝑦 − (1 + 2𝑒)𝑦2 1− 𝑦
6b 50 sin𝜋𝑥 30

√
𝑥 50 sin𝜋𝑦 30𝑦2

7a 9𝑥2 + 7𝑥+ 6 9𝑥2 − 15𝑥− 12 −10𝑦2 − 8𝑦 + 6 −10𝑦2 − 30𝑦 + 22
7b 0 40(1− 𝑥) 40

√
𝑦 20𝑦(1− 𝑦)

8a 6𝑥2 + 4𝑥+ 3 6𝑥2 − 12𝑥− 9 −7𝑦2 − 5𝑦 + 3 −7𝑦2 − 21𝑦 + 13
8b 𝑒𝑥 − (1 + 𝑒)𝑥2 0 1− 𝑦2 𝑦 − 1
9a 𝑒𝑥·𝑥 𝑒𝑥·𝑥−1 𝑒−𝑦·𝑦 𝑒1−𝑦·𝑦

9b −𝑥3 1− 𝑥3 𝑦2 𝑦2 − 1
10a 𝑥2 𝑥2 − 1 −𝑦3 1− 𝑦3

10b 0 𝑥 sin 𝑦 − 𝑦3 sin 1 𝑦2

4. Чим визначається кiлькiсть iтерацiй при пошуку розв’язкiв
рiвнянь у частинних похiдних методом Якобi?

5. Що є джерелом похибки розв’язку рiвнянь у частинних
похiдних кiнцево-рiзницевими методами?

6. Що таке граничнi умови? Якi особливостi граничних умов
даної задачi?

3.4 Змiст звiту з лабораторної роботи

1. Титульний лист, оформлений вiдповiдно до вимог.
2. Мета роботи.
3. Розрахунок перевiрки граничних умов за варiантом.
4. Лiстинги програм, розроблених вiдповiдно до завдань.
5. Результати виконання програм у виглядi графiкiв.
6. Вiдповiдi на контрольнi питання.
7. Висновки за результатами дослiджень.
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ЛАБОРАТОРНА РОБОТА 4
Моделювання систем, що описуються рiвняннями

теплопровiдностi

Мета роботи — опанувати методи моделювання систем, що
описуються диференцiальними рiвняннями в частинних похiдних.

4.1 Теоретичнi вiдомостi

При розробцi технiчних систем важливу роль вiдiграє мо-
делювання розповсюдження тепла в деякому середовищi у часi.
Швидкiсть змiни температури в точках середовища описується за
допомогою рiвняння теплопровiдностi, яке для одновимiрного ви-
падку має вигляд:

𝜕𝑇

𝜕𝑡
= 𝑎

𝜕2𝑇

𝜕𝑦2
, (4.1)

де 𝑎 = 𝜆/𝑐𝜌 – коефiцiєнт температуропровiдностi речовини, з якої
складається середовище та який характеризує швидкiсть змiни тем-
ператури в середовищi, м2/c;
𝜆 – коефiцiєнт теплопровiдностi речовини, Вт/(м·град);
𝑐 – питома теплоємнiсть, Дж/(кг·град) або Вт·с/(кг·град);
𝜌 – щiльнiсть речовини, кг/м3.

Розроблено багато методiв розв’язування рiвняння теплопро-
вiдностi, таких як метод Фур’є, метод вiдокремлення змiнних, метод
кiнцевих рiзниць, що аналогiчний викладеному в лабораторнiй ро-
ботi №3. В останньому випадку, одновимiрна задача розв’язується
на двовимiрнiй сiтцi, один вимiр якої являє товщину простору по-
ширення тепла, а iнший – час. У данiй лабораторнiй роботi викори-
стовується метод, в якому змiна температури у часi обчислюється
за допомогою чисельного iнтегрування.

Розглянемо стiну, що складається з однорiдної речовини, яка
роздiляє два середовища з рiзними температурами (рис. 4.1). Стiна
має товщину 𝐿. Припустимо, що ширина i висота стiни нескiнченнi.



38

Температура середовища злiва вiд стiни може змiнюватися в ча-
сi за деяким законом 𝜙1(𝑡), а справа – за законом 𝜙2(𝑡). Функцiї
𝜙1(𝑡) та 𝜙2(𝑡) назвемо граничними умовами. Початкове розподiлен-
ня температури в точках стiни задається функцiєю 𝜙(𝑦), яку будемо
називати початковими умовами.

Рисунок 4.1 – Схема розбиття товщини стiни на шари

Будемо позначати температуру в точках стiни через 𝑢(𝑡, 𝑦).
Припускаємо, що площа стiни нескiнченна, а речовина – однорi-
дна. Отже точки стiни, що знаходяться на однiй вертикалi, мають
однакову температуру. З урахуванням введених позначень, процес
поширення температури в стiнi буде описуватися рiвнянням тепло-
провiдностi у виглядi

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝑎

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
(4.2)

та умовами

𝑢(0, 𝑦) = 𝜙(𝑦), 𝑢(𝑡, 0) = 𝜙1(𝑡), 𝑢(𝑡, 𝐿) = 𝜙2(𝑡). (4.3)

Для отримання системи звичайних диференцiальних рiвнянь,
що апроксимують рiвняння теплопровiдностi, роздiлимо стiну вер-
тикальними лiнiями на 𝑁 шарiв однакової товщини 𝛿. На перетинi
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цих прямих з вiссю 𝑦 утвориться ряд точок, якi пронумеруємо вiд
𝑖 = 1 до 𝑁 + 1. Тепер для кожної з позначених точок можна запи-
сати рiвняння теплопровiдностi:

𝜕𝑢(𝑡, 𝑦𝑖)

𝜕𝑡
= 𝑎

𝜕2𝑢(𝑡, 𝑦𝑖)

𝜕𝑦2𝑖
. (4.4)

Позначимо 𝑢(𝑡, 𝑦𝑖) через 𝑢𝑖(𝑡). Частинну похiдну 𝜕2𝑢(𝑡,𝑦𝑖)
𝜕𝑦2𝑖

в кожнiй
𝑖-й точцi можна апроксимувати за допомогою центральної рiзницi
другого порядку:

𝜕2𝑢(𝑡, 𝑦𝑖)

𝜕𝑦2𝑖
≈ 𝑢𝑖+1(𝑡)− 2𝑢𝑖(𝑡) + 𝑢𝑖−1(𝑡)

𝛿2
+𝑂(𝛿2). (4.5)

Введемо позначення 𝜇 = 𝑎/𝛿2. Нехтуючи членами другого порядку
малостi 𝑂(𝛿2) та враховуючи введенi вище позначення, отримаємо
ЗДР для кожної внутрiшньої точки 𝑦𝑖:

𝑑𝑢𝑖(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝜇(𝑢𝑖+1(𝑡)− 2𝑢𝑖(𝑡) + 𝑢𝑖−1(𝑡)). (4.6)

Таких рiвнянь буде стiльки, скiльки точок було визначено на
осi 𝑦. Якщо кiлькiсть точок 𝑁 , то всi рiвняння разом складуть си-
стему з 𝑁 диференцiальних рiвнянь. Наприклад, для чотирьох то-
чок система рiвнянь буде виглядати наступним чином:

𝑢̇1 = 𝜇(𝑢2(𝑡)− 2𝑢1(𝑡) + 𝜙1(𝑡)),

𝑢̇2 = 𝜇(𝑢3(𝑡)− 2𝑢2(𝑡) + 𝑢1(𝑡)),

𝑢̇3 = 𝜇(𝑢4(𝑡)− 2𝑢3(𝑡) + 𝑢2(𝑡)),

𝑢̇4 = 𝜇(𝜙2(𝑡)− 2𝑢4(𝑡) + 𝑢3(𝑡))

(4.7)

при початкових умовах 𝑢𝑖(0) = 𝜙(𝑦𝑖) та граничних умовах 𝑢(𝑡, 0) =
𝜙1(𝑡), 𝑢(𝑡, 𝐿) = 𝜙2(𝑡).

Таку систему рiвнянь можна розв’язати за допомогою будь-
яких методiв чисельного iнтегрування (наприклад, Рунге-Кутта).
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4.2 Дослiдження процесiв змiни температури в стiнi

4.2.1 Розв’язання контрольної задачi (стiна iз залiза)

Змоделюйте процес змiни температури у залiзнiй стiнi мето-
дом зведення до системи звичайних диференцiальних рiвнянь.

Нехай в початковий момент температура у внутрiшнiх точках
стiни розподiлена за законом

𝜙(𝑦) = 5 sin(2𝜋𝑦),

тобто на лiвiй та правiй границях стiни температура дорiвнює нулю,
а всерединi – максимальна i дорiвнює 5∘C.

Вiд стiни лiворуч температура навколишнього середовища змi-
нюється згiдно з умовою

𝜙1(𝑡) = 2 cos

(︂
𝜋
𝑡

𝑇
− 𝜋

2

)︂
,

де 𝑇=60 хв. – час спостереження за процесом (час моделювання).
Температура середовища вiд стiни праворуч дорiвнює нулю:

𝜙2(𝑡) = 0∘𝐶.

Розробiть для цiєї задачi програму моделювання, за осно-
ву якої можна узяти приклад реалiзацiї, що наведений у лiст. 4.1.
Графiчний результат моделювання див. на рис. 4.2.

Змоделюйте за допомогою розробленої програми варiанти про-
цесiв змiни температури у стiнi, що описанi у табл. 4.1.

Лiстинг 4.1 Програма моделювання змiни температури у стiнi
1 function y=fi1(t) //лiва гранична умова
2 y =2* cos(%pi*t/T-%pi/2);
3 endfunction
4
5 function y=fi2(t) //права гранична умова
6 y=0;
7 endfunction
8



41

9 //функцiя обчислення похiдних:
10 function du=wall(t,u)
11 du(1)= mu*(u(2) -2*u(1)+fi1(t));
12 for i=2:n
13 du(i)= mu*(u(i+1) -2*u(i)+u(i-1));
14 end
15 du(n+1)= mu*(fi2(t) -2*u(n+1)+u(n));
16 endfunction
17
18 L = 0.5; //товщина стiнки 0,5 м.
19 n =100; //кiлькiсть шарiв
20 T = 60; //час моделювання, хв.
21 h = 1; //шаг iнтегрування, хв.
22 t0 = 0;
23 t = t0:h:T;
24 dy = L/n ; // товщина шару
25 a =23.0E-6;//температуропровiднiсть залiза [м*м/с]
26 s = 60; //кiлькiсть хвилин у годинi
27 a = a*s; //перерахунок на хвилини
28 mu = a/dy^2; //параметр
29
30 y = 0:L/n:L
31 u0 = 5*sin(2* %pi*y);
32
33 u = ode(u0’,t0,t,wall)
34
35 mesh(t,y’,u);
36 title(’IRON WALL’);
37 xlabel(’time , min’);
38 ylabel(’thickness , 0,5 m’);
39 zlabel(’T, deg. C.’);

4.2.2 Iндивiдуальне завдання

Розробiть програму моделювання змiни температури у стi-
нi з матерiалу згiдно з призначеним варiантом, для якого умови
моделювання заданi у табл. 4.2, а фiзичнi параметри – у табл. 4.3.

Отриманi результати моделювання можна порiвняти з графi-
ками на рис. 4.3 i рис. 4.4.
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Рисунок 4.2 – Процес змiни температури у стiнi iз залiза

Таблиця 4.1 – Дослiдження процесiв змiни температури у стiнi

Варiанти процесiв Початкова
температу-
ра стiни

Температура
вiд стiни
лiворуч

Температура
вiд стiни
праворуч

Двостороннє охолодження 𝜙(𝑦) = 5 𝜙1(𝑡) = 0 𝜙2(𝑦) = 0

Одностороннє примусове
охолодження

𝜙(𝑦) = 5 𝜙1(𝑡) = 5 𝜙2(𝑦) = −3

Одностороннє примусове
нагрiвання

𝜙(𝑦) = 0 𝜙1(𝑡) = 5 𝜙2(𝑦) = 0

Двостороннє примусове на-
грiвання

𝜙(𝑦) = 0 𝜙1(𝑡) = 5 𝜙2(𝑦) = 5

Нагрiвання з охолодженням 𝜙(𝑦) = 2 𝜙1(𝑡) = 5 𝜙2(𝑦) = −1
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Таблиця 4.2 – Початковi та граничнi умови

№ 𝜙(𝑦) 𝜙1(𝑡) 𝜙2(𝑡)

1 6 + 𝑒8.8𝑦 8− 𝑒0.045𝑡 20

2 10𝑒1.1756𝑦 10 cos(𝜋𝑡/60) 18 + 7 cos(3𝜋/2 + 𝜋𝑡/120)

3 10𝑒194.6𝑦 10(1 + sin(𝜋2𝑡/62)) 35(1 + cos(𝜋2𝑡/62))

4 50(1− cos(7.1437𝜋𝑦)) 10 sin(𝜋2𝑡/50) 10(4 + cos(𝜋3𝑡/120))

5 100𝑦 1− cos(𝜋𝑡) 2𝑒−1.5𝑡

6 20𝑦2 0.2(𝑒0.03𝑡 − 1) 20(1− 0.1
√
𝑡)

7 100(0.1 + 𝑦3) 10 +
√
𝑡 52.19𝑒−0.01𝑡

8 12 3
√
𝑦 𝑒−0.25𝑡 sin(𝜋𝑡) 3.5𝑒−2𝑡

9 −100𝑦 15 sin(𝜋𝑡/25) −60(1 + sin(𝜋𝑡/30))

10 36.6(𝑒−693𝑦) 36.6𝑒−0.08𝑡 18.3𝑒−2𝑡

Таблиця 4.3 – Вихiднi данi для моделювання

№ Матерiал 𝑎 · 10−6, м2/𝑐 𝐿, м 𝑇 ℎ

1 Деревина 0.082 0.3 3 доби 3 год.

2 Цегла 0.52 0.5 5 дiб 1 год.

3 Скло 0.34 0.01 1 год. 1 хв.

4 Мiдь 111.0 0.07 1 год. 1 хв.

5 Алюмiнiй 84.18 0.02 5 хв. 0.1 хв.

6 Повiтря 19.0 1.0 3 год. 5 хв.

7 Вода 0.143 0.75 10 год. 20 хв.

8 Гума 0.13 0.025 5 хв. 0.1 хв.

9 Свинець 23.6 0.6 1 год. 1 хв.

10 Нейлон 0.09 0.001 5 хв. 0.1 хв.
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(a) варiант 1 (деревина) (b) варiант 2 (цегла)

(c) варiант 3 (скло) (d) варiант 4 (мiдь)

(e) варiант 5 (алюмiнiй) (f) варiант 6 (повiтря)

Рисунок 4.3 – Результати моделювання (варiанти 1–6)
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(a) варiант 7 (вода) (b) варiант 8 (гума)

(c) варiант 9 (свинець) (d) варiант 10 (нейлон)

Рисунок 4.4 – Результати моделювання (варiанти 7–10)

4.3 Контрольнi питання

1. Наведiть формули апроксимацiї рiвняння теплопровiдно-
стi.

2. Чим визначається порядок системи звичайних диференцi-
альних рiвнянь для моделювання задачi теплопровiдностi за наве-
деною методикою?

3. Яку кiлькiсть шарiв розбиття було використано для розв’я-
зання контрольної задачi з п. 4.2.1? Запишiть диференцiальнi рiв-
няння для першої, другої та останньої точок системи звичайних
диференцiальних рiвнянь для цiєї задачi.



46

4. Назвiть основнi джерела похибок, якi впливають на резуль-
тат моделювання.

5. Назвiть переваги й недолiки даної методики моделювання.

4.4 Змiст звiту з лабораторної роботи

1. Титульний лист, оформлений вiдповiдно до вимог.
2. Мета роботи.
3. Результати моделювання процесiв змiни температури в стi-

нi iз залiза з параметрами, що описанi у табл. 4.1, у виглядi графi-
кiв.

4. Лiстинг до п. 4.2.2 (iндивiдуальне завдання) та результати
моделювання у виглядi графiку.

5. Вiдповiдi на контрольнi питання.
6. Висновки за результатами дослiджень.
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ЛАБОРАТОРНА РОБОТА 5
Моделювання систем масового обслуговування

Мета роботи — опанувати методи моделювання систем масо-
вого обслуговування, дослiдити їх математичнi моделi на прикладi
найпростiших систем.

5.1 Теоретичнi вiдомостi

5.1.1 Поняття потокiв у СМО

Системи масового обслуговування (СМО) – це системи, фун-
кцiонування яких можна представити як процес обслуговування де-
якого потоку вимог, подiй, заявок одного типу [7–9].

Потiк вимог – послiдовнiсть вимог (подiй, заявок) на обслу-
говування. Вхiдний потiк – потiк вимог, якi надходять до СМО.
Вихiдний потiк – потiк вимог, якi виходять iз СМО. Джерело ви-
мог – першопричина виникнення вимог (подiй, заявок) незалежно
вiд їх фiзичної природи.

Iнтенсивнiсть потоку – це середнє число вимог (подiй, за-
явок), що виникають в одиницю часу.

При масовому надходженнi вимог у СМО можуть виникнути
черги.

Стацiонарний потiк вимог – це потiк, iнтенсивнiсть якого не
залежить вiд часу.

Ординарний потiк вимог – це потiк, у якому вимоги виника-
ють по однiй, без одночасної появи.

Потiк вимог без пiслядiї – це потiк, кiлькiсть вимог якого,
за умови їх iснування в iнтервалах часу, що не перетинаються, не
залежить одна вiд одної. Вiдсутнiсть пiслядiї означає, що вимоги
надходять до системи незалежно одна вiд одної.

Найпростiший потiк вимог – це потiк, що одночасно стацiо-
нарний, ординарний та без пiслядiї.

Рекурентний потiк вимог – це потiк вимог, що є стацiонар-
ним та ординарним, а iнтервали часу мiж вимогами у такому потоцi
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є випадковими величинами з однаковим (довiльним) розподiлом.
Окремi випадки рекурентного потоку: найпростiший потiк,

коли iнтервали часу мiж подiями розподiленi за експоненцiальним
законом, та нормальний потiк, коли iнтервали часу мiж подiями
розподiленi за нормальним (Гаусовим) розподiлом.

5.1.2 Короткi вiдомостi про основнi види СМО

СМО класифiкують:
– за числом обслуговчих пiдсистем: одноканальнi та багато-

канальнi ;
– за характером джерела вимог: з кiнцевою та нескiнченою

кiлькiстю вимог;
– залежно вiд вiдсутностi або наявностi можливостi очiку-

вання для вимог: з вiдмовами та з очiкуванням (необмеженим,
обмеженим).

У системi з вiдмовами вимога, що надходить у той час, коли
всi канали СМО зайнятi, отримує вiдмову, залишає систему та не
приймає участi у подальшому процесi обслуговування. У системi з
очiкуванням така вимога стає в чергу та очiкує поки не звiльниться
будь-яка пiдсистема.

У системах з обмеженим очiкуванням можуть накладати-
ся обмеження (на довжину черги, на час перебування в черзi, на
загальний час перебування вимоги у системi тощо).

𝑛-канальна СМО з вiдмовами

Ймовiрнiсть, що всi канали будуть вiльнi:

𝑝0 =

(︂
1 +

𝜌

1!
+
𝜌2

2!
+ · · ·+ 𝜌𝑛

𝑛!

)︂−1

. (5.1)

де 𝜌 = 𝜆/𝜇 – зведена iнтенсивнiсть; 𝑛 – кiлькiсть каналiв у системi.
Пiсля обчислення за формулою (5.1) ймовiрностi 𝑝0 можна

знайти ймовiрностi для всiх iнших станiв системи:

𝑝1 = 𝜌𝑝0, 𝑝2 =
𝜌2

2!
𝑝0, . . . , 𝑝𝑛 =

𝜌𝑛

𝑛!
𝑝0. (5.2)
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Цi формули для ймовiрностей станiв 𝑛-канальної СМО iз вiдмовами
називаються формулами Ерланга.

Ймовiрнiсть того, що чергова заявка, що надiйшла, отримає
вiдмову в обслуговуваннi дорiвнює ймовiрностi зайнятостi всiх ка-
налiв СМО, тобто 𝑝𝑛:

𝑃𝐿 = 𝑝𝑛 =
𝜌𝑛

𝑛!
𝑝0. (5.3)

Вiдносною пропускною здатнiстю СМО називається середня час-
тка заявок, що будуть обслугованi:

𝑄 = 1− 𝑃𝐿 = 1− 𝜌𝑛

𝑛!
𝑝0. (5.4)

Абсолютною пропускною здатнiстю СМО називається середня кiль-
кiсть заявок, що обслуговуються в одиницю часу:

𝐴 = 𝜆𝑄. (5.5)

Середнє число зайнятих каналiв обчислюється за формулою:

𝑘 =
𝐴

𝜇
. (5.6)

На рис. 5.1 наведена граф-схема станiв для 𝑛-канальної СМО
з вiдмовами.

𝑆0 𝑆1 𝑆2 . . . 𝑆𝑛

𝜆 𝜆 𝜆 𝜆

𝑛𝜇3𝜇2𝜇𝜇

Рисунок 5.1 – Граф-схема станiв 𝑛-канальної СМО з вiдмовами

Одноканальна СМО з необмеженою чергою

Ймовiрнiсть, що канал буде вiльний:

𝑝0 = 1− 𝜌. (5.7)
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Формули ймовiрностей всiх iнших станiв системи:

𝑝1 = 𝜌(1− 𝜌), 𝑝2 = 𝜌2(1− 𝜌), . . . , 𝑝𝑘 = 𝜌𝑘(1− 𝜌). (5.8)

Середня кiлькiсть заявок та середнiй час перебування заявки у си-
стемi:

𝐿𝑠 =
𝜌

1− 𝜌
, 𝑊𝑠 =

1

𝜆

𝜌

1− 𝜌
. (5.9)

Довжина черги та середнiй час перебування заявки в черзi:

𝐿𝑞 =
𝜌2

1− 𝜌
, 𝑊𝑞 =

1

𝜆

𝜌2

1− 𝜌
. (5.10)

На рис. 5.2 наведена граф-схема станiв для одноканальної
СМО з необмеженою чергою.

𝑆0 𝑆1 𝑆2 . . . 𝑆𝑘 . . .

𝜆 𝜆 𝜆 𝜆 𝜆

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇

Рисунок 5.2 – Граф-схема одноканальної СМО
з необмеженою чергою

𝑛-канальна СМО з необмеженою чергою

Ймовiрнiсть, що всi канали будуть вiльнi:

𝑝0 =

(︂
1 +

𝜌

1!
+
𝜌2

2!
+ · · ·+ 𝜌𝑛

𝑛!
+

𝜌𝑛+1

𝑛!(𝑛− 𝜌)

)︂−1

. (5.11)

Ймовiрностi станiв системи, коли немає черги:

𝑝1 = 𝜌𝑝0, 𝑝2 =
𝜌2

2!
𝑝0, . . . , 𝑝𝑛 =

𝜌𝑛

𝑛!
𝑝0, (5.12)

де 𝑝1 – ймовiрнiсть того, що один канал зайнятий; 𝑝2 – ймовiрнiсть
того, що два канали зайнятi; . . . , 𝑝𝑛 – ймовiрнiсть того, що всi 𝑛
каналiв зайнятi.
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Ймовiрнiсть станiв системи, коли всi канали зайнятi i є черга:

𝑝𝑛+1 =
𝜌𝑛+1

𝑛𝑛!
𝑝0, 𝑝𝑛+2 =

𝜌𝑛+2

𝑛2𝑛!
𝑝0, . . . (5.13)

𝑝𝑛+1 – ймовiрнiсть того, що всi канали зайнятi i одна заявка в черзi;
𝑝𝑛+2 – ймовiрнiсть того, що всi канали зайнятi i двi заявки в черзi,
i так далi.

Число заявок та час перебування заявки в черзi :

𝐿𝑞 =
𝜌𝑛+1

𝑛𝑛!(1− 𝜌/𝑛)2
𝑝0, 𝑊𝑞 =

1

𝜆
𝐿𝑞; (5.14)

Число заявок та час перебування заявки у системi :

𝐿𝑠 = 𝐿𝑞 + 𝜌, 𝑊𝑠 =
1

𝜆
𝐿𝑠. (5.15)

На рис. 5.3 наведена граф-схема станiв n-канальної СМО з
необмеженою чергою.

𝑆0 𝑆1 𝑆2 . . . 𝑆𝑛 . . . 𝑆𝑛+𝑟 . . .

𝜆 𝜆 𝜆 𝜆 𝜆 𝜆 𝜆

𝑛𝜇𝑛𝜇𝑛𝜇𝑛𝜇3𝜇2𝜇𝜇

Рисунок 5.3 – Граф-схема станiв n-канальної СМО
з необмеженою чергою

Одноканальна СМО з обмеженим часом очiкування

Ймовiрнiсть, що канал вiльний:

𝑝0 =

(︃
1 + 𝜌+ 𝜌

∞∑︁
𝑖=2

𝜆𝑖−1∏︀𝑖−1
𝑗=1(𝜇+ 𝑗𝜉)

)︃−1

, (5.16)

де 𝜆 – iнтенсивнiсть потоку заявок, 𝜇 – iнтенсивнiсть обслуговува-
ння каналу, 𝜉 – iнтенсивнiсть очiкування заявок.
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Примiтка: при використаннi формули (5.16) достатньо ви-
брати максимальне значення iндексу 𝑖 = 4, оскiльки члени ряду
швидко зменшуються зi збiльшенням 𝑖.

Ймовiрнiсть одночасного перебування 𝑟 вимог в черзi, якщо
𝑟 ≥ 2:

𝑝𝑟 = 𝜌
𝜆𝑟−1∏︀𝑟−1

𝑗=1(𝜇+ 𝑗𝜉)
𝑝0. (5.17)

5.1.3 Алгоритм роботи одноканальної СМО з обмеженим
часом очiкування

Розглянемо одноканальну систему, в яку на обслуговування
надходять заявки (вимоги). Iнтервал часу мiж двома послiдовними
заявками 𝜏𝐸 є випадковою величиною з заданим законом розподi-
лу 𝑓(𝜏𝐸). Час зайнятостi каналу (час обслуговування) 𝜏𝐹 також є
випадковою величиною iз законом розподiлу 𝑓(𝜏𝐹 ).

Якщо наступна заявка, що надiйшла, застає канал зайнятим,
то вона очiкує звiльнення каналу протягом часового iнтервалу, не
бiльш нiж 𝜏𝑊 , який теж є випадковою величиною розподiленою за
законом 𝑓(𝜏𝑊 ). Якщо за цей час канал звiльняється, то вiн одразу
починає обслуговувати заявку, iнакше – заявка залишає систему
(отримує вiдмову). Така система зветься СМО з обмеженим часом
очiкування.

В результатi моделювання такої системи необхiдно отримати
характеристики якостi обслуговування:

– середню кiлькiсть обслугованих заявок;
– середню кiлькiсть заявок, якi отримали вiдмову;
– середнiй час очiкування;
– середнiй час обслуговування.
Алгоритм моделювання СМО та органiзацiю роботи системи

надано на рис. 5.4. Процес функцiонування системи розглядається
в iнтервалi часу [0, 𝑇 ]. Зробимо деякi позначення моделi системи:

– 𝑡𝐸𝑖 – момент часу надходження 𝑖-ої заявки. Заявки, що на-
дiйшли у момент часу 𝑡𝐸𝑖 ≥ 𝑇 , у моделi не розглядаються;
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– 𝑡𝐵 – момент часу початку обслуговування. Якщо канал
вiльний, то обслуговування чергової заявки починається у момент
її появи, тобто 𝑡𝐵 = 𝑡𝐸𝑖 , i канал вважається зайнятим;

– 𝑡𝐹 – момент часу звiльнення каналу (закiнчення обслугову-
вання). Якщо момент закiнчення обслуговування 𝑡𝐹 > 𝑇 , вважаємо,
що заявка отримала вiдмову;

– 𝑡𝑊 – момент часу закiнчення очiкування поточної заявки.
Якщо 𝑡𝑊 > 𝑡𝐹 , то заявка починає обслуговуватись, причому 𝑡𝐵 =
𝑡𝐸𝑖 i система знову вважається зайнятою;

– заявка вважається обслугованою, якщо час закiнчення об-
слуговування 𝑡𝐹 < 𝑇 ;

– заявка отримала вiдмову, якщо 𝑡𝑊 < 𝑡𝐹 .
Нехай 𝜆 – iнтенсивнiсть потоку заявок, 𝜇 – iнтенсивнiсть об-

слуговування каналу, 𝜉 – iнтенсивнiсть очiкування заявок. Будемо
вважати, що час мiж появою заявки, час обслуговування та час
очiкування для кожної заявки розподiленi за експоненцiальним за-
коном:

𝑓(𝜏) = 𝜆𝑒−𝜆𝜏 , 𝑓(𝜏𝐹 ) = 𝜇𝑒−𝜇𝜏 , 𝑓(𝜏𝑊 ) = 𝜉𝑒−𝜉𝜏 . (5.18)

Обчислити випадковi значення, розподiленi за експоненцiальним за-
коном, можна за формулою:

𝑧 = −1

𝜃
ln(1− 𝑥), (5.19)

де 𝑥 – випадковi рiвномiрно розподiленi числа; 𝜃 – iнтенсивнiсть
потоку.

Якщо дiапазон розподiлення 𝑥 ∈ (0, 1), то таке спiввiдношення
еквiвалентне виразу

𝑧 = −1

𝜃
ln𝑥. (5.20)

Таким чином, випадковi моменти появи заявок, закiнчення обслуго-
вування та закiнчення очiкування можна обчислити за формулами:

𝑡𝐸𝑖+1 = 𝑡𝐸𝑖 − 1

𝜆
ln𝑥, 𝑡𝐹 = 𝑡𝐵 − 1

𝜇
ln𝑥, 𝑡𝑊 = 𝑡𝐸𝑖 − 1

𝜉
ln𝑥. (5.21)
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Рисунок 5.4 – Блок-схема алгоритму моделювання СМО
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Рекомендацiї щодо використання алгоритму
За допомогою наведеного алгоритму можна приблизно змо-

делювати поведiнку СМО з вiдмовами та систему з необмеженим
очiкуванням.

При необмеженому збiльшеннi iнтенсивностi очiкувань 𝜉, що
означає те, що заявки iнтенсивнiше залишають систему, не доче-
кавшись обслуговування, система з обмеженим часом очiкування
за своїми характеристиками наближається до системи з вiдмовами.

При необмеженому зменшеннi iнтенсивностi очiкувань ця мо-
дель системи наближається до СМО з необмеженим очiкуванням (з
необмеженою чергою).

5.2 Практичнi завдання

5.2.1 Дослiдження одноканальної СМО

Розробiть програму моделювання СМО для моделювання одно-
канальної СМО вiдповiдно до алгоритму, наведеного на рис. 5.4.
Для розробки власної програми моделювання можна використову-
вати елементи програми, наведеної у лiст. 5.1.

Лiстинг 5.1 Приклад реалiзацiї одноканальної СМО
1 function z=f(nu,tc)
2 z=tc -log(rand())/nu;
3 endfunction
4 L=0.4; M=0.6; K=1.2; 1.2;//лямбда, мю, ксi
5 T = 1000; //тривалiсть однiєї реалiзацiї
6 n=0; //номер поточної реалiзацiї
7 N = 100; //загальна кiлькiсть реалiзацiй
8 ne = 0; // кiлькiсть заявок, що надiйшли
9 nS = 0; //кiлькiсть обслугованих заявок

10 nL = 0; //кiлькiсть заявок, що отримали вiдмову
11
12 while n < N
13 te = 0.0; //момент часу надходження заявки
14 tf = 0.0; //момент часу звiльнення каналу
15 while te<T
16 te = f(L,te);
17 ne = ne + 1; //кiлькiсть заявок
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18 if te>tf then
19 tb = te; //момент початку обслуговування
20 tf=f(M,tb);//момент закiнчення обслуговування
21 if tf>T then
22 nL = nL + 1; // кiлькiсть вiдмов
23 else
24 nS = nS + 1; // кiлькiсть обслуговувань
25 end
26 else tw=f(K,te);//до цього моменту заявка чекає
27 if tw<tf then
28 nL = nL +1; // кiлькiсть вiдмов
29 else
30 tb = tf;
31 tf=f(M,tb); // час виконання нової заявки
32 if tf> T then
33 nL = nL + 1; //кiлькiсть вiдмов
34 else
35 nS = nS + 1; //кiлькiсть обслуговувань
36 end
37 end
38 end
39 end
40 n = n+1; // кiлькiсть реалiзацiй
41 end
42 printf("ne=%.2f\n",ne/N);
43 printf("nS=%.2f nL=%.2f\n",nS/N,nL/N);

Для перевiрки правильностi реалiзацiї можна скористатися
результатами роботи цiєї програми, згiдно з якими:

– середнє значення заявок, що надiйшли, приблизно дорiв-
нює 400 зi стандартним вiдхиленням 18;

– середнє значення обслугованих заявок приблизно дорiвнює
270 (68%) зi стандартним вiдхиленням 13;

– середня кiлькiсть заявок, що отримали вiдмову, приблизно
дорiвнює 130 (32%) зi стандартним вiдхиленням 16.

Параметри СМО для моделювання за iндивiдуальними варi-
антами наведено у табл. 5.1, де 𝜆, 𝜇 i 𝜉 – iнтенсивностi надходження
заявки у систему, обслуговування заявки та очiкування заявкою об-
слуговування [1/c] вiдповiдно.
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Таблиця 5.1 – Iнтенсивностi потокiв для одноканальної СМО

№ 𝜆 𝜇 𝜉 № 𝜆 𝜇 𝜉

1 0.2 0.25 1.3 6 0.3 0.5 1.0
2 0.5 0.7 1.4 7 0.25 0.4 0.8
3 0.6 0.8 1.6 8 0.75 1.5 3.0
4 0.7 1.0 2.0 9 0.1 0.15 0.3
5 0.8 1.1 1.6 10 0.16 0.2 0.5

Загальне завдання для моделювання рiзних одноканальних
СМО складається з трьох задач (задача 1 – задача 3 ).

Задача 1. Виконайте моделювання одноканальної СМО з вiд-
мовами:

– складiть граф-схему станiв системи;
– обчислiть за допомогою формул, наведених у теоретичнiй

частинi: середню кiлькiсть заявок, що надiйшли у систему; сере-
дню кiлькiсть обслугованих заявок; середню кiлькiсть заявок, що
отримали вiдмову в обслуговуваннi;

– виконайте iмiтацiйне моделювання цiєї системи за допо-
могою розробленої програми та рекомендацiй щодо використання
алгоритму. Для оцiнки середнiх статистичних характеристик слiд
виконувати не менше 100 реалiзацiй моделювання при тривалостi
однiєї реалiзацiї не менше 1000 с. (див. коментарi лiст. 5.1);

– порiвняйте результати моделювання з результатами вико-
наних аналiтичних розрахункiв та зробiть висновки. Отриманi ре-
зультати по кiлькостi заявок також надайте у виглядi вiдсоткiв (якi
були обслугованi; якi отримали вiдмову).

Задача 2. Для одноканальної СМО з необмеженою чергою:
– складiть граф-схему станiв системи;
– обчислiть: середню кiлькiсть заявок, що надiйшли в систе-

му; середню кiлькiсть заявок, якi знаходяться у системi; середнiй
час перебування заявки у системi; середню довжину черги заявок
в системi; середнiй час перебування заявки в черзi;

– виконайте iмiтацiйне моделювання цiєї системи за допомо-
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гою розробленої програми та рекомендацiй щодо використання ал-
горитму, як ви це робили у задачi 1 ;

– порiвняйте результати моделювання з результатами вико-
наних аналiтичних розрахункiв та зробiть висновки. Отриманi ре-
зультати по кiлькостi заявок також надайте у виглядi вiдсоткiв.

Задача 3. Для одноканальної СМО з обмеженим часом очiку-
вання за допомогою формул (5.16) та (5.17) обчислiть ймовiрнiсть
того, що канал буде вiльний, ймовiрнiсть зайнятостi каналу та ймо-
вiрнiсть одночасного перебування 𝑟 заявок в черзi (для 𝑟 = 2 i
𝑟 = 3).

5.2.2 Дослiдження багатоканальної СМО

За допомогою формул, наведених у теоретичнiй частинi, вико-
найте необхiднi розрахунки та розв’яжiть задачi з багатоканальних
СМО за iндивiдуальними варiантами, кожен з яких складається з
двох задач (задача 4 – СМО з вiдмовами, задача 5 – СМО з нео-
бмеженою чергою). Для кожної задачi складiть граф-схему станiв.

Варiант 1.
Задача 4. Для 3-х канальної СМО з вiдмовами визначте ймо-

вiрнiсть обслуговування, якщо у систему надходять у середньому
18 заявок за хвилину та кожна заявка обслуговується 8 с.

Задача 5. Для 2-х канальної СМО з необмеженою чергою ви-
значте ймовiрнiсть того, що пiд час появи заявки в черзi буде знахо-
дитись 2 заявки, якщо у систему надходять у середньому 12 заявок
за хвилину i кожна заявка обслуговується 6 с.

Варiант 2.
Задача 4. Для 2-х канальної СМО з вiдмовами визначте ймо-

вiрнiсть вiдмови в обслуговуваннi, якщо у систему надходять у се-
редньому 8 заявок за хвилину та кожна заявка обслуговується 10 с.

Задача 5. Для 3-х канальної СМО з необмеженою чергою
визначте ймовiрнiсть того, що пiд час появи заявки система буде
зайнята, якщо у систему надходять у середньому 15 заявок за хви-
лину i кожна заявка обслуговується 6 с.
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Варiант 3.
Задача 4. Для 4-х канальної СМО з вiдмовами визначте ймо-

вiрнiсть того, що буде зайнято два канали, якщо у систему надхо-
дять у середньому 20 заявок за хвилину та кожна заявка обслуго-
вується 10 с.

Задача 5. Для 2-х канальної СМО з необмеженою чергою ви-
значте ймовiрнiсть того, що пiд час появи заявки в черзi буде знахо-
дитись 1 заявка, якщо у систему надходять у середньому 8 заявок
за хвилину, а кожна заявка обслуговується 10 с.

Варiант 4.
Задача 4. Для 2-х канальної СМО з вiдмовами визначте ймо-

вiрнiсть обслуговування, якщо у систему надходять у середньому
3 заявки за хвилину, а кожна заявка обслуговується 30 с.

Задача 5. Для 4-х канальної СМО з необмеженою чергою ви-
значте середню кiлькiсть заявок та середнiй час перебування заяв-
ки у системi, якщо у систему надходять у середньому 4 заявки за
хвилину, а кожна заявка обслуговується 40 с.

Варiант 5.
Задача 4. Для 3-х канальної СМО з вiдмовами визначте ймо-

вiрнiсть того, що будуть зайнятi 2 канали, якщо iнтенсивнiсть вхi-
дного потоку – 1 заявка за 1 с, а кожна заявка обслуговується в
середньому 2,5 с.

Задача 5. Для 3-х канальної СМО з необмеженою чергою ви-
значте середню кiлькiсть заявок та середнiй час перебування заяв-
ки у системi, якщо у систему надходять у середньому 10 заявок за
хвилину, а кожна заявка обслуговується 15 с.

Варiант 6.
Задача 4. Для 4-х канальної СМО з вiдмовами визначте ймо-

вiрнiсть того, що система буде вiльною, якщо iнтенсивнiсть вхiдного
потоку – 3 заявки за 2 с, а кожна заявка обслуговується в середньо-
му 2 с.

Задача 5. Для 2-х канальної СМО з необмеженою чергою ви-
значте ймовiрнiсть того, що пiд час появи заявки у системi в черзi
буде знаходитись 3 заявки, якщо у систему надходять у середньому
6 заявок за хвилину, а кожна заявка обслуговується 10 с.
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Варiант 7.
Задача 4. Для 2-х канальної СМО з вiдмовами визначте ймо-

вiрнiсть вiдмови в обслуговуваннi, якщо iнтенсивнiсть вхiдного по-
току – 1 заявка за 12 с, а кожна заявка обслуговується в середньому
8 с.

Задача 5. Для 4-х канальної СМО з необмеженою чергою ви-
значте ймовiрнiсть того, що пiд час появи заявки в системi буде
зайнято три канали, якщо у систему надходять у середньому 18 за-
явок за хвилину, а кожна заявка обслуговується 10 с.

Варiант 8.
Задача 4. Для 2-х канальної СМО з вiдмовами визначте ймо-

вiрнiсть вiдмови в обслуговуваннi, якщо у систему надходять у се-
редньому 10 заявок за хвилину, а кожна заявка обслуговується 8 с.

Задача 5. Для 3-х канальної СМО з необмеженою чергою ви-
значте ймовiрнiсть того, що пiд час появи поточної заявки система
буде зайнята, якщо у систему надходять у середньому 10 заявок за
хвилину, а кожна заявка обслуговується 12 с.

Варiант 9.
Задача 4. Для 4-х канальної СМО з вiдмовами визначте ймо-

вiрнiсть того, що система буде вiльною, якщо у систему надходять
у середньому 7 заявок за хвилину, а кожна заявка обслуговується
30 с.

Задача 5. Для 2-х канальної СМО з необмеженою чергою ви-
значте ймовiрнiсть того, що пiд час появи поточної заявки в черзi
буде знаходитися 2 заявки, якщо у систему надходять у середньому
10 заявок за хвилину, а кожна заявка обслуговується 10 с.

Варiант 10.
Задача 4. Для 3-х канальної СМО з вiдмовами визначте ймо-

вiрнiсть того, що в системi буде зайнятий один канал, якщо у си-
стему надходять у середньому 8 заявок за хвилину, а кожна заявка
обслуговується 20 с.

Задача 5. Для 4-х канальної СМО з необмеженою чергою ви-
значте ймовiрнiсть того, що пiд час появи поточної заявки в систе-
мi буде зайнято 2 канали, якщо у систему надходять у середньому
16 заявок за хвилину, а кожна заявка обслуговується 12 с.
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5.3 Контрольнi питання

1. Що називають потоком вимог у теорiї СМО?
2. Як практично оцiнити значення iнтенсивностi потоку ви-

мог?
3. Що таке найпростiший потiк вимог?
4. Як на практицi оцiнити, чи є потiк найпростiшим?
5. Як розподiленi iнтервали часу мiж вимогами у найпростi-

шому потоцi?
6. Складiть приклад розмiченого графа та системи рiвнянь

Колмогорова для системи, у якiй три можливих стани, причому,
система може переходити з кожного стану в будь-який з двох iнших
станiв.

7. Пояснiть поняття фiнальної ймовiрностi стану СМО. У яко-
му випадку вони iснують? Як це визначити для конкретної СМО?

8. Чи є ймовiрностi у рiвняннях Колмогорова фiнальними?
9. Чи iснують фiнальнi ймовiрностi станiв одноканальної СМО

з необмеженим часом очiкування? Якщо так, то за якої умови?
10. Чи iснують фiнальнi ймовiрностi станiв 𝑛-канальної СМО

з необмеженим часом очiкування? Якщо так, то за якої умови?
11. Що означає твердження, що у черзi перебуває не бiльше

трьох вимог?
12. Якi саме канали триканальної СМО зайнятi обслуговуван-

ням, якщо на даний момент зайнятi лише два канали?

5.4 Змiст звiту з лабораторної роботи

1. Титульний лист.
2. Мета роботи.
3. Лiстинг програми, результати аналiтичних розрахункiв та

висновки, якi виконанi за п. 5.2.1.
4. Результати розв’язання задач iз п. 5.2.2.
5. Аргументованi вiдповiдi на контрольнi питання.
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