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1 ТЕОРІЯ ПОЛЯ 

 
Розв’язування типового варіанта 

 

Завдання 1.1 (до Завдання 1.2.1 [6]). Скалярне поле визначене 

функцією  2229ln zyxf  . Знайти його градієнт та побудувати 

поверхню рівня 1f . 

Розв’язання. Градієнт функції  zyxuu ,,  в точці  zyxM ,,  

обчислюється за формулою 

  k
z

u
j

y

u
i

x

u
Mugrad














 .   (1.1) 

Знаходимо частинні похідні заданої функції: 

2229

18

zyx

x

x

f







, 

2229

2

zyx

y

y

f







, 

2229

2

zyx

z

z

f







. 

Знаходимо градієнт заданої функції за формулою (1.1): 

  k
zyx

z
j

zyx

y
i

zyx

x
Mfgrad

222222222 9

2

9

2

9

18








 . 

За означенням поверхнею рівня скалярного поля  zyxuu ,,  

називається сукупність точок простору, в яких функція цього поля 

приймає однакові значення, тобто   Czyxu ,, . 

Знайдемо поверхню рівня для заданого скалярного поля при 

1C :   19ln 222  zyx , ezyx  2229 , 1
9

222


e

z

e

y

e

x
 – 

однопорожнинний гіперболоїд. Поверхня рівня зображена на рис. 1.1. 

 
Рисунок 1.1 

z  

x  

y  
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Відповідь:   





 j
zyx

y
i

zyx

x
Mfgrad

222222 9

2

9

18
 

k
zyx

z
2229

2


 , 1

9

222


e

z

e

y

e

x
 – однопорожний гіперболоїд, 

рис. 1.1. 
 

Завдання 1.2 (до Завдання 1.2.2 [6]). Знайти одиничний вектор 

нормалі до поверхні 023 332  zyxxy  в точці  1;2;10 M . 

Розв’язання. Якщо поверхня S  задана неявно рівнянням 

  Czyx  ,, , то одиничний вектор нормалі 0n  обчислюється за 

формулою 
 

 zyxgrad

zyxgrad
n

,,

,,0




  (знак в правій частині формули 

визначається вибором нормалі до поверхні S ). 

За умовою   332 23,, zyxxyzyx  . Знайдемо градієнт 

 zyx ,,  за формулою (1.1) та його модуль в точці 0M : 

     kzjxxyiyxygrad 2322 6329  , 

  kjiMgrad 6140  . 

      2336114
222

0  Mgrad . 

Знаходимо одиничний вектор нормалі до заданої поверхні в 

точці 0M : 

 
 

  












 kji

Mgrad

Mgrad
Mn

233

6

233

1

233

14

0

0
0

0
. 

Відповідь: 







 kji

233

6

233

1

233

14
. 

 

Завдання 1.3 (до Завдання 1.2.3 [6]). Знайти значення похідної 

функції  zyxuu ,,  в точці 1M  за напрямком вектора 21MM  і 

 1Mugrad , якщо 
222 22 zyxu  ,  3;1;31 M ,  2;1;12 M . 
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Розв’язання. Похідна функції  zyxuu ,,  за напрямком вектора 

 zyx aaaa ,,  обчислюється за формулою: 




















coscoscos

z

u

y

u

x

u

a

u
,   (1.2) 

де 
a

axcos , 
a

ay
cos , 

a

azcos  – напрямні косинуси вектора a , 

222
zyx aaaa  . 

Знайдемо частині похідні заданої функції та обчислимо їх 

значення в точці 1M : 

222 22

2

zyx

x

x

u







,   

5

6

1






Mx

u
; 

222 22

2

zyx

y

y

u









,   

5

2

1






M
y

u
; 

222 22 zyx

z

z

u







,   

5

3

1






Mz

u
. 

Знайдемо напрямні косинуси вектора 21MM : 

      1;2;232;11;3121 MM ,   3122
222

21 MM , 

3

2
cos  , 

3

2
cos  , 

3

1
cos  . 

За формулою (1.2) отримаємо: 

 
15

11

3

1

5

3

3

2

5

2

3

2

5

6
1

21



























































M

MM

u
. 

За формулою (1.1) знаходимо градієнт заданої функції: 

  kjik
y

u
j

y

u
i

x

u
Mugrad

MMM 5

3

5

2

5

6

111

1 













 . 

Відповідь:  
15

11
1

21





M

MM

u
,   kjiMugrad

5

3

5

2

5

6
1  . 
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Завдання 1.4 (до Завдання 1.2.4 [6]). Знайти  0MFrot , 

 0MFrot ,  0MFdiv  для векторного поля 

    kzyjxzizxMF 22 3  в точці  2;1;10 M . 

Розв’язання. Ротором або вихором векторного поля 

       kzyxRjzyxQizyxPMa ,,,,,,   в точці  zyxM ,,  

називається вектор 

  k
y

P

x

Q
j

z

P

x

R
i

z

Q

y

R

RQP

zyx

kji

Marot 

































































 . (1.3) 

Для заданого векторного поля   zxzyxP  2,, ,   xzzyxQ ,, , 

  zyzyxR 23,,  . За формулою (1.3) отримуємо: 

    































 izx

z
zy

y

zyzxzx

zyx

kji

Frot 2

22

3

3

 

        




































 kzx

y
zx

x
jzx

z
zy

x

2223  

        kzjixzykzjixzy  60106 . 

  kjiMFrot 2110  ;     1262111 222
0 MFrot . 

Дивергенція векторного поля 

       kzyxRjzyxQizyxPMa ,,,,,,   в точці  zyxM ,,  

обчислюється за формулою 

 
z

R

y

Q

x

P
Madiv














 .   (1.4) 

За формулою (1.4) маємо: 

        222 323 yxzy
z

zx
y

zx
x

MFdiv 













 , 

    11312
2

0 MFdiv . 
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Відповідь:   kjiMFrot 2110  ,   1260 MFrot , 

  10 MFdiv . 

 

Завдання 1.5 (до Завдання 1.2.5 [6]). Обчислити потік 

векторного поля       kxjzyixМa 2214   через зовнішню 

поверхню піраміди, яка утворена площиною P: 6322  zyx  та 

координатними площинами: 1) за означенням; 2) за допомогою 

формули Остроградського-Гаусса. 

Розв’язання. 
1) Зобразимо піраміду, обмежену заданою площиною та 

координатними площинами (рис. 1.2). 

 

A  

B  

C  

3  
O  

x  

y  

z  

3  

2  

 
Рисунок 1.2 

За означенням потік векторного поля 

       kzyxRjzyxQizyxPMa ,,,,,,   через поверхню S  в сторону 

одиничного вектора нормалі   cos;cos;cos0n  до цієї поверхні 

обчислюється за формулою 

 

S

dSnaП 0 .               (1.5) 

В даному випадку S  – зовнішня поверхня піраміди OABC . 

Обчислимо потік векторного поля через кожну з граней піраміди 

OABC . 

Розглянемо грань ABO : 0z , 622  yx , 3 yx , kn 0
, 

dxdydS  , xna 20  , xna
z

2
0

0 


. 
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   

 

3

0

0

3

0

3

3

0

0
1 222 dxyxdyxdxxdxdydSnaП

x

ABO xABO

 

     












 

3

0

323

0

2

3

0
32

3
232302

xx
dxxxdxxx  

99
2

27
2 








 . 

Розглянемо грань OBC : 0x , 632  zy , in 0 , 

dydzdS  , 140  xna , 1
0

0 
x

na .  

332
2

10
2  



 OBC

OBCOBC

SdydzdSnaП . 

Розглянемо грань OAC : 0y , 632  zx , jn 0 , dxdzdS  , 

zyna  20 , zna
y


0

0 . 

  









3

0

3

26

0

23

26

0

3

0

0
3

2
dx

z
zdzdxzdxdzdSnaП

x

OAC

x

ACO

 

 
 
 

  2)36(0
18

1

32

26

18

1
26

18

1
3

0

33

0

2





 

x
dxx . 

Розглянемо грань ABC : 6322  zyx , 
3

226 yx
z


 , 

kjin 322  , 17n , kjin
17

3

17

2

17

20  , 

       3222214
17

10 xzyxna  

 22414
17

1
 zyx ,  61646

173

1

3

226
0  


yxna yx

z
. 
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Оскільки грань ABC  однозначно проектується на площину Oxy , то 

    dydxzzdS yx

22
1  . Маємо 

3

226 yx
z


 , 

3

2
xz , 

3

2
yz , 

dxdydxdydS
3

17

3

2

3

2
1

22


















 . 

 




ABCABC

dxdyyxdSnaП
3

17
61646

173

10
4

   
ABC

dxdyyx 61646
9

1
 

      


3

0

0

3

2

0

3

3

0

6846
9

1
61646

9

1
dxyyxydyyxdx

x
x

 

        
3

0

2
3638346

9

1
dxxxxx  

    
3

0

22 381814446
9

1
dxxxx  

 
28252

9

1

3

38
1872

3

46

9

1
3

0

3
2

3














 


x
xx

x
. 

Використовуючи адитивність потоку, отримуємо: 

18282394321  ППППП . 

2) Формула Остроградського-Гаусса у векторній формі. Нехай 

задано векторне поле        kzyxRjzyxQizyxPMa ,,,,,,  . Якщо 

функції ),,( zyxP , ),,( zyxQ , ),,( zyxR  неперервні разом зі своїми 

частинними похідними першого порядку в замкненій області V  

простору, яка обмежена замкненою кусково-гладкою поверхнею S , 

тоді 

  

S V

dxdydzMadivdSnaП 0 ,  (1.6) 

де )cos,cos,(cos0 n  – зовнішній нормальний одиничний вектор 

до поверхні S . 
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За умовою   14,,  xzyxP ,   zyzyxQ  2,, ,   xzyxR 2,,  . 

  414 








x

xx

P
,   22 









zy

yy

Q
,   02 









x

zz

R
; 

  6024 Madiv . 

За формулою (1.6) отримуємо: 

 

VV

dxdydzdxdydzП 66 . 

Потрійний інтеграл 
V

dxdydz дорівнює об’єму піраміди OABC . 

3233
2

1

3

1

2

1

3

1

3

1
  COBOAOCOSV ABOOABC . 

18366  
V

dxdydzП . 

Відповідь: 1) 18; 2) 18. 

 
Завдання 1.6 (до Завдання 1.2.6 [6]). За допомогою формули 

Остроградського-Гаусса знайти потік векторного поля  Ma  через 

зовнішню поверхню тіла, обмеженого поверхнею S : 

a)   kzjyizxa 533 2  ,      S : 922  zx , 1y , 5y ; 

б)    kyxjzizxa  272 , S :     411
222  zyx . 

Розв’язання.  

а)   kzjyizxa 533 2  , S : 922  zx , 1y , 5y . 

Зобразимо поверхню, через яку треба знайти течію векторного 
поля (рис. 1.3). 

 

x  

y  

z  

1  5  

 
Рисунок 1.3 
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За умовою   zxzyxP  23,, ,   yzyxQ 3,,  ,   zzyxR 5,,  . 

x
x

P
6




, 3




y

Q
, 5




z

R
; 

  26536  xxMadiv . 

За формулою (1.6) отримуємо: 

  























 

.

.51

,20

,30

.

,sin

,cos

26

dydrdrdxdydz

y

r

yy

rz

rx

dxdydzxП

V

 

     
 3

0

2

0

5

1

3

0

2

0

2cos642cos6 drrrddyrdrrd  

     
 2

0

3

0

23

3

0

2

2

0

cos242cos64 drrdrrrd  

     
 2

0

2

0

23 9cos54403cos324 dd  

     


720292sin5449sin544
2

0
. 

 

б)    kyxjzizxa  272 , S :     411
222  zyx . 

За умовою   zxzyxP  2,, ,   zzyxQ 7,,  ,   yxzyxR  2,, . 

    411
222  zyx  – сфера з центром у точці  1;1;0   та 

радіусом 2. 

2




x

P
, 0




y

Q
, 0




z

R
; 

  2002 Madiv . 

За формулою (1.6) отримуємо: 

  3

64
2

3

4
222 3

кулі

V

VdxdydzП . 
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Відповідь: а) 72 ; б) 
3

64
. 

 
Завдання 1.7 (до Завдання 1.2.7 [6]). Знайти циркуляцію 

векторного поля      kyjzyiyxF 1422   по замкненому 

контуру трикутника, який утворюється внаслідок перетинів 

координатних площин з площиною P : 422  zyx  (нормаль до 

трикутника спрямована від початку координат): 
1) за означенням; 2) застосувавши формулу Стокса. 

Розв’язання. 
1) Циркуляцією векторного поля 

       kzyxRjzyxQizyxPMa ,,,,,,   по замкненому контуру L  

(з обраним напрямком обходу) називається лінійний інтеграл цього 

поля вздовж контуру L : 

 

LL

RdzQdyPdxrdaЦ ,  (1.7) 

де dzkdyjdxird  . 

Зобразимо контур L   ABCA  заданого трикутника (рис. 1.4). 

Оскільки за умовою задачі нормаль до трикутника спрямована від 

початку координат, то обхід контура необхідно вибрати так, як 

зображено на рис. 1.4. 

 

A  

B  C  

x  

4  

y  

2  

O  
2  

z  

L  

 
Рисунок 1.4 

 

Контур L  складається з трьох відрізків AB , BC , CA , тому для 

заданого векторного поля циркуляція дорівнює 

 

CABCABL

rdFrdFrdFrdFЦ . 
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На відрізку AB : 0z , 42  yx , 42  yx , dydx 2 , 

у змінюється від 2 до 0, dyjdxird  . 

      
0

2

1 22422 dyyyyydydxyxrdFЦ

ABAB

 

    21618028
2

2
908

2
989

2
0

2

20

2




























  y

y
dyy . 

На відрізку BC : 0y , 42  zx , 42  zx , dzdx 2 , 

20  z , dzkdxird  . 

      
2

0

2

0

2 741242 dzzdzzdzdxxrdFЦ

BCBC

 

6027
2

2
47

2
4

2
2

0

2














 z

z
. 

На відрізку CA : 0x , 422  zy , yz  2 , dydz   20  y , 

dzkdyjrd  . 

           
2

0

3 1422142 dyyyydzydyzyrdFЦ

CACA

 

  12025
2

2
5

2
5

2
2

0

20

2




























  y

y
dyy . 

Остаточно отримуємо: 

201262321  ЦЦЦЦ . 

2) Формула Стокса у векторному вигляді. Нехай задано 

векторне поле kzyxRjzyxQizyxPa ),,(),,(),,(  , де ),,( zyxP , 

),,( zyxQ , ),,( zyxR  – неперервні функції разом зі своїми частинними 

похідними першого порядку. Циркуляція вектора a  по замкненому 

контуру L  дорівнює потоку вектора arot  через будь-яку поверхню 

S , натягнуту на контур L : 

 

SL

dSnarotrdaЦ 0 ,         (1.8) 
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де орієнтація нормалі 0n  до поверхні узгоджена з орієнтацією контура 

L  таким чином, що з кінця нормалі  обхід контура спостерігається 
проти руху годинникової стрілки. 

В якості поверхні S  візьмемо частину площини 

422  zyx , яка обмежена контуром ABC . Виконаємо 

допоміжні розрахунки: 

    
































 izy

z
y

y

yzyyx

zyx

kji

Frot 214

1422

 

        kjiyx
y

zy
x

jyx
z

y
x

20622214 




































 . 

 2;2;1n , 3n , 









3

2
;

3

2
;

3

10

n

n
n . 

Оскільки поверхня S  однозначно проектується на площину Oxy , то 

    dydxzzdS yx

22
1  . Маємо 

2

24 yx
z


 , 

2

1
xz , 1yz , 

dxdydxdyzzdS yx
2

3
1

22
 . 

Обчислюємо циркуляцію за формулою (1.8): 

  







 

ABOS

dxdydSnFrotЦ 2
3

2
0

3

2
6

3

1

2

30

2024
2

1
5

2

1
55

3

10

2

3









 



 BOAOSdxdy ABO

ABO

. 

Відповідь: 1) –20; 2) –20. 
 

Завдання 1.8 (до Завдання 1.2.8 [6]). Довести, що поле 

 xzxyzya 2;2;22   є потенціальним та знайти його потенціал. 

Розв’язання. За означенням векторне поле a  називається 

потенціальним, якщо в кожній його точці ротор дорівнює нулю. 

Знайдемо ротор заданого векторного поля: 
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    































 ixy

z
xz

y

xzxyzy

zyx

kji

arot 22

2222

 

        




































 kzy

y
xy

x
jzy

z
xz

x

2222 22  

      0000222200  kjikyyjzzi . 

Таким чином задане поле потенціальне. 
Знайдемо потенціал заданого поля. Потенціал поля 

обчислюється за формулою: 

       dzzyxRdyzyxQdxzyxPzyxU

z

z

y

y

x

x

 

000

,,,,,,,, 000 , (1.9) 

де  zyx ,,  – координати довільної точки,  000 ,, zyx  – координати 

фіксованої точки. 

В якості фіксованої точки візьмемо початок координат  0;0;0 , 

тобто 0000  zyx . За формулою (1.9) отримуємо: 

      dzxzdyxydzxzdyxydxzyxU

zyzyx

00000

22 222200,,  

22

0

2

0

2 xzxyxzxy
zy

 . 

Отже,   CxzxyzyxU  22,, . 

Відповідь:   CxzxyzyxU  22,, . 
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2 ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ РІВНЯННЯ 

 

2.1 Диференціальні рівняння першого порядку 

 

Розв’язування типового варіанта 
 

Завдання 2.1.1 (до Завдання 2.1.2.1 [6]). Розв’язати 

диференціальні рівняння першого порядку (ДР-1) з 

відокремлюваними змінними: 

а)   032  ydydxyx ; 

б) 
y

y
xy

ln
sin  , ey 







 

2
. 

Розв’язання. 

а)   032  ydydxyx . 

Для відокремлення змінних поділимо обидві частини заданого 

рівняння на 032 y , отримаємо: 

0
32





y

ydy
xdx , 

32 


y

ydy
xdx . 

Інтегруємо обидві частини отриманого диференціального рівняння: 

 


32y

ydy
xdx , 

2
3ln

2

1

2

1 22 C
yx  , Cyx  3ln 22

. 

Загальний інтеграл заданого диференціального рівняння: 

  Cyx  3ln 22 . 

Відповідь:   Cyx  3ln 22 . 

 

б) 
y

y
xy

ln
sin  , ey 







 

2
. 

У заданому диференціальному рівнянні y  запишемо у вигляді 

dx

dy
y   та відокремимо змінні, отримаємо: 

y

y
x

dx

dy

ln
sin  , 

x

dx

y

dyy

sin

ln
 . 
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Інтегруємо обидві частини диференціального рівняння: 

 
x

dx
dy

y

y

sin

ln
,    

x

dx
ydy

sin
lnln , C

x
y 

2
tglnln

2

1 2 . 

Загальний інтеграл заданого рівняння: C
x

y 
2

tglnln
2

1 2 . 

Використовуючи початкову умову ey 






 

2
, знайдемо C . Для 

цього в загальний інтеграл рівняння підставимо ey  , 
2


x : 

Ce 



4

tglnln
2

1 2 , C 1ln
2

1
, 

2

1
C . 

Підставимо 
2

1
C  в загальний інтеграл рівняння, отримаємо: 

2

1

2
tglnln

2

1 2 
x

y , 1
2

tgln2ln 2 
x

y . 

Частинний інтеграл заданого рівняння: 1
2

tgln2ln 2 
x

y .  

Відповідь: 1
2

tgln2ln 2 
x

y . 

 

Завдання 2.1.2 (до Завдання 2.1.2.2 [6]). Розв’язати однорідні 

ДР-1: 

а) 

2

4 









x

y

x

y
y ; 

б)     093 222  dxxydyyxx ; 

в) xdydxyxy 




  22

,   43 y ; 

г) 
x

y
xyyx

4
sin44  ,  

8
1


y . 
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Розв’язання. 

Диференціальне рівняння  yxfy ,  називається однорідним 

ДР-1, якщо функція  yxf ,  є однорідною функцією нульового виміру, 

тобто    yxfytxtf ,,  . За допомогою підстановки   xuxxuy  , 

uxuy   однорідне ДР-1 зводиться до ДР-1 з відокремлюваними 

змінними. 

а) 

2

4 









x

y

x

y
y . 

Для заданого рівняння  
2

4, 









x

y

x

y
yxf . Перевіримо 

однорідність функції  yxf , : 

   yxf
x

y

x

y

x

yt

x

yt
ytxtf ,44,

22


















 . 

 yxf ,  – однорідна функція нульового виміру, тому задане рівняння 

однорідне. 

Зробимо заміну: xuy  , uxuy  . Підставимо вирази для 

y  та y  у задане рівняння, матимемо: 
2

4 






 





x

xu

x

xu
uxu , 24 uuuxu  , 24 uxu  . 

Останнє рівняння – ДР-1 з відокремлюваними змінними. Відокремимо 

змінні: 

24 u
dx

du
x  , 

x

dx

u

du


 24
. 

Інтегруємо обидві частини отриманого рівняння: 

 
 x

dx

u

du
24

, Cx
u

 ln
2

arctg
2

1
. 

Оскільки 
x

y
u  , то загальний інтеграл заданого рівняння: 

Cx
x

y
 ln

2
arctg

2

1
. 
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Відповідь: Cx
x

y
 ln

2
arctg

2

1
. 

 

б)     093 222  dxxydyyxx . 

Запишемо задане диференціальне рівняння у вигляді: 

yxx

yx
y






2

22

3

9
.     (*) 

Переконаємось, що задане рівняння є однорідним. Для заданого 

рівняння  
yxx

yx
yxf






2

22

3

9
, . Перевіримо однорідність функції  yxf , : 

 
   
 

 
 

 yxf
yxx

yx

yxxt

yxt

xtytxt

ytxt
ytxtf ,

3

9

3

9

3

9
,

2

22

22

222

2

22















 . 

 yxf ,  – однорідна функція нульового виміру, тому задане рівняння 

однорідне. 

Зробимо заміну: xuy  , uxuy  . Підставимо вирази для 

y  та y  у рівняння (*), матимемо: 

 
xxux

xux
uxu






2

22

3

9
, uuxu  3 , 3 xu , 

3
dx

du
x , 

x

dx
du

3
 ,  

x

dx
du 3 , Cxu  ||ln3 . 

Оскільки 
x

y
u  , то загальний інтеграл заданого 

диференціального рівняння: 

Cx
x

y
 ||ln3  або  xCxy  ||ln3 . 

 Відповідь:  xCxy  ||ln3 . 

 

в) xdydxyxy 




  22

,   43 y . 

Запишемо задане диференціальне рівняння у вигляді: 



 21 

x

yxy
y

22 
 . 

Переконаємось, що задане рівняння є однорідним. Для заданого 

рівняння  
x

yxy
yxf

22

,


 . Перевіримо однорідність функції 

 yxf , : 

 
   

 yxf
xt

yxyt

xt

ytxtyt
ytxtf ,,

22
22







 




 . 

 yxf ,  – однорідна функція нульового виміру, тому задане рівняння 

однорідне. 

Зробимо заміну: xuy  , uxuy  . Підставимо вирази для 

y  та y  в задане рівняння, матимемо: 

 
x

xuxxu
uxu

22 
 , 21 uuuxu  , 

21 u
dx

du
x  , 

x

dx

u

du


 21
,  

 x

dx

u

du

21
, 

Cxuu lnln1ln 2  , xCuu  21 . 

Оскільки 
x

y
u  , то загальний інтеграл заданого 

диференціального рівняння: 

xC
x

y

x

y











2

1  або  
222 xCyxy  . 

Використовуючи початкову умову, знайдемо C . Для цього в 

загальний інтеграл підставимо 4y , 3x : 

  222 3434  C , C954  , 
9

1
C . 

Підставимо 
9

1
C  у загальний інтеграл, матимемо: 
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222

9

1
xyxy  , 22299 xyxy  . 

Частинний інтеграл заданого рівняння: 22299 xyxy  . 

Відповідь: 22299 xyxy  . 

 

г) 
x

y
xyyx

4
sin44  ,  

8
1


y . 

Запишемо задане диференціальне рівняння у вигляді: 

x

y
x

y
x

y
4

4
4

sin 

 , 
x

y

x

y
y 

4
sin

4

1
.   (*) 

Переконаємось, що задане рівняння є однорідним. Для заданого 

рівняння  
x

y

x

y
yxf 

4
sin

4

1
, . Перевіримо однорідність функції 

 yxf , : 

   yxf
x

y

x

y

xt

yt

xt

yt
ytxtf ,

4
sin

4

14
sin

4

1
,  . 

 yxf ,  – однорідна функція нульового виміру, тому задане рівняння 

однорідне. 

Зробимо заміну: xuy  , uxuy  . Підставимо вирази для 

y  та y  в рівняння (*), матимемо: 

x

xu

x

xu
uxu 

4
sin

4

1
, uuuxu  4sin

4

1
, 

uxu 4sin
4

1
 , 

x

dx

u

du


4sin

4
,  

x

dx

u

du

4sin

4
, 

Cxu ln||ln|2tg|ln  , xCu 2tg . 

Оскільки 
x

y
u  , то загальний інтеграл заданого 

диференціального рівняння: 

xC
x

y


2
tg . 
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Використовуючи початкову умову  
8

1


y , знайдемо C . Для 

цього в загальний інтеграл підставимо 
8


y , 1x : 

1
1

8
2

tg 




C , 1C . 

Підставимо 1C  у загальний інтеграл, матимемо: 

x
x

y


2
tg . 

Частинний інтеграл заданого рівняння: x
x

y


2
tg . 

 Відповідь: x
x

y


2
tg . 

 

Завдання 2.1.3 (до Завдання 2.1.2.3 [6]). Розв’язати лінійні ДР-1: 

а) xx
x

xy
y 


 arcsin

1 2
; 

б)    dyxydxy 211  ; 

в) xyxy tgcos2  ,   00 y ; 

г) 
2

82 xey
x

y 


,   20 y . 

Розв’язання. 

Лінійні неоднорідні ДР-1 – це рівняння вигляду 

   xqyxpy  , де функція y  та її похідна y  утворюють лінійну 

залежність,  xp ,  xq  – задані та неперервні на деякому проміжку 

функції, що не рівні тотожно нулю. Одним з методів їх розв’язання є 
метод Бернуллі. 

Ідея методу. Невідому функцію шукають у вигляді: vuy  , де 

 xuu  ,  xvv   – невідомі функції змінної x . 

Оскільки vuy  , то vuvuy  . Підставимо ці вирази для 

y  та y  в задане рівняння, отримаємо: 

   xqxpvuvuvu  ,     xqxpvvuvu  . 
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Знайдемо такий розв’язок отриманого рівняння, щоб   0 xpvv . 

Тоді задане рівняння набуде вигляду    xqxvu  . Таким чином, 

отримаємо систему двох  ДР-1 з відокремлюваними змінними: 

 
 








.

,0

xqu

xp
 

З першого рівняння системи знаходимо один нетривіальний 

частинний розв'язок  xvv   (при цьому сталу C  не додаємо, 

вважаючи її рівною нулю). Підставляємо  xvv   в друге рівняння 

системи та знаходимо з нього ),( Cxuu  . Добуток знайдених функцій 

є розв’язком заданого лінійного рівняння: vuy  . 

 

а) xx
x

xy
y 


 arcsin

1 2
. 

Маємо лінійне ДР-1, у якому функція y  та її похідна y  

утворюють лінійну залежність. Зробимо заміну: vuy  , 

vuvuy  . Підставимо вирази для y  та y  в задане рівняння, 

матимемо: 

xx
x

uvx
vuvu 




 arcsin

1 2
, xx

x

vx
vuvu 












 arcsin

1 2
. 

Складемо систему: 

















.arcsin

,0
1 2

xxvu

x

vx
v

 

Знайдемо функцію v , розв’язавши перше рівняння системи: 

0
1 2







x

vx
v , 

21 x

vx

dx

dv




 ,  


21 x

dxx

v

dv
,  

 
 




2

2

1

1

2

1

x

xd

v

dv
, 21ln

2

1
ln xv  , 

21 xv  . 

Для того, щоб знайти функцію u  підставимо 21 xv   в друге 

рівняння системи та розв’яжемо його: 
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xxxu  arcsin1 2 , 
22 11

arcsin

x

x

x

x
u





 , 

 
























 dx

x

x
dx

x

x
dx

x

x

x

x
u

2222 11

arcsin

11

arcsin
 

 
 

Cxx
x

xd
xdx 




 

22

2

2

1arcsin
2

1

1

1

2

1
arcsinarcsin . 

Загальний розв’язок заданого рівняння: 

222 11arcsin
2

1
xCxxvuy 








 . 

Відповідь: 222 11arcsin
2

1
xCxxy 








 . 

 

б)    dyxydxy 211  . 

Поділимо обидві частини заданого рівняння на dy  та 

перетворимо отримане рівняння: 

  xy
dy

dx
y 211  ,   121  yxxy , 1

1

2





y

x
x  – лінійне 

диференціальне рівняння першого порядку відносно функції  yxx   

та її похідної  yxx  . 

Зробимо заміну: vux  , vuvux   (тут  yuu  ,  yvv  ). 

Маємо: 

1
1

2





y

uv
vuvu , 1

1

2













y

v
vuvu . 

Складемо систему: 
















.1

,0
1

2

vu

y

v
v

 

Знайдемо функцію v , розв’язавши перше рівняння системи: 

0
1

2





y

v
v , 

1

2




y

v

dy

dv
, 

1

2




y

dy

v

dv
,  


1

2

y

dy

v

dv
,  
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|1|ln2||ln  yv ,   2
1ln||ln


 yv , 

 21

1




y
v . 

Для того, щоб знайти функцію u  підставимо 
 21

1




y
v  в друге 

рівняння системи та розв’яжемо його: 

1 vu , 
 

1
1

1
2


 dy

du

y
,   dyydu

2
1 ,  

 
C

y
dyyu 


  3

1
1

3
2

. 

Загальний розв’язок заданого рівняння: 

 
   22

3

13

1

1

1

3

1

























y

Cy

y
C

y
vux . 

 213

1







y

Cy
x . 

Відповідь: 
 213

1







y

Cy
x . 

 

в) tgxyxy  2cos ,   00 y . 

Маємо лінійне ДР-1, у якому функція y  та її похідна y  

утворюють лінійну залежність. Запишемо задане диференціальне 

рівняння у вигляді: 

x

x

x

y
y

22 cos

tg

cos
 . 

Зробимо заміну: vuy  , vuvuy  . Підставимо вирази для 

y  та y  в задане рівняння, матимемо: 

x

x

x

vu
vuvu

22 cos

tg

cos



 , 

x

x

x

v
vuvu

22 cos

tg

cos









 . 

Отримаємо систему: 














.
cos

tg

,0
cos

2

2

x

x
vu

x

v
v

 

Знайдемо функцію v , розв’язавши перше рівняння системи: 
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0
cos2


x

v
v , 

x

v

dx

dv
2cos

 ,  
x

dx

v

dv
2cos

, xv tgln  , xev tg . 

Для того, щоб знайти функцію u  підставимо xev tg  в друге 

рівняння системи та розв’яжемо його: 

x

x
eu x

2

tg

cos

tg
  , 

x

ex
u

x

2

tg

cos

tg 
 , 


 dx

x

ex
u

x

2

tg

cos

tg
, 

Знайдемо інтеграл, що стоїть у правій частині останньої рівності: 














 tt

t
tgx

eVdxedV

dtdUtU
dtet

dx
x

dt

xt

dx
x

ex

,

,

cos

1

tg

cos

tg

2

2
 

CeexCeetdtete xxtttt  
tgtgtg . 

Отже, Ceexu xx  tgtgtg . Загальний розв’язок заданого 

рівняння: 

  xxxx eCxeCeexvuy tgtgtgtg 1tgtg   . 

Використовуючи початкову умову, знайдемо C . Для цього в 

загальний розв’язок рівняння підставимо 0y , 0x : 

010tg0 eC  , 1C . 

Частинний розв’язок заданого рівняння: 
xexy tg1tg  . 

Відповідь: xexy tg1tg  . 

 

г) 
2

82 xey
x

y 


,   20 y . 

Маємо лінійне ДР-1, у якому функція y  та її похідна y  

утворюють лінійну залежність. 

Помножимо обидві частини заданого рівняння на x , отримаємо: 
2

82 xxexyy  .    (*) 

Зробимо заміну: vuy  , vuvuy  . Підставимо вирази для 

y  та y  у рівняння (*), матимемо: 
2

82 xexuvxvuvu  ,  
2

82 xexvxvuvu  . 
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Складемо систему: 











 .8

,02
2xexvu

vxv
 

Знайдемо функцію v , розв’язавши перше рівняння системи: 

02  vxv , xv
dx

dv
2 , xdx

v

dv
2 ,  

  xdx
v

dv
2 , 2||ln xv  , 

2xev  . 

Для того, щоб знайти функцію u  підставимо 
2xev   в друге 

рівняння системи та розв’яжемо його: 
22

8 xx exeu   , xu 8 , Cxdxxu  
248 . 

Загальний розв’язок заданого рівняння: 

  224 xeCxvuy  . 

Використовуючи початкову умову   20 y , знайдемо C . Для 

цього в загальний розв’язок рівняння підставимо 2y , 0x : 

  002 eC  , 2C . 

Частинний розв’язок заданого рівняння: 

  2

24 2 xexy  . 

Відповідь:   2

24 2 xexy  . 

 
Завдання 2.1.4 (до Завдання 2.1.2.4 [6]). Розв’язати ДР-1 

Бернуллі: 

а) 42 yx
x

y
y  ; 

б) 
2

2
sin

2 22 x
tgy

x

y
y  , 1

2








 
y . 

Розв’язання. 
Диференціальне рівняння Бернуллі – це рівняння вигляду 

    nyxqyxpy  , де ліва частина лінійна відносно функції y  та її 

похідної y , а права частина містить ny , n  – дійсне число ( 0n , 
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1n ),  xp ,  xq  – задані та неперервні на деякому проміжку 

функції, що не рівні тотожно нулю. За допомогою підстановки 
nyz  1 ,   yynz n  1  рівняння Бернуллі зводиться до лінійного 

ДР-1. 

а) 42 yx
x

y
y  . 

Маємо рівняння Бернуллі, у якого  
x

xp
1

 ,   2xxq  , 4n . 

Поділимо задане рівняння на 4y : 

2

34

1
x

xyy

y



. 

Зробимо заміну: 3 yz ,  тоді yyz  43 . Підставимо отримані 

вирази для z  та z  в останнє рівняння, отримаємо лінійне ДР-1 

відносно нової функції z : 

2

3

1
x

x

z
z  , 23

3
x

x

z
z  . 

Зробимо заміну: vuz  , vuvuz  . Матимемо 

23
3

x
x

uv
vuvu  , 23

3
x

x

v
vuvu 








 . 

Складемо систему: 













.3

,0
3

2xvu

x

v
v

 

З першого рівняння системи знаходимо функцію v : 

0
3


x

v
v , 

x

v

dx

dv 3
 ,  

x

dx

v

dv
3 , xv ln3ln  , 

3xv  . 

Підставимо 
3xv   в друге рівняння системи та знайдемо з нього u : 

23 3xxu  , 
x

u
3

 , 
x

dx
u 3 , 

3

3 lnlnln
x

C
Cxu  

. 

Загальний розв’язок рівняння відносно змінної z : 

3

3 ln
x

C
xz  . 
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Оскільки 3 yz , то  
3

1

z
y  . 

x
x

C
y





3
3

ln

1
 – загальний розв’язок 

заданого рівняння. 

Відповідь: 

x
x

C
y





3
3

ln

1
. 

б) 
2

tg2
sin

2 22 x
y

x

y
y  , 1

2








 
y . 

Маємо рівняння Бернуллі, у якому  
x

xp
sin

2
 ,  

2
tg2 2 x

xq  , 

2n . 

Поділимо задане рівняння на 2y : 

2
tg2

sin

2 2

2

x

yxy

y






. 

Зробимо заміну: 1 yz , тоді yyz  2 . Підставимо отримані 

вирази для z  та z  в останнє рівняння, отримаємо лінійне ДР-1 

відносно нової функції z : 

2
tg2

sin

2 2 x

x

z
z  , 

2
tg2

sin

2 2 x

x

z
z  . 

Зробимо заміну: vuz  , vuvuz  . Матимемо 

2
tg2

sin

2 2 x

x

uv
vuvu  , 

2
tg2

sin

2 2 x

x

v
vuvu 








 . 

Складемо систему: 














.
2

tg2

,0
sin

2

2 x
vu

x

v
v

 

З першого рівняння системи знаходимо функцію v : 

0
sin

2


x

v
v , 

x

v

dx

dv

sin

2
 , 

x

dx

v

dv

sin

2
 , 
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 
x

dx

v

dv

sin
2 , 

2
tgln2ln

x
v  , 

2
tg2 x

v  . 

Підставимо 
2

tg2 x
v   в друге рівняння системи та розв’яжемо його: 

2
tg2

2
tg 22 xx

u  ,. 2u , Cxu  2 . Запишемо загальний 

розв’язок відносно змінної z :  
2

tg2 2 x
Cxz  . 

Оскільки 
y

z
1

 , то 
z

y
1

 . 

 
2

tg2

1

2 x
Cx

y



  – загальний 

розв’язок заданого рівняння. 

Використовуючи початкову умову, знайдемо C . Для цього в 

загальний розв’язок підставимо 1y , 
2


x : 

4
tg

2

2

1
1

2 














C

, 1 C , 1C . 

Частинний розв’язок заданого рівняння: 

 
2

tg21

1

2 x
x

y



 . 

Відповідь: 

 
2

tg21

1

2 x
x

y



 . 

 

Завдання 2.1.5 (до Завдання 2.1.2.5 [6]). Розв’язати ДР-1 у 
повних диференціалах: 

а) 0)cos()sin3( 32  dyyxdxxyx ; 

б) 0)
2

()
21

(
2

 dy
y

x
ydx

yx
. 

Розв’язання. 

ДР-1 виду     0,,  dyyxQdxyxP  називається ДР - 1 у повних 
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диференціалах, якщо його ліва частина є повний диференціалом 

деякої функції  yxuu , , тобто виконується умова 

x

Q

y

P









.     (2.1) 

Тоді       0,,,  yxuddyxxQdxyxP , тому загальним інтегралом 

рівняння в повних диференціалах є   Cyxu , . 

1 спосіб. Ліва частина заданого рівняння повинна дорівнювати 

повному диференціалу деякої функції  yxu , , тобто 

  dy
y

u
dx

x

u
yxud









, ,  yxP

x

u
,




,  yxQ

y

u
,




. 

Оскільки  yxP
x

u
,




, то      ydxyxPyxu   ,, , де  y  – 

невідома функція змінної y . Знайдемо  y , скориставшись умовою 

 yxQ
y

u
,




. Маємо 

      yxQydxyxP
y

,, 



 ,      


 dxyxP

y
yxQy ,, , 

       











 dydxyxP

y
yxQy ,, . 

При знаходженні  y  сталу C  не додаємо, вважаємо її рівною нулю. 

Підставимо  y  у вираз для  yxu , , отримаємо загальний розв’язок 

ДР-1 у повних диференціалах: 

      CdxyxP
y

yxQdxyxP 











   ,,, . 

2 спосіб. Загальний інтеграл рівняння у повних диференціалах 

можна знайти за однією із двох формул [5]: 

     

x

x

y

y

CdyyxQdxyxP

0 0

,, 0        (2.2) 

     

x

x

y

y

CdyyxQdxyxP

0 0

,, 0 ,       (2.3) 
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де точка  000 , yxM  належить області визначення функцій  yxP ,  та 

 yxQ , . 

 

 а) 0)cos()sin3( 32  dyyxdxxyx . 

1 спосіб. Розглянемо задане рівняння 

0)cos()sin3( 32  dyyxdxxyx . Перевіримо для нього виконання 

умови (2.1): 

  xyxyxP sin3, 2  ,   yxyxQ cos, 3  ; 

  23
,

x
y

yxP





, 

  23
,

x
x

yxQ





. 

Умова (2.1) виконується, тому задане рівняння є рівнянням у повних 
диференціалах. Маємо: 

xyx
x

u
sin3 2 




     dxxyxyxu )sin3(, 2  yxyx cos3 . 

Для знаходження  y  скористаємось рівністю  yxQ
y

u
,




. 

Матимемо: 

   yxyxyx
y

coscos 33 



  

   yxyx cos33     yy cos    yy sin . 

Тоді   yxyxyxu sincos, 3  , а загальний інтеграл заданого рівняння 

має вигляд: Cyxyx  sincos3 . 

2 спосіб. Розв’яжемо задане рівняння, використовуючи формулу 

(2.2). В якості точки  000 , yxM  візьмемо точку  0,00M . Маємо: 

    xxxxPyxP sinsin030,, 2
0  , 

   

x y

Cdyyxdxx

0 0

3 cossin ,   Cyyxx
yx


0

3

0
sincos , 

Cyyxx  sin1cos 3  або Cyxyx  sincos3 . 

Відповідь: Cyxyx  sincos3 . 
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б) 0)
2

()
21

(
2

 dy
y

x
ydx

yx
. 

1 спосіб. Перевіримо виконання умови (2.1): 

 
yx

yxP
21

,  ,  
2

2
,

y

x
yyxQ  ; 

 
2

2,

yy

yxP





, 

 
2

2,

yx

yxQ





. 

Умова (2.1) виконується, тому задане рівняння є рівнянням у повних 

диференціалах. Маємо: 

yxx

u 21





   








  dx

yx
yxu

21
,  y

y

x
x 

2
||ln . 

Для знаходження  y  скористаємось рівністю  yxQ
y

u
,




. 

Матимемо: 

 
2

22
||ln

y

x
yy

y

x
x

y














  

  
22

22

y

x
yy

y

x
    yy    

2

2y
y  . 

Тоді  
2

2
||ln,

2y

y

x
xyxu  , а загальний інтеграл заданого 

рівняння має вигляд: C
y

y

x
x 

2

2
||ln

2

. 

2 спосіб. Розв’яжемо задане рівняння, використовуючи формулу 

(2.2). В якості точки  000 , yxM  візьмемо точку  1,10M . Маємо: 

 
yx

yxP
21

,  ,  
2

2
,

y

x
yyxQ   

    2
1

1

21
1,, 0 

xx
xPyxP , 

1

1 1

2

2
2

1
Cdy

y

x
ydx

x

x y




















  ,   1

1

2

1

2

2
2||ln C

y

xy
xx

y

x














 , 
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  1

2

2
2

12

2
21ln2||ln Cx

y

xy
xx 








 , C

y

xy
x 

2

2
||ln

2

, 

де 
2

1
21 CC . 

Відповідь: C
y

y

x
x 

2

2
||ln

2

. 

 
Завдання 2.1.6 (до Завдання 2.1.2.6 [6]). Розв’язати задачі. 

1. Крива проходить через точку  5;0М . Записати рівняння 

кривої, якщо кутовий коефіцієнт дотичної в будь-якій точці кривої 

дорівнює абсцисі цієї точки, збільшеній у 1,6 разів. 

2. Крива проходить через точку  0;32N . Записати рівняння 

кривої, якщо відомо, що відрізок, відсічений від вісі ординат 

дотичною до кривої, дорівнює півсумі координат точки дотику. 

Розв’язання. 

1. Нехай  xyy   – рівняння шуканої кривої. Оберемо на кривій 

довільну точку );( yxA . Відповідно до геометричного змісту похідної 

кутовий коефіцієнт дотичної до кривої, проведеної в точці  yxA ; , 

дорівнює похідній функції  xyy   в цій точці. За умовою задачі для 

кожної точки кривої xy 6,1 . Розв’яжемо отримане диференціальне 

рівняння: 

 dxxy 6,1 , Cxy  28,0 . 

Знайдемо частинний розв’язок диференціального рівняння, 

тобто рівняння кривої, яка проходить через точку )5;0(М . Підставимо 

в загальний розв’язок координати точки 0x , 5y : C 208,05 , 

5C . Отже, рівняння шуканої кривої 58,0 2  xy . 

Відповідь: 58,0 2  xy . 

 

2. Нехай  xyy   – рівняння шуканої кривої. Оберемо на кривій 

довільну точку );( yxM  та проведемо через неї дотичну (рис. 2.1). 
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x  

y  

N  
32  

 xyy   

x  

y  
B  

O  

M  

 
Рисунок 2.1 

Рівняння дотичної проведеної в будь-якій точці  yx;  кривої  

має вигляд:  xXyyY  , де X , Y  – координати точки, що 

належить дотичній. Поклавши 0X , знайдемо ординату 0Y  точки 

перетину дотичної з віссю ординат:  xyyY  00 , yxyY 0 . 

Отже, довжина відрізка, відсіченого дотичною до кривої від осі 

ординат yxyYOB  0 . За умовою 
2

yx
OB


 . Маємо 

2

yx
yxy


 , yxyxy  22 , 

2

1

2

1
 y

x
y . Отримали лінійне 

диференціальне рівняння першого порядку відносно функції  xyy  . 

Розв’яжемо його. Зробимо заміну: uvy  , vuvuy  . Маємо 

2

1

2

1
 uv

x
vuvu , 

2

1

2

1









 v

x
vuvu . 

Отримаємо систему: 














.
2

1

,0
2

1

vu

v
x

v

 

З першого рівняння системи знайдемо функцію v : 

0
2

1
 v

x
v , v

xdx

dv

2

1
 , dx

xv

dv

2

1
 , 

  dx
xv

dv 1

2

1
, xv ln

2

1
ln  , ||lnln 2

1

xv  , 2

1

xv  , xv  . 

Підставимо xv   у друге рівняння системи та розв’яжемо його: 
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2

1
 xu , 

x
u

2

1
 , 

x

dx
u

2

1
, CxCxu  2

2

1
. 

Отже, загальний розв’язок диференціального рівняння: 

  xCxxCxuvy  . 

Знайдемо частинний розв’язок диференціального рівняння, 

тобто рівняння кривої, яка проходить через точку )0;32(N . 

Підставимо у загальний розв’язок диференціального рівняння 32x , 

0y : 

32320 C , 32C . 

Рівняння шуканої кривої: xxy 32 . 

Відповідь: xxy 32 . 

 

2.2. Диференціальні рівняння вищих порядків та системи 

диференціальних рівнянь 

 
Завдання 2.2.1 (до Завдання 2.2.2.1 [6]) Розв’язати 

диференціальні рівняння другого порядку, які допускають зниження 

порядку: 

а) 52 yx ; 

б) 






 


x

y
yyx ln ; 

в) yyy  21 ; 

г)  1
1





 xx

x

y
y ,   12 y ,   12 y ; 

д) yeyy     00 y ,   10 y . 

Розв’язання. 

а) 52 yx . 

Задане рівняння запишемо у вигляді 
2

5

x
y  . Маємо ДР-2 виду 

 xfy  . Для отримання загального розв’язку треба двічі послідовно 

проінтегрувати його праву частину. 

Для заданого рівняння отримуємо: 
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1
1

2
55 Cx

x

dx
y  

 , 

211 ln5
5

CxCxdxC
x

y 







   – загальний розв’язок. 

Відповідь: 21ln5 CxCxy  . 

 

б) 






 


x

y
yyx ln .  

Задане рівняння не містить невідому функцію y . Знизимо 

порядок заданого рівняння за допомогою заміни:  xzy  , zy  . 

Маємо: 











x

z
zzx ln , 










x

z

x

z
z ln . 

Отримали однорідне рівняння першого порядку. Зробимо підстановку: 

xuz  , uxuz  . Отримаємо 

uuuxu ln , 
  x

dx

uu

du


1ln
, 

   
 x

dx

uu

du

1ln
, 

 
 





x

dx

u

ud

1ln

1ln
,  

1lnln1lnln Cxu  , xCu 11ln  , 
xC

eu 11
 . 

Зробимо обернену заміну 
x

y

x

z
u


 : 

xC
e

x

y
11




, 
xC

xey 11
 . 

Інтегруємо останнє рівняння: 

  










dxe
C

xe
Ce

C
VdxedV

dxdUxU

dxxey
xCxC

xCxC
xC 11

11

1 1

1

1

1

1

1

1
1 11

1
,

,,

 

2
1

2
1

1

1

11
11

Ce
C

xe
C

xCxC



. 
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Відповідь: 2
1

2
1

1

1

11
11

Ce
C

xe
C

y
xCxC


 . 

 

в) yyy  21 . 

Задане рівняння не містить незалежну змінну x . Зниження 

порядку зробимо за допомогою заміни  ypy  , тоді 
dy

dp
py  . 

Маємо 

dy

dp
pyp  21 . 

Це рівняння першого порядку з відокремлюваними змінними відносно 

функції p . Відокремимо змінні та проінтегруємо обидві частини 

отриманого рівняння: 

y

dy

p

pdp


 21
,  

 y

dy

p

pdp
21

,   1
2 lnln1ln

2

1
Cyp  , 

   21
2 ln1ln yCp  , тоді  21

21 yCp  , 1)( 2
1  yCp . 

Зробимо обернену заміну  ypy  : 

1)( 2
1  yCy , dx

yC

dy


1)( 2
1

,  


dx
yC

dy

1)( 2
1

, 

2
2

11

1

1)(ln
1

CxyCyC
C

  – загальний інтеграл. 

Відповідь: 2
2

11

1

1)(ln
1

CxyCyC
C

 . 

 

г)  1
1





 xx

x

y
y ,   12 y ,   12 y . 

Задане рівняння не містить невідому функцію y . Понизимо 

порядок заданого рівняння за допомогою заміни:  xzy  , zy  . 

Маємо 

 1
1




 xx
x

z
z . 
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Отримали лінійне рівняння першого порядку відносно функції z . 

Розв’яжемо його за допомогою методу Бернуллі. Зробимо 

підстановку: vuz  , vuvuz  . Матимемо 

 1
1




 xx
x

uv
vuvu ,  1

1











 xx

x

v
vuvu . 

Складемо систему: 

 














.1

,0
1

xxvu

x

v
v

 

З першого рівняння системи знайдемо функцію v : 

0
1





x

v
v , 

1


x

v

dx

dv
, 

1


x

dx

v

dv
,  1lnln  xv , 1 xv . 

Підставимо 1 xv  у друге рівняння системи та розв’яжемо його: 

 1 xxvu ,    11  xxxu , xu  , 1

2

2
C

x
u  . 

Отже,  1
2

1

2














 xC

x
z . Повернемось до змінної y : 

 1
2

1

2














 xC

x
y . 

Знайдемо константу 1C , використовуючи початкові умови: 

 12
2

2
1 1

2














 C , 31 C . 

Підставимо значення 1C  у вираз для похідної y  та знайдемо функцію 

y : 

 13
2

2














 x

x
y , 33

22

23

 x
xx

y , 

 












 2

23423

3
2

3

68
33

22
Cx

xxx
dxx

xx
y . 

Використовуючи початкові умови, знайдемо 2C : 
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2

234

23
2

23

6

2

8

2
1 C


 , 

3

1
2 C . 

Частинний розв’язок заданого рівняння: 

3

1
3

2

3

68

234

 x
xxx

y . 

Відповідь: 
3

1
3

2

3

68

234

 x
xxx

y . 

 

д) yeyy     00 y ,   10 y . 

Задане рівняння не містить незалежну змінну x . Понизимо його 

порядок за допомогою заміни  ypy  , тоді 
dy

dp
py  . Маємо 

yep
dy

dp
p  , dyedp y , 1Cep y  . 

Оскільки  ypy  , то 1Cey y  . Знайдемо константу 1C , 

використовуючи початкові умови: 

1
01 Сe  , 111 С , 01 C . 

Тоді yey  . Знайдемо функцію y : 

ye
dx

dy
 , dx

e

dy
y
 , 2Cxe y   . 

Використовуючи початкові умови, знайдемо 2C : 21 C . Частинний 

розв’язок заданого рівняння: 

1  xe y
, xe y  1  або  xy  1ln . 

Відповідь:  xy  1ln . 

 

Завдання 2.2.2 (до Завдання 2.2.2.2 [6]). Розв’язати лінійні 

однорідні диференціальні рівняння зі сталими коефіцієнтами (ЛОДР-2 
і ЛОДР-4): 

а) 03625  yy ; 

б)     70,30,072  yyyy ; 

в) 0107  yyy ; 
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г) 0502  yyy ; 

д) 06416IV  yyy . 

Розв’язання. 

а) 03625  yy . 

Складемо та розв’яжемо характеристичне рівняння: 

03625 2 k ; 
25

362 k ; 

iik 2,10
5

6
1

25

36

25

36
 . 

Якщо корені характеристичного рівняння комплексно-спряжені 

ik 2,1 , то загальний розв’язок диференціального рівняння має 

структуру )sincos( 21 xCxCey x   . 

Для заданого диференціального рівняння: 0 ; 2,1 ; 

)2,1sin2,1cos( 21
0 xCxCey x  , xCxCy 2,1sin2,1cos 21  . 

Відповідь: xCxCy 2,1sin2,1cos 21  . 

 

б)     70,30,072  yyyy . 

Складемо та розв’яжемо характеристичне рівняння: 

072 2  kk ; 0)72( kk ; 01 k ; 072 k ; 5,3
2

7
2 k . 

Якщо корені характеристичного рівняння дійсні та різні, то 

загальний розв’язок диференціального рівняння має структуру 
xkxk

eCeCy 21

21  . 

Для заданого диференціального рівняння: 
xxx eCCeCeCy 5,3

21
5,3

2
0

1  . 

Знайдемо такі значення сталих 1C  і 2C , при яких розв’язок 

диференціального рівняння задовольняє заданим початковим умовам. 

Знайдемо y : xx eCeCCy 5,3
2

5,3
21 5,3)(  . З початкових умов 

отримуємо: 












;75,3

;3
05,3

2

05,3
21

eC

eCC










;75,3

;3

2

21

C

CC
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














;2
5,3

7

;3

2

21

C

CC

   
 









.2

;523

2

1

C

C
 

Підставивши знайдені значення сталих 1C  і 2C  у загальний розв’язок 

рівняння, отримаємо частинний розв’язок: xey 5,325  . 

Відповідь: xey 5,325  . 

 

в) 0107  yyy . 

Складемо та розв’яжемо характеристичне рівняння: 

01072  kk ; 9101472 D ; 3D ; 

5
12

37
1 




k ; 2

2

37
2 


k . 

Структура загального розв’язку: xkxk
eCeCy 21

21  . Загальний 

розв’язок заданого рівняння: xx eCeCy 2
2

5
1

  . 

Відповідь: xx eCeCy 2
2

5
1

  . 

 

г) 0502  yyy . 

Складемо та розв’яжемо характеристичне рівняння: 

05022  kk ; 1965014)2( 2 D ; 

iD 14196  ; i
i

k 71
2

142
2,1 


 . 

Структура загального розв’язку: )sincos( 21 xCxCey x   . 

Маємо: 1 ; 7 ; )7sin7cos( 21
1 xCxCey x   . 

Відповідь: )7sin7cos( 21 xCxCey x  . 

 

д) 06416IV  yyy . 

Складемо та розв’яжемо характеристичне рівняння: 

06416 234  kkk ; 0)6416( 22  kkk ; 

0)8( 22 kk ; 02,1 k ; 84,3 k . 
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У фундаментальній системі розв’язків кожному дійсному 

кореню k кратності 2 відповідає два частинних розв’язки: kxe , kxxe . 

Тому загальний розв’язок заданого рівняння має вигляд: 
xxxx xeCeCxeCeCy 8

4
8

3
0

2
0

1
  , xx xeCeCxCCy 8

4
8

321
  . 

Відповідь: xx xeCeCxCCy 8
4

8
321

  . 

 

Завдання 2.2.3 (до Завдання 2.2.2.3 [6]). Розв’язати лінійні 
неоднорідні диференціальні рівняння зі сталими коефіцієнтами 

(ЛНДР-2): 

а) xxeyy 2102  ; 

б) xxуyy 4cos244sin9256  ; 

в) xуyy 390186 cos ; 

г)     1500048244 2  yyxyyy ,, . 

Розв’язання. 
Нехай задано ЛНДР-2 зі сталими коефіцієнтами 

 xfyayay  21 ,    (2.4) 

де 1a , 2a  – дійсні числа. 

 Загальний розв’язок ЛНДР-2 має структуру: yyy одн  , де 

однy  – загальний розв’язок відповідного ЛОДР, y  – частинний 

розв’язок ЛНДР. 
 Якщо права частина рівняння (2.4) має вигляд: 

   xPexf n
x   ,     (2.5) 

де   – дійсне число,  xPn  – многочлен степеня n , то частинний 

розв’язок ЛНДР-2 y  шукають у вигляді: 

  s
n

x xxQey   , 

де   – дорівнює значенню   з функції  xf   xQn  – многочлен 

такого ж степеня що і  xPn , але записаний у загальному вигляді: 

  01
2

2
3

3
1

1 ... bxbxbxbxbxbxQ n
n

n
nn  

 , 

де ib   ni ,...,1,0  – невідомі коефіцієнти s  – кількість коренів ik  

характеристичного рівняння відповідного ЛОДР-2, які дорівнюють  . 
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Якщо права частина ЛНДР-2 (2.4) має вигляд 

      xxQxxPexf mn

x



sincos ,  (2.6) 

де   і   – дійсні числа,  xPn  і  xQm  – многочлени степенів n  та m  

відповідно, то частинний розв’язок y  ЛНДР-2 шукають у вигляді: 

     s
rr

x xxxRxxSey   sincos , 

де   і   –дорівнюють значенням   і   з функції  xf  відповідно 

 xSr ,  xRr  – многочлени степеня r , записані в загальному вигляді, 

 mnr ,max  s  – кількість коренів ik  характеристичного рівняння 

відповідного ЛОДР-2, які дорівнюють i . 

Вигляд y  зберігається незалежно від того, дорівнює чи не 

дорівнює тотожно нулю один з многочленів перед xcos  або xsin  у 

функції  xf . 

 

а) xxeyy 2102  . 

Знайдемо розв’язок відповідного ЛОДР-2: 02  yy . 

Складемо та розв’яжемо характеристичне рівняння: 

022  kk ; 0)2( kk ; 01 k ; 22 k . 

Загальний розв’язок відповідного однорідного рівняння: 
x

одн eCCy 2
21

 . 

 Знайдемо частинний розв’язок заданого рівняння. Для заданого 
диференціального рівняння: 

  xexxf 210  ; 2 , 22  k , тому 1s ; 

1n ,   BAxxQ 1 . 

Частинний розв’язок шукатимемо у вигляді: 
xx exBAxxBAxey 2212 )()(   . 

Знайдемо вирази для y  та y  : 

  xxxx eBxAxeBAxeBxAxeBxAxy 2222222 )(2)2())(()(

xeBAxBxAx 22 )222(  ; 

  ))(222()222( 2222 xx eBAxBxAxeBAxBxAxy  

  xx eBAxBxAxeABAx 222 )222(2)224(  
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xeABAxBxAx 22 )24844(  . 

Підставимо отримані вирази для y , y  і y   в задане диференціальне 

рівняння та скоротимо його на xe 2 : 

xBAxBxAxABAxBxAx 10)222(2)24844( 22  ; 

xBAxBxAxABAxBxAx 10244424844 22  ; 

xBAAx 10224  . 

Щоб знайти A  і B , прирівняємо вирази, що стоять при однакових 

степенях змінної х зліва та справа в останній тотожності: 

.5,2;022

;5,2;104
0

1





ABBA

AA

x

x
 

Отже,   xx exxxxey 22 15,2)5,25,2(   . 

Загальний розв’язок неоднорідного рівняння: 
xx exxeCCy 22

21 )1(5,2   . 

Відповідь: xx exxeCCy 22
21 )1(5,2   . 

 

 б) xxуyy 4cos244sin9256  . 

Знайдемо розв’язок відповідного ЛОДР-2: 0256  уyy . 

Складемо та розв’яжемо характеристичне рівняння: 

02562  kk ; 6425462 D ;  

iD 864  ; i
i

k 43
2

86
2,1 


   4,3  . 

Загальний розв’язок відповідного однорідного рівняння: 

)4sin4cos( 21
3 xCxCey x

одн  . 

Права частина заданого рівняння виду (2.6). Для заданого 

диференціального рівняння: 

  xxxf 4cos244sin9  , 

0 , 4 , iii 4340  , тому 0s ; 

0n , 0m , 0r ,   AxS 0 ,   BxR 0 . 

Частинний розв’язок шукатимемо у вигляді: 

xBxAy 4sin4cos  . 

Знайдемо y  і y  : 
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xBxAxBxAy 4cos44sin4)4(sin)4(cos  ; 

xBxAxBxAy 4sin164cos16)4(cos4)4(sin4  . 

Підставимо отримані вирази для y , y  та y   у задане диференціальне 

рівняння, отримаємо: 

 )4cos44sin4(64sin164cos16 xBxAxBxA  

xxxBxA 4cos244sin9)4sin4cos(25  ; 

xBxAxBxA 4cos244sin244sin94cos9  xx 4cos244sin9  ; 

xxxBAxBA 4cos244sin94sin)924(4cos)249(  . 

Прирівнявши вирази, що стоять при x4sin  та x4cos  зліва та справа в 

останній тотожності, отримуємо систему лінійних алгебраїчних 
рівнянь відносно А і В: 









;24249

;9924

4cos

4sin

BA

BA

x

x
 








;883

;338

BA

BA
 









.1

;0

B

A
 

Отже, xy 4sin . 

Загальний розв’язок неоднорідного рівняння: 

xxCxCey x 4sin)4sin4cos( 21
3  . 

Відповідь: xxCxCey x 4sin)4sin4cos( 21
3  . 

 

в) xуyy 3cos90186  . 

Знайдемо розв’язок відповідного ЛОДР-2: 0186  уyy . 

Складемо та розв’яжемо характеристичне рівняння: 

01862  kk ; 3618462 D ;  

iD 636  ; i
i

k 33
2

66
2,1 


 . 

Загальний розв’язок відповідного однорідного рівняння: 

)3sin3cos( 21
3 xCxCey x

одн   . 

Права частина заданого рівняння виду (2.6). Для заданого 

диференціального рівняння: 

  xxf 3cos90 , 

0 , 3 , iii 3330  , тому 0s ; 

0n , 0m , 0r ,   AxS 0 ,   BxR 0 . 

Частинний розв’язок шукатимемо у вигляді: 
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xBxAy 3sin3cos  . 

Знайдемо y  і y  : 

xBxAxBxAy 3cos33sin3)3(sin)3(cos  ; 

xBxAxBxAy 3sin93cos9)3(cos3)3(sin3  . 

Підставимо отримані вирази для y , y  та y   у задане диференціальне 

рівняння, отримаємо: 

 )3cos33sin3(63sin93cos9 xBxAxBxA  

xxBxA 3cos90)3sin3cos(18  ; 

 xBxAxBxA 3cos183sin183sin93cos9  

xxBxA 3cos903sin183cos18  ; 

xxBAxBA 3cos903sin)918(3cos)189(  . 

Прирівнявши вирази, що стоять при x3sin  та x3cos  зліва та справа в 

останній тотожності, отримуємо систему лінійних алгебраїчних 

рівнянь відносно А і В: 









;90189

;0918

3cos

3sin

BA

BA

x

x
 








;102

;02

BA

BA
 









;1022

;2

AA

AB
  

  








;105

;2

A

AB
  









.4

;2

B

A
 

Отже, xxy 3sin43cos2  . 

Загальний розв’язок неоднорідного рівняння: 

xxxCxCey x 3sin43cos2)3sin3cos( 21
3   . 

Відповідь: xxxCxCey x 3sin43cos2)3sin3cos( 21
3   . 

 

г)     150,00,48244 2  yyxyyy . 

Знайдемо розв’язок відповідного ЛОДР-2: 044  yyy . 

Складемо та розв’яжемо характеристичне рівняння: 

0144 2  kk ; 014442 D ; 5,0
2

1

42

4
2,1 




k . 

Загальний розв’язок відповідного однорідного рівняння: 
x

одн exCCy 5,0
21 )(  . 
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Знайдемо частинний розв’язок заданого рівняння. Права частина 

заданого рівняння має структуру (2.5): 

  482 2  xxf , 0 , 2,1k , тому 0s ; 

2n ,   CBxAxxQ  2
2 . 

Частинний розв’язок шукатимемо у вигляді: 

CBxAxy  2 . 

Знайдемо y  та y  : 

BAxCBxAxy  2)( 2 ; 

ABAxy 2)2(  . 

Підставимо отримані вирази для y , y  та y   в задане диференціальне 

рівняння: 

482)2(424 22  xCBxAxBAxA ; 

482488 22  xCBxAxBAxA ; 

48248)8( 22  xCBAxBAAx . 

Прирівняємо вирази, що стоять при однакових степенях змінної х 
зліва та справа в останній тотожності: 















.4848

;08

;2

1

2

CBA

AB

A

x

x















.4848

;8

;2

BAC

AB

A

 

       

 













.01642848

;1628

;2

C

B

A

 

Отже, xxy 162 2  . 

Загальний розв’язок заданого рівняння: xxexCCy x 162)( 25,0
21   . 

Щоб знайти частинний розв’язок необхідно знати y : 

  )162())(()( 25,0
21

5,0
21 xxexCCexCCy xx  

164)(5,0 5,0
21

5,0
2   xexCCeC xx ; 

Використовуючи початкові умови, знайдемо 1C  і 2C :  
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













.1604)0(5,015

;01602)0(0

05,0
21

05,0
2

205,0
21

eCCeC

eCC
 









.165,015

;0

12

1

CC

C
  









.1

;0

2

1

C

C
 

Частинний розв’язок заданого рівняння: 

xxxey x 162 25,0   . 

Відповідь: xxxey x 162 25,0   . 

 

Завдання 2.2.4 (до Завдання 2.2.2.4 [6]). Знайти частинний 

розв’язок y  ЛНДР xxxeeyyy xx 4sin32127 34    

у загальному вигляді. 

Розв’язання. Знайдемо корені характеристичного рівняння 

відповідного ЛОДР-2: 

01272  kk ; 11214)7( 2 D ; 3
2

17
1 


k ; 4

2

17
2 


k . 

Відомо, що якщо функція в правій частині ЛНДР-2 є сумою k  

функцій виду (2.5) або (2.6), тобто        xfxfxfxf k 21 , то 

частинний розв’язок ЛНДР-2 шукаємо у вигляді: kyyyy  21 , 

де iy  є частинним розв’язком ЛНДР-2 з функціями  xfi  у правій 

частині рівнянь  ki ,1 . 

Для заданого диференціального рівняння 

       xfxfxfxf 321  , де   xexf 4
1 2  ,   xxexf 3

2  , 

  xxxf 4sin33  , тому частинний розв’язок матиме вигляд 

321 yyyy  . 

Функція   xexf 4
1 2   є функцією виду (2.5). Маємо 4 , 

2,1k , тому 0s ; 0n ,   AxQ 0 ; xAey 4
1

 . 

Функція   xxexf 3
2   є функцією виду (2.5). Маємо 3 , 

31  k , тому 1s ; 1n ,   CBxxQ 1 ;   13
2 xCBxey x  . 
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Функція   xxxf 4sin33   є функцією виду (2.6). Маємо 0 , 

4 , 2,140 kii  , тому 0s ; 0n , 1m ,   11,0max r  

  EDxxS 1 ;   GFxxR 1 ;     xGFxxEDxy 4sin4cos3  . 

Отже,       xGFxxEDxeCBxxAey xx 4sin4cos34    

Відповідь:       xEDxeCBxxAey xx 4cos34  

  xGFx 4sin . 

 
Завдання 2.2.5 (до Завдання 2.2.2.5 [6]). Розв’язати лінійне 

неоднорідне диференціальне рівняння другого порядку зі сталими 

коефіцієнтами методом варіації довільних сталих (методом 

Лагранжа): 

а) 
x

x

e

e
yyy

21
23


 ; б) 

x

e
yyy

x2

44  ; 

в) 
x

e
yyy

x

2sin
52



 ; г) xyy 3tg9  . 

Розв’язання. 

Алгоритм розв’язування рівняння  xfyayay  21  

методом Лагранжа: 

1) знаходимо загальний розв’язок відповідного ЛОДР-2 

021  yayay : 

   xyCxyCyодн 2211  ; 

2) загальний розв’язок заданого рівняння шукаємо у вигляді: 

       xyxCxyxCy 2211  ,       (*) 

де )(1 xC  і )(2 xC  – невідомі функції змінної x ,  xy1 ,  xy2  – частинні 

розв’язки відповіного ЛОДР-2; 
3) складаємо та розв’язуємо систему рівнянь Лагранжа відносно 

 xC1
  і  xC2

 : 

   
     








;

,0

2211

2211

xfxyCxyC

xyCxyC
 

4) інтегруємо знайдені функції  xC1
  і  xC2

  та підставляємо 

знайдені     111 CxxC   і     222 CxxC   в (*). 
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а) 
x

x

e

e
yyy

21
23


 . 

1) Складемо та розв’яжемо характеристичне рівняння 

відповідного ЛОДР-2: 

0232  kk , 11 k , 22 k . 

Загальний розв’язок відповідного ЛОДР-2 має вигляд: 
xx

одн eCeCy 2
21

  . 

2) Загальний розв’язок заданого рівняння шукаємо у вигляді: 
xx exCexCy 2

21 )()(   .        (*) 

3) Враховуючи, що   xexy 1 ,   xexy 2
2

 ,   xexy 
1 , 

  xexy 2
2 2  , складаємо та розв’язуємо систему рівнянь Лагранжа 

відносно  xC1
  і  xC2

 : 

   

   
















.
1

2

,0

2

2
21

2
21

x

x
xx

xx

e

e
exCexC

exCexC

 

Знаходимо її розв’язок за формулами Крамера: 

x

xx

xx

e
ee

ee 3

2

2

2










 , 

x

x

x

x

x

x

e

e

e
e

e
e

22

2

2

1
12

1

0














, 

x
x

x
x

x

e
e

e
e

e

2
2

2
1

1

1

0







 



. 

 
x

x

e

e
xC

2

2
1

1
1





 ,  

x

x

e

e
xC

2

3
2

2
1





 . 

4) Інтегруємо знайдені функції  xC1
  і  xC2

 : 
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 
 
















  1

1

2

1

12

1

2

,

1 2

2

2

2

1
t

td

t

dt

dxedt

et
dx

e

e
xC

x

x

x

x

1
2

1 1ln
2

1
1ln

2

1
CeCt x  . 

 
 
















  dt

t

t
dt

t

t

dxedt

et
dx

e

e
xC

x

x

x

x

1

11

1

,

1 2

2

2

2

2

3

2

  222
arctgarctg

1

1
1 CeeCttdt

t

xx 









  . 

Підставивши знайдені функції  xC1  та  xC2  в (*), отримуємо 

загальний розв’язок заданого рівняння: 

   xxxxx eCeeeCey 2
21

2 arctg1ln
2

1  







 . 

Відповідь:    xxxxx eCeeeCey 2
21

2 arctg1ln
2

1  







 . 

 

б) 
x

e
yyy

x2

44  . 

1) Складемо та розв’яжемо характеристичне рівняння 

відповідного ЛОДР-2: 

0442  kk ; 22,1 k . 

Загальний розв’язок відповідного ЛОДР-2 має вигляд: 
xx

одн xeCeCy 2
2

2
1  . 

2) Загальний розв’язок заданого рівняння шукаємо у вигляді: 
xx xexCexCy 2

2
2

1 )()(  . 

3) Враховуючи, що   xexy 2
1  ,   xexxy 2

2  ,   xexy 2
1 2 , 

  xx exexy 22
2  , складаємо та розв’язуємо систему рівнянь 

Лагранжа відносно  xC1
  і  xC2

 : 













.)2(2

;0
2

22
2

2
1

2
2

2
1

x

e
xeeCeC

xeCeC
x

xxx

xx

 











.
1

)21(2

;0

21

21

x
xCC

xCC
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Знаходимо її розв’язок за формулами Крамера: 

1221
212

1



 xx

x

x
,   1

1
210

21
1
0

1 



x

xx
x

x

x
, 

xx
x

1
20

1
11

2

01

2  , 1
1

11
1 







C , 

x

xC
1

1

1

2
2 




 . 

4) Інтегруємо знайдені функції  xC1
  і  xC2

 : 

     11 1 CxdxxC ,     22 ln Cx
x

dx
xC . 

Підставивши знайдені функції  xC1  та  xC2  в (*), отримуємо 

загальний розв’язок заданого рівняння: 
xx exCxeCxy 2

2
2

1 )(ln)(  . 

Відповідь: xx exCxeCxy 2
2

2
1 )(ln)(  . 

 

в) 
x

e
yyy

x

2sin
52



 . 

1) Складемо та розв’яжемо характеристичне рівняння 
відповідного ЛОДР-2: 

0522  kk , ik 212,1  . 

Загальний розв’язок відповідного ЛОДР-2 має вигляд: 

 xCxCey x
одн 2sin2cos 21   . 

2) Загальний розв’язок заданого рівняння шукаємо у вигляді: 

    xexCxexCy xx 2sin2cos 21
  .     (*) 

3) Враховуючи, що   xexy x 2cos1
 ,   xexy x 2sin2

 , 

   xxexy x 2sin22cos1   ,    xxexy x 2cos22sin2   , складаємо 

та розв’язуємо систему рівнянь Лагранжа відносно  xC1
  і  xC2

 : 

   

       
















,
2sin

2cos22sin2sin22cos

,02sin2cos

21

21

x

e
xxexCxxexC

xexCxexC

x
xx

xx
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   

     











.
2sin

1
2cos22sin2sin22cos

,02sin2cos

21

21

x
xxxCxxxC

xxCxxC

 

Знаходимо її розв’язок за формулами Крамера: 

2
2cos22sin2sin22cos

2sin2cos





xxxx

xx
, 

1
2cos22sin

2sin

1
2sin0

1 



xx

x

x
, 

x

x

x
xx

x

2sin

2cos

2sin

1
2sin22cos

02cos

2 


 . 

 
2

11
1 




 xC ,  

x

x
xC

2sin2

2cos2
2 




 . 

4) Інтегруємо знайдені функції  xC1
  і  xC2

 : 

  11
22

1
C

x
dxxC   , 

  22 2sinln
4

1

2sin

)2(sin

4

1

2sin2

2cos
Cx

x

xd
dx

x

x
xC   . 

Підставивши знайдені функції  xC1  та  xC2  в (*), отримуємо 

загальний розв’язок заданого рівняння: 

xeCxxeC
x

y xx 2sin2sinln
4

1
2cos

2
2



















 . 

Відповідь: xeCxxeC
x

y xx 2sin2sinln
4

1
2cos

2
2



















 . 

 

г) xyy 3tg9  . 

1) Складемо та розв’яжемо характеристичне рівняння 

відповідного ЛОДР-2: 

092 k , ik 32,1  . 

Загальний розв’язок відповідного ЛОДР-2 має вигляд: 

xCxCyодн 3sin3cos 21  . 
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2) Загальний розв’язок заданого рівняння шукаємо у вигляді: 

    xxCxxCy 3sin3cos 21  .         (*) 

3) Враховуючи, що   xxy 3cos1  ,   xxy 3sin2  ,   xxy 3sin31  , 

  xxy 3cos32  , складаємо та розв’язуємо систему рівнянь Лагранжа 

відносно  xC1
  і  xC2

 : 

   
    








.3tg3cos33sin3

,03sin3cos

21

21

xxxCxxC

xxCxxC
 

Знаходимо її розв’язок за формулами Крамера: 

3
3cos33sin3

3sin3cos





xx

xx
, 

x

x

xx

x

3cos

3sin

3cos33tg

3sin0 2

1  , 

x
xx

x
3sin

3tg3sin3

03cos
2 


 . 

 
x

x
xC

3cos3

3sin 2
1

1 



 ,  

3

3sin2
2

x
xC 




 . 

4) Інтегруємо знайдені функції  xC1
  і  xC2

 : 

  










  dxx

x
dx

x

x
dx

x

x
xC 3cos

3cos

1

3

1

3cos

3cos1

3

1

3cos3

3sin 22

1  

13sin
42

3
ln

9

1
Cx

x
tg 





















 
 , 

  22 3cos
9

1
3sin

3

1
CxdxxxC   . 

Підставивши знайдені функції  xC1  та  xC2  в (*), отримуємо 

загальний розв’язок заданого рівняння: 

xCxxCx
x

y 3sin3cos
9

1
3cos3sin

42

3
tgln

9

1
21 











































 
 . 

Відповідь: 

xCxxCx
x

y 3sin3cos
9

1
3cos3sin

42

3
tgln

9

1
21 











































 
 . 
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Завдання 2.2.6 (до Завдання 2.2.2.6 [6]). Розв’язати системи 

диференціальних рівнянь: 

а) 








.43

;2

yxy

yxx
    б) 









.

;
teyxy

yxx
 

Розв’язання. 

Одним із методів розв’язування систем диференціальних 
рівнянь є зведення системи ДР до одного ДР більш високого порядку 

відносно одного невідомого. В даному випадку система двох ДР-1 з 

двома невідомими зводиться до ДР-2 відносно одного невідомого. 

Невідомими є функції  txx   та  tyy  . 

а) 








.43

;2

yxy

yxx
 

Продиференціюєму перше рівняння системи по змінній t : 

yxx  2 . Замінимо в отриманому рівнянні y  його виразом з 

другого рівняння заданої системи, отримаємо: yxxx 432   (*). 

З першого рівняння системи знаходимо: xxy 2  (**). 

Підставимо (**) в рівняння (*), маємо: )2(432 xxxxx  ; 

056  xxx . Отримали лінійне однорідне диференціальне 

рівняння другого порядку зі сталими коефіцієнтами відносно 

невідомої функції  txx  . Знайдемо його розв’язок. Складемо та 

розв’яжемо характеристичне рівняння: 0562  kk , 11 k ; 52 k . 

Шукана функція x  має вигляд:   tt eCeCtx 5
21  . 

Для того, щоб знайти функцію  tyy   треба знати x : 

tttt eCeCeCeCx 5
21

5
21 5)(  . 

Для знаходження функції y  підставимо вирази для функцій x  

та x  в (**): 

)(25 5
21

5
21

tttt eCeCeCeCy  , 

tttt eCeCeCeCy 5
21

5
21 225  ; tt eCeCy 5

21 3 . 

Загальний розв’язок заданої системи: 









.3

;
5

21

5
21

tt

tt

eCeCy

eCeCx
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Відповідь: 








.3

;
5

21

5
21

tt

tt

eCeCy

eCeCx
 

 

б) 








.94

;
2teyxy

yxx
 

Продиференціююємо перше рівняння системи по змінній t : 

yxx  . Замінимо в отриманому рівнянні y  його виразом з 

другого рівняння заданої системи, отримаємо: 

 teyxxx 294  , teyxxx 294   (*). 

З першого рівняння системи виразимо y : xxy   (**). 

Підставимо (**) в (*):   texxxxx 294  , texxx 2932  , 

    texxx 2932                 (***). 

Отримали лінійне неоднорідне диференціальне рівняння 

другого порядку зі сталими коефіцієнтами відносно невідомої функції 

 txx  . Розв’яжемо його. Характеристичне рівняння відповідного 

ЛОДР: 0322  kk . 11 k ; 32 k . Загальний розв’язок 

відповідного (***) однорідного рівняння: tt
одн eCeCx 3

21   . 

Частинний розв’язок рівняння (***) шукатимемо у вигляді tAex 2 . 

Тоді tt AeeAx 22 2)(  ; tt AeeAx 22 4)(2  . Підставимо x , x  та 

x   у рівняння (***), отримаємо: 
tttt eAeAeAe 2222 93224  ; 

tt eAe 22 93  ; 3A . 

Частинний розв’язок рівняння (***): 
tex 23 . Загальний розв’язок 

рівняння (***): ttt
одн eeCeCxxx 23

21 3  . 

Для того, щоб знайти функцію  tyy   треба знати x :  

tttttt eeCeCeeCeCx 23
21

23
21 63)3(   . 

Підставимо знайдені вирази для x  та x  в (**): 
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tttttt eeCeCeeCeCy 23
21

23
21 3)63(   , 

tttttt eeCeCeeCeCy 23
21

23
21 363   , 

ttt eeCeCy 23
21 322   . 

Загальний розв’язок заданої системи: 












.322

;3
23

21

23
21

ttt

ttt

eeCeCy

eeCeCx
 

Відповідь: 











.322

;3
23

21

23
21

ttt

ttt

eeCeCy

eeCeCx
 



 60 

ЛІТЕРАТУРА 

 
1. Вища математика : підручник : у 2 кн. / Г. Й. Призва, 

В. В. Плахотник, Л. Д. Гординський та ін.; за ред. Г. Л. Кулініча. – 2-ге 

вид., перероб. і доп. – К. : Либідь, 2003. – Кн. 1. Основні розділи. – 
400 с. 

2. Вища математика : підручник : у 2 кн. / Г. Л. Кулініч, 

Є. Ю. Таран, В. М. Бурим та ін.; за ред. Г. Л. Кулініча. – 2-ге вид., 

перероб. і доп. – К. : Либідь, 2003. – Кн. 2. Спеціальні розділи. – 368 с. 
3. Вища математика: збірник задач : навч. посібник / 

В. П. Дубовик, І. І. Юрик, І. П. Вовкодав та ін.; за ред. В. П. Дубовика, 

І. І. Юрика. – К. : А.С.К., 2005. – 480 с. 
4. Диференціальні рівняння : навчальний посібник. Вид. 2-е, 

виправлене і доповнене / І. М. Килимник, Д. С. Яримбаш. – 

Запоріжжя : НУ «Запорізька політехніка», 2024. – 212 с. 

5. Дубовик В. П. Вища математика: навч. посіб. для студ. вищ. 
навч. зак. / В. П. Дубовик, I. I. Юрик. – К. : Ігнатекс-Україна, 2013. – 

648 с. 

6. Індивідуальні завдання до розрахункових робіт з вищої 
математики. Розділи «Елементи теорії поля», «Диференціальні 

рівняння та системи диференціальних рівнянь» для студентів 

технічних спеціальностей денної форми навчання / Укл.: 
Засовенко А. В., Килимник І. М. – Запоріжжя: НУ «Запорізька 

політехніка», 2023. –72 с. 

7. Килимник І. М. Практикум з інтегрування функції однієї 

змінної : навчальний посібник / І. М. Килимник, Т. Г. Полякова. – 
Запоріжжя : НУ «Запорізька політехніка», 2020. – 306 с. 

8. Овчинников П. П.  Вища математика : підручник : у 2 ч. Ч. 2: 

Диференціальні рівняння. Операційне числення. Ряди та їх 
застосування. Стійкість за Ляпуновим. Рівняння математичної фізики. 

Оптимізація та керування. Теорія ймовірностей. Числові методи / 

П. П. Овчинников, В. М. Михайленко; за заг. ред. 
П. П. Овчинникова. – К. : Техніка, 2004. – 792 с. 

9. Потаніна Т. В. Вища математика: «Векторний аналіз і теорія 

поля». Теорія і практика: навч. посібник / Т. В. Потаніна. – Харків : 

НТУ «ХПІ», 2019. – 151 с. 



 61 

ДОДАТОК 

 

Правила диференціювання 

Нехай  xuu  ,  xvv   – диференційовні функції. 

1.   uCuC 


 , constC  ; 

2.   vuvu 


 ; 

3.   vuvuvu 


 ; 

4. 
2v

vuvu

v

u 












, 0v . 

 

Таблиця похідних для функцій  xuu   

1)   0


C  11)   u
u

tgu 


2cos

1
 

2)   1


x  12)   u
u

ctgu 


2sin

1
 

3)   uunu nn 
 1  13)   u

u
u 






21

1
arcsin  

4)   u
u

u 


2

1
 14)   u

u
u 






21

1
arccos  

5)   uaaa uu 


ln , consta  15)   u
u

arctgu 





21

1
 

6)   uee uu 


 16)   u
u

arcctgu 





21

1
 

7)   u
au

ua 





ln

1
log  17)   uchushu 


 

8)   u
u

u 
 1

ln  18)   ushuchu 
  

9)   uuu 


cossin  19)   u
uch

thu 


2

1
 

10)   uuu 


sincos  20)   u
ush

cthu 


2

1
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Таблиця інтегралів 

 

   dxxuduxuu    , ; 

1)   Cudu ; 

2)  





 1,
1

1

C
u

duu ;   Cu
u

du
2 ; 

3)   Cu
u

du
 ln ; 

4)   C
a

a
dua

u
u

ln
;   5)   Cedue uu ; 

6)   Cuduu cossin ;   7) Cuduu  sincos ; 

8)   Cudutgu cos ln ;  9) Cuductgu  sin ln ; 

10)   Cutg
u

du
 

cos2
;   11)   Cuctg

u

du
  

sin2
; 

12)   C
u

tg
u

du

2
 ln

sin
;   13)  







 
 C

u
tg

u

du

42
 ln

cos
; 

14) Cuchduush  ;   15)   Cushduuch ; 

16)   Cuth
uch

du
2

;   17) Cucth
ush

du
  

2
; 

18)  


C
a

u
arctg

aau

du 1
22

;  19)  






C

au

au

aau

du
 ln

2

1
22

; 

20) Cauu
au

du





22

22
 ln ; 21)  


C

a

u

ua

du
arcsin

22
; 

22)   C
a

u
auauduua arcsin

2

1

2

1 22222 ; 

23)   Cauunlaauuduau 2222222

2

1

2

1
. 
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