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ВСТУП 
 
 
 

 Як відомо, одним з видів самостійної роботи студентів є 
виконання протягом семестру практичних розрахункових завдань. 
Їхньою метою є відпрацювання практичних вмінь та навичок. Вони 
покликані допомогти студентам більш глибоко засвоїти теоретичний 
матеріал і навчитися застосовувати набуті знання для розв’язання 
практичних задач. Запропонований практикум зі зразками виконання 
розрахунково-графічнх завдань відповідає курсу „Вища математика”, 
який читається для студентів інженерно-фізичного факультету денної 
форми навчання у першому семестрі двосеместрового курсу. Даний 
практикум також може використовуватись для студентів інших 
технічних спеціальностей, на яких вивчається вища математика в 
обсязі одно- або двосеместрового курсу. 
 Практикум охоплює практично всі основні розділи даного 
курсу; тут містяться необхідні теоретичні відомості, методичні 
вказівки до виконання завдань, наведені приклади розв’язання задач з 
детальним поясненням. Крім того, наведений список рекомендованої 
літератури. Також у посібнику міститься необхідний довідковий 
матеріал (таблиці тощо). 
 Розрахунково-графічні завдання виконуються протягом 
семестру, що забезпечує студентам систематичне вивчення курсу на 
основі опрацювання рекомендованих підручників та посібників, 
самостійного пошуку необхідних літературних джерел та матеріалів, 
їх аналізу та узагальнення, самостійного дослідження та письмового 
викладення практичних питань. 
 Матеріали даного практикуму можна розглядати як частину 
конспекту лекцій з вищої математики, в якій на практичних прикладах 
ілюструються теоретичні положення курсу. З огляду на це матеріали 
даного посібника можуть бути використані не тільки при виконанні 
розрахунково-графічних завдань, але і при підготовці до іспиту. 
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1 МАТРИЦІ. СИСТЕМИ ЛІНІЙНИХ 
АЛГЕБРАЇЧНИХ РІВНЯНЬ 

 
 
 

Завдання 1.1. Розв’язати рівняння 0

27

141

14






x

x

. 

Розв’язання. 
Правило трикутника для обчислення визначників третього 

порядку: 

 322113312312332211

333231

232221

131211

aaaaaaaaa

aaa

aaa

aaa

 

322311332112312213 aaaaaaaaa  . 

Розкриємо заданий визначник за правилом трикутника: 

       



1711244

27

141

14

xx

x

x

 

        0322171441 2  xxxx . 
Отримали квадратне рівняння відносно змінної x : 

0322  xx , 0322  xx . 
Розв’язками цього рівняння є 31 x , 12 x . 

Відповідь: 31 x , 12 x . 
 

Завдання 1.2. Виконати дії над матрицями  BMC T 4 , де  
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

















0541

1130

4012

C , 
























043

520

241

132

B , 






















3721

1012

0542

M . 

Розв’язання. 
Операції над матрицями 

1. Добуток матриці на число. Добутком матриці 
 ijnm aA   на число k  називається матриця  ijnm akB  . 

2. Додавання та віднімання матриць. Ці операції 
вводяться лише для матриць однакових розмірностей. Сумою 
(різницею) BAC    BAC   двох матриць  ijnm aA   та 

 ijnm bB   називається матриця    ijijijnm bacC   

(    ijijijnm bacC  ), елементи якої утворені попарним 

додаванням (відніманням) відповідних елементів заданих 
матриць. 

3. Добуток двох матриць. Перемножити дві матриці можна 
лише тоді, коли кількість стовпців першої матриці дорівнює 
кількості рядків другої матриці. Добутком матриці  likm aA   

на матрицю  jlnk bB   називається така матриця  ijnm cC  , 

кожен елемент якої ijc  дорівнює сумі добутків елементів i -го 

рядка матриці A  на відповідні елементи j -го стовпця матриці B , 

тобто 



k

l
jlliij bac

1

, де mi ,1 , nj ,1 . 

4. Транспонування матриць. Матриця, отримана із заданої 
заміною кожного її рядка стовпцем з тим же номером, називається 
матрицею, транспонованою до заданої. 

1 дія. Знайдемо TM : 

























310

705

214

122

TM . 
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2 дія. Знайдемо B4 : 
























01612

2080

8164

4128

4 B . 

3 дія. Знайдемо BMR T  4  (віднімемо від елементів 

матриці TM  відповідні елементи матриці B4 ): 









































































31712

1385

6158

51010

01612

2080

8164

4128

310

705

214

122

R . 

4 дія. Обчислимо RCZ  . 














































31712

1385

6158

51010

0541

1130

4012

Z  























06524504060100253210

313180178450125240

1206106801520480820

 






















841067

342041

410360

. 

Відповідь: 




















841067

342041

410360

. 

 
Завдання 1.3. Розв’язати систему лінійних алгебраїчних рівнянь 

матричним методом. 
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











.523

,9523

,432

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Розв’язання. 
Матричний метод розв’язання 

систем лінійних алгебраїчних рівнянь (СЛАР) 
Нехай задано систему трьох лінійних алгебраїчних рівнянь: 













.

,

,

3333232131

2323222121

1313212111

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

    (1.1) 

де ija  – коефіцієнти системи, jx – невідомі, jb  – вільні члени, 

3,1i , 3,1j . 
Матрична форма запису СЛАР (1.1):  

BAX  ,                                        (1.2) 

де 

















333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

A  – матриця системи, 

















3

2

1

b

b

b

B  – вектор-

стовпець вільних членів, 

















3

2

1

x

x

x

X  – вектор-стовпець невідомих. 

Розв’язок СЛАР (1.2), знаходять за формулою: BAX  1 , 

де 1A  – обернена матриця до матриці A . 

Формула для знаходження оберненої матриці: 
A

A
A

det

*
1  , 

де 0det A , 

















332313

322212

312111

*

AAA

AAA

AAA

A  – приєднана матриця, 

елементами якої є алгебраїчні доповнення матриці, 
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транспонованої до матриці A . 

Запишемо задану систему в матричній формі: BAX  , де 























231

523

312

A ; 

















3

2

1

x

x

x

X ; 





















5

9

4

B . 

Знайдемо визначник матриці A : 

          




 333151222

231

523

312

det A  

          06235231123  . 
Знайдемо алгебраїчні доповнення: 

  19154
23

52
1 11

11 



 A ;

    1156
21

53
1 21

12 



 A ; 

  729
31

23
1 31

13 



 A ;  

    1192
23

31
1 12

21 



 A ; 

  734
21

32
1 22

22 


 A ; 

    516
31

12
1 32

23 



 A ; 

  165
52

31
1 13

31 



 A ;  

    1910
53

32
1 23

32 


 A ; 
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  134
23

12
1 33

33 



 A . 

Запишемо приєднану матрицю:




















157

1711

11119
*A . 

Обернена матриця має вигляд: 






















157

1711

11119

6

11A . 

Знаходимо розв’язок системи: 










































 

5

9

4

157

1711

11119

6

11 BAX  

         
       

    






























































2

4

3

12

24

18

6

1

519547

5197411

51911419

6

1
. 

Отже, 31 x , 42 x , 23 x . 

Відповідь: 31 x , 42 x , 23 x . 

 
Завдання 1.4. Знайти всі розв’язки системи методом Гауса: 
















.222

,753

,1373

,181042

421

4321

4321

4321

xxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

Розв’язання.  
Метод Гауса (метод послідовного виключення невідомих) 

розв’язання СЛАР 
Метод Гауса складається з двох частин: прямого та 

зворотного ходів. На практиці зручно працювати не з системою, а 
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з її розширеною матрицею (розширена матриця системи – 
матриця, яка складається з матриці системи до якої приєднано 
справа стовпець вільних членів). Прямий хід: СЛАР записують у 
вигляді розширеної матриці системи та зводять її до 
верхньотрикутного вигляду за допомогою елементарних 
перетворень над рядками матриці. Зворотний хід: отриману 
матрицю записують у вигляді системи, яку розв’язують, 
починаючи з останнього рівняння. 

Для перевірки на сумісність СЛАР використовується 
теорема Кронекера-Капеллі. 

Теорема Кронекера-Капеллі. Для того щоб СЛАР була 
сумісною, необхідно і достатньо, щоб ранг матриці системи 
дорівнював рангу її розширеної матриці. 

Якщо ранг матриці системи дорівнює рангу розширеної 
матриці і дорівнює числу невідомих, то система має єдиний 
розв’язок. 

Якщо ранг матриці системи дорівнює рангу розширеної 
матриці, але менший числа невідомих, то система має безліч 
розв’язків, які залежать від rn   параметрів ( n  – кількість 
невідомих, r  – ранг матриці системи). 

Запишемо розширену матрицю системи: 
























2

7

13

18

2012

5113

7311

10412

. 

Зведемо її до верхньотрикутного вигляду за допомогою елементарних 
перетворень над рядками матриці. Спочатку переставимо місцями 
перший та другий рядки розширеної матриці системи: 
























2

7

13

18

2012

5113

7311

10412

~
























2

7

18

13

2012

5113

10412

7311

. 

Перетворимо на нулі всі елементи першого стовпця, крім першого 
елемента. Для цього до другого рядка додамо перший, помножений на 
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 2 , до третього – перший, помножений на  3 , до четвертого – 

перший, помножений на 2 , отримаємо 
























2

7

18

13

2012

5113

10412

7311

~



























24

32

8

13

12630

16840

4210

7311

. 

Далі додамо до третього рядка другий рядок, помножений на  4 , а 
до четвертого рядка – другий, помножений на 3: 



























24

32

8

13

12630

16840

4210

7311

~






















0

0

8

13

0000

0000

4210

7311

~

















 8

13

4210

7311
~

8

13

4210

7311
~ . 

Як бачимо, ранг розширеної матриці системи дорівнює рангу матриці 
системи 2r . Отже, згідно з теоремою Кронекера-Капеллі, задана 
система сумісна та має безліч розв’язків, які залежать від 

224  rn  параметрів. 
Задана система еквівалентна системі: 








.842

,1373

432

4321

xxx

xxxx









.842

,1373

432

4321

xxx

xxxx
  


 








.842

,1373842

432

43431

xxx

xxxxx
  









.842

,1373842

432

43431

xxx

xxxxx









.842

,53

432

431

xxx

xxx
 

Відповідь: 







.842

,53

432

431

xxx

xxx
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2 ВЕКТОРНА АЛГЕБРА 
 
 
 

Задані координати вершин піраміди 4321 MMMM :  1;3;61 M , 

 9;2;22 M ,  9;1;33 M ,  3;5;84 M . Виконати наступні 

завдання. 
Завдання 2.1. Знайти кут між ребрами 21MM  та 41MM . 

Завдання 2.2. Знайти проекцію вектора 31MM  на вектор 

41MM . 

Завдання 2.3. Знайти площу грані 321 MMM . 

Завдання 2.4. Знайти довжину висоти піраміди, проведену з 
вершини 4M , попередньо знайшовши об’єм піраміди. 

Завдання 2.5. Встановити орієнтацію трійки векторів 21MM , 

31MM  і 41MM . 

 
 
Розв’язання.  
 

Якщо початок вектора ABa   знаходиться в точці 
 111 ;; zyxA , а кінець у точці  222 ;; zyxB , то координати 

вектора AB  обчислюються за формулою 

 121212 ;; zzyyxxAB  . 

Знайдемо координати векторів 21MM , 31MM , 41MM , на яких 

побудована піраміда: 

    10;1;419;32;6221 MM ; 

    10;2;319;31;6331 MM ; 

    4;2;213;35;6841 MM . 
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Завдання 2.1. 
Довжина (модуль) вектора  zyxa ;;  обчислюється за 

формулою 
222 zyxa  . 

Скалярний добуток векторів  111 ;; zyxa  та  222 ;; zyxb  
обчислюється за формулою 

212121 zzyyxxba  . 

Косинус кута  ba ^,  між векторами  111 ;; zyxa  та 

 222 ;; zyxb  обчислюється за формулою 

 
2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121^,cos
zyxzyx

zzyyxx

ba

ba
ba









 . 

Знайдемо косинус кута між ребрами 21MM  та 41MM : 

  




4121

4121
4121 ^,cos

MMMM

MMMM
MMMM  

       
       










24117

30

4221014

4102124
222222

 

78

785

78

5

62133

30

64139

30






 . 

Кут між ребрами 21MM  та 41MM  дорівнює 








78

785
arccos . 

 
Завдання 2.2. 

Проекція вектора a  на вектор b  обчислюється за 
формулою 

b

ba
aпр

b


 . 

Знайдемо проекцію вектора 31MM  на вектор 41MM : 
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       
   










222
41

4131
31

422

4102223
41 MM

MMMM
MMпр

MM
 

2

65

6

15

62

30

64

30

24

30



 . 

 
Завдання 2.3. 

Векторний добуток векторів  111 ;; zyxa  та  222 ;; zyxb  
обчислюється за формулою  

322

111

zyx

zyx

kji

ba  . 

Площа трикутника, побудованого на неколінеарних 

векторах a  та b , віднесених до спільного початку, 
обчислюється за формулою 

baS  2

1
. 

Площа грані 321 MMM  дорівнює 31212

1
321

MMMMS MMM  . 

Спочатку знайдемо векторний добуток 3121 MMMM  : 



 kkji

kji

MMMM 383010

1023

10143121  

kjiji 510104020  . 

Знайдемо модуль векторного добутку 3121 MMMM  : 

    1522551010 222
3121  MMMM . 

Обчислимо площу грані 321 MMM : 



 16

5,715
2

1
321

 MMMS  (кв. од.). 

 
Завдання 2.4. 

Мішаний добуток трьох векторів  111 ;; zyxa ,  222 ;; zyxb , 

 222 ;; zyxc  обчислюється за формулою  

333

222

111

zyx

zyx

zyx

cba  . 

Об’єм піраміди, побудованої на векторах a , b  та c , 
віднесених до спільного початку, обчислюється за формулою 

cbaV 
6

1
. 

Об’єм піраміди 4321 MMMM  можна обчислити за формулою 

4131216

1
4321

MMMMMMV MMMM  . Спочатку знайдемо мішаний 

добуток векторів 21MM , 31MM , 41MM : 






 602032

422

1023

1014

413121 MMMMMM  

60801240  . 

1060
6

1
4321

MMMMV  (куб. од.). 

Відомо, що HSV MMMMMMM   3214321 3

1
. З останньої формули 

отримуємо: 

4
5,7

1033

321

4321 



 MMM

MMMM

S

V
H  (лін. од.). 
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Завдання 2.5. 

Якщо 0 cba , то вектори a , b , c  утворюють праву 

трійку, а якщо 0 cba , то ліву. 

Оскільки мішаний добуток 060413121  MMMMMM  

(мішаний добуток векторів 21MM , 31MM , 41MM  обчислено у 

Завданні 2.4), то вектори 21MM , 31MM , 41MM  утворюють праву 

трійку векторів. 

Відповідь: завдання 2.1. 








78

785
arccos ;  

завдання 2.2. 26531
41

MMпр
MM

; 

завдання 2.3. 7,5 кв. од.;  
завдання 2.4. 4 лін. од.; 

завдання 2.5: вектори 21MM , 31MM , 41MM  

утворюють праву трійку векторів. 
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3 АНАЛІТИЧНА ГЕОМЕТРІЯ НА ПЛОЩИНІ 
 
 
 

Трикутник 321 MMM  задано координатами його вершин: 

 2;11 M ,  4;32M ,  1;53 M . Зробити креслення та виконати 

наступні завдання. 
Завдання 3.1. Знайти довжину і рівняння сторони 32MM . 

Завдання 3.2. Знайти довжину та рівняння висоти, проведеної 
до сторони 32MM . 

Завдання 3.3. Знайти рівняння прямої l , що проходить через 
точку 1M  паралельно стороні 32MM . 

Завдання 3.4. Знайти кут   при вершині 1M . 
 
Розв’язання. Побудуємо трикутник за координатами його 

вершин (рис. 3.1). 
 
 

 
Рисунок 3.1 

 
 

x  

y  

1M  

2M  

3M  
l  

H  
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Завдання 3.1. 
Відстань між точками  11; yxA  та  22; yxB  

обчислюється за формулою 

   212
2

12 yyxxAB  . 

Використовуючи формулу для обчислення відстані між двома 
точками, обчислимо довжину сторони 32MM : 

     22
32 2323 MMMM yyxxMM  

        73384135 2222  . 

Рівняння прямої, яка проходить через дві задані точки 
 111 ; yxM  та  222 ; yxM : 

12

1

12

1

yy

yy

xx

xx








. 

Рівняння прямої з кутовим коефіцієнтом: 
bkxy  , 

де tgk   – кутовий коефіцієнт прямої,   – кут, який утворює 

пряма з додатним напрямом осі Ox . b  – ордината точки перетину 
прямої з віссю Oy . 

Рівняння прямої, яка проходить через задану точку та 
має заданий кутовий коефіцієнт: 

 00 xxkyy  , 

де  00; yxM  – точка, яка належить прямій, k  – кутовий 

коефіцієнт прямої. 
Щоб знайти рівняння сторони 32MM , скористаємося рівнянням 

прямої, яка проходить через дві задані точки: 

23

2

23

2

MM

M

MM

M

yy

yy

xx

xx








, 

41

4

35

3






 yx

,   
3

4

8

3






 yx

, 

   4833  yx ,   02383  yx  
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(рівняння 32MM  у загальному вигляді) або 

8

23

8

3
 xy  

(рівняння 32MM  з кутовим коефіцієнтом). 

 
Завдання 3.2. Із завдання 3.1 кутовий коефіцієнт прямої 32MM  

дорівнює 
8

3
32
MMk . Кутовий коефіцієнт висоти HM1  знайдемо з 

умови перпендикурності прямих HM1  та 32MM : 

1
132

 HMMM kk , 1
8

3
1

 HMk ,  
3

8
1

HMk . 

1 спосіб. Використовуючи рівняння прямої з кутовим 
коефіцієнтом, отримуємо: 

bxky HM 
1

,  bxy 
3

8
. 

Оскільки HMM 11  , то b 1
3

8
2 , 

3

2
b . Отже, 

рівняння HM1  має вигляд: 
3

2

3

8
 xy . 

2 спосіб. Використовуючи рівняння прямої, яка проходить через 
задану точку та має заданий кутовий коефіцієнт, отримуємо: 

 
111 MHMM xxkyy  , 

   1
3

8
2  xy ,  

3

8

3

8
2  xy ,  

3

2

3

8
 xy . 

Довжина висоти HM1  – це відстань від точки 1M  до прямої 

32MM . 

Відстань від точки  000 , yxM  до прямої l , заданої 

рівнянням 0 CByAx , обчислюється за формулою: 

22

00

BA

CyBxA
d




 .                              (3.1) 
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Використовуючи формулу (3.1) для обчислення відстані від 
точки до прямої, обчислимо довжину висоти HM1 : 

 
  73

7342

73

42

83

232813
22221

11 










BA

CyBxA
HMd

MM
. 

 
Завдання 3.3. Оскільки пряма l  паралельна прямій 32MM , то з 

умови паралельності прямих випливає, що їх кутові коефіцієнти рівні, 

тобто 
8

3
32
 MMl kk .  

1 спосіб. Використовуючи рівняння прямої з кутовим 
коефіцієнтом, отримуємо: 

bxky l  , bxy 
8

3
. 

Знайдемо b : lM 1 , тому b 1
8

3
2 , 

8

19
b . Отже, рівняння l  

має вигляд: 
8

19

8

3
 xy  (рівняння прямої l  з кутовим коефіцієнтом). 

2 спосіб. Використовуючи рівняння прямої, яка проходить через 
задану точку та має заданий кутовий коефіцієнт, отримуємо: 

 
11 MlM xxkyy  , 

   1
8

3
2  xy , 

8

3

8

3
2  xy ,  

8

19

8

3
 xy . 

 
Завдання 3.4. 

Нехай прямі 1l  та 2l  задані рівняннями 11 bxky  , 

22 bxky  . Кут   між прямими 1l  та 2l  обчислюється за 
формулою 

21

12

1 kk

kk
tg




 ,     (3.2) 

де 1k  – коефіцієнт прямої, яку повертають проти руху стрілки 
годинника до збігу з другою прямою. 
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Для обчислення кута   при вершині 1M  скористаємося 

формулою (3.2): 
2131

2131

1 MMMM

MMMM

kk

kk
tg




 . Спочатку знайдемо кутові 

коефіцієнти прямих 21MM  та 31MM . Для цього знайдемо рівняння 

прямих 21MM  та 31MM . Для побудови рівняння прямої 21MM  

скористаємось рівнянням прямої, яка проходить через дві задані 
точки: 

12

1

12

1

MM

M

MM

M

yy

yy

xx

xx








, 

 
 24

2

13

1






 yx

,  
6

2

2

1 


 yx
, 53  xy . 

Отже, 3
21
MMk . Аналогічно знайдемо рівняння прямої 31MM  та її 

кутовий коефіцієнт: 

13

1

13

1

MM

M

MM

M

yy

yy

xx

xx








,  
 
 21

2

15

1






 yx

, 

3

2

6

1 



 yx

,  
2

3

2

1
 xy . 

Отже, 
2

1
31

MMk . Остаточно отримуємо: 

7
3

2

1
1

3
2

1











tg , 7arctg . 

Відповідь: завдання 3.1: 73 , 02383  yx ; 

   завдання 3.2: 
3

2

3

8
 xy , 

73

7342
; 

   завдання 3.3: 
8

19

8

3
 xy ; 

   завдання 3.4: 7arctg . 
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Завдання 3.5, 3.6. Задані рівняння кривих другого порядку 

022  iiiii kydxcybxa , 2,1i . Встановити їх вид, знайти 

центр, півосі, ексцентриситет, рівняння директрис, координати 
фокусів, а для гіперболи – рівняння асимптот. Зробити креслення. 
Дані наведені в таблиці. 

 

№ 1a  2a  1b  2b  1c  2c  1d  2d  1k  2k  

1 4 9 25 -16 -24 18 50 96 -39 -279 
 
Розв’язання. 

Канонічне рівняння еліпса: 

12

2

2

2


b

y

a

x
, 

де 222 cab  . Величини a  та b  називаються великою та малою 
півосями еліпса відповідно. 

Координати фокусів еліпса:  021 ;cF ,    ba   або 

 c;F ,  021   ba  . 

Ексцентриситет еліпса: 
a

c
   ba   або 

b

c
   ba  , 

10   . 

Рівняння директрис: 

a

x    ba   або 

b

x    ba  .  

1) При 1i  з таблиці, заданої в умові завдання, отримуємо 

0395024254 22  yxyx . Виділимо повні квадрати при 
змінних x  та y : 

      039112259964 22  yyxx , 

      0391125934 22  yx , 

    010012534 22  yx , 

    10012534 22  yx , 
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   
1

2

1

5

3
2

2

2

2





 yx

. 

Отримали рівняння еліпса 
   

12

2
0

2

2
0 





b

yy

a

xx
 

(див. додаток A) з півосями 5a , 2b . Центр кривої – точка 
 1,31 O . Виконаємо паралельне перенесення системи координат 

Oxy  в точку  1,31 O  за формулами 3 xX , 1 yY . У системі 

координат XYO1  рівняння еліпса має вигляд: 1
25 2

2

2

2


YX

. 

Для обчислення ексцентриситету треба знати параметр c . 

Знайдемо параметр c : 212142525 22 c . 

Обчислимо ексцентриситет: 
5

21
 . 

Рівняння директрис: 



a

X , тобто 
21

2125
X  і 

21

2125
X . 

Координати фокусів еліпса:  02121 ;F ,  . 

 
 

3  
1  

y  

O  
1O  

x  

X  

Y  

 
Рисунок 3.2 

 
Використовуючи формули переходу 3 xX , 1 yY , 

одержимо рівняння директрис та координати фокусів еліпса у системі 
координат Oxy : 
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рівняння директрис
21

2125
3x  і 

21

2125
3x ; 

координати фокусів  121321  ;F , . 

Еліпс зображений на рис. 3.2. 
 

Канонічне рівняння гіперболи: 12

2

2

2


b

y

a

x
, де 

222 acb  . Величини a  та b  називаються дійсною та уявною 
півосями гіперболи відповідно. 

Координати фокусів еліпса:  021 ;cF ,   (якщо a  – дійсна 

вісь) або  c;F , 021  (якщо b  – дійсна вісь). 

Ексцентриситет гіперболи: 
a

c
  (якщо a  – дійсна вісь) 

або 
b

c
  (якщо b  – дійсна вісь), 1 . 

Рівняння директрис гіперболи: 

a

x   (якщо a  – дійсна 

вісь) або 

b

y   (якщо b  – дійсна вісь). 

Рівняння асимптот гіперболи: x
a

b
y  . 

2) При 2i  з таблиці, заданої в умові завдання, отримуємо 

02799618169 22  yxyx . Виділимо повні квадрати при 
змінних x  та y : 

02799618169 22  yxyx , 

      0279996161129 22  yyxx , 

      02799316119 22  yx ,

    014431619 22  yx , 

    14431619 22  yx , 
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   
1

3

3

4

1
2

2

2

2





 yx

. 

Отримали рівняння гіперболи 
   

1
2

2
0

2

2
0 





b

yy

a

xx
 

(див. додаток A) з півосями 4a , 3b . Центр кривої – точка 
 3,11 O . Виконаємо паралельне перенесення системи координат 

Oxy  в точку  3,11 O  за формулами 1 xX , 3 yY . У системі 

координат XYO1  рівняння гіперболи має вигляд: 1
34 2

2

2

2


YX

. 

Для обчислення ексцентриситету треба знати параметр c . 

Знайдемо параметр c : 52591634 22 c . 

Обчислимо ексцентриситет: 
4

5
 . 

Рівняння директрис: 



a

X , тобто 
5

16
X  і 

5

16
X .  

Рівняння асимптот: X
a

b
Y  , тобто XY

4

3
 . 

Координати фокусів гіперболи:  0521 ;F ,  .  

Використовуючи формули переходу 1 xX , 3 yY , 
одержимо рівняння директрис та асимптот і координати фокусів 
гіперболи в системі координат Oxy . 

Рівняння директрис: 
5

11
x  і 

5

21
x .  

Рівняння асимптот: 
4

15

4

3
 xy  та 

4

9

4

3
 xy . 

Координати фокусів гіперболи:  341 ;F ,  362 ;F  .  
Гіпербола зображена на рис. 3.3. 
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x  

y  

3  

1  O  

1O  X  

Y  

 
Рисунок 3.3 

 

Відповідь: 1) еліпс 
   

1
2

1

5

3
2

2

2

2





 yx

; центр  1,31 O ; 

півосі: 5a , 2b ; рівняння директрис: 
21

2125
3x  і 

21

2125
3x ; координати фокусів:  121321  ;F , ; рис. 3.2; 

2) гіпербола
   

1
3

3

4

1
2

2

2

2





 yx

; центр  3,11 O ; 

півосі: 4a , 3b ; рівняння директрис: 
5

11
x  і 

5

21
x ; рівняння 

асимптот: 
4

15

4

3
 xy  та 

4

9

4

3
 xy ; координати фокусів 

 341 ;F ,  362 ;F  ; рис. 3.3. 
 
Завдання 3.7. Встановити, що рівняння 

022  kdycxbyax  визначає параболу. Знайти координати її 
вершини, рівняння осі симетрії, значення параметра, координати 
фокуса, рівняння директриси. Зробити креслення. Дані наведено в 
таблиці. 

 
№ a  b  c  d  k  
1 0 2 3 12 12 
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Розв’язання. 

Канонічне рівняння параболи: pxy 22  , де p  – 

параметр параболи, 0p . 

Вершина параболи – точка  0;0O . 

Рівняння директриси: 
2

p
x  . 

Вісь симетрії: 0y . 

Координати фокуса: 







0
2

;
p

F  

Рівняння  pxy 22  , pyx 22  , pyx 22   )0( p  також 
визначають параболи [9, 16] (див. Додаток A). 

За умовою 0121232 2  yxy . Виділимо повний квадрат 
при змінній y : 

   01239962 2  xyy , 

  01231832 2  xy , 

   2332 2  xy , 

   2
2

3
3 2  xy . 

Отримали рівняння параболи    0
2

0 2 xxpyy   

(див. додаток A). Вершина параболи – точка  3,21 O . 

Виконаємо паралельне перенесення системи координат Oxy  в 

точку  3,21 O  за формулами 2 xX , 3 yY . У системі 

координат XYO1  рівняння параболи має вигляд: XY
2

32  . 

Рівняння осі симетрії параболи: 0Y . У системі координат Oxy : 

03 y , 3y  – вісь симетрії. 

Знайдемо параметр p : 
2

3
2 p , 

4

3
p . 
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Координати фокусу параболи: 







0
8

3
;F . У системі координат 

XYO1  координати фокуса мають вигляд 





  3

8

19
;F . 

Рівняння директриси параболи: 
8

3
X . У системі координат 

XYO1  рівняння директриси має вигляд 
8

13
x . 

Парабола зображена на рис. 3.4 
 

 

x  

y  
2  4  

O  
1O  

X  

Y  

3  

 
Рисунок 3.4 

 

Відповідь: парабола    2
2

3
3 2  xy ; вершина  3,21 O ; 

вісь симетрії 3y , параметр 
4

3
p ; координати фокуса 







  3

8

19
;F ; рівняння директриси 

8

13
x ; рис. 3.4. 
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4 АНАЛІТИЧНА ГЕОМЕТРІЯ У ПРОСТОРІ 
 
 
 

Задано точки  3;2;11 M ,  2;4;32M ,  3;1;23 M ,  1;2;14 M . 

Виконати наступні завдання. 
 Завдання 4.1. Знайти рівняння прямої, яка проходить через 
точку 4M  паралельно прямій 21MM . 

 Завдання 4.2. Знайти рівняння площини 321 MMM . 

 Завдання 4.3. Знайти рівняння прямої, яка проходить через 
точку 4M  перпендикулярно площині 321 MMM . 

 
Розв’язання. 
Завдання 4.1. 

Канонічні рівняння прямої у просторі: 

p

zz

n

yy

m

xx 000 






,   (4.1) 

де  0000 ;; zyxM  – точка, що належить прямій,  pnmS ;;  – 

напрямний вектор прямої. 

Нехай 1l  – шукана пряма, яка проходить через точку 4M  

паралельно прямій 21MM . 

Оскільки 211 || MMl , то напрямні вектори цих прямих 

колінеарні, тому в якості напрямного вектора прямої 1l  можна взяти 

напрямний вектор прямої 21MM : 

    1;6;232;24;1321211
 MMSS MMl . 

Використовуючи канонічні рівняння прямої, складемо рівняння 
прямої 1l : 

 
1

1

6

2

2

1








 zyx

, 

1

1

6

2

2

1








 zyx

. 
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Завдання 4.2.  
Загальне рівняння площини: 0 DCzByAx , де 

 CBAn ;;  – нормальний вектор площини, A , B , C , D  –
дійсні числа. 
Рівняння площини, яка проходить через три задані точки 

 1111 ;; zyxM ,  2222 ;; zyxM ,  3333 ;; zyxM : 

0

131313

121212

111






zzyyxx

zzyyxx

zzyyxx

.  (4.2) 

Підставимо координати заданих точок 1M , 2M , 3M  у рівняння 

площини (4.2), отримаємо: 

 
  0

33)2(112

322413

321




 zyx

, 

0

611

162

321




 zyx

. 

Розкриємо отриманий визначник за правилом трикутника: 
             163213112661 zzyx  

        0622111  yx ,  

06941135  zyx , 

06941135  zyx . 

Отже, 06941135  zyx  – загальне рівняння площини 

321 MMM . 

Завдання 4.3. Нехай 2l  – шукана пряма, яка проходить через 

точку 4M  перпендикулярно до площини 321 MMM . Із умови 

перпендикулярності прямої та площини випливає, що напрямний 
вектор прямої 2l  та нормальний вектор площини 321 MMM  

колінеарні, тому в якості напрямного вектора шуканої прямої можна 
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взяти нормальний вектор площини 321 MMM . Із завдання 4.2 

 4;11;35
2

 lSn . 

За формулами (4.1) отримуємо канонічні рівняння шуканої 
прямої: 

 
4

1

11

2

35

1 






 zyx

, 

4

1

11

2

35

1 






 zyx

. 

Відповідь: завдання 4.1: 
1

1

6

2

2

1








 zyx

;  

   завдання 4.2: 06941135  zyx ;  

   завдання 4.3: 
4

1

11

2

35

1 






 zyx

. 

 
Завдання 4.4. Звести рівняння поверхонь до канонічного 

вигляду, визначити їх тип та зробити схематичне креслення: 

1) 01116725449 22  zyxzx ; 

2) 0352418644916 222  zyxzyx . 
Розв’язання. 
1) Виділимо повні квадрати при змінних x  та z : 

01116725449 22  zyxzx , 

      0117244449969 22  yzzxx , 

      01172424939 22  yzx , 

    108722439 22  yzx . 
Поділимо останнє рівняння на 36:  

   
32

9

2

4

3 22







y
zx

, 

   






 





2

3
2

9

2

4

3 22

y
zx

. 
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Отримали рівняння еліптичного параболоїда з віссю симетрії Oy  та 

вершиною 





  2;

2

3
;31O  (див. додаток Б). Зробимо паралельне 

перенесення системи координат Oxyz  в точку 





  2;

2
3

;31O  за 

формулами: 3 xX , 
2

3
 yY , 2 zZ . У системі координат 

XYZO1  рівняння еліптичного параболоїда матиме вигляд: 

Y
ZX

2
94

22

 . 

На рис. 4.1 зроблено рисунок цієї поверхні в системі координат 
XYZO1 . 

2) Виділимо повні квадрати при змінних x , y , z : 

0352418644916 222  zyxzyx , 

         ,0359964112944416 222  zzyyxx

         0359341194216 222  zyx , 

      01443419216 222  zyx , 

      1443419216 222  zyx . 
Поділимо останнє рівняння на 144: 

     
1

36

3

16

1

9

2 222








 zyx

. 

Отримали рівняння еліпсоїда з центром у точці  3;1;21 O  та 

півосями 3a , 4b , 6c  (див. додаток Б). 
Виконаємо паралельне перенесення системи координат Oxyz  в 

точку  3;1;21 O  за формулами: 2 xX , 1 yY , 3 zZ . У 

системі координат XYZO1  рівняння еліпсоїда має вигляд: 

1
36169

222


ZYX

. 
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На рис. 4.2 зроблено рисунок цієї поверхні в системі координат 
XYZO1 . 

 
 
 Z  

Y  

X  1O  X  
Y  

Z  

1O  

 
Рисунок 4.1     Рисунок 4.2 

 

Відповідь: 1) 
   







 





2

3
2

9

2

4

3 22

y
zx

, еліптичний 

параболоїд, рис. 4.1; 

2) 
     

1
36

3

16

1

9

2 222








 zyx

, еліпсоїд, рис. 4.2. 



 35

5 ГРАНИЦЯ ФУНКЦІЇ. 
ПОХІДНА ФУНКЦІЇ ТА ЇЇ ЗАСТОСУВАННЯ 

 
 

 

Завдання 5.1. Обчислити границю 
2812

253
lim 2

2

2 


 xx

xx
x

. 

Розв’язання. При 2x  границі чисельника та знаменника 

дорівнюють нулю, тому маємо невизначеність виду 




0
0

. Щоб 

розкрити цю невизначеність, розкладемо чисельник та знаменник 
дробу, який стоїть під знаком границі, на множники. 

Формула розкладу квадратного тричлена на множники: 

  21
2 xxxxacbxax  , де 1x , 2x  – корені квадратного 

тричлена, які обчислюються за формулами 
a

Db
x

22,1


 , 

acbD 42  . 
Одержуємо 

 

   








 


















 214

2
3

1
3

lim
0

0

282122

22523

2812

253
lim

22

2

2

2

2 xx

xx

xx

xx
xx

 

16

7

142

123

14

13

2










 x

x
lim
x

. 

Відповідь: 
16

7
. 

 

Завдання 5.2. Обчислити границю 
967

4105
lim 2

2




 xx

xx
x

. 

Розв’язання. При x  чисельник та знаменник дробу 

прямують до нескінченості, тобто маємо невизначеність виду 







. 
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Для того, щоб розкрити цю невизначеність, поділимо чисельник та 
знаменник дробу, який стоїть під знаком границі, на старший степінь 

змінної х, тобто на 2x . Отримаємо 



















222

2

222

2

2

2

967

4105

lim
967

4105
lim

xx

x

x

x
xx

x

x

x

xx

xx
xx

 

7

5

007

005
96

7

410
5

lim

2

2













xx

xx
x

. 

Відповідь: 
7

5
. 

 

Завдання 5.3. Обчислити границю 20 9

3cos7cos
lim

x

xx
x




. 

Розв’язання. Для обчислення даної границі перетворимо 
чисельник дробу, який стоїть під знаком границі, за формулою 

2
sin

2
sin2coscos


  та скористаємося наслідком з 

першої важливої границі k
x

kx
x




sin
lim

0
. Отримуємо: 









 




 0
0

0
0cos0cos

9
3cos7cos

lim 20 x
xx

x










 2020 9

2sin5sin2
lim

9
2

37
sin

2

37
sin2

lim
x

xx

x

xxxx

xx
 

9

2
2

9

20
25

9

22sin
lim

5sin
lim

9

2
00


 x

x

x

x
xx

. 

Відповідь: 
9

2
2 . 
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Завдання 5.4. Продиференціювати функцію 
 
 23arccos

7

x

xsh
y  . 

Розв’язання. 
Правила диференціювання. Нехай  xuu   та  xvv   – 

диференційовні функції, тоді 

1)   vuvu  ;   2)   vuvuuv  ; 

3)   uCCu  , де constC  ;  4) 
2v

vuvu

v

u 










, 0v . 

Похідна складеної функції. Якщо функція  xu   має 

похідну xu  в точці x , а функція  ufy   має похідну uy  у 

відповідній точці u , то складена функція   xfy   має 

похідну xy  в точці x , яка обчислюється за формулою xux uyy  . 

Використовуючи правило диференціювання частки функцій 4), 
таблицю похідних елементарних функцій (див. додаток В) та правило 
диференціювання складеної функції, отримуємо: 

         
  





 223

2323

arccos

arccos7arccos7

x

xxshxxsh
y  

 
         






 26

22223

arccos

arccosarccos37arccos7
72

1

x

xxxshxxsh
xsh

 
        




 2223 arccos37arccos77

72

1
xxshxxxch

xsh
 

 
  






























26
2

22

1

1

1

xarccos
x

x

 



 38

   
 

   

  





26

4

2223

arccos
1

2arccos37

72

arccos77

x
x

xxxsh

xsh

xxch

 

 
   

 
 24423

arccos1

76

arccos72

77

xx

xshx

xxsh

xch


 . 

Відповідь: 
 

   
 

 24423
arccos1

76

arccos72

77

xx

xshx

xxsh

xch


 . 

 
Завдання 5.5. Знайти xy  для функції, заданої параметрично 













.4

,
2

arcsin

2ty

t
x

 

Розв’язання. 
Якщо функція задана параметричними рівняннями 
 
 







,

,

tyy

txx
 де  tx  та  ty  – диференційовні функції, то 

t

t
x x

y
y




 .    (5.1) 

Спочатку знайдемо tx , ty :  

  22 4

1

221

1

2
arcsin

t

t

t

t
xt





















 , 

   
2

2

2

2

4
4

42

1
4

t

t
t

t
tyt











  

За формулою (5.1) отримуємо: t

t

t

t

yx 








2

2

4

1
4 . 
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Відповідь: tyx  . 

 

Завдання 5.6. Обчислити границю 
 
x

x
x 


 2

4sin1
lim

3

2


, 

використовуючи правило Лопіталя. 
Розв’язання. 

Правило Лопіталя (для розкриття невизначеностей виду 






0

0
 та 







). Якщо для функцій  xf  та  xg  виконуються 

умови: 
1) функції  xf  та  xg  диференційовні в околі точки a , за 

винятком, можливо, самої точки a ,   0 xg  в цьому 
околі; 

2)     0limlim 


xgxf
axax

 (     


xgxf
axax

limlim ); 

3) існує скінченна або нескінченна границя 
 
 xg

xf
ax 




lim , 

тоді існує границя 
 
 xg

xf
ax

lim  і вона дорівнює 

 
 

 
 xg

xf

xg

xf
axax 





limlim . 

    
 















 x

x

x

x
xx 2

4sin1
lim

0

0

2

4sin1
lim

3

2

3

2


 





















 4

2
cos

2
sin3

1
44

cos
4

sin3
lim

22

2

 xx

x
 

0
4

013






. 

Відповідь: 0. 
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Завдання 5.7. Провести повне дослідження функції 

 2
3

29 


x

x
y  та побудувати її графік. 

Розв’язання. 
Загальна схема дослідження функції 

1. Знайти область визначення функції. 
2. Знайти точки перетину графіка функції з осями координат. 
3. Дослідити функцію на періодичність, парність та непарність. 
4. Знайти інтервали монотонності, точки локальних екстремумів та 
значення функції в цих точках. 
5. Знайти інтервали опуклості графіка функції та точки перегину. 
6. Знайти асимптоти графіка функції, якщо вони існують. 
7. Зробити додаткові дослідження (при необхідності). Побудувати 
графік функції. 

1.       ;22; yD . 

2. Точка перетину графіка функції з осями координат:  0;0O . 
3. Функція неперіодична. Оскільки 

   
   

 
 















xy

xy

x

x

x

x
xy

2

3

2

3

2929
, 

то функція не є ні парною, ні непарною. 
4. Знайдемо похідну функції: 

   
      

   

































 22

2323

2

3

2

3

2

22

9

1

29

1

29 x

xxxx

x

x

x

x
y  

   
 

    
 

 
 3
2

4

2

4

322

29

6

29

2232

29

2223














x

xx

x

xxxx

x

xxxx
. 

Знайдемо критичні точки функції: 

  0 xy , якщо   062 xx , тобто 01 x , 62 x ; 

 xy  не існує, якщо   029 3 x , тобто 02 x  23 x . 

Отже, маємо три критичні точки: 01 x , 62 x , 23 x . 

Визначимо знаки y  на кожному з проміжків, на які критичні 
точки розбивають область визначення функції. 
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0 6  2  x  

y    - 
y  

    

 
 
Інтервали монотонності: 

0y  при     ;62; x , тому задана функція на цих 
інтервалах зростає; 

0y  при  6;2x , тому задана функція спадає на цьому інтервалі. 
Точки екстремуму: 

6x  – точка локального мінімуму;  
 

5,1
269

6
6 2

3

min 


 yy . 

5. Для знаходження проміжків опуклості графіка знайдемо 
другу похідну заданої функції: 

 
   





























 3

23

3

2

2

6

9

1

29

6

x

xx

x

xx
y  

        
 










 6

323323

29

2626

x

xxxxxx
 

      
 





 6

22332

29

2362123

x

xxxxxx
 

       
   46

22

23

8

29

62423








x

x

x

xxxxxx
. 

 Знайдемо критичні точки другої похідної: 0y , при 0x . 

y   не існує при 2x . 

Отже, маємо дві критичні точки: 01 x , 22 x . 
Визначаємо знак другої похідної на проміжках, на які ці точки 

розбивають область визначення функції. 
 

 

2 0  x  

y     - 
y  

  
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Інтервали опуклості графіка функції: 

0y  при  0;x , тому задана функція на цьому інтервалі 
опукла догори; 

0y  при     ;22;0 x , тому функція на цих інтервалах 
опукла донизу. 

Оскільки при переході через 0x  друга похідна y   змінює 

знак, то точка  0;0O  є точкою перегину заданої функції. 

Пряма l  називається асимптотою кривої, якщо відстань 
від змінної точки M  кривої до цієї прямої прямує до нуля, коли 
точка M , рухаючись по кривій, віддаляється на нескінченість. 

Існують три види асимптот: вертикальні, похилі та 
горизонтальні. 

Пряма ax   є вертикальною асимптотою функції 
 xfy  , якщо   


xf

ax
lim , або   


xf

ax 0
lim , або 

  


xf
ax 0

lim . 

Якщо для кривої, заданої рівнянням  xfy  , існують 
скінчені границі 

 
x

xf
k

x 
 lim ,   kxxfb

x



lim ,  (5.2) 

то пряма bkxy   є похилою асимптотою кривої  xfy  , 

при 0k  by   є горизонтальною асимптотою кривої. 

6. Оскільки 
 


 2

3

2 29
lim

x

x
x

, то пряма 2x  – вертикальна 

асимптота заданої функції. 
Знайдемо похилі асимптоти. За формулами (5.2) отримуємо: 

  9

1

29
lim 2

3





 xx

x
k

x
, 

    9

4

29

44
lim

9

1

29
lim 2

2

2

3


















 x

xx
x

x

x
b

xx
. 
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Отже, графік даної функції має похилу асимптоту 
9

4

9


x
y . 

7. Будуємо графік функції 
 2

3

29 


x

x
y  (рис. 5.1). 

 

 

x  

y  

2  O  2  

2  
4  
6  

2  4  4  6  
5,1  

 
Рисунок 5.1 

 
Відповідь: рис. 5.1. 

 
Завдання 5.8. Від прямокутного аркуша картону довжиною 

48 см та шириною 30 см відрізають на кутах однакові квадрати. Із 
частини аркуша, що залишилась, склеюють відкриту прямокутну 
коробку. Якою повинна бути довжина сторони відрізаних квадратів, 
щоб об’єм коробки був найбільшим? 

Розв’язання. Нехай x  см – довжина сторони відрізаного 
квадрата ( 150  x ). 

 
 A  B  

C  D  

1A  1B  

1C  1D  
см30  

см48  

смx  

 
Рисунок 5.2 
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Коробка матиме форму прямокутного паралелепіпеда з основою 

1111 DCBA  (рис. 5.2). Виразимо об’єм коробки як функцію змінної x : 

    xxxxV 248230  . 

Знайдемо критичні точки функції  xV : 

  144031212 2  xxxV . 

0120262  xx ; 
201 x ; 62 x . 

Оскільки 150  x , то маємо лише одну критичну точку 6x . 
При 6x  функція  xV  досягає максимуму, оскільки 

  31224  xxV ,   01686 V  (за другою достатньою ознакою 

локального екстремуму). Отже, при 6x  об’єм коробки буде 
найбільшим. 

Відповідь: 6 см. 
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6 ФУНКЦІЇ БАГАТЬОХ ЗМІННИХ 
 
 
 

Завдання 6.1. Знайти повний диференціал функції 

3245 22  xyyxz . 

Розв’язання.  
Якщо диференційовна функція  yxfz ,  має неперервні 

частинні похідні, то її повний диференціал існує та обчислюється 
за формулою 

dy
y

z
dx

x

z
dz








 .    (6.1) 

Спочатку знайдемо частинні похідні заданої функції: 

 
3245

5
210

32452

1
2222 










xyyx

yx
yx

xyyxx

z
, 

 
3245

4
28

32452

1
2222 










xyyx

xy
xy

xyyxy

z
. 

Підставляємо знайдені частинні похідні в формулу (6.1), 
отримуємо: 

dy
xyyx

xy
dx

xyyx

yx
zd

3245

4

3245

5
2222 







 . 

Відповідь: 

dy
xyyx

xy
dx

xyyx

yx
zd

3245

4

3245

5
2222 







 . 

 
Завдання 6.2. Знайти екстремуми функції 

762166 23  yxxyyxz . 
Розв’язання. 

Теорема 6.1 (необхідні умови екстремуму). Якщо функція 
 yxfz ,  має в точці  000 ; yxM  локальний екстремум, то в цій точці 

частинні похідні першого порядку по змінним x  та y  дорівнюють нулю або 
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не існують. 
Точки, в яких частинні похідні першого порядку функції  yxfz ,  

дорівнюють нулю, називаються її стаціонарними точками. 

Для функції  yxfz ,  введемо позначення: 2

2

x

z
A




 , 

yx

z
B





2

, 
2

2

y

z
C




 , 2BCA  . 

Теорема 6.2 (достатні умови екстремуму). Нехай в стаціонарній 
точці  000 ; yxM  і деякому її околі функція  yxfz ,  має неперервні 

частинні похідні другого порядку, тоді: 
якщо   00  M , то функція  yxfz ,  має в точці 0M  

екстремум, причому максимум при   00 MA  і мінімум при   00 MA ; 

якщо   00  M , то в точці 0M  функція   yxfz ,  екстремуму 

не має; 
якщо   00  M , то питання про наявність екстремуму в точці 0M  

потребує додаткових досліджень. 
Знаходимо частині похідні заданої функції: 

2163 2 



yx
x

z
,  6612 




xy
y

z
. 

Знаходимо стаціонарні точки заданої функції з системи: 


















.0

,0

y

z
x

z









.06612

,02163 2

xy

yx









.12

,722

xy

yx
 








.21

,722

yx

yx


 







.21

,7221 2

yx

yy









.21

,72441 2

yx

yyy
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






.21

,032 2

yx

yy



















.21

,5,1

,1

2

1

yx

y

y



























.5,1

2

,1

,3

2

2

1

1

y

x

y

x

 

Отримали дві стаціонарні точки:  1;31 M  та  5,1;22 M . 

Знаходимо A , B , C  та   для заданої функції: 

x
x

z
A 62

2





 ,  6
2







yx

z
B ,  12

2

2






y

z
C , 

36722  xBCA . 
  0180363721  M , тому в точці  1;31 M  задана 

функція має екстремум. Оскільки   0181 MA , то за теоремою 6.2 

точка  1;31 M  є точкою локального мінімуму: 

        357163211361631;3 23
min  zz . 

    0180362722  M , тому в точці  5,1;22 M  
екстремуму немає. 

Відповідь:   351;3min  zz . 
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7 ІНТЕГРАЛИ ТА ЇХ ЗАСТОСУВАННЯ 
 
 
 

Завдання 7.1. Обчислити невизначені інтеграли: 

1)  





  dx

xxx
xxx

253
85 4

44 ; 

2) 










dx

xx

x7
sin

3

167

4
22

. 

Розв’язання. Обчислимо задані інтеграли методом 
безпосереднього інтегрування. 

Обчислення інтегралів за допомогою основних 
властивостей невизначеного інтеграла і таблиці інтегралів 
називають безпосереднім інтегруванням. 

Властивості невизначених інтегралів: 

1)     xfdxxf 


 ,     dxxfdxxfd  ; 

2)     CxFxdF  ; 

3)      dxxfkdxxfk , k – const ; 

4)            dxxgdxxfdxxgxf      ; 

5) якщо     CxFdxxf   і  xu   – довільна функція, що 

має неперервну похідну, то      CuFduuf ; 

6) Якщо     CxFdxxf  , тоді 

     CbaxF
a

dxbaxf
1

, a , b  – const . 

1)     





  dx

xxx
xxx

253
85 4

44  
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







  

dx
x

xxxx
2

5385 42

1

4

5
4













Cx
xxxx

ln2
14

5
1

2

1
3

1
4

5
8

5
5

141
2

1
1

4

5
5

 

  Cxxxxx ln2
3

5
6

9

32 32

1

4

9
5  

Cx
x

xxxx  ln2
3

5
6

9

32
3

425 . 

2) Cxctg
x

dx
xx

x
x 









 7ln

7
3

4
arcsin

7

4
7

sin

3

167

4
22

. 

Відповідь: 1) Cx
x

xxxx  ln2
3

5
6

9

32
3

425 ; 

       2) Cxctg
x x


7ln

7
3

4
arcsin

7

4
. 

 
Завдання 7.2. Обчислити невизначені інтеграли: 

1)   4

3

8 x

dxx
;  

2)   295 x

dx
; 

3)   dxxe x cossin6 . 

Розв’язання. Задані інтеграли можна обчислити методом заміни 
змінної або методом введення під знак диференціала частини виразу, 
що стоїть під знаком інтеграла. 
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Метод заміни змінної (метод підстановки). Якщо 
функція  tx   має неперервну похідну, то в заданому 

невизначеному інтегралі   dxxf  можна перейти до змінної t  за 

формулою 

   
      dtttf

dttdx

tx
dxxf  




 

 ,

,          (7.1) 

потім обчислити інтеграл в правій частині формули (7.1) та 
повернутися до початкової змінної x . 

1) 1 спосіб. 








  Ct

t

dt

dxxdt

dxxdt

xt

x

dxx
ln

4

1

4

1

4

1

,4

,8

8
3

3

4

4

3

 

Cx  48ln
4

1
. 

2 спосіб.

 
 
 

 
Cx

x

xd

dxxxd

dxxxd

xx

x

dxx

















  4

4

4

34

34

34

4

3

8ln
4

1

8

8

4

1

8
4

1

,48

,48

8
. 

2) 1 спосіб.       













  22222

53

1

3

1

,3

,3

3595 t

dt

dxdt

dxdt

xt

x

dx

x

dx
 

C
x

arctgC
x

arctgC
t

arctg 
5

53

15

5

5

3

53

1

553

1
. 



 51

2 спосіб.    

 
 

 












 

dxxd

dxxd

x

x

dx

x

dx

3
3

1

,33

,33

3595 222
 

 
   

C
x

arctgC
x

arctg
x

xd



  5

53

15

5

5

3

53

1

35

3

3

1
22 . 

3) 1 спосіб. 



 

dxxdt

xdxdtxt
dxxe x

cos
6

1

,cos6,sin6
cossin6  

CeCedte xtt   sin6

6

1

6

1

6

1
. 

2 спосіб. 

 
 

 








 

dxxxd

dxxxd

xx

dxxe x

cossin6
6

1

,cos6sin6

,cos6sin6

cossin6  

  Cexde xx   sin6sin6

6

1
sin6

6

1
. 

Відповідь: 1) Cx  48ln
4

1
; 

2) C
x

arctg 
5

53

15

5
; 

3) Ce xsin  6

6

1
. 

 
Завдання 7.3. Обчислити невизначені інтеграли: 

1)    xdxx 7cos45 ; 
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2)   dxx x75 ; 

3) dxxarccos . 

Розв’язання. Для обчислення заданих інтегралів скористаємося 
методом інтегрування частинами. 

Інтегрування частинами виконується за формулою 

  vduuvudv , 

де  xu  і  xv  – неперервні та диференційовні функції. 
Деякі види інтегралів, які обчислюються цим методом: 

1.   dxexP kx ,   dxaxP kx ,     dxkxxP sin , 

    dxkxxP cos , де  xP  – многочлен, a , k  – дійсні числа. У 

цих інтегралах за u  слід взяти  xP , а за dv  – вираз, що 

залишився разом з dx ; 

2.     dxkxxP arcsin ,     dxkxxP arccos , 

    dxkxarctgxP ,     dxkxarcctgxP ,     dxkxxP ln , 

    dxkxxP alog , де  xP  – многочлен, a , k  – дійсні числа. У 

цих інтегралах слід взяти  dxxPdv  , а за u  – вираз, що 
залишився; 

3.   dxxe x  cos ,   dxxe x  sin ,   dxxa x  cos , 

  dxxa x  sin , де a ,  ,   – дійсні числа. За u  можна взяти 

xe , а за dv  – вираз, що залишився разом з dx . 

1)   


 xvxdxdv

dxduxu
xdxx

7sin
7

1
,7cos

5,45
7cos45  

    Cxxxxdxxx   7cos
49

5
7sin45

7

1
7sin

7

5
7sin45

7

1
. 
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2) 












 5ln7

5

5ln7

5
,5

,
5

7
7

7
7

x
x

x
x x

vdxdv

dxduxu
dxx  






















 5ln7

5
5

5ln7

1

5ln7

5

5ln7

5 7
7

77 x
x

xx x
dx

x
dx  

C
x

C
xxx
















5ln49

5

5ln7

5

5ln7

5

5ln7

1
2

777

. 

3) 





 xx

xvdxdv

dx
x

uxdu
dxx arccos

,
1

1
,arccos

arccos 2  














  xxdx

x

x
xxdx

x
x arccos

1
arccos

1

1
22

 

 
Cxxx

x

xd











  2

2

2

1arccos
1

1

2

1
. 

 Відповідь: 1)   Cxxx  7cos
49

5
7sin45

7

1
; 

   2) C
x xx







5ln49

5

5ln7

5
2

77

; 

   3) Cxxx  21arccos . 
 

Завдання 7.4. Обчислити площу області, обмеженої кривими 
3xy  , xxy 22  . 
Розв’язання. 
Формула Ньютона-Лейбніца. Якщо функція  xf  – 

неперервна на  ba; ,  xF  – її первісна на  ba; , тоді 

       aFbFxFdxxf
b

a

b

a

 . 

Нехай на відрізку  ba;  задано неперервну невід’ємну функцію  
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 xfy   (   0xf ). Фігура, обмежена графіком цієї функції, 

віccю Ox  та прямими ax  , bx  , називається криволінійною 
трапецією (рис. 7.1). Її площа обчислюється за формулою: 

 
b

a

dxxfS ,   0xf . 

Якщо  xfy   і  xgy   – неперервні на проміжку  ba;  

функції і для всіх  bax ;  виконується нерівність    xgxf  , 
тоді площу фігури, зображеної на рис. 7.2, обчислюють за 
формулою: 

     
b

a

dxxgxfS .                                 (7.2) 

 
 

x  

y  

b  O  a  

 xfy 

 xgy   
x  

y  

b  O  a  

 xfy   

 
Рисунок 7.1              Рисунок 7.2 

 
Визначимо абсциси точок перетину заданих ліній: 

xxx 223  ,   022  xxx   11 x ; 02 x ; 23 x . 

 
 

x  

y  

2  

2  2  

8  

6  

2  
4  

4  

4  
1D  

2D  

 
Рисунок 7.3 
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Зобразимо дані криві в одній декартовій системі координат 
(рис. 7.3).  

Площу фігури, обмежену даними лініями, знайдемо як суму 
площ областей 1D  та 2D . Використовуючи формулу (7.2), обчислимо 

площі фігур 1D  та 2D :  

 
12

5
1

3

1

4

1
0

34
2

0

1

2
340

1

23
1 






 


 x

xx
dxxxxS (кв.од.), 

 
3

8
0

4

16
4

3

8

43
2

2

0

4
2

32

0

32
2  

x
x

x
dxxxxS  (кв. од.) 

Отже, площа всієї області, обмеженої даними лініями: 

12

1
321  SSS  (кв. од.) 

Відповідь: 
12

1
3  кв. од. 

 
Завдання 7.5. Обчислити об’єм тіла, утвореного обертанням 

фігури, яка обмежена вказаними кривими навколо заданої осі 
координат: 

1) xy 4 , xy 2 , Ox ; 

2) 2 xy , 12  xy , 1y , 2y , Oy . 
Розв’язання. 

Об’єм тіла, утвореного внаслідок обертання навколо осі 
Ox  криволінійної трапеції, яка обмежена кривою  xfy   

(   0xf ), віссю абсцис та прямими ax   і bx    ba   
(рис. 7.4), обчислюється за формулою: 

  
b

a

x dxxfV 2 .    (7.3) 

Об’єм тіла, утвореного внаслідок обертання навколо осі Oy  

криволінійної трапеції, яка обмежена кривою  ygx   

(   0yg ),віссю ординат та прямими cy   і dy   dc   
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(рис. 7.5), обчислюється за формулою: 

  
d

c

y dyygV 2 .     (7.4) 

 

x  

y  

O  
b  

 xfy   

a  

y  

O  

 ygx   

 
c  

d  

x   
Рисунок 7.4    Рисунок 7.5 

 
 

1) Утворена даними лініями фігура OABC  (рис. 7.6) при 
обертанні утворює тіло, об’єм якого можна обчислити як різницю 
об’ємів тіл, утворених обертанням навколо осі абсцис трапецій 
OABD  і OCBD . 

 
 

x  

y  

8  

4  
O  

A  
B  

C  
D  

x

y  

4  O  

C  

D  A  

B  E  2  

1 

1 2  3  5  6   
Рисунок 7.6    Рисунок 7.7 

 
За формулою (7.3) знайдемо об’єм тіла, утвореного внаслідок 

обертання трапеції OABD  навколо осі Ox : 

   1280488164 24

0

2
4

0

4

0

2

1   xxdxdxxV (куб.од.) 

Аналогічно обчислюємо об’єм тіла, утвореного внаслідок 
обертання трапеції OCBD  навколо осі Ox : 
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 
3

256
0

3

4
4

3
442

34

0

34

0

2
4

0

2
2

 







 

x
dxxdxxV (куб.од.) 

Шуканий об’єм 
3

128

3

256
12821

  VVV  (куб. од.). 

2) Утворена даними лініями фігура ABCD  (рис. 7.7) при 
обертанні утворює тіло, об’єм якого можна обчислити як різницю 
об’ємів тіл, утворених обертанням навколо осі Oy  трапецій AECD  і 

AEB . За формулою (7.4) знайдемо об’єм тіла, утвореного внаслідок 
обертання трапеції AECD  навколо осі Oy : 

    







 

2

1

352

1

24
2

1

22
1 4

3

4

5
442 y

yy
dyyydyyV  


15

293
14

3

14

5

1
24

3

24

5

2 3535























  (куб.од.). 

Аналогічно обчислюємо об’єм тіла, утвореного внаслідок 
обертання трапеції AEB  навколо осі Oy : 

    












  2

2

2

2
11

2
2

1

22

1

2

1

2

2  y
y

dyydyyV  

2
1

2

12 













  (куб.од.). 

Шуканий об’єм: 
30

571

215

293
21


 VVV  (куб.од.). 

Відповідь: 1) 3128  (куб.од.); 

  2) 30571  (куб.од.). 
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8 РЯДИ 
 
 
 
 Завдання 8.1, 8.2. Дослідити на збіжність вказані ряди з 
додатними членами: 

1)


 1 !6

8

n
n

n

n
; 

2)














1

2 2

34

54

n

n

n

n
; 

3)
 



 


1

2

35

35ln

n n

n
; 

4)


 


1
45

2

47

25

n nnn

n
. 

Розв’язання. 
1) Для дослідження на збіжність заданого ряду скористаємось 

ознакою Даламбера. 

Ознака Даламбера. Якщо для ряду 


1n
na  з додатними 

членами існує границя l
a

a

n

n

n




1lim , то цей ряд при 1l  збіжний, 

при 1l  розбіжний, при 1l  – для дослідження на збіжність 
необхідно застосовувати іншу ознаку. 

Маємо: 

!6

8

n
a n

n

n 
 ,  !16

8
1

1

1 
 



 n
a

n

n

n , 

  









 







 !6

8
:

!16

8
limlim

1

1
1

nna

a
n

n

n

n

n
n

n

n
 

    10
16

8
lim

8

!6

!16

8
lim 1

1





















 n

n

n nn

n

n

n

n
. 
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Отже, за ознакою Даламбера заданий ряд збіжний. 
2) Для дослідження на збіжність заданого ряду скористаємось 

радикальною ознакою Коші. 

Радикальна ознака Коші. Якщо для ряду 


1n
na  з 

додатними членами існує границя lan
n

n



lim , то цей ряд при 

1l  збіжний, при 1l  розбіжний, при 1l  – для дослідження 
на збіжність необхідно застосовувати іншу ознаку. 

Маємо:  

22

34

54
n

n n

n
a 











 , 















n

n

n
n

n n

n
a

2

34

54
limlim  

 
























n

n

n

n nn
n

22

34
8

1lim
34

5334
lim  

1
1

lim
34

8
1lim

4
434

16

2
34

8

8

34



































 












 e
ee

n
n

n

n

n
nn

n
. 

Отже, за радикальною ознакою Коші заданий ряд збіжний. 
3) Для дослідження на збіжність заданого ряду скористаємось 

інтегральною ознакою Коші. 
Інтегральна ознака Коші. Нехай задано ряд з додатними 

членами  









11 nn

n nfa , де  xf  – неперервна додатна 

монотонно спадна функція на проміжку  ;1 . Тоді заданий ряд 

збіжний, якщо збіжний невласний інтеграл  


1

dxxf , і розбіжний, 

якщо цей інтеграл розбіжний. 

Маємо:    
35

35ln2





x

x
xf , 
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   









 

 A

A
dx

x

x
dx

x

x

1

2

1

2

35

35ln
lim

35

35ln
 

      













 


 
A

A

A

A

x
xdx

1

3

1

2

3

35ln
lim

5

1
35ln35lnlim

5

1
 

 














 3

8ln

3

35ln
lim

5

1 33 A
A

. 

Невласний інтеграл 
 







1

2

35

35ln
dx

x

x
 розбіжний, тому за інтегральною 

ознакою Коші заданий ряд також розбіжний. 
4) Для дослідження на збіжність заданого ряду скористаємося 

граничною ознакою порівняння. Порівняємо заданий ряд з рядом 




1
3

1

n n
, який є збіжним (як узагальнений гармонічний з показником 

13  ). 
Гранична ознака порівняння. Нехай задано два ряди з 

додатними членами 


1n
na  та 



1n
nb . Якщо існує скінченна 

відмінна від нуля границя k
b

a

n

n

n



lim  ( 0k , k ), тоді 

характери збіжності цих рядів однакові. 
За граничною ознакою порівняння отримуємо 

























 147

25
lim

1
:

47

25
lim

3

45

2

345

2 n

nnn

n

nnnn

n
nn

7

5

47

25
lim 45

35







 nnn

nn
n

. 

Отже, за граничною ознакою порівняння характери збіжності заданого 
та порівнюваного ряду однакові, тобто заданий ряд збіжний. 

Відповідь: 1) збіжний; 
  2) збіжний; 
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  3) розбіжний; 
  4) збіжний. 
 
Завдання 8.3. Дослідити на умовну та абсолютну збіжність 

знакозмінні ряди: 

1)  







1 9
sin1

n
n

n
; 

2)    


 



1 4

35
1

n

n

nn

n
; 

3)  














1 73
5

1
n

n
n

n
n

. 

Розв’язання. 
Нехай задано довільний знакозмінний ряд 

  nuuu 21                                   (8.1) 

Складемо ряд із модулів його членів 

  nuuu 21                                   (8.2) 

Теорема 8.1 (ознака збіжності знакозмінних рядів). Якщо 
ряд (8.2) збіжний, то ряд (8.1) збіжний. 

Знакозмінний ряд (8.1) називається абсолютно збіжним, 
якщо ряд (8.2), складений з модулів його членів, є збіжним. 

Якщо знакозмінний ряд (8.1) збіжний, а ряд, складений з 
модулів його членів (8.2), розбіжний, то ряд (8.1) називається 
умовно збіжним. 

Якщо знаки знакозмінного ряду строго чергуються, то він 
називається знакопочережним. 

   




 
1

11
221 11

n
n

n
n

n aaaaa  ,          (8.3) 

де 0na , ,2,1n  

Ознака Лейбніца (достатня ознака збіжності 
знакопочежних рядів). Знакопочережний ряд (8.3) збіжний, якщо 
виконуються умови: 1) 1 nn aa , ,2,1n ; 2) 0lim 

 n
n

a . 

При цьому сума ряду додатна і не перевищує першого члена. 
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1) Складемо ряд із модулів членів заданого ряду: 


1 9
sin

n
n


. 

Порівняємо отриманий ряд зі збіжним рядом 


1 9

1

n
n

 (збіжний, як 

геометрична прогресія зі знаменником 1
9

1
q ). Оскільки 








n

n

n

9

1
9

sin
lim , то за граничною ознакою порівняння ряд 







1 9
sin

n
n

 

збіжний. Отже, за теоремою 8.1 заданий ряд є абсолютно збіжним. 

2) Складемо ряд із модулів членів заданого ряду:  


 


1 4

35

n nn

n
. 

Порівняємо отриманий ряд із гармонічним рядом 


1

1

n n
, який є 

розбіжним. Маємо 

 
 
  5

4

35
lim

4

35
lim

1
:

4

35
lim 2

2




















 nn

nn

nn

nn

nnn

n
nnn

. 

За граничною ознакою порівняння ряд  


 


1 4

35

n nn

n
 розбіжний. 

Оскільки ряд, складений із модулів членів заданого ряду, 
розбіжний, то заданий ряд не є абсолютно збіжним. 

Перевіримо виконання умов ознаки Лейбніца для заданого ряду: 

1) 
21

18

12

13

5

8
; 

2)   0
4

35
lim

4

35
lim 2 








 nn

n

nn

n
nn

. 

За ознакою Лейбніца заданий знакопочережний ряд є збіжним. 
Отже, заданий ряд є умовно збіжним. 
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3) Оскільки 0
3

5

73

5





















n

n

n

n
n

n
lim

n

n
limalim , то не 

виконується необхідна умова збіжності. 
Необхідна ознака збіжності числового ряду. Якщо ряд 




1n
na  збіжний , то 0lim 

 n
n

a . 

Отже, заданий ряд є розбіжним. 
Відповідь: 1) абсолютно збіжний; 

2) умовно збіжний; 
3) розбіжний. 
 

Завдання 8.4. Розкласти в ряд Маклорена функцію  xf . 
Вказати область збіжності отриманого ряду до цієї функції. 

1)   3

5 xxf  ; 

2)  
x

xf
71

5


 . 

Розв’язання. 

1) Запишемо задану функцію у вигляді   5ln33

5 xx exf   . У 
відомому ряді Маклорена (див. додаток Д) 







0

32

!!!3!2
1

n

nn
t

n

t

n

ttt
te  ,   ;t , покладемо 

5ln3xt  , отримаємо 

       









 

!

5ln

!3

5ln

!2

5ln
5ln15

33323
33

n

xxx
x

n

x

    n
n

n x
n

xxx 39
3

6
2

3

!

5ln
1

!3

5ln

!2

5ln
5ln1  

  n

n

n
n x

n
3

0 !

5ln
1





 . 

Область збіжності заданого ряду   ;x . 
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2) Запишемо задану функцію у вигляді 

 
xx

xf
71

1
5

71

5





 . У відомому ряді Маклорена 

(див. додаток Д) 





 0

321
1

1

n

nn ttttt
t

 ,  1;1t , 

покладемо xt 7 , отримаємо 

      





 0

32 777771
71

1

n

nnn xxxxx
x

 . 

Остаточно маємо   








0

75
71

1
5

n

nn x
x

xf . 

Знайдемо область збіжності заданого ряду. Область збіжності 

ряду 





 01
1

n

nt
t

  1;1t , тобто 1t . Для заданого ряду xt 7 , 

тому 17 x , 
7

1
x , тобто 








7
1

;
7
1

x . 

Відповідь: 1)   n

n

n
nx x

n
3

0 !

5ln
15

3






  ,   ;x ; 

   2) 





 0

75
71

5

n

nn x
x

, 







7
1

;
7
1

x . 

 
Завдання 8.5. Використовуючи розклад підінтегральної функції 

в степеневий ряд, обчислити визначений інтеграл   
25,0

0

1ln dxx  з 

точністю до 0010, . 
Розв’язання. Користуючись відомим рядом Маклорена для 

функції  x1ln  (див. додаток Д), розкладемо підінтегральну 
функцію в ряд Маклорена. У розвиненні функції 

  
5432

1ln
5432 tttt

tt  покладемо xt  , маємо: 
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  
5432

1ln
22 xxxxxx

xx . 

Проінтегруємо отриманий вираз в межах від 0  до 41 : 

  
41

0

332241

0 35

2

1215

2

43

2
1ln 

xxxxxx
xxdxx  


2240

1

768

1

240

1

64

1

12

1
. 

Для подальшого обчислення скористаємося тим фактом, що для 
знакопочережного ряду має місце наступна властивість: при заміні 
суми ряду частинною сумою похибка не перевищує модуля першого з 
відкинутих членів ряду. 

Оскільки п’ятий член ряду 001,00004,0
2240

1
 , то для 

обчислення інтеграла з точністю до 001,0  достатньо взяти суму 
перших чотирьох членів ряду. 

Остаточно маємо: 

  071,00013,00042,00156,00833,01ln
41

0

 dxx . 

Відповідь: 071,0 . 
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ДОДАТКИ 
 
 
 

Додаток А 
Рівняння та графіки кривих другого порядку  

зі зміщеним центром 
 

 Тип кривої Рівняння Графік 

1 Еліпс 
   

1
2

2
0

2

2
0 






b

yy

a

xx  

 

x  

y  

O  0x  

0y  

 

2 Гіпербола 

   
1

2

2
0

2

2
0 






b

yy

a

xx  

 

x  

y  

O  0x  

0y  

 

   
1

2

2
0

2

2
0 






a

xx

b

yy  

 

x  

y  

O  0x  

0y  
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3 Парабола 

   0
2

0 2 xxpyy   

 

x  

y  

O  0x  

0y  

 

   0
2

0 2 xxpyy   

 

x  

y  

O  0x  

0y  

 

   0
2

0 2 yypxx   

 

x  

y  

O  0x  

0y  

 

   0
2

0 2 yypxx   

 

x  

y  

O  0x  

0y  
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Додаток Б 

Канонічні рівняння поверхонь другого порядку  
та їх графіки 

 
 

 Тип кривої Рівняння  

1 Еліпсоїд 1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
 

 

x  

y  

z  

b  

c  

a  

 

2 
Однопорож-

нинний 
гіперболоїд 

1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
 

 

x  

y  

z  

b  
a  

 

3 
Двопорож-

нинний 
гіперболоїд 

1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
 

 

x  

y  

z  

 

4 
Конус 

другого 
порядку 

0
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x  

 

y  

z  

x  

 

5 
Еліптичний 
параболоїд 

z
b

y

a

x
2

2

2

2

2

  

 

x  
y  

z  
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6 
Гіперболіч-

ний 
параболоїд 

z
b

y

a

x
2

2

2

2

2

  

 

x  

z  

y  

 

7 
Еліптичний 

циліндр 
1

2

2

2

2


b

y

a

x
 

 

x  

y  

z  

b  
a  

 

8 
Гіперболі-

ний циліндр 
1

2

2

2

2


b

y

a

x
 

  

x  

y  

z  

 

9 
Параболі-

ний циліндр 
pyx 22   

  

x  

y  

z  
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Додаток В 
Таблиця похідних  

 
 В таблиці  xuu   – дифенційовна функція 

1.   0C , constC  ; 11.   u
u

tgu  2cos

1
; 

2.   1x ; 12.   u
u

ctgu 
2sin

1
; 

3.   uunu nn 
 1 ; 13.   u

u
u 




21

1
arcsin ; 

4.   u
u

u 


2

1
; 14.   u

u
u 




21

1
arccos ; 

5.

  constauaaa uu 


,ln ; 

15.   u
u

arctgu 


 21

1
; 

6.   uee uu 


; 16.   u
u

arcctgu 


 21

1
; 

7.   u
au

ua 



ln

1
log ; 

17. uuchush )( ; 

8.   u
u

u 
1

ln ; 
18. uushuch )( ; 

9.   uuu  cossin ; 19. u
uch

uth  2

1
)( ; 

10.   uuu  sincos ; 20. u
ush

ucth  2

1
)( . 
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Додаток Г 
Таблиця основних інтегралів  

 
 В таблиці  xuu   – дифенційовна функція 

1.   Cudu ; 13.   C
u

tg
u

du
2

 ln
sin

; 

2.  





C
u

duu
1

1




 , 

1 ; 

14.  





  C

u
tg

u

du

42
 ln

cos


; 

3.   Cu
u

du
2 ; 15. Cuchduush  ; 

4.   Cu
u

du
 ln ; 16.   Cushduuch ; 

5.   C
a

a
dua

u
u

ln
; 17.   Cuth

uch

du
2

; 

6.   Cedue uu ; 18. Cucth
ush

du
  

2
; 

7.   Cuduu cossin ; 19.  


C
a

u
arctg

aau

du 1
22 ; 

8. Cuduu  sincos ; 20.  






C
au
au

aau
du

 ln
2
1

22
; 

9.   Cudutgu cos ln ; 21.  
 22 au

du
 

Cauu  22 ln ; 
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10. Cuductgu  sin ln ; 22.  


C
a

u

ua

du
arcsin

22
; 

11.   Cutg
u

du
 

cos2 ; 23.  duua 22  

 22

2

1
uau  

C
a

u
a  arcsin

2

1 2 ; 

12.   Cuctg
u

du
  

sin2 ; 24.   duau 22  

 22

2

1
auu  

Cauunla  222

2

1
. 

 



 74

Додаток Д 
Розвинення в ряд Маклорена деяких елементарних функцій 

 

1. 





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!!!2
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n

nn
x
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xx
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2.        





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2242
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n

n
n
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x

n
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3.        












0

121253

!12
1

!12
1

!5!3
sin

n

n
n

n
n

n

x

n

xxx
xx  ,

  ;x , 

4.      




 
1

11
32

11
32

1ln
n

n
n

n
n

n

x

n

xxx
xx  , 

 1;1x , 

5.    



 2

!2

1
11 xxx



    







0 !
121

n

nx
n

n 
,

 
 
 













.1,1,1

,01,1;1

,0,1;1





x R ; 

6. 





 0

21
1

1

n

nn xxxx
x

 ,  1;1x ,  

7.    





 0

2 111
1

1

n

nnnn xxxx
x

 ,  1;1x . 

 


