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ПРАВИЛА ОФОРМЛЕННЯ ТА ВИКОНАННЯ КОНТРОЛЬНОЇ 

РОБОТИ (РГР) 

1.Студент повинен виконувати контрольну роботу (РГР) в 

окремому зошиті.  

2. На обкладинці зошита треба записати номер контрольної 

роботи (РГР), назву дисципліни, з якої виконується контрольна робота 

(РГР), номер академічної групи, прізвище, ім
’
я по батькові повністю. 

В правому верхньому куті вказати шифр – номер залікової книжки. 

3. В контрольній роботі (РГР) повинні бути розв
’
язані всі 

завдання, вказані викладачем. Розв
’
язання завдань необхідно 

записувати в порядку номерів завдань, зберігаючи їх послідовність. 

Умова задачі в завданні переписується повністю. 

4. Номер задачі в завданні вибирають таким чином: дві 

останні цифри шифру треба поділити на 30. Остача від ділення 

відповідає номеру задачі в завданні. 

Якщо остача дорівнює нулю, то студент розв
’
язує 30 задачу 

завдання. 

5. Контрольна робота (РГР) подається викладачеві на перевірку 

і захищається студентом на консультаціях. Контрольна робота (РГР), 

виконана не за своїм варіантом, не зараховується. 
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1. КОНТРОЛЬНА РОБОТА ( РГР ) № 2 

Невизначений та визначений інтеграли. Подвійний інтеграл. 

Криволінійні інтеграли. Теорія поля. 

1.1 Вказівки до виконання контрольної роботи ( РГР ). 

1.1.1 Невизначений інтеграл. 

Функція  xF  називається первісною для функції  xf  на 

проміжку  ba; , якщо  xF  диференційована на  ba;  і 

справджується рівність    xfxF   для усіх  bax ; . Існує множина 

первісних  xF  для функції  xf , які відрізняються тільки сталою C : 

    xfCxF 


 . Цю множину первісних називають невизначеним 

інтегралом функції  xf  і записують    CxFdxxf )( , де  xf  – 

підінтегральна функція. 

Властивості невизначеного інтеграла 

а)    )(xfdxxf 


  

б)   CxFxFd )()(  

в)     dxxfdxxfd   

г)      dxxfkdxxfk , де k const 

д)            dxxgdxxfdxxgxf  

е)      CbaxF
a

dxbaxf
1

 

Таблиця невизначених інтегралів    CuFduuf )(  

1   Cudu  2 

 





C
u

duu
1

1

α

α
α ; 1α  

2a 
  C

uu

du 1
2

 
2б 

  Cu
u

du
2  
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3 
  Cu

u

du
ln  

4 

  C
a

a
dua

u
u

ln
 

4а 
  Cedue uu  5   Cuudu cossin  

6   Cuudu sincos  7 
  Ctgu

u

du
2cos

 

8 
  Cctgu

u

du
2sin

 
9   Cutgudu cosln  

10   Cuctgudu sinln  11 
 C

u
tg

u

du

2
ln

sin

Cuctg 
usin

ln
1

 

12 









 C

u
tg

u

du

42

π
ln

cos

Cutg
os


uc

ln
1

 

13 
 


C

a

u
arctg

aau

du 1
22

 

14 
 







C

au

au

aau

du
ln

2

1
22

 
15 

 


C
a

u

ua

du
arcsin

22
 

16 
Cauu

au

du





22

22
ln  17 





2

22
22 ua

uduua

C
a

ua
 arcsin

2

2

 

18 





2

22
22 ua

uduau Cuau
a

 22
2

2
ln  

19  
 

  Cxfdx
xf

xf



 ln  

20  

 
  Cxfdx

x

xf



 2  

Зауваження: таблицею інтегралів можна користуватись у 

випадку, коли аргумент підінтегральної функції і вираз під знаком 

диференціала однакові. 
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Методи інтегрування 

1) Метод безпосереднього інтегрування. Обчислення інтегралів за 

допомогою властивостей невизначеного інтеграла та таблиці 

невизначених інтегралів.  

Треба пам’ятати , що  ,aud
a

du
1

  ,







 u

a
dadu
1

  auddu  , де 

consta  .  

Задача 1. Знайти інтеграли 

а) 
















 dx

x

x

x

x

x

x
dx

x

xxx
2

3

22

4

2

34

543
543

 

 

















xdx
x

xd
xdxxdx

x
x 5435

1
43

4

7

4

7

CxxxC
x

x
x









24

3
2

4

3

4

3

2

5
44

2
543 lnln . 

При знаходженні інтеграла чисельник почлено поділили на знаменник 

і отримали три доданки; 

б)   23x

dx
. Можемо застосувати формулу 2б, де 23  xu , і 

врахуємо лінійність аргументу u. За властивістю е) коефіцієнт 

лінійності дорівнює 3 . Матимемо: Cx
x

dx



 232

3

1

23
; 

в) 
 dxe x 57 . Аналогічно прикладу б), коефіцієнт лінійності 

дорівнює 7 . Застосовуємо формулу 4а. Маємо: 

   Cedxe xx 5757

7

1
; 
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г)       xdxxxxxdxx 3332333 222
sinsincoscossincos  

  Cxxxdxxdxdx   6
6

1
661 cossinsin . 

При знаходженні інтеграла врахували, що 133 22  xx sincos  і 

xxx 6332 sinsincos  ; 

2) Метод заміни змінної (метод підстановки). Згідно цього метода 

вводять нову змінну інтегрування. Нехай  xF  – первісна функції 

 xf  на проміжку  ba; . Функція  tx φ  визначена та 

диференційована на проміжку  β;α  і      βφ;αφ:;  bаbax . Тоді 

справедлива формула         CtFtdttf  φφφ . Зручним є і такий 

запис: 

    
 
 

       CxFCuFuduf
xdxud

xu
xdxxf 












 

φ

φ
φφ

Підстановку  xu φ  підбирають так, щоб мати після перетворення 

табличний інтеграл. 

Задача 2. Знайти інтеграли 

а)   xdxx cos4sin4
 

Так як     xdxxdxxd cossinsin 


 , то зробимо заміну змінної 

xdxudxu cos,sin  . Матимемо:  

C
x

C
u

uduxdxx  
55

4
55

44 sin
cossin . Перевіримо 

отриманий результат: 

xxxxC
x

cossincossin
sin


















 44

5

5
5

1

5
; 
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б) 
    



















xdxxdxxdud

xu
dxxx

68383

83
83

22

2
2 = 

     CxC
u

duuxdxx
2

3
2

3

2

1

83
3

2

6

1

2

36

1

6

1
683

6

1 22

  Cx 
2

3

83
9

1 2 ; 

в)

 

 






























1

1

11

1 uu

ud

u

ud
xd

uxeu

e

dx
x

x

ln

 

   








  Cuu

u

ud

u

ud
ud

uu

uu
1

11

1
lnln  

C
e

e
C

u

u
x

x








1

1
lnln . 

3) Метод інтегрування частинами. Формула інтегрування 

частинами має вигляд:   vduuvudv . До інтегралів, які 

обчислюються методом інтегрування частинами відносяться:  

а)      xdbαxsinxPn ,      xdbαxcosxPn ,  
 xdexP bxα

n , 

 
 xdaxP bxα

n , 
  


xd

dxc

bxa
2cos

, 
  


xd

dxc

bxa
2sin

, де  xPn  – 

многочлен n -го степеню, dcbα ,,,  – дійсні числа. В цих інтегралах 

через u  позначаємо  xPn  або bхa  , а через dv  – один з виразів 

  xdbαx cos ,   xdbαx sin , xda bx
, xde bx

, 
 dxc

xd

2cos
, 

 dxc

xd

2sin
, 
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б)     xdxfarcsinxPn ,     xdxfarccosxPn , 

    xdxfarctgxPn ,     xdxfarcctgxPn ,     xdxfxPn ln , 

    xdxfxP an log , де  xPn  – многочлен n -го степеню ( n  може 

дорівнювати нулю),  xf  – відповідна функція. В цих інтегралах 

через u  позначаємо один з виразів )(sin xfrca , )(cos xfrca , 

)(rctg xfa , )(rcctg xfa , )(ln xf , )(log xfa , а через dv  –  dxxPn . 

Існують інші типи інтегралів для знаходження яких застосовують 

метод інтегрування частинами. 

Зауваження. При застосуванні метода інтегрування частинами 

треба підінтегральний вираз розбити на два множники: u  і dv , а саме: 

а) xd  треба віднести до dv; б) dv  повинен бути таким, щоб 

інтегруванням легко знайти v ; в) інколи доводиться формулу 

інтегрування частинами застосовувати декілька разів. 

Задача 3. Знайти інтеграли 

а) 





















 x

x

xv

xdud

xdxdv

xu
xdxx 4

44
4

1
4

4 sin
sincos

cos  

xdx 4
4

1
sin Cxx

x
 4

16

1
4

4
cossin ; 

б)  
 

 



























 3

2

2

3

1
3

3
2

2 x
x

x
v

xd
x

ud

xdxdv

xu
xdxx ln

ln
ln  

  





  xd
x

x
x

x
xd

x

x

32

1
3

23

1

2

222

ln  
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  3ln
2

2

x
x











 xd

x
x

3

9
3

2

1

    Cxx
x

x
x














 3ln93

22

1
3ln

2

22

; 

в) 



























 xtg

x

xgv

xdud

x

xd
dv

xu
xd

x

x
4

4

23

4
4

1

3

4

23

4

23

2
2 t

cos
cos

 

Cxxtg
x

xdxtg 


  4
16

3
4

4

23
34

4

1
cosln ; 

г) 



















 xe

xv

xdeud

xdxdv

eu
xdxe x

xx
x cos

cossin
sin 2

22
2 2

 





















  xe

xv

xdeud

xdxdv

eu
xdxe x

xx
x cos

sincos
cos 2

22
2 2

2  

    xdexexexdexe xxxxx sinsincossinsin 22222 4222 . 

Розв’яжемо отримане рівняння відносно шуканого інтеграла: 

xexexde xxx sincossin 222 25  . 

  Cxexexde xxx  sincossin 222 2
5

1
. 

3) Інтегрування квадратних тричленів. До цих інтегралів 

відносяться: 

а) 
 cbxax

Adx
2

, б) 
 cbxax

Bdx

2
, в) 




dx

cbxax

BAx
2

,  

г) 



dx

cbxax

BAx

2
.  

Для інтегралів типів а), б) необхідно виділити повний квадрат у 

квадратному тричлені: 
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
























a

c

a

b

a

b
x

a

b
xa

a

c
x

a

b
xacbxax

2

2

2

2
222

442
2













 











2

22

4

4

2 a

acb

a

b
xa . Заміна u

a

b
x 
2

 приводить інтеграл до 

табличного: для інтеграла типу а) маємо табличний інтеграл 13 або 14, 

для інтеграла типу б) маємо табличний інтеграл 15 або 16.  

Для інтегралів типів в), г) необхідно у чисельнику виділити 

похідну квадратного тричлена, який знаходиться у знаменнику, і 

чисельник почлено поділити на знаменник. Отримаємо два інтеграли, 

перший з яких знаходимо по Таблиці інтегралів за формулою 19 ( для 

інтеграла типу в)) або 20 ( для інтеграла типу г)). Другий інтеграл є 

інтегралом типу а) або б). 

Задача 4. Знайти інтеграл 

 

 
   
















































































514112

42243

722
2

3

3

8
222

2

3

3

8
2

2

3

4

3
3432

22241

24

43

22

22

2

2

xxx

xxxx

xx

xxx

xxx

dx
xx

x

)

)

))(

 

 

 
   














222

15
7

24

22

2

3

24

722
2

3

x

dx
dx

xx

x
dx

xx

x

 




 22 243
5

1
7242

2

3
xxC

x
аrcxx sin  

C
x

rca 



5

1
7 sin . 

4) Інтегрування дробово-раціональних функцій. До цих функцій  
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відносяться дроби 
 
 xQ

xP

m

n . Якщо mn , то дріб є неправильний. Треба 

виділити цілу частину, поділивши чисельник на знаменник: 

 
 

 
 
 xQ

xR
xS

xQ

xP

mm

n  , де  xS  – частка (ціла частина), 
 
 xQ

xR

m

 – 

правильний дріб (степінь многочлена  xR  менший за m ). Якщо 

правильний дріб не є простий, то необхідно знаменник  xQm  

розкласти на множники (множниками можуть бути многочлени виду: 

    ,,,,
kk axaxxxxx 2222

21
  qpxx 2 ,   kqpxx 2  з 

дискримінантом квадратного тричлена меншим нуля). Потім 

правильний дріб розкладають на прості дроби. Простих дробів буде 

стільки, скільки множників у знаменнику, враховуючи кратність 

кожного. У чисельниках простих дробів записують многочлени в 

загальному вигляді, не враховуючи кратність многочленів у 

знаменнику. Коефіцієнти чисельників знаходимо методом 

невизначених коефіцієнтів або комбінованим методом. При 

інтегруванні правильних простих дробів можемо мати такі інтеграли: 

CxxAdx
xx

A



 1

1

ln ; 

 
 

C
k

xx
Adx

xx

A
k

k












1

1
2

2

; 

C
a

x
arctg

a

A
dx

ax

A



 22

; 

C
a

x
arctg

a

B
ax

A
xd

ax

B
xd

ax

Ax
xd

ax

BxA













22

222222 2
ln

xd
qpxx

BAx
xd

qpxx

A






 22
,  – розглянуті в інтегруванні 

квадратних тричленів; 

   



















 kkk

mt

dtAp
B

qpxxk

A
xd

qpxx

BAx

22122 212 ))((
,  
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де 
42

2
2 p

qm
p

xt  , . При цьому многочлен qpxx 2  немає 

дійсних коренів, тобто 042  qp ; 

kk
I

mt

dt





)( 22
 можна знайти використовуючи рекурентну формулу: 

121222 12

32

12
 





 kkk I

km

k

mtkm

t
I

)())((
 

Задача 5. Знайти інтеграли 

а) 
  

  
    

  
   

  
















































12

22

12

21

1212

1

12

1

2

2

2

2

22

2

xx

CACBxBAx

xx

xCBxxA

x

CBx

x

A

xx

x

xd
xx

x
 

         CACBxBAxxCBxxAx 22211 22   

     

5

3

5

2
121

510

515122212122
2

2







CCB

BBA

AACBA

x

x

x

;

/;

/;)(

     



























dx

x

x
dx

xx

x

xxx

x

1

5351

2

51

1

5351

2

51

12

1
222

//////
 

   









15

3

15

1

25

1

22 x

dx

x

xdx

x

dx
 




1

2

10

1
2ln

5

1

2x

xdx
x  

 Carctgx
5

3
Carctgxxx 

5

3
1

10

1
2

5

1 2lnln ; 

б) 
         



















 11111

3

11

3
222 x

C

x

B

x

A

xxxx

dx
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      

   







11

1111
2

2

xx

xCxxBxA

   

   11

22
2

2






xx

CBACAxCBx
 

     22 1113  xCxBxA   



























43

23

43

0

23

43

1

1

2 /

/

/

B

A

C

CB

A

C

x

x

x

 

або     CBACAxCBx  23 2
 































43

43

23

2332
32

02

3

20

0

0

2

/

/

/

/

В

С

А

АА
CА

CА

CBА

CА

CB

x

x

x

 

     



















 1

43

1

43

1

23

11

3
22 xxxxx

///

 








  dx

x
dx

x 1

43

1

23
2

//
 

 
    













14

3

14

3

12

3

1

43
2 x

dx

x

dx

x

dx
dx

x

/

Cxx
x




 1
4

3
1

4

3

1

1

2

3
lnln . 

5) Інтегрування тригонометричних функцій. Інтеграли виду 

  xdxxR cos,sin  за допомогою універсальної підстановки 

222

2

1

2

1

2

1

1

2 t

dt
dx

t

t
x

t

t
xt

x
tg










 ;sin;cos;  

приводяться до інтегралів від раціональних дробів. В деяких випадках 

застосовують інші підстановки, які спрощують знаходження 

інтегралів. Розглянемо ці випадки.  

а) якщо функція  xxR cos,sin  непарна відносно xcos : 

   xxRxxR cos,sincos,sin  , робимо заміну tx sin , 
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2t-1xcos  , 
21 t

dt
d


x . а коли вона непарна відносно xsin : 

   xxRxxR cos,sincos,sin  , то робимо заміну tx cos , 

21 tx sin , 
21 t

dt
d


x ; 

б) якщо функція  xxR cos,sin  парна відносно xsin  і xcos : 

   xxRxxR cos,sincos,sin  , то робимо заміну 

dt
t

dx
t

x
t

t
xttgx

222 1

1

1

1

1 






 ;cos;sin, ; 

в)  xdxx nm cossin  знаходиться підстановкою tx sin , якщо n  – 

ціле додатне непарне число, а m  – ціле додатне парне число, або 

підстановкою tx cos , якщо m  – ціле додатне непарне число, а n  – 

ціле додатне парне число. У випадку, коли n  і m  – цілі додатні парні 

числа, застосовують формули зниження степеня  xx 21
2

12 coscos  , 

 xx 21
2

12 cossin   та xxx 2
2

1
sincossin  . Якщо n  і m  – цілі парні 

числа, але хоч одне з них від’ємне, або n  і m  – цілі непарні і від’ємні 

числа, то застосовують підстановку ttgx ; 

г)    dxnxmxdxnxmxdxnxmx coscos,sinsin,cossin  зводяться 

до табличних за допомогою формул: 

    xnmxnmxnxm  sinsincossin
2

1
; 

    xnmxnmxnxm  coscossinsin
2

1
; 

    xnmxnmxnxm  coscoscoscos
2

1
. 

Задача 6. Знайти інтеграли. 

а)      xxdxxdxxxxdxx coscoscossincossincossin 223 1  
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   C
xx

xxdxxd
42

42
3 coscos

coscoscoscos  

б)      dxxxdxxdxx 41
2

1

4

1
2

4

1 222 cossincossin  

  Cxxxdxdx 4
32

1

8

1
4

8

1

8

1
sincos  

в)      xxxdxxxdxx 32
2

1
3223 (sincossinsincos

      xdxdxxxdxxx 5
2

1
5

2

1
32 sinsinsin)sin

  Cxxxdx )cos(cossin
2

1
5

5

1

2

1

2

1
 

Cxx  cos,cos, 50510  

г) 





















 22

2

1

2

1

1

23 t

dt
dx

t

t
xt

x
tg

x

dx
;cos;

cos
 

  
















24

2

1

133

1

2

1

1
3

1

2

2

2

22

2

2

2

2

t

dt

t

tt

t

dt

t

t

t

dt



2

14

2

2t

dt
= 

   CtarctgC
t

arctg 2
2

2

2121

1

2

1

//

.2
22

2
C

x
tgarctg 








  

6) Інтегрування ірраціональних виразів. Розглянемо деякі з них. 

а) dxxxxxR
km

kn

m

n

m

n
















,...,,,
2

2

1

1

, де in , im  ki ,1  – цілі додатні 

числа. Робимо заміну 
stx  , де s  є спільним знаменником дробів 
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k

k

m

n

m

n

m

n
,...,,

2

2

1

1 . Ця заміна приводить до інтегралу від раціональної 

функції аргументу t . 

б) dx
bxa

bxa

bxa

bxa

bxa

bxa
R

k

k

m

n

m

n

m

n





























































22

11

22

11

22

11 2

2

1

1

,...,, , де 

in , im  ki ,1  – цілі додатні числа, 1a , 1b , 2a , 2b  – дійсні числа: 

2

1

2

1

b

b

a

a
 . Заміна: st

bxa

bxa






22

11 , де s  є спільним знаменником дробів 

k

k

m

n

m

n

m

n
,...,,

2

2

1

1 . Ця заміна приводить до інтегралу від раціональної 

функції аргументу t . 

в) В інтегралах, що мають вирази: 3а) 22 mx  , 3б) 22 xm  , 

3в) 22 xm  , можна робити наступні заміни змінної: 

3а) 
t

tm
mxdt

t

tm
dx

t

m
x

cos

sin
,

cos

sin
,

cos
 22

2
; 

3б) tmxmtdtmdxtmx sin,sin,cos  22 ; 

3в) 
t

m
xmdt

t

m
dxtgtmx

cos
,

cos
,  22

2
. 

Задача 7. Знайти інтеграл. 

   


























dt

tt

t

tt

dttt

dttdx

xttx

xx

dxx

1
6

6

6
2

8

32

53

5

66

3

,;
 

 












 dt

t
tttttdt

t

t

1

1
16

1
6 2345

6

 















 Ctt

ttttt
1

23456
6

23456

ln  
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Cxx
xxxxx















 1

23456
6 66

33 26 5

ln  

1.1.2 Визначений інтеграл. 

Визначений інтеграл  
b

a

dxxf , де функція  xf  неперервна на 

відрізку інтегрування  ba; , a  – нижня межа інтегрування, b  – верхня 

межа інтегрування, обчислюється за формулою Ньютона-Лейбніца:  

        
b

a

b

a
aFbFxFdxxf , де  xF  є первісною для 

підінтегральної функції  xf . 

Властивості визначеного інтеграла 

а)  
b

a

abdx  

б)   0
a

a

dxxf  

в)     
a

b

b

a

dxxfdxxf  

г)       
b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf ,  bac ;  

д)     
b

a

b

a

dxxfkdxxfk , де k const 

е)           
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf  
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є) якщо відрізок інтегрування симетричний:  aa; , то для парної 

підінтегральної функції  xf      


aa

a

dxxfdxxf
0

2 , для непарної 

функції   0


a

a

dxxf . 

Для знаходження первісної  xF  при обчисленні визначеного 

інтеграла можна застосувати табличні інтеграли та методи 

інтегрування для обчислення невизначених інтегралів. Розглянемо 

деякі з них: 

а) заміна змінної під знаком визначеного інтеграла. Якщо функції 

 xfy   і  tx φ  задовольняють умовам: функція  xf  неперервна 

на  ba; , функція  tφ  має неперервну похідну  tφ  на  β;α , 

    ba  βφ;αφ  і складена функція   tf φ  визначена і неперервна 

на  β;α , то         
b

a

tdttfxdxf
β

α

φφ . 

б) формула інтегрування частинами у визначеному інтегралі: 

 
b

a

b

a

b

a
vduvuudv . 

Задача 8. Знайти інтеграли. 

а)    

4

6

4

6

24

6
2 2

/π

/π

/π

/π

/π

/π cos

xtg
tgxtgxddx

x

tgx
 

3

1

3

1
1

2

1

642

1 22 


















ππ
tgtg ; 

б) 



















2

0

2

2

20

20

2
4

dttdxba

tx
dxx

cos

/πβ,α

,

sin
 

 
2

0

2 244
/π

cossin tdtt  



2

0

2

0

2

2

21
44

/π/π cos
cos dt

t
tdt  
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









2

0

2
2

1
2

/π

sin tt πsinπsin
π









 0
2

1
0

2

1

2
2 ; 

в) 













xvdxdu

xdxdvxu
xdxx

cos,

sin,
sin

/π 2

0


2

0

/π
cosxx  

10
2

0

2

0

 
/π

/π

sincos xxdx  

Невласні інтеграли першого та другого роду. 

1) Невласні інтеграли I роду ( інтеграли з нескінченними межами 

інтегрування). До них відносяться інтеграли виду: 

а)  


b

dxxf , б)  


a

dxxf , в)  




dxxf . 

Розглянемо інтеграл  




dxxf . За властивістю г) розіб’ємо його 

на два інтеграли:       







c

c

dxxfdxxfdxxf , перший з яких 

відповідає інтегралу а), а другий – інтегралу б). Якщо існує скінченна 

границя  


c

a
a

dxxflim , то    





c

a
a

c

dxxfdxxf lim . Аналогічно 

   





b

c
b

c

dxxfdxxf lim .  

Тоді  

     







b

c
b

c

a
a

dxxfdxxfdxxf limlim   


c

aa
xFlim  

  


b

cb
xFlim    


cFbFaFcF

ba
)(lim)(lim  

)(lim)(lim aFbF
ab 

 . 
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Невласний інтеграл є збіжним, якщо границі існують (скінченні 

числа), у противному випадку – розбіжним. 

2) Невласні інтеграли II роду (інтеграли від розривних функцій). 

До них відносяться інтеграли виду  
b

a

dxxf , для яких підінтегральна 

функція  xf  невизначена або при ax  , або при bx  , або при 

 baccx ;,  .  

Припустимо, що )(xf  невизначена при  baccx ;,  . 

Розглянемо інтеграл: 

       
b

c

b

a

c

a

dxxfdxxfdxxf    









b

c

c

a

dxxfdxxf

2
2

1

1 00
ε

ε

ε

ε
limlim

    








b

c

c

a

xFxF

2
2

1

1 00
ε

ε

ε

ε
limlim    


aFcF 1

01

εlim
ε

   1
02

εlim
ε




cFbF . 

Невласний інтеграл є збіжним, якщо границі існують (скінченні 

числа), у противному випадку – розбіжним. 

Задача 9. Знайти невласні інтеграли. 

а)     
 








b

ob

b

b
xxdx

x

xdx 2

0

22

1
2

0
2

444
2

1

4
limlim







 


24 2b

b
lim   – інтеграл розбіжний. 

б) 



21

0
241

/

x

dx  

 









ε/

ε

/

ε
arcsinlimlim

21

00

21

0
20

2
2

1

21

2

2

1
x

x

xd
 

 =
4

1
2

1
0

2

1
2

2

1

0

π
arcsinarcsinεarcsinlim

ε


































 – інтеграл 

збіжний. 
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Застосування визначених інтегралів. 

Обчислення площі плоскої фігури. 

а) плоска фігура обмежена кривою ))(()( 0 xfxfy , двома 

прямими ax   та bx   і віссю Ox . Тоді площа фігури  

обчислюється за формулою: 
b

a

dxxfS )( . 

Якщо плоска фігура обмежена кривими: 

 xfy 22  ,  xfy 11   і прямими 

ax  , bx   ( ba   і 12 yy  ). Тоді площа 

фігури обчислюється за формулою: 

     
b

a

dxxfxfS 12 ; 

б) плоска фігура обмежена кривою, 

заданою параметричним рівнянням 

 
 








tyy

txx
, де  21 ttt ; . Тоді площа фігури обчислюється за 

формулою:     
2

1

t

t

dttxtyS ; 

в) плоска фігура обмежена кривою, заданою в полярних 

координатах    β;αφ,φρρ  :  

 

Тоді площа фігури обчислюється за формулою  
β

α

φφρ dS 2

2

1
. 
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Задача 10. Знайти площу фігури. 

а) Фігура обмежена лініями: xy ln , 0y , ex  . Зробимо 

рисунок фігури. 

 

Площу заданої фігури знайдемо за формулою  
b

a

dxxyS . З умови 

задачі маємо:   xхf ln ,      ,0 eba  . 

11
1

1
1



















  ee

x

dx
xxx

xvdxdv
x

dx
duxu

xdxS
e

e
e

ln
ln

ln ; 

б) Фігура обмежена лініями: 
 
 

2t0 ,  
cos12

sin2










ty

ttx
 та віссю 

Ox . Зробимо рисунок. 

 

Площу заданої фігури знайдемо за формулою     

β

α

dttxtyS . 

Маємо  ty cos 12 ,  tx cos 12 ,  π   , 2 201  tt . Тоді 
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    dttS
2

2

0

2 12 cos
π

   tdtt
π

coscos
2

0

2214  

πsinsin

π

122
2

1

2
24

2











o

t
t

tt ; 

в) Фігура обмежена лінією φcosρ 222  . Зробимо рисунок 

фігури.  

 

Площу заданої фігури знайдемо за формулою: S= 
β

α

φρ d2

2

1
. Фігура 

симетрична відносно осей координат. Знайдемо площу її чверті і 

помножимо на 4. Маємо φcosρ 22 ,  
π

β   ,α
4

0  . 

22222
2

1
4

4

0

4

0

 

/π
/π

sincosS d . 

Обчислення довжини дуги гладкої кривої. 

а) крива задана рівнянням    baxxfy ;,  . Тоді довжина 

кривої обчислюється за формулою  

   dxxfL
b

a

 
2

1 ; 

б) крива задана параметричним рівнянням 
 
 

 








21 ttt

tyy

txx
,, . 

Тоді довжина кривої обчислюється за формулою  



 26 

      
2

1

22
t

t

dttytxL ; 

в) крива задана рівнянням у полярних координатах 

   β;αφ,φρρ  . Тоді довжина кривої обчислюється за формулою 

     
β

α

φφρφρ dL
22 . 

Задача 11. Знайти довжину дуги гладкої кривої. 

а) крива задана рівнянням  0  , 
3

4
  ,0  ,32  yxxxy . 

Довжину її знайдемо за формулою   dxyL
b

a

 
2

1 . 

Маємо 
2/3xy  , 2/1

2

3
xy  ,   xy

4

9
11

2
 ,  /    , 340  ba . 

27

56
7

27

8
14

27

8

4

9
1

3

2

9

4

4

9
1 2

3

3/4

0

2

3
3/4

0
























  xdxxL ; 

б) крива задана рівнянням 
2

0
5

5 π

sin

cos











t

ty

tx
. Довжину кривої 

знайдемо за формулою       
2

1

22
t

t

dttytxL . 

Маємо ttx sincos5 4 , tty cossin5 4 ,  
2

   ,0 21


 tt , 

       22
tytx     

2424 cossin5sincos5 tttt

 tttt 2828 cossin25sincos25   tttt 6622 sincossincos25
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 tttt 66 cossincossin5  tt 2cos
4

3

4

1
2sin

2

5 2

tt 2cos312sin
4

5 2 . 

   tdttdttL 2cos2cos31
8

5
2cos312sin

4

5
2

0

2
2

0

2



 

















2

0
22 23123

2

1
2312

2

3

38

5
π

coscoslncoscos tttt  















 


32

23
1

8

5 ln
;
 

в) крива задана рівнянням 
2

0
3

3 π
φ  , 

φ
sinρ  . Довжину кривої 

знайдемо за формулою   φρρ
β

α

dL  
22 . 

Маємо 
333

1

33
3 22 φ

cos
φ

sin
φ

cos
φ

sinρ   ,  
π

β   ,α
2

0  . 

 
2

0

246

333

π

φ
φ

cos
φ

sin
φ

sin dL  
2

0

2

3

π

φ
φ

sin d  

 









2

0
3

2
1

2

1

π

φ
φ

cos d  332
8

1

3

2

2

3

2

1 2

0









 π

φ
sinφ

π

. 

 

Обчислення площі поверхні, утвореної обертанням кривої 

навколо осі Ox  або Oy . 

а) крива задана рівнянням    baxxfy ;,   і обертається 

навколо вісі Ox . Тоді площа поверхні обертання обчислюється за 

формулою: 
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     
b

a

x dxxfxfQ
2

12π ; 

б) крива задана параметричним рівнянням 
 
 

 








21 ttt

tyy

txx
,,  і 

обертається навколо вісі Ox . Тоді площа поверхні обертання 

обчислюється за формулою: 

        
2

1

22
2

t

t

x dttytxtyQ π ; 

в) крива задана рівнянням у полярних координатах 

   β;αφ,φρρ   і обертається навколо полярної вісі. Тоді площа 

поверхні обертання обчислюється за формулою: 

       φφρφρφsinφρπ
β

α

φ dQ  
222 . 

Задача 12. Обчислити площу поверхні обертання. 

а) крива задана рівнянням xy 2sin ,  
π

   ,
2

0  xx  і обертається  

навколо Ox . Площу поверхні обертання обчислюємо за формулою: 

     
b

a

x dxxfxfQ
2

12π . 

Маємо xy 22cos ,  
π

   ,
2

0  ba . 













 

dtxdx

tttx
dxxx

вн

24

2222
24122

2

0

2

sin

;;cos
cossinπQ

π

x  

= 







 





dttdtt
2

2

2
2

2

2 1
24

1
12

π
π  
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  2552
2

1
2

1
1

22

2

2

22 











ln
π

ln
π

ttt
t

; 

б) крива задана рівнянням φcosρ 1  - кардіоїда обертається 

навколо полярної вісі. Площу поверхні обертання обчислюємо за 

формулою:        φφρφρφsinφρπ
β

α

φ dQ  
222 . Маємо φsinρ  , 

 πβ   ,α  0 . 

      φφsinφcosφsinφcosπ
π

φ dQ 22

0

112

  φ
φ

sin
φ

cos
φ

sin
φ

sinπ
π

d
2

2
22

2
2

22
0

2
 

5

32

5

232
22

32

0

5

0

4 π

φ
sin

π
φ

sin
φ

sinπ

π

π









  d ; 

в) крива задана рівнянням 10
2









t

ty

tx
  ,  і обертається 

навколо Ox . Площу поверхні обертання обчислюємо за формулою:  

        .π  
2

1

22
2

t

t

x tdtytxtyQ  Маємо 1x , 1y , 

   , 2 101  tt . 

    dttQx 1122
1

0

π   















1

0

21

0
2

222222
t

tdtt ππ

ππ 23
2

1
222 








 . 
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Обчислення об’єму тіла, утвореного обертанням плоскої 

фігури навколо осі Ox  або Oy . 

а) плоска фігура обмежена кривими:    xfyxfy 1122  , , 

bxax  ,  12 yyiba   і обертається навколо вісі Ox . Тоді об’єм 

тіла, утвореного обертанням плоскої фігури, обчислюється за 

формулою:      xdxfxfV
b

a

x   2
1

2
2π ; 

б) плоска фігура обмежена кривою, заданою параметричним 

рівнянням: 
 
 

 








21 ttt

tyy

txx
,,  і обертається навколо осі Ox . Тоді 

об’єм тіла, утвореного обертанням плоскої фігури, обчислюється за 

формулою:     tdtxtyV

t

t

x  
2

1

2π ; 

в) плоска фігура обмежена кривою, заданою у полярних 

координатах:    β;αφ,φρρ   і обертається навколо полярної вісі. 

Тоді об’єм тіла, утвореного обертанням плоскої фігури, обчислюється 

за формулою:   
β

α

φ φφsinφρπ dV 3

3

2
. 

Задача 13. Обчислити об’єм тіла обертання плоскої фігури 

обмеженої лініями 

а) 0211  yxxxy ,,, . Фігура обертається навколо осі Ox . 

Зробимо рисунок 
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Об’єм тіла, утвореного обертанням плоскої фігури, обчислюємо за 

формулою: 
b

a

x dxyV 2π , де 21
1

 ba
x

y ,, . 

2
1

2

1
2

1

2

1
2

π
π

π
π 








 

xx

dx
Vx . 

б) φsinρ 2 . Фігура обертається навколо полярної вісі. Зробимо 

рисунок: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Об’єм тіла, утвореного обертанням плоскої фігури, обчислюємо за 

формулою:   
β

α

φ φφsinφρπ dV 3

3

2
, де  

π
β   ,α

2
0  . 

105

64
8

3

4
2

3

2
2 3

2

0

4
2

0

3 π
φφcosφsin

π
φφsinφsinπ

/π/π

φ   ddV . 
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в)








tby

tax

sin

cos
. Фігура обертається навколо осі Ox . Це рівняння 

еліпса. Зробимо рисунок: 

 

 

 

 

 

 

 

 

Об’єм тіла, утвореного обертанням плоскої фігури, обчислюємо за 

формулою:     tdtxtyV

t

t

x  
2

1

2π , де tby sin , tax sin , 

   ,
π

2 0
2

1  tt ( так як фігура симетрична відносно вісі Oy , подвоїмо 

результат) 

   
0

2

0

2

3222 22
/π /π

sinπsinsinπ dttabdttatbVx  

  ab
t

tabtdtab 2

0

2

0

2

3
222

3

4

3
212 π

cos
cosπcoscosπ

/π/π















  . 

Координати  cc yx ,  центра маси плоскої фігури 

обчислюються за формулами: 
m

M
y

m

M
x x

c
y

c  ; , де m  – маса 

плоскої фігури, xM  – статичний момент відносно осі Ox , yM  – 

статичний момент відносно осі Oy ,  xγ  – густина плоскої фігури 

(   1xγ  для однорідної фігури). 
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а) якщо плоска фігура обмежена лініями:  xfy 22  ,  xfy 11  , 

bxax  ,   12 yyiba  , то m , xM , yM  знаходимо за 

формулами: 

       xdxfxfxm
b

a

  12γ ,           
b

a

x xdxfxfxM
2
1

2
2

2

1
γ , 

       xdxfxfxxM
b

a

y   12γ ; 

б) якщо однорідна плоска фігура обмежена кривою, заданою 

параметричним рівнянням 
 
 

 








21 ttt

tyy

txx
,, , то m , xM , yM  

знаходимо за формулами: 

    , 
2

1

t

t

tdtxtym       
2

1

2

2

1
t

t

x tdtxtyM ,       
2

1

t

t

y tdtxtxtyM ; 

в) якщо однорідна плоска фігура обмежена кривою, заданою 

рівнянням у полярних координатах    β;αφ,φρρ  , то m , xM , yM  

знаходимо за формулами: 


β

α

φρ dm 2

2

1
,   

β

α

φφsinρ dM x
3

3

1
,    

β

α

φφcosρ dM y
3

3

1
. 

Задача 14. Знайти координати центра мас однорідної фігури, 

обмеженої першою аркою циклоїди 
 
 








tay

ttax

cos

sin

1
,  π20  t  та 

віссю Ox . 

Знайдемо mMM yx ,, за наведеними вище формулами. 

      
ππ

coscoscos
2

0

3
32

0

22 1
2

11
2

1
dtt

a
dttataM x  

  
π

coscoscos
2

0

32
3

331
2

dtttt
a
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      dttttt
a

)cossincoscos(
π

2
2

0

3

121
2

3
31

2
 











π

sinsinsinsin

2

0

3
3

3

1
2

4

3

2

3
3

2
tttttt

a
ππ 3

3

2

5
2

2

5

2
a

a
 ; 

      
π

cossincos
2

0

11 dttattataM y

    
π

sincos
2

0

23 1 dtttta   
π

cos
2

0

23 1 tdtta

  
π

coscos
2

0

23 1 tdta   









π

coscos
2

0

3 21
2

1
21 dtttta

  
π

coscos
2

0

23 1 tdta  

=  









π

coscos
2

0

3 2
2

1
2

2

3
dtttta   

π

cos
2

0

33 1
3

1
ta  

= 







  ttttdttttttdtt 2
4

1
2

2

1
2 cossincos;cossincos  









 0

3

1
2

8

1
2

4

1
22

4

3 3

2

0

23 attttttta

π

cossincossin  

2323 34
4

3
ππ aa  ; 

       
π π

coscoscos
2

0

2

0

22 111 dttadttatam  

  









π

coscos
2

0

2 21
2

1
21 dttta  










π

coscos
2

0

2 2
2

1
2

2

3
dttta  

πsinsin

π

2

2

0

2 32
4

1
2

2

3
attta 








 . 
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;π
π

π
a

a

a
xc 

2

23

3

3
      a

a

a
yc

6

5

32

5
2

3





π

π
. 

Координати  cc yx ,  центра маси плоскої кривої 

обчислюються за формулами 
m

M
y

m

M
x x

c

y

c  ; , де m  – маса 

плоскої кривої, xM  – статичний момент відносно осі Ox , yM  – 

статичний момент відносно осі Oy ,  xγ  густина плоскої кривої 

  1xγ(  – для однорідної кривої). 

а) якщо плоска крива задана рівнянням    baxxfy ,,  , то m , 

xM , yM  знаходимо за формулами: 

     
b

a

dxxfxm
2

1γ ,              dxxfxfxM
b

a

x  
2

1γ , 

     
b

a

y dxxfxxM
2

1γ ; 

б) якщо однорідна плоска крива задана параметричним рівнянням 

 
 

 








21 ttt

tyy

txx
,,  , то m , xM , yM  знаходимо за формулами: 

      
2

1

22
t

t

dttytxm ,             
2

1

22
t

t

x dttytxtyM , 

        
2

1

22
t

t

y dttytxtxM ; 

в) якщо однорідна плоска крива задана рівнянням у полярних 

координатах    β;αφ,φρρ  , то m , xM , yM  знаходимо за 

формулами: 
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  φρρ
β

α

dm  
22 ,       

β

α

φρρφsinρ dM x
22 , 

  
β

α

φρρφcosρ dM y
22 . 

Задача 15. Знайти координати центра маси однорідної плоскої 

дуги півкола 
222 ayx  , розташованої над віссю Ox . 

Знайдемо m , xM , yM  за наведеними вище формулами. Маємо  

22 xay  , axa  . Тоді 
22 xa

x
y




  і  

2222

2
2 11

xa

a

xa

x
y





 . 

2

22

22 2aaxadxdx

xa

a
xaM

a

a

a

a

a

a

x 







 , 

 
02

22

22

22

22

22










 

 

a

a

a

a

a

a

y xa
a

xa

xada
dx

xa

a
xM , 

π
ππ

arcsin aa
a

x
adx

xa

a
m

a

a

a

a












 

  2222
. 

Тоді 0
0


πa
xc , 

ππ

a

a

a
yc

22 2

 . 

Визначений інтеграл застосовують для знаходження: 

а) роботи A  змінної сили  xF , яка діє на відрізку  ba, : 

 
b

a

xdxFA ; 
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б) шляху S , пройденого точкою за проміжок часу від at   до 

bt   зі швидкістю  tv :  
b

a

tdtvS ; 

в) маси m  неоднорідного стержня з густиною  xγ  на відрізку 

 ba, :  
b

a

xdxm γ . 

1.1.3 Подвійний інтеграл.  

Подвійний інтеграл у декартових координатах записується 

 
D

dxdyyxf , , де  yxf ,  – підінтегральна функція двох змінних x та 

y , D  – область інтегрування.  

Основні властивості подвійного інтеграла 

а)   
D DD

dxdyyxfdxdyyxfdxdyyxfyxf ),(),(()),(),(( 2121 ; 

б)  
D D

dydxyxfkdydxyxfk ),(),( , де k const; 

в) Якщо область D  розбита на дві області 1D  і 2D , які не мають 

спільних внутрішніх точок, то  

 

21 DDD

dxdyyxfdxdyyxfdxdyyxf ),(),(),( . 

Подвійний інтеграл обчислюється за допомогою повторних 

(двократних) інтегралів.  

Якщо область інтегрування D  

обмежена двома прямими ax   та 

)( babx  і двома неперервними 

кривими )(φ xy 1 та )(φ xy 2 , 

кожна з яких перетинається 

вертикальною прямою тільки в одній 
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точці, причому )(φ)(φ xx 21  , то область D  називають правильною в 

напрямі осі Oy . В цьому випадку справедлива формула 

     

b

a

x

xD

dyyxfdxdxdyyxf

)(

)(

2

1

,,





   (випадок I). 

Якщо область інтегрування D  

обмежена двома прямими cy   та 

)( dcdy   і двома неперервними 

кривими  yx 1ψ  і  yx 2ψ , кожна з 

яких перетинається горизонтальною 

прямою лише в одній точці, причому 

   yy 21 ψψ  , то область D  називають 

правильною в напрямі осі Ox . В цьому 

випадку справедлива формула: 

     
d

c

x

xD

dxyxfdydxdyyxf

)(ψ

)(ψ

,,
2

1

    випадку II). 

У випадку I інтеграл по y  називають внутрішнім, а по x  – 

зовнішнім; у випадку II – навпаки. 

Спочатку знаходимо внутрішній інтеграл, враховуючи, що змінна 

інтегрування зовнішнього інтеграла є сталою, а потім знаходимо 

зовнішній інтеграл. 

Зауваження: 1) межі інтегрування зовнішнього інтегралу завжди 

сталі, а межі інтегрування внутрішнього інтегралу у загальному 

випадку є функціями зовнішньої змінної інтегрування; 2) якщо 

область D  є більш складною, ніж області у випадках I i II, то її 

необхідно розбити прямими, перпендикулярними до осі Ox  (випадок 

I) або до осі Oy  (випадок II) на такі частини, до яких можна 

застосувати формули наведені вище. Інтеграл по області D  буде 

дорівнювати сумі інтегралів по кожній частині. 3) Якщо область D  

прямокутник, сторони якого паралельні осям координат, то межі 

інтегрування внутрішнього інтегралу є сталими. 

В деяких випадках подвійний інтеграл зручно обчислювати, 

перейшовши від декартової системи координат до полярної системи 
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координат. Перехід здійснюється за формулами: φcosρx , 

φsinρy , φρρ ddydxd  . Маємо 

φρρ)φsinρ,φcosρ(),( ddfdxdyyxf
D D

 


 . 

Якщо область інтегрування D  обмежена двома променями 

)βα(βφ,αφ   і двома кривими 

)φ(ρρ 1 і )φ(ρρ 2  

))φ(ρ)φ(ρ( 21  , то подвійний 

інтеграл обчислюється за 

формулою: 

 

 


φρρ)φsinρ,φcosρ(),( ddfdxdyyxf
D D

 
β

α

)φ(ρ

)φ(ρ

ρρ)φsinρ,φcosρ(φ
2

1

dfd . 

Задача 16. Обчислити подвійний інтеграл   
D

dxdyyx3  по 

прямокутній області інтегрування D : ;10  x 41  y . 

Розв’язання. 

    







  dxyyxdyyxdxdxdyyx

D

4

1

1

0

233
4

1

3
1

0

3

3

2 /
 

 


















1

0

3
1

0

33

3

14
3

3

2
8

8

2
4 dxxdxxx 
















1

0

4

3

14

4
3 x

x
 

12

47

12

569

3

14

4

3



  

Задача 17. Записати подвійний інтеграл через повторний, якщо 

область D  обмежена лініями: 06022  yxxyxy ,, . 
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Розв’язання. Побудуємо область D . Розв’яжемо системи рівнянь 









06

2

yx

xy
   









06

02

yx

xy
. Дістанемо 









4

2

y

x
 та 









2

4

y

x
. 

Розв’язками системи є координати точок  42;A  і  24;B . 

Область D  – це трикутник 

OAB . Розіб’ємо її на дві області: 

1D  (трикутник OAC ) і 2D  

(трикутник CAB ). Область 1D  

обмежена лініями: 

222 /;; xyxxy  ,  

а область 2D  обмежена лініями: 

2
2

06  x
x

yyx ;; . 

 

Маємо       

21 DDD

dxdyyxfdxdyyxfdxdyyxf ,,, . 

Тоді     



4

2

6

2

2

2

2

0

x

x

x

xD

dyyxfdxdyyxfdxdxdyyxf
//

,,),( . 

Можна записати подвійний інтеграл через повторний по випадку II. 

Задача 18. Змінити порядок інтегрування у повторному інтегралі: 

 
 y

y

dxyxfdy
3

2

2

0 /

, . 

Розв’язання: Запишемо рівняння ліній, які обмежують область 

інтегрування D . Для цього прирівняємо кожну змінну інтегрування 

до її меж інтегрування: 
















yx

yx

y

y
D

3

2

2

0 /
i: . Намалюємо ці лінії. 

 

х  

у 

0 2 4 6 

6 

2 

А 

В 

4 
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Змінити порядок інтегрування – 

означає перейти від повторного інтегралу 

випадку I до повторного інтегралу 

випадку II і навпаки. Маємо повторний 

інтеграл випадку II. Область D  

знаходиться між двома прямими 

01 y , 22 y , перпендикулярними до 

oсі Oy  і двома неперервними лініями 

21 /yx  , yx  32 . Щоб перейти до випадку I, необхідно опустити 

перпендикуляри на вісь Ox  з точок перетину ліній, що обмежують 

область D . Таких перпендикулярів буде три: 310 321  xxx ,, . 

Вони розіб’ють область D  на дві частини 1D  і 2D , для кожної з яких 

запишемо повторні інтеграли: 

для 1D  маємо xyyx 2010 21  ,, ; 

для 2D  маємо xyyx  3031 21 ,, . 

Тоді:          



3

1

3

0

2

0

3

2

1

0

2

0

xy

y

x

dyyxfdxdyyxfdxdyyxfdy ,,,
/

. 

Задача 19. Знайти інтеграл   
D

dxdyyx2 , де D :














2

2

2

x

xy

xy

/ . 

Розв’язання: Побудуємо область D . Область D  – це трикутник 

OAB . Маємо випадок I, тому що область D  знаходиться між двома 

прямими 20  xx , , перпендикулярними до oсі Ox . Зміну змінної x  

дивимось зліва направо (від лівого 

перпендикуляра до правого), а зміну змінної y  

– знизу вгору (для цього рівняння лінії, через 

яку “входимо” в область, розв’язуємо відносно 

змінної y  – це нижня межа інтегрування, а 

рівняння лінії, через яку “виходимо” з області, 

розв’язуємо відносно змінної y  – це верхня 

межа інтегрування). В нашому випадку 

xyxyx 2220 21  ,/, . Маємо 
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      















2

0

2

2

2

2

2

0

2

2
222

x

x

x

xD

y
xydxdyyxdxdxdyyx

/ /

   






























 

2

0

2
222

2

0

22

8
24

2

2

2
2

2

2
22 dx

x
xxxdx

xx
x

x
xx

/

 
2

0

2

0

3
2

3

41

3

8

8

41

38

41

8

1
5

x
dxx . 

Задача 20. Перейшовши до полярних координат, обчислити 

подвійний інтеграл  
D

dxdyyx 22 , якщо область D  обмежена 

колами: xyxxyx 42 2222  , . 

Розв’язання: 

Побудуємо область D . Для цього запишемо рівняння кіл у 

канонічному вигляді:     4211 2222
 yxyx , . Знайдемо 

центри і радіуси кіл. У заданому подвійному 

інтегралі перейдемо до полярної системи 

координат: φsinρ,φcosρ  yx . Тоді 

підінтегральна функція матиме вигляд: 

 

 φsinρφcosρ 222222 yx   

ρρ)φsinφ(cosρ  2222 .  

Запишемо рівняння заданих кіл в полярних координатах:  

  11 22
 yx    φcosρφsinρφcosρ 22222    φcosρ 2 , 

  42 22
 yx  φcosρφsinρφcosρ 42222    φcosρ 4 . 

Якщо кут φ  змінюватиметься на відрізку 









22

π
;

π
, то змінна ρ  

змінюватиметься від φcos2  до φcos4 . Тоді подвійний інтеграл 

запишемо у полярних координатах і обчислимо його через повторний 

інтеграл: 
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    
 


D D

ddddddxdyyx
2

2

4

2

4

2

2

2

32222

3

1/π

/π

φcos

φcos

φcos

φcos

/π

/π

φρρρφφρρ

   


φφcosφcos
/π

/π

d
2

2

33 864
3

1





2

2

3

3

56 /π

/π

φφcos d  

    φsinφsin
/π

d
2

0

21
3

112

















2

0

3

33

112
/π

φsin
φsin

9

224

3

1
1

3

112









 . 

Застосування подвійних інтегралів 

а)обчислення площі плоскої фігури. Площа плоскої області D  

дорівнює 
D

dxdyS .  

Якщо область D  визначена нерівностями  xyx 21 φ)(φ  , 

bxa  , то площа дорівнює 

 
b

a

x

x

dydxS

)(φ

)(φ

2

1

. 

Якщо область D  визначена нерівностями )(ψ)(ψ yxy 21  , 

dyc  , то площа дорівнює 

 
d

c

y

y

dxdyS

)(ψ

)(ψ

2

1

. 

Якщо область D  визначена нерівностями у полярних 

координатах )φ(ρρ)φ(ρ,βφα 21  , то площа дорівнює 


)φ(ρ

)φ(ρ

β

α

ρρφ
2

1

ddS . 

б) обчислення об’ємів. Об’єм циліндричного тіла, твірні якого 

паралельні осі Oz  і яке обмежене знизу областю D , що лежить на 
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площині xOy , а зверху поверхнею ),( yxfz   )),(,),(( Dyxyxf  0 , 

яка неперервна в області D , знаходиться 

за формулою: 


D

dxdyyxfV ),( . 

Якщо циліндричне тіло обмежене 

зверху поверхнею ),( yxfz 22  , а знизу 

поверхнею ),( yxfz 11   і проектується 

на площину xOy  в область D , то об’єм 

обчислюється за формулою: 

 

  
D

dxdyyxfyxfV ),(),( 12 . 

в) обчислення площі поверхні. 

Якщо поверхня, яка задана рівнянням ),( yxfz  , проектується 

на площину xOy  в область D  і функції ),(,),(,),( '' yxfyxfyxf yx  

неперервні в цій області, то площу Q  цієї поверхні знаходять за 

формулою: 

 
D

yx dxdyyxfyxfQ ),(),( '' 221 . 

Якщо поверхня має рівняння виду ),( zyfx  , то 

 
D

zy dydzzyfzyfQ ),(),( '' 221 , 

де D  – проекція поверхні на площину yOz .  

Якщо поверхня має рівняння виду ),( zxfy  , то 

 
D

zx dxdzzxfzxfQ ),(),( '' 221 , 

де D  – проекція поверхні на площину xOz ; 
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г) маса плоскої пластини. Нехай на площині xOy  пластина має 

форму замкненої області D , в кожній точці якої відома густина 

),( yx  . Маса такої пластини визначиться за формулою: 


D

dxdyyxm ),(γ ; 

д) центр маси пластини, статичні моменти. Центр );( cc yx  маси 

пластини обчислюється за формулами: 

m

M
x

y

c  , 
m

M
y x

c  , 

де 
D

x dxdyyxyM ),(γ , 
D

y dxdyyxxM ),(γ  – статичні моменти 

пластини відносно осей Ox  та Oy  відповідно. Якщо пластина 

однорідна, то густина constγ . 

е) моменти інерції пластини. Моменти інерції xI та yI пластини 

відносно координатних осей Ox  і Oy обчислюється за формулами: 



D

x dxdyyxyI ),(2 , 

D

y dxdyyxxI ),(2 . 

Момент інерції пластини відносно початку координат: 

 

D

dxdyyxyxI ),()( 22
0  . 

Зауваження: якщо в формулах для обчислення моментів інерції 

покласти 1),(γ yx , то одержимо геометричні моменти інерції. 

Задача 21. Обчислити площу плоскої фігури, обмежену лініями: 

11 2  yxxy ; . 



 46 

Розв’язання: Побудуємо плоску фігуру, 

обмежену заданими лініями. Знайдемо точки 

перетину ліній, що обмежують фігуру. Для  

цього розв’яжемо систему рівнянь: 











1

1 2

yx

xy
. Дістанемо 









3

2

y

x
 та 









0

1

y

x
. 

Фігура знаходиться між двома 

перпендикулярами: 2x  та 1x . В цей 

час y  змінюється від 11  xy  до 
2

2 1 xy  . Запишемо подвійний 

інтеграл через повторний (випадок I): 

  







D

x

x

dydxdxdyS
1

2

1

1

2

 







1

2

2

1

1

1

2

11

2

dxxxydx

x

x

 

  













 

 

1

2

1

2

23
2

23
22

xx
xdxxx 

2

1
52

3

8
4

2

1

3

1
2

2

1
4  (кв.од.) 

Задача 22. Обчислити об’єм тіла, обмеженого поверхнями 
222 ayx   та 

222 azx  . 

Розв’язання: Розглянемо восьму частину 

заданого тіла. Поверхня, яка обмежує її зверху 

проектується в площину xOy  у чверть кола 

радіуса a  з центром в точці O . Зробимо 

рисунок цієї частини тіла.  

Для обчислення об’єму циліндричного тіла, 

твірні якого паралельні осі Oz , яке обмежене 

знизу поверхнею  yxfz ,11  , а зверху – поверхнею  yxfz ,22   

застосовують формулу:  

     dydxyxfyxfV
D

  ,, 12 . 
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В нашому випадку 22
2 xaz  , а 01 z . Тоді 

   
 a

D

xaa

dxxadydxxadxdyxaV
0

22

00

2222

22

8

1
 

3

0

3
2

3

2

3
a

x
xa

a















 (куб.од). 

Маємо 
33

3

16

3

2
8 aaV   (куб.од). 

Задача 23. Знайти площу частини конуса 
222 zyx  , що 

міститься в середині циліндру xyx 222  . 

Розв’язання: Зробимо рисунок поверхні. Площу поверхні 

обчислимо за формулою: 

    dxdyzzQ
D

yx 
22

1 , 

де D  – проекція даної поверхні на площину xOy . Розв’яжемо 

рівняння конуса відносно z : 22 yxz   

Знайдемо частинні похідні по x  

та y : 

2222 yx

y
z

yx

x
z yx





 , . 

Область D  у площині xOy  є 

круг, обмежений колом: 

.xyx 222   

Знайдемо підінтегральну 

функцію: 

    



22

2
22
11

yx

x
zz yx  

 
2

2
22

22

22

2










yx

yx

yx

y
,  

 

y 

x 

0 

z 
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тому     21
22
 yx zz . 

Так як область інтегрування D  є круг, то перейдемо у полярну 

систему координат: φρρ,φsinρ,φcosρ dddxdyyx  . Запишемо 

рівняння кола у полярних координатах: 

φcosρφsinρφcosρ 22222  , 
22

2
π

φ
π

,φcosρ  . 

 



2

2

2

0

222
/π

/π

cos

ρρφφρρ dddddxdyQ
DD

 

  


2

0

2

0

2

2

0

2

2

2 212242
2

2 /π

π
φcos

/π

/π

φφcosφφcosρφ ddd  

2
2

222
2

1
22

2

0

π
π

φsinφ

/π









  (кв. од.). 

Задача 24. Знайти масу матеріальної пластини, що має форму 

замкненої області D , обмеженої лініями: 22  yxyx ,  а густина в 

кожній точці визначається функцією   22 yxyx ,γ , неперервною в 

області D . 

Розв’язання: Побудуємо область D .  

Маса такої пластини визначається за 

формулою:  

 
D

dxdyyxm ,γ . 

Маємо yxyxy  212 2
2

1 ;; . 

    





D

y

y

dxyxdydxdyyxm
2

22
1

2

22

2

 
 









































1

2

4
6

2
3

2

2
31

2
3

2
3

2

3
2

ydy
y

yy
y

xy
x

dy

y

y
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 












1

2

46323

3

1
22

3

1
dyyyyyy  

 






















1

2

57
43

4

573

1

4

1

3

2

4

2

3

1 yy
yy

y
 

35

639

5

32

21

128
4

3

16

3

64

5

1

21

1

4

1

3

2

12

1



 . 

Задача 25. Знайти центр маси однорідної пластини, обмеженої 

кривою  π;,sin 0 xxy  та віссю Ox . 

Розв’язання: Зробимо рисунок 

пластини. 

Координати );( cc yx  центра маси 

пластини обчислюється за формулами: 

m

M
x

y
c  , 

m

M
y x

c  , 

де 
D

x dxdyyxyM ),(γ , 


D

y dxdyyxxM ),(γ , 
D

dxdyyxm ),(γ . Так як  пластина однорідна, 

то   constyx ,γ . В цьому випадку матимемо: 










D

D
c

D

D
c

dxdy

ydxdy

y
dxdy

xdxdy

x , . 

Обчислимо інтеграли 

211
0

00000

 
π

π
sin

πsinπ

cossin xxdxydxdydxdxdy

x
x

D

, 

   
π sin π

sin
π

sin
0 0 000

x
x

D

xdxxyxdxdyxdxxdxdy  
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ππsinπcoscos
cos,

sin,
ππ

π













  0

00
0

xxdxxx
xvdxdu

xdxdvxu
, 

  
π

sin
πsinπ

sin
0

2

00

2

00 2

1

2

1
xdxydxydydxydxdy

x
x

D

 

 
4

2
2

1

4

1
21

4

1

00

π
sincos

ππ









  xxdxx . 

Тоді 
82

π
,

π
 cc yx . 

1.1.4 Потрійний інтеграл 

Потрійний інтеграл у декартових прямокутних координатах 

зводиться до обчислення трикратного інтеграла. Нехай функція 

 zyxf ,,  визначена та неперервна в замкненій області 
3RV .  

1) Область V  є прямокутний паралелепіпед, ребра якого 

паралельні осям координат: 















kze

dyc

bx 

:

a

V . Тоді потрійний інтеграл 

обчислюється за формулою: 

      
V a

dzzyxfdxdydzzyxf
b d

c

k

e

,,dydx,,  

Порядок інтегрування в правій частині формули може бути будь 

яким. 

2) Область V така, що кожна «вертикальна» пряма, зустрічая 

границю області V , має з нею не більше двох спільних точок, а 

область D  – її проекція V  на площину xOy . Рівняння поверхонь, що 

обмежують область V  зверху і знизу  yxz ,φ  та  yxz ,ψ  

відповідно. Тоді потрійний інтеграл записується за формулою 
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   
V

yx

yx

fdxdydzzyxf
D

),(φ

),(ψ

dz z)y,(x,dydx,,

 

Якщо область D  обмежена лініями: 

   







xyxy

a
D

21 y

bx
: , то 

 

 

  
),(φ

),(ψD

),(φ

),(ψ

dz z)y,(x,dz z)y,(x,dydx
yx

yx

xy

xy

b

a

yx

yx

fdydxf
2

1

. 

Якщо область D  обмежена лініями: 
   








yxyx

c
D

21 x

dу
: , то 

 

 

  
),(φ

),(ψD

),(φ

),(ψ

dz z)y,(x,dz z)y,(x,dydx
yx

yx

yx

yx

d

c

yx

yx

fdydxf
2

1

. 

На практиці найбільш вживаними у просторі є циліндричні та 

сферичні координати. 

Потрійний інтеграл у циліндричних координатах . 

Якщо область D  є сектор, то зручно перейти до циліндричних 

координат. Перехід здійснюється за формулами: 





















dzdddzydxd

zz

y

x

φρρ

φsinρ

φcosρ

,    

z

πφ

ρ















20

0

. 
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Добуток zddd φρρ  визначає елемент об’єму 

в циліндричній системі координат. 

    
V V

dzddzfdzdydxzyxf

1

φρρ,φsinρ,φcosρ,,  

Потрійний інтеграл у сферичних 

координатах   

Якщо область V  є частиною сфери, то зручно перейти до 

сферичних координат. Перехід здійснюється за формулами: 





















dzdddzydxd

z

y

x

φρρ

θcosρ

φsinθsinρ

φcosθsinρ

,    

πθ

πφ

ρ















0

20

0

. 

Добуток θρθsinρ ddd2
 визначає елемент 

об’єму в сферичній системі координат. 

  θφρθsinρθcosρ,φsinθsinρ,φcosθsinρ),,( dddfdxdydzzyxf
VV

2

1

 

Зауваження: 

θ

φ

xρ 2






















z

yx
arctg

x

y
arctg

zy

22

222

 



 53 

Задача 26. Обчислити  dxdydzzyx
V

  , якщо область V  

обмежена площинами: 0001  zyxzyx ,,, . 

Розв’язання: Область V  – піраміда, область D  в площині xOy  – 

прямокутний трикутник AOB . Зробимо рисунок області V : 

 

     



V

yxx

dzzyxdydxdxdydzzyx
1

0

1

0

1

0

 






















yx
x z

yzxzdydx

1

0

21

0

1

0
2

   
 












 
  



dy
yx

yxyxdx
x1

0

1

0

2
2

2

1
 

     












 










 dx
yxyxyx

x1

0

1

0

332

6

1

32
 

 












 
  dx

xxx1

0

332

6

1

326

1  














 


1

0

443

24

1

1236

1 xxx
x  

8

1

24

1

12

1

6

1

6

1
 . 

При розв’язуванні деяких задач необхідно використовувати 

поверхні другого порядку. До поверхонь другого порядку відносять 

циліндричні, конічні поверхні, поверхні обертання, сферу, еліпсоїд, 

однопорожнинний та двохпорожнинний гіперболоїди, еліптичний та 
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гіперболічний параболоїди. Розглянемо їх і наведемо канонічні 

рівняння та вигляд цих поверхонь. 

Циліндричною поверхнею називають поверхню, утворену 

множиною прямих (твірних), які перетинають задану лінію L  

(напрямну). Найчастіше розглядають такі циліндричні поверхні, 

напрямні яких лежать в координатній площині, а твірні паралельні осі, 

що перпендикулярна до цієї площини. Наприклад, рівняння 

  0yxf ,  описує циліндричну поверхню з напрямними в площині 

xOy  і твірними, паралельними осі Oz . Циліндричні поверхні, 

напрямними яких є криві другого порядку, називають циліндричними 

поверхнями другого порядку. 

Циліндри поділяються на еліптичний 1
2

2

2

2


b

y

a

x
 (

222 Ryx   

– круговий циліндр) 

 

параболічний xpy 22    

 

гіперболічний 1
2

2

2

2


b

y

a

x
  



 55 

 

Поверхню, утворену обертанням заданої плоскої кривої L  

навколо заданої прямої (осі), розташованої в площині кривої L , 

називають поверхнею обертання. Розглянемо деякі з них. 

Канонічне рівняння еліпсоїда 1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
. Числа cba ,,  

називаються півосями еліпсоїда. 

 

Якщо cba   маємо сферу 
2222 Rzyx   з центром в початку 

координат. 

Канонічне рівняння однопорожнинного гіперболоїда 

1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
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Канонічне рівняння двопорожнинного гіперболоїда 

1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
 

 

Обидва гіперболоїди є симетричні відносно координатних 

площин, а початок координат точка O  є їх центром симетрії. Числа 

cba ,,  називаються півосями гіперболоїда. 

Канонічне рівняння еліптичного параболоїда z
b

y

a

x
2

2

2

2

2

  

 

Канонічне рівняння гіперболічного параболоїда z
b

y

a

x
2

2

2

2

2

  

 

Канонічне рівняння конуса 0
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
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1.1.5 Криволінійні та поверхневі інтеграли 
 

Криволінійні інтеграли 

Криволінійний інтеграл першого роду (по довжині дуги 

кривої) це  
L

dlyxf , , де функція  yxf ,  визначена і обмежена на 

кривій L . 

Основні властивості криволінійного інтеграла першого роду 

а) криволінійний інтеграл першого роду не залежить від 

напрямку шляху інтегрування:  
AB BA

dlyxfdlyxf ),(),( ; 

б)   
L LL

dlyxfdlyxfdlyxfyxf ),(),()),(),(( 2121 ; 

в)  
L L

dlyxfkdlyxfk ),(),( , де constk ; 

г) якщо крива 21 LLL  , то  

  

1 2L LL

dlyxfdlyxfdlyxf ),(),(),( . 

Криволінійний інтеграл першого роду при обчисленні зводиться 

до визначеного інтегралу: 

а) якщо крива L  задана рівнянням   bxaxyy  , , то 

         
L

b

a

dxxyxyxfdlyxf
2

1,, ; 
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б) якщо крива L  задана параметричним рівнянням 
 
 








tyy

txx
, 

 21 ttt , , то  

             dttytxtytxfdlyxf
L

t

t

  
2

1

22
,, ; 

в) у випадку просторової кривої , яка має рівняння 














)(

)(

)(

tzz

tyy

txx

, 

 21 ttt , , то матимемо 

  
L

t

t

dttztytxtztytxfdlzyxf
2

1

222 )()()())(),(),((),,( . 

Криволінійний інтеграл першого роду застосовують для 

знаходження: 

а) обчислення довжини кривої AB  здійснюється за формулою: 


AB

AB dlL ; 

б) якщо циліндрична поверхня, твірні якої паралельні осі Oz , 

опирається на криву L  в площині xOy , а зверху обмежена поверхнею 

),( yxfz  , то площа такої циліндричної поверхні обчислюється за 

формулою:  


L

dlyxfQ ),( ; 

в) маса матеріальної кривої обчислюється за формулою: 


L

dlyxm ),( , 

де ),( yx  – лінійна густина; 

г) координати );( cc yx  центра маси кривої L  знаходяться за 

формулами: 
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




l

ly

c
dlyx

dlyxx

m

M
x

),(γ

),(γ

   i   





l

lx
c

dlyx

dlyxy

m

M
y

),(γ

),(γ

, 

де yx MM ,  – статичні моменти кривої відносно осей Ox  і Oy . У 

випадку, коли розглядається однорідна матеріальна крива, слід 

покласти 1),(γ yx ; 

д) моменти інерції 0III yx ,,  кривої L  відносно осей OyOx, і  

початку координат обчислюються за формулами: 

  
l l

y

l

x dlyxyxIdlyxxIdlyxyI ),(γ)(,),(γ,),(γ 22
0

22  

Задача 27. Обчислити криволінійний інтеграл першого роду 


L

ydlx2  , де L  – частина кола 422  yx , розміщена в першій чверті 

 00  yx , . 

Розв’язання: Запишемо рівняння кола у вигляді 24 xy  , 

20  x . Знайдемо    dxxydl
2

1  : 
24 x

x
y




 , 

dx
x

dx
x

x
dl

22

2

4

2

4
1





 .  

Тоді 
3

16

3
22

4

2
4

2

0

2

0

2

0

3
2

2

222 


  
L

x
dxx

x

dx
xxydlx . 

Криволінійний інтеграл другого роду (по координатах) це 

   dyyxQdxyxP
L

,,  , де функції  yxP , ,  yxQ ,  визначені і 

обмежені на кривій L .  
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Основні властивості криволінійного інтеграла другого роду: 

а) криволінійний інтеграл другого роду змінює свій знак на 

протилежний при зміні напрямку шляху інтегрування  

         
AB BA

dyyxQdxyxPdyyxQdxyxP ,,,, ; 

б)          
L L L

dyyxQdxyxPdyyxQdxyxP ,,,, ; 

Інші властивості аналогічні властивостям інтеграла першого 

роду. 

Криволінійний інтеграл другого роду при обчисленні зводиться 

до визначеного інтегралу: 

а) якщо крива L  задана рівнянням   bxaxyy  , , то 

              
L

b

a

dxxyxyxQxyxPdyyxQdxyxP ,,,, ; 

б) якщо крива L  задана параметричним рівнянням 
 
 








tyy

txx
, 

 21 ttt , , то 

                   tdtytytxQtxtytxPdyyxQdxyxP

t

tL

 
2

1

,,,, ; 

в) криволінійний інтеграл другого роду залежить від шляху 

інтегрування: 

         
AB BA

dyyxQdxyxPdyyxQdxyxP ,,., . 

Якщо в інтегралі         
ABL

dyyxQdxyxPdyyxQdxyxP ,,,,  

маємо 
x

Q

y

P









, то значення інтеграла не залежить від форми кривої 

AB, яка сполучає точки A  та B  і     0 dyyxQdxyxP
L

,, , а вираз 

    dudyyxQdxyxP  ,,  – повний диференціал функції  yxu , .  
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Якщо вираз    dyyxQdxyxP ,,   є повним диференціалом, то 

x

Q

y

P









. В цьому випадку можна поновити функцію по її повному  

диференціалу      dyyxQdxyxPyxd ,,,u  . Для цього інтегруємо 

вираз    dyyxQdxyxPdu ,,   від фіксованої точки ),( 000 yxM  до 

довільної точки ),( yxM : 

     
 

CdyyxQdxyxPyxu
yx

yx

 
),(

,

,,,

00

. 

Точку 0M  вибираємо так, щоб функції  yxP ,  та  yxQ ,  були 

визначені в ній.  

Виберемо шлях інтегрування від точки ),( 000 yxM  до точки 

),( yxM  у вигляді ламаної MAM 0 . Координати точки ),( 0yxА . 

Матимемо  

          CdyyxQdxyxPdyyxQdxyxPyxu
AM AM

  
0

,,,,, . 

1) пряма AM 0  має рівняння 

xxxdyyy  00 0,, : 

      
x

xAM

dxyxPdyyxQdxyxP

00

0,,, ; 

2) пряма MA  має рівняння 

yyyxdconstx  00,, : 

      
y

yAM

dyyxQdyyxQdxyxP

0

,,, . 

Остаточно маємо 

      CdyyxQdxyxPyxu
x

x

y

y

  
0 0

0 ,,, . 

Аналогічно можна отримати, що 
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  
x

x

y

y

CdyyxQdxyxPyxu

0 0

0 ),(),(),( . 

Якщо L  – замкнений контур, який обмежує область D  і функції 

),( yxP  та ),( yxQ  неперервні, разом із своїми частинними похідними 

1-го порядку: 
x

Q




 і 

y

P




 в замкненій області D  включаючи межу L , 

то справедлива формула Гріна: 

     

















D L

dyyxQdxyxPdydx
y

P

x

Q
,, , 

де L  – замкнений контур, який обмежує область D  і обхід його 

вибирається таким, щоб область D  залишалась зліва. 

Криволінійний інтеграл другого роду застосовують для 

знаходження: 

а) площі плоскої фігури D , обмеженої кривою L , за формулою: 

 

L

dxydyxS
2

1
; 

б) роботи сили     jyxQiyxPF ,,   

при переміщенні матеріальної точки вздовж 

кривої L :  

    

L

dyyxQdxyxPA ,, . 

Задача 28. Обчислити криволінійний інтеграл другого роду 

 
L

dyxydx , де L  – замкнений контур, утворений лініями: 

012  xyxy ,, . 

Розв’язання: Для замкненого контуру існує лише два напрями 

обходу: проти руху стрілки годинника (додатна орієнтація контуру) та 

за рухом стрілки годинника (відємна орієнтація контуру). При 
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додатній орієнтації контуру він завжди залишається зліва при його 

обході.  

Маємо:     
L OA AB BO

dyxydxdyxydxdyxydxdyxydx . 

1) рівняння OA : 1022  xxdxdyxy ,, . Тоді 

  















OA

x
x

xdxdxxdyxydx
1

0

1

0

2
4

3

4

5

4
2 ; 

2) рівняння AB: 01  dyy , , x  змінюється від 1  до 0 . Тоді 

  
AB

x
xdxdyxydx

0

1

0

1

2

2

1

2
; 

3) рівняння BO : 00  dxx , , y  змінюється від 1  до 0 . Тоді 

1

0

1

0

1

 
BO

ydydyxydx . 

Матимемо  
L

dyxydx
4

1
1

2

1

4

5
. 

Задача 29. Впевнитись, що заданий вираз du  є повним 

диференціалом деякої функції  і знайти цю функцію за допомогою 

криволінійного інтегралу: 

    dyyxyxdxyxyxdu 2222 22  . 

Розв’язання: З даного виразу випливає, що   22 2 yxyxyxP ,  

і   22 2 yxyxyxQ , . Знайдемо частинні похідні 
y

P




, 

x

Q




: 

yx
y

P
22 




, yx

x

Q
22 




. 

Оскільки 
x

Q

y

P









, то вираз    dyyxyxdxyxyx 2222 22   

дійсно є повним диференціалом деякої функції ),( yxu . Знайдемо цю 

функцію за допомогою формули  
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  
x

x

y

y

CdyyxQdxyxPyxu

0 0

0 ),(),(),( . 

В якості точки ),( 00 yx  можна взяти точку ),( 00 : 00 x , 00 y . 

Тоді        
x y

Cdyyxyxdxxxyxu
0 0

222 2002,  

C
y

xyyx
x

C
y

xyyx
x

yx

















3333

3
22

3

0

3
22

0

. 

  C
y

xyyx
x

yxu 
33

3
22

3

, . 

Поверхневі інтеграли.  

Поверхневий інтеграл 1-го роду  це  
S

,, SdzyxF , де 

функція  zyxF ,,  визначена і обмежені на кусково-гладкій поверхні 

S . 

Якщо гладка поверхня S  задана рівнянням  yxf ,z   і 

однозначно проектується на площину хОу  в область D , то 

поверхневій інтеграл 1-го роду зводиться до подвійного інтегралу: 

         ydxdzzyxfyxFSdzyxF yx
22

1  
DS

,,,,, . 

Поверхню S  можна проектувати на будь-яку координатну 

площину, залежно від умов. Подвійний інтеграл змінюється 

відповідно. 

Поняття поверхневого інтегралу 2-го роду  існує для 

двосторонньої поверхні.  

Це поверхня σ , для якої виконується умова: якщо у довільну 

точку М  поверхні σ  після обходу довільного замкненого контуру L , 

розміщеного на поверхні σ , який не перетинає її межу, ми 

повертаємось з початковим напрямом нормалі n . Двостороння 
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поверхня є орієнтована поверхня (вибрано сторону). Будемо вважати 

за додатний той напрям обходу контуру L , коли він залишається 

зліва. 

На практиці найпоширенішим є поверхневий інтеграл 2-го роду 

       dxdyzyxRdxdzzyxQdydzzyxP ,,,,,,
σ

 

      
σσσ

,,,,,, dxdyzyxRzdxdzyxQzdydzyxP  

де функції  zyxP ,, ,  zyxQ ,, ,  zyxR ,,  визначені та обмежені в 

точках поверхні σ .  

Поверхневий інтеграл другого роду можна звести до 

поверхневого інтеграла першого роду: 

       dxdyzyxRdxdzzyxQdydzzyxP ,,,,,,
σ

 

      σ)γcos,,βcos,,αc,,(
σ

dzyxRzyxQoszyxP   , 

де γ,β,α  – кути між нормаллю n  до поверхні σ  у довільній її точці 

та осями z,, ООуОх  відповідно. 

Нехай поверхня σ  задана рівнянням  y,xzz  ,   yxDy,x , де 

область yxD  – проекція поверхні σ  на площину хОу . Тоді  

     

yxDσ

,,,,, dxdyyxzyxRdxdyzyxR . 

Знак ""  беремо у випадку, коли нормаль до поверхні утворює 

гострий кут з віссю zО . Якщо кут тупий, то беремо "" . 

Аналогічно 

     

zyD

zdydzyzyxPzdydzyxP ,,,,,
σ

, 

     

zxDσ

,,,,, zdxdzzxyxQzdxdzyxQ . 

Поверхня σ  задана рівняннями  z,ухх  ,  z,xуу   відповідно. 

zуD , zxD  проекції поверхні σ  відповідно на площини zуО  та zxО  
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відповідно. Знак ""  беремо у випадку, коли нормаль до поверхні 

утворює гострий кут з віссю xО , yО  відповідно, а ""  – коли кут 

тупий. 

Якщо поверхня σ  задана рівнянням   0z,у,xF , то одиничний 

вектор нормалі до поверхні обчислюється за формулою 

 

     222

0

zy

zy

FF

FF
n






x

x

F

,,F
 

Знак ""  відповідає двом сторонам поверхні σ . 

1.1.6 Елементи теорії поля 

Скалярне поле. Похідна за напрямом. Градієнт скалярного 

поля 

Скалярне поле задано, якщо кожній точці M  поставлено у 

відповідність певне число )(Mu . В прямокутній декартовій системі 

координат у просторі скалярне поле може бути задано функцією 

),,()( zyxuMu  . 

Похідна скалярного поля )(Mu  в напрямі l , заданому вектором  

kajaiaa zyx  , обчислюється за формулою 

γcosβcosαcos
z

u

y

u

x

u

l

u



















,  

де 
a

a

a

a

a

a zyx
  γcos,βcos,αcos , 222

zyx aaaa 


. 

Якщо в просторі вибрана декартова система координат і задано 

скалярне поле функцією )(Mu , то градієнт скалярного поля 

обчислюється за формулою  

k
z

u
j

y

u
i

x

u
ugrad














 . 

Між похідною поля )(Mu  за напрямом l  і  градієнтом існує 

наступний зв’язок: 
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ugradugradugrada
l

u
oa

o



прθcos 




, 

де kjia o γcosβcosαcos 


 – одиничний вектор напряму l , а 

θ  – кут між градієнтом ugrad  та вектором 
oa


. З попередньої 

формули випливає, що максимальне значення похідної за напрямом 

досягається в напрямі градієнта і її значення дорівнює модулю 

градієнта  

222













































z

u

y

u

x

u
ugrad

l

u
max . 

Якщо у тривимірному просторі поверхня задана рівнянням 

czyx ),,(φ , то градієнт буде перпендикулярний до цієї поверхні в 

довільній її точці. Тобто нормальний вектор n


 до поверхні може бути 

записаний у вигляді φgradn 


, а нормальний одиничний вектор буде 

дорівнювати 
φ

φ

grad

grad
no 


. 

Векторне поле. Дивергенція, ротор, циркуляція векторного 

поля 

Якщо кожній точці M  деякої області V  поставлено у 

відповідність векторну функцію )(MF , то кажуть, що в області V  

задано векторне поле. У прямокутній декартовій системі координат у 

просторі векторне поле визначається векторною функцією точки: 

  kzyxRjzyxQizyxPFMFF ),,(),,(),,(r)(  , 

де  zyxM ,,  – точка простору, а  z,y,xr  – її радіус-вектор. 

Дивергенцією (розбіжністю) векторного поля )(MF  в точці M  

називається об’ємна густина потоку векторного поля:  

 


σ
σ

σlim)( dnF
v

MFdiv
M

01 
, 
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де v  – об’єм, обмежений замкненою поверхнею σ , яка містить точку 

M . 

В декартовій системі координат дивергенція обчислюється за 

формулою: 

z

zyxR

y

zyxQ

x

zyxP
MFdiv
















),,(),,(),,(
)( . 

Векторне поле )(MF  називається соленоїдальним, якщо 

0)(MFdiv . 

Векторному полю kzyxRjzyxQizyxPMF ),,(),,(),,()(   

можна поставити у відповідність інше векторне поле, яке називається 

ротором поля )(MF  і визначається рівністю:  















RQP

zyx

kji

Frot

k
y

P

x

Q
j

x

R

z

P
i

z

Q

y

R





















































 . 

Векторне поле )(MF  називається потенціальним в однозв’язній 

області тоді і тільки тоді, коли   0МFrot . 

Градієнт скалярного поля, дивергенція і ротор векторного поля 

можуть бути записані за допомогою оператора набла (оператора 

Гамільтона): 

k
z

j
y

i
x 












 . 

Тоді uugrad , )()( MFMFdiv  , FFrot  . 

Лінійним інтегралом векторного поля )(MF  вздовж лінії l  

називається криволінійний інтеграл  
l

s

l

sdFrdF , де sF  – 

проекція вектора F  на дотичну до l . Лінійний інтеграл це робота 
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векторного поля )(MF  вздовж лінії l . Враховуючи, що 

zdkydjxdizkyjxidrd  )(  лінійний інтеграл можна 

записати:  
ll

zdzyxRydzyxQxdzyxPrdF ),,(),,(),,( . 

Циркуляцією векторного поля )(MF  називається лінійний 

інтеграл вздовж замкненого контуру l :  
l

rdFЦ . 

Формула Остроградського – Гауса 

Задано векторне поле kzyxRjzyxQizyxPF ),,(),,(),,(  . 

Якщо функції ),,(),,,(),,,( zyxRzyxQzyxP  неперервні разом зі своїми 

частинними похідними 1-го порядку в замкненій області V простору, 

яка обмежена замкненою гладкою поверхнею S , то справедлива 

формула Остроградського – Гауса 

  
S

dSRQP γcosβcosαcos  






















V

dxdydz
z

R

y

Q

x

P
, 

де γcos,βcos,αcos  – напрямні косинуси зовнішньої нормалі до 

поверхні S . Ліва частина формули може бути записана інакше. Тоді  

 
S

RdxdyQdxdzPdydz  






















V

dxdydz
z

R

y

Q

x

P
. 

Формулі Остроградського – Гауса можна надати векторний зміст 

 
S V

o
dVFdivdsnF , де )γcos,βcos,α(cos

o
n  – зовнішній 

нормальний одиничний вектор до поверхні S . За допомогою формули 

Остроградського – Гауса зручно обчислювати потік векторного поля 

через замкнену поверхню. 

Формула Стокса 

Задано векторне поле kzyxRjzyxQizyxPF ),,(),,(),,(  . 

Якщо функції ),,(),,,(),,,( zyxRzyxQzyxP  неперервні разом зі своїми 

частинними похідними 1-го порядку на поверхні S  і l  – замкнений 

контур, який обмежує поверхню S , то справедлива формула Стокса  
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 
S

dS
о

narotRdzQdyPdx
l

 

 




































































S

dS
y

P

x

Q

x

R

z

P

z

Q

y

R
γcosβcosαcos  

Цій формулі можна надати векторний зміст:  

  
l S

dSnFrotrdF
0

. 

Маємо, що циркуляція по замкненому контуру l  дорівнює потоку 

ротора через поверхню S , яка натягнута на контур l . 

Задача 30. Знайти похідну функції   xyz
z

x
zyxu 2

x

y
,,  у 

напрямі вектора 21MM  в т. 1Μ  та  1Μugrad , якщо ),,(Μ 1111  , 

 1122 ,,Μ  . 

Розв’язання: Похідну функції ),,( zyxuu   у напрямі вектора 

21MM  в точці 1Μ обчислюємо за формулою: 

 
γcosβcosαcos

Μ

ΜΜΜ 11121

1

z

u

y

u

x

u

MM

u



















, 

де γcos,βcos,αcos  – напрямні косинуси вектора 21MM . 

Знайдемо вектор  22321 ,,MM , довжина якого 

    17449223 222
21 MM . Напрямні косинуси 

вектора 21MM : 
17

2

17

2

17

3






 γcos,βcos,αcos . 

Знайдемо частинні похідні першого порядку функції ),,( zyxuu   в 

точці 1Μ : 
2

3
2

2

1

1

2











Μ

,
x

u
yz

x

y

xzx

u
, 

2

5
2

2

1

1











Μ

,
y

u
xz

yxy

u
,  12

1

2














Μ

,
x

u
xy

z

x

z

u
. 

Маємо: 
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 
34

1723

172

23

17

2
1

17

2

2

5

17

3

2

3

21

1 






















ΜΜ

Μu
. 

Градієнт функції ),,( zyxuu   в точці 1Μ  знайдемо за 

формулою:   k
z

u
j

y

u
i

x

u
ugrad

111

1
ΜΜΜ

Μ













 .  

Маємо   kjiugrad 
2

5

2

3
1Μ . 

Задача 31. Знайти похідну скалярного поля 
22 2 zxyzzyu   в 

точці );;( 1131M в напрямі, який йде до точки );;( 3242M . 

Розв’язання: Для знаходження похідної за напрямом 

скористаємось формулою γcosβcosαcos
z

u

y

u

x

u

l

u



















.  

Знайдемо одиничний вектор заданого напрямку: 
a

a
a o






  , 

);;();;( 21113123421  MMa


, 6211 222 a


, 











6

2

6

1

6

1
;;oa


. Mаємо 

6

2

6

1

6

1
 γcos,βcos,αcos . 

Знайдемо значення частинних похідних в точці 1M . 

21122 1 









x

Mu
yz

x

u )(
, , 

413211222 1 









y

Mu
xzyz

y

u )(
, , 

312132122 212 









z

Mu
zxyy

z

u )(
,  

Отже маємо 62
6

12

6

2
3

6

1
4

6

1
21 








l

Mu )(
. 

Задача 32. Знайти  0Μarot ,  0Μarot  та  0Μadiv  для 

векторного поля kzyxjzyxizyxa  2222
, де точка 

 1120 ,,Μ  . 



 72 

Розв’язання: За означенням ротор векторного поля 

  kzyxRjzyxQizyxPMa ),,(),,(),,(   в довільній точці 

),,( zyxM  знаходиться за формулою: 

 

RQP

zyx

kji

Marot











 . 

Маємо 

  













xyz

z

k

yzx

y

j

zxy

x

i

Marot

2222

   

























z

yzx

y

xyz
i

22

 

   
























z

zxy

x

xyz
j

22    


























y

zxy

x

yzx
k

2222

 

      kxyzxyzjzxyyziyzxxz 2222 2222  . 

Знайдемо ротор в точці 0Μ  і його модуль:   jiarot 5100 Μ , 

  55510 22
0 Μarot .  

За означенням, дивергенція векторного поля  Maa   в 

довільній точці ),,( zyxM  знаходиться за формулою: 

 
z

R

y

Q

x

P
Madiv














 . В нашому випадку 

        yxzxzyzyx
z

zyx
y

zyx
x

Madiv 













 22222222 . 

Дивергенція в точці 0Μ :   40 Madiv . 

Задача 33. Знайти в точці );;( 1210 M дивергенцію і ротор 

векторного поля kxzjzyiyxF 222  . 
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Розв’язання: Для заданого векторного поля 2xyP  , 2yzQ  , 

2zxR  . Тоді 222 xzy
z

R

y

Q

x

P
Fdiv 














 , 

6112 222
0  )()(MFdiv . 






















































 k

y

P

x

Q
j

x

R

z

P
i

z

Q

y

R
Frot  

      kyxjxzizykyxjxzizy 222202020  . 

kjiMFrot 4240 )( . 

Задача 34. Обчислити потік векторного поля 

    kzjxyizxMa  2)(  через зовнішню поверхню 

піраміди, створену площиною 422  zyx  та координатними 

площинами, двома способами: а) за означенням; б) за допомогою 

формули Остроградського - Гауса. 

Розв’язання: а) Запишемо рівняння площини у відрізках: 

1
224





zyx
 і побудуємо її. Маємо піраміду OABC . Обчислимо 

потік за допомогою поверхневого 

інтеграла dSna
S

o

 Π , де S  – 

зовнішня поверхня піраміди OABC . 

Обчислимо потік через кожну грань 

піраміди: 

1) AOCΔ  лежить у площині xOz  і 

має рівняння 0y . Нормальний 

вектор  010 ;;n , jn
o
 , 

dzdxSd  . AC : ;42  zx 40  x .  

Знайдемо xnaxyna
y

oo


0

2 ,   

Потік через AOC : 
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







    



dx
x

xdzdxxdzdxxxdS
AOC AOC

x

4

0

4

0

2
2

0

1
2

2
Δ Δ

Π

3

16

6

4

0

3
2 
















x
x ; 

2) AOBΔ  лежить у площині xOy  і має рівняння 0z . Нормальний 

вектор  100 ;;n . Так як мається на увазі зовнішня сторона, то 

 100  ;;n . dxdydSkn
o

 , . AB : 4002  xyx , . 

Знайдемо 0
0


z

oo
nazna , .  

Потік через AOB :  
AOB

dxdy
Δ

Π 002 ; 

3) BOCΔ  лежить у площині yOz  і має рівняння 0x . Нормальний 

вектор  001 ;;n . Так як мається на увазі зовнішня сторона, то 

 001 ;;n , dydzdSin
o

 , . BC : 20422  zzy , . 

Знайдемо znazxna
x

oo


0

),( .  

Потік через BOCΔ : 

     
BOC z

dzzzdydzzdzdyz
Δ

Π
0

2

2

0

2

0

3 2

3

4

3

2

0

2
3















 z

z
; 

4) ABCΔ  належить площині 0422  zyx . Нормальний вектор 

площини  221 ;;n . Знайдемо орт нормального вектора: 
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3

22

441

22 kjikji
n

o 





 . Диференціал поверхні визначається 

формулою: dxdyzzdS yx
22

1  . Маємо 2
2

1
 yxz  і 

2

1
xz , 1yz . Тоді dydxdydxdS

2

3
1

4

1
1  .  

Знайдемо    zxyzxna
o

222
3

1
)( zyx 343

3

1
 . 






















6
2

3

3

1
63

2

3
43

3

1

2

1
yxyxyxna

zyxz

o
. 

Слід площини ABC  в площині xOy  – це пряма 042  yx   

0242  yyx , . Потік через ABCΔ : 

 









ABC

dxdyyx
Δ

Π
2

3
6

2

3

3

1
4  















0

2

42

0

6
2

3

2

1
y

dxyxdy  
















0

2

42

0

2 6
4

3

2

1
y

xyxdy )(  



0

2

2 3620
2

1
dyyy

3

52
3610

32

1
0

2

2
3



















yy
y

. 

Потік через повну поверхню піраміди OABC : 

3

32
4321  ΠΠΠΠΠ . 

б) за формулою Остроградського – Гауса: 
V

dzdydxadivП , де 

      kzyxRjzyxQizyxPa ,,,,,,  , 
z

R

y

Q

x

P
adiv














 . 

Знайдемо частинні похідні: 

   
12

2
1 






























z

z

z

R

y

xy

y

Q

x

zx

x

P
,, . 
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4121 adiv . Інтеграл 
V

dzdydx  дорівнює об’єму піраміди 

OABC . Маємо: 

 COSV AOB
3

1
 COBOAO

2

1

3

1
 

3

8
224

6

1
 .  

Тоді  
V

dzdydxП
3

32

3

8
44 . 

Задача 35. Обчислити циркуляцію векторного поля 

        kyxjzyxizxMa  532  по контуру трикутника, 

який зявляється внаслідок перетину площини 1 zyx  з 

координатними площинами, при додатному напряму обходу відносно 

нормального вектора  111 ,,n  цієї площини двома способами: а) за 

означенням; б) за формулою Стокса. 

Розв’язання: Побудуємо площину 1 zyx , маємо ABCΔ . 

а) за означенням циркуляція 

   
ABCA AB BC

dradradraЦ  

 
CA

dra  

1) на відрізку AB маємо: 0z , 1 yx , 

xy  1 , xdyd    

    kyxjyxixa  53 , dyjdxidr  , 

 dyyxdxxdra 3 . 

       
AB AB

dxxxxdyyxdxxdraЦ
1

0

1 133  

 
2

3
3

2

3
33

0

1

2
0

1









  xxdxx ; 

2) на відрізку BC маємо: dydzyzzyx  ,,, 110   
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  dzkdyjdrkyjzyiza  ,32 , 

  dzydyzydra  3 . 

      
BC BC

dyyyydzydyzydraЦ
0

1

2 133

 
 

2

3

2

1
1

0

1

21

0




 
y

dyy ; 

3) на відрізку CA маємо: 0y , 1 zx , dxdz    

    dzkdxidrkxjzxizxa  ,52 , 

  dzxdxzxdra 52   

      
CA CA

dxxxxzdxdxzxdraЦ
2

0

3 52252  

    3222

1

0

1

0

2   xxdxx . 

Маємо 33
2

3

2

3
321  ЦЦЦЦ . 

б) Обчислимо циркуляцію векторного поля за формулою Стокса: 

  

Γ S

dS
о

narotdraЦ , 

де       kzyxPjzyxQizyxPa ,,,,,,  . 

Ротор векторного поля обчислюємо за формулою: 

RQP

zyx

kji

Frot











 . 
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Якщо поверхня S  проектується у площину xOy , то 

    dydxzzdS yx
22

1  . 

Знайдемо ротор заданого векторного поля 

  kj

yxzyxzx

zyx

kji

Marot 














 7

532

 

В нашому випадку поверхня S  – частина площини, обмеженої ABCΔ , 

який лежить у площині 1 zyx . Нормальний вектор площини 

 111 ;;n  забезпечує потрібний напрям орієнтації поверхні. Орт 

цього вектора 
 

 111
3

1

3

111
;;

;;


n

n
n

o
.  

Знайдемо    
3

6
17

3

1


o
nMarot .  

З рівняння площини маємо: 

     dydxzzdSzzyxz yxyx
22

1111 ,,,

dydxdydx 3111   

  






S AOBAOB

dydxdydxdSЦ
ΔΔ

63
3

6

3

6
.  

Інтеграл 
AOB

dxdy
Δ

 дорівнює площі AOBΔ : 

2

1
11

2

1

2

1
 BOAOS AOBΔ .  

Тоді 3
2

1
6 Ц . 
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Задача 36. а) Обчислити за формулою Остроградського – Гауса 

потік векторного поля kyxjxzizxF )()()(  54322
 через 

повну зовнішню поверхню трикутної піраміди, яка обмежена 

поверхнями 0424  zyx , 0x , 0y , 0z . б) Обчислити за 

формулою Стокса циркуляцію векторного поля по сторонах 

трикутника ABCв додатному напрямі (проти руху годинникової 

стрілки, якщо дивитися з кінця нормального вектора).  

Розв’язання: Запишемо рівняння площини 0424  zyx  у 

відрізках 1
421


zyx
 і побудуємо її. Маємо піраміду OABC з 

вершинами у точках 

);;(),;;(),;;( 020001000 BAO , 

);;( 400C .  

а) Обчислимо потік 

через повну поверхню 

користуючись формулою 

Остроградського – Гауса. 

Для цього знайдемо для  

векторного поля 

дивергенцію: 

 

хx
z

R

y

Q

x

P
Fdiv 2002 














 . 

Тоді 

    
 


V

FdivП
V

x yx

zdydxdxzdydxdxzdydxd
1

0

22

0

244

0

22  

  
 


1

0

22

0

1

0

22

0

244

0
24422

xx yx
ydyxxdxydzxdx )(   

   
1

0

22

0

2442 xdyyxx
x
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       
1

0

2
1

0

2
48422222442 xdxxxxdxxxx )(  

 
3

2
2

3

8
122

3

8
24842

1

0

234
1

0

23 
















  xxxdxxxx . 

б) Знайдемо циркуляцію користуючись формулою Стокса 

 
S

rotЦ dSnF
o

, 

де поверхня S  натягнута на контур l . За поверхню S  візьмемо 

поверхню, яка складається з трикутників AOCBOCABO ,, . Напрям 

нормалей на цих трикутниках буде співпадати з напрямом осей 

координат. Знайдемо вектор Frot : 


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
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


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42531

243 2

kji
y

zx

x

xz
k  

kji 472  . 

Тоді  
 BOC

o

AOBAOCBOC

oo
dSnFdSnFdSnF 1rotrotrotЦ

S
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 
AOB

o

AOC

o
dSnFdSnF 32 rotrot  

На поверхні BOC нормальний одиничний вектор in
o
1 , 

елемент поверхні dzdydS  . Тому 

    





BOC D

y
yo

yz

dyzzdydzdyddSnFЦ
2

0

24

0

2

0

24

011 222rot

 
2

0

2

0

2 824
2

1
242 )()( ydyy . 

На поверхні AOC  нормальний одиничний вектор jn
o
2 , 

елемент поверхні zdxddS  . Тому 

    





AOC D

x
xo

xz

xdzzdxdzdxddSnFЦ
1

0

44

0

1

0

44

022 777rot

 
1

0

1

0

2 1444
8

7
447 )()( xdyx . 

На поверхні AOBнормальний одиничний вектор kn
o
3 , 

елемент поверхні dydxdS  . Тому 

    





BOC D

x
xo

yz

dxydydxdydxdSnFЦ
1

0

22

0

1

0

22

033 444rot

 
1

0

1

0

2 422224 )()( xdxx . 

Таким чином маємо: 264148  321 ЦЦЦЦ .  

Можна спростити обчислення циркуляції, якщо врахувати 

    dydxzzdS yx
22

1   і контур l  – це трикутник ABC , який 

належить площині 0424  zyx . Нормальний вектор площини 

 124 ;;n  забезпечує потрібний напрям орієнтації поверхні. 
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Орт цього вектора 
 

 124
21

1

21

124
;;

;;


n

n
n

o
.  

Знайдемо    
21

26
4148

21

1


o
nMarot .  

З рівняння площини матимемо: yxz 244  . Тоді 4xz , 

2yz .  

    dydxdydxdydxzzdS yx 2141611
22

 . 

  






S AOBAOB

dydxdydxdSЦ
ΔΔ

2621
21

26

21

26
. 

Інтеграл 
AOB

dxdy
Δ

 дорівнює площі AOBΔ : 

121
2

1

2

1
 BOAOS AOBΔ . 

Тоді 26126 Ц . 

 


