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I. КРАТНІ ІНТЕГРАЛИ 

1.1. Відомості з теорії 

Таблиця невизначених інтегралів    CuFduuf )(  

1   Cudu  2  





C
u

duu
1

1






; 1  

2a   C
uu

du 1
2

 2б   Cu
u

du
2  

3   Cu
u

du
ln  4   C

a

a
dua

u
u

ln
 

4а   Cdu
uu ee  5   Cuduu cossin  

6   Cuduu sincos  7   Cu
u

du
tg

cos2
 

8   Cu
u

du
ctg

sin 2
 9   Cuduu coslntg  

10   Cuduu sinlnctg  11 

 C
u

u

du

2
tgln

sin

Cu  ctg
usin

1
ln  

12 







  C

u

u

du

42
tgln

cos



Cu  tg
ucos

1
ln  

13  


C
a

u

aau

du
arctg

1
22
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14  






C
au

au

aau

du
ln

2

1
22

 15  


C
a

u

ua

du
arcsin

22
 

16 Cauu
au

du



 22

22
ln  

17 





2

22
22 ua

uduua

C
a

ua
 arcsin

2

2

 

18 Cuau
aua

uduau 


 22
222

22 ln
22

 

19 
 
    Cxfdx
xf

xf



 ln  20 

 
 

  Cxfdx
x

xf



 2  

Обчислення подвійного інтеграла 

Подвійний інтеграл у декартових координатах має вигляд: 

 
D

dxdyyxf , ,     (1.1) 

де  yxf ,  – підінтегральна функція двох змінних x  та y , D  – 

область інтегрування. 
Подвійний інтеграл обчислюється за допомогою повторних 

(двократних) інтегралів: 

Випадок 1. 

    
b

a

x

x

dyyxfdxdxdyyxf
D

)(

)(

,,
2

1




 (1.2) 
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Випадок 2. 

     
d

c

у

уD

dxyxfdydxdyyxf

)(

)(

2

1

,,



 (1.3) 

 

 

Подвійний інтеграл у полярних координатах. 

Перехід до полярних координат здійснюється за формулами:  

 cosx ,  siny ,  ddydxd  .  (1.4) 

 



D D

ddfdxdyyxf  )sin,cos(),( .  (1.5) 

Для області D , яка обмежена 
двома променями   і    

)(    та двома кривими )(1   і 
)(2   ))()(( 21   , то 

подвійний інтеграл обчислюється за 
формулою: 

 

  











)(

)(

2

1

)sin,cos()sin,cos( dfdddf

D

.     (1.6) 

Застосування подвійного інтеграла. 

1) Площа області D . 


D

dxdyS .    (1.7) 
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2) Об’єм циліндричного тіла, твірні якого паралельні осі zO , яке 
обмежене знизу областю D , що лежить 
на площині xOy , а зверху поверхнею  

),( yxfz  )),(,0),(( Dyxyxf  , 

яка неперервна в області D , знаходиться 
за формулою  


D

dxdyyxfV ),( .  (1.8) 

 

3) Площа поверхні, яка задана рівнянням ),( yxfz   і однозначно 
проектується на площину xOy  в область D , а функції ),( yxf , 

 yxf x ,'
, ),('

yxf y  неперервні в цій області, то площу Q  цієї поверхні 
знаходять за формулою 

     ydxdyxfyxfQ

D

yx 
2'2' ),(,1 .  (1.9) 

Якщо поверхня проектується на координатні площини zxO  або 
zyO , то формула відповідно змінюється. 

4) Якщо ),( yx   – поверхнева густина неоднорідної плоскої 
пластини D , то її маса m  і координати центра маси );( cc yx  

знаходять за формулами: 


D

dxdyyxm ),( ,    (1.10) 

m

dxdyyxx

m

M
x Dy

c




),(
,

m

dxdyyxy

m

M
y Dx

c




),(
, (1.11) 

де xM , yM  – статичні моменти пластини відносно осей Ox  та Oy  

відповідно.  
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Якщо пластина однорідна, то густина const . 

Обчислення потрійного інтеграла 

Потрійний інтеграл у декартових прямокутних координатах 
зводиться до обчислення трикратного інтеграла. Нехай функція 
 zyxf ,,  визначена та неперервна в замкненій області 3

RV  .  

1) Якщо область V  є прямокутний паралелепіпед, ребра якого 

паралельні осям координат: 












kze

dyc

bx a

:V , то потрійний інтеграл 

обчислюється за формулою: 

      
V

b

a

d

c

k

e

zdx,y,zfydxddzdydxzyxf ,, .  (1.12) 

Порядок інтегрування в правій частині формули може бути будь 
яким. 

2) Якщо область V  така, що кожна «вертикальна» пряма, 

зустрічає границю області V  та має з нею не більше двох спільних 
точок, а область D  є її проекцією на 
площину xOy  і рівняння поверхонь, що 
обмежують область V  зверху і знизу 

 yxz ,  та  yxz ,  відповідно, то 
потрійний інтеграл записується за 
формулою 
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   
V D

(x,y)

ψ(x,y)
zf(x,y,z) ddydxdzdydxx,y,zf


.  (1.13) 

Якщо область D  обмежена лініями:    






xyyxy

bxa
:D

21

, то 

 

 
  

φ(x,y)

ψ(x,y)

xy

xy

b

aD

φ(x,y)

ψ(x,y)
zf(x,y,z) dyddxzf(x,y,z) dyddx

 2

1

.  (1.14) 

Якщо область D  обмежена лініями:    






yxxyx

dуc
:D

21

, то 

 

 
  
(x,y)

ψ(x,y)

yx

yx

d

cD

(x,y)

ψ(x,y)
zf(x,y,z) dydxdzf(x,y,z) dydxd

 2

1

.  (1.15) 

Потрійний інтеграл у циліндричних координатах. 

Якщо область D  є сектор, то потрійний інтеграл зручно 
обчислювати, перейшовши до циліндричних координат. Перехід 
здійснюється за формулами: 
















.

,

,sin

,cos

zddddzydxd

zz

y

x






, де
.z

,20

,0















   (1.16) 

Тоді 

    
V V

zdddzfdzdydxzyxf

1

,sin,cos,,  . (1.17) 
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Потрійний інтеграл у сферичних координатах  

Якщо область V  є частиною сфери, то потрійний інтеграл зручно 
обчислювати, перейшовши до сферичних координат. Перехід 

здійснюється за формулами: 
















,sin

,cos

,sinsin

,cossin

2 θddρdθρzdydxd

z

y

x







 (1.18) 

де 
.0

,20

,0

















. 

Тоді 

  .sincos,sinsin,cossin

),,(

2

1

 dddf

zdyddxzyxf

V

V









      (1.19) 

Зауваження: 

arctg

arctg

x

22

2222






















z

yx

x

y

zy






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1.2. Аудиторні завдання 

1.2.1. Обчислити подвійний інтеграл по прямокутній області D : 

1)   
D

dydxyx 2 , де 







20

10
:

y

x
D .  

Відповідь: 5 . 

2)   
D

dydxyx2sin , де 







10

10
:

y

x
D . 

Відповідь:  321
2

1
sinsinsin  . 

3)   
D

dydxyxy
2 , де 








10

31
:

y

x
D . 

Відповідь: 
3

8
. 

4) dydx
y

x

D


 21

, де 







30

10
:

y

x
D . 

Відповідь: 
6


. 

5)  

D

yx
dydx

32e , де 










3

1
0

10
:

y

x
D . 

Відповідь:    1e1e
6

1 12  
. 
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1.2.2. Подати подвійний інтеграл  
D

dydxyxf ,  у вигляді 

повторного інтеграла по області D , обмеженої вказаними лініями:  

1) 







xy

xy
D

2

4
: 2 .   Відповідь:  dxyxfdy

y

y

 


4

2

4

50
2,

,  

2) 









2

0,
:

yx

yxy
D . Відповідь:  dxyxfdy

y

y

 
1

0

2

2

,  

3) 









2

0,
:

yx

xxy
D . Відповідь:  dyyxfdx

x

x

 
1

0

2

,  

1.2.3. Змінити порядок інтегрування у повторному інтегралі: 

1)  




y

y

dxyxfdy

75,0

9

0

3 2

, ,  2)  




1

1

1

0

2

,
x

dyyxfdx . 

1.2.4. Обчислити подвійний інтеграл по області D , обмеженої 
вказаними лініями: 

1) 

















D y
x

yxy

Ddxdy
x

y
1

,2

:де,

2

. Відповідь: 
64

27
. 

2)  








D

xу
y

Dydxdух
1

2
:де, 2 . Відповідь: 

15

32
 . 

3)   









D xу

хy
Dydxdху

4
:де,1

3

. Відповідь: 
21

4
28 . 
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1.2.5. Обчислити подвійний інтеграл по області D , 

використовуючи полярні координати. Знайти площу області D : 

1) 












D yx

yyx

yyx

D

yx

dxdy

0

08

02

:де, 22

22

22
. 

Відповідь:   кв.од.275,3;23 S . 

2) 

















D
хyxу

хyx

хyx

D
yx

dydxу

3

1
;3

8

4

:де, 22

22

22
. 

Відповідь:  кв.од.2;1 S . 

1.2.6. Обчислити площу плоскої пластини D , обмеженої 
заданими лініями: 

1) 









2

0,
:

yх
хxy

D . Відповідь:  кв.од
6

5
S . 

2) 









хy

хy
D

3

1
:

2

2

.  Відповідь:  кв.од
3

8
S . 

1.2.7. Обчислити площу плоскої пластини D  в полярній системі 

координат:    442322: yxayxD  . 

Відповідь:  кв.од75,0;43
2

2
aS

а   . 
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1.2.8. Обчислити об’єм тіла V , обмеженого заданими 
поверхнями: 

1) 














0,0,0

1:

22

zyx

yx

zyx

V .  Відповідь:  куб.од
6

1
S . 

2) 













0,4

1

4

:
22

22

zyx

yx

zyx

V .  Відповідь:  куб.од12S . 

1.2.9. Обчислити площу поверхні I, відсіченою поверхнею II: 













)циліндравсередині(

2:

:
22

22

xyxII

yxzI

.  Відповідь:  куб.од2S . 

1.2.10. Обчислити масу неоднорідної пластини D , обмеженої 
заданими лініями, якщо поверхнева густина у кожній її точці 

 yx,  : 

1) yx
xy

yx
D 








 2

2

2

,:  .          Відповідь: )масиод.(
280

31
m . 

2) 
2222

22 2
,

4

1
:

yxyx

yx
D











  .    Відповідь: )масиод.(4ln4  m . 

1.2.11. Обчислити потрійний інтеграл по області V , обмеженої 
вказаними поверхнями: 
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1)   
V

zydxddzyx
2 де,













42

21

10

:

z

y

x

V .  Відповідь: 
3

32
 . 

2) 
V

x
zydxddzy

2e  де,













20

30

10

z

y

x

V : .       Відповідь:  1e18  . 

1.2.12. Обчислити об'єм тіла V  за допомогою потрібного 

інтеграла, використовуючи циліндричні координати: 

1) 









2

2
:

22

z

yxz
V .  Відповідь:  .одкуб.4V . 

2) 









222

222

z

2z
:

yx

zyx
V . Відповідь:  .одкуб.V . 

3) 










0,

3
:

22

22

zyxz

yyx
V . Відповідь:  .одкуб.12V . 

1.2.13. Обчислити об'єм тіла V  за допомогою потрійного 
інтеграла, використовуючи сферичні координати: 















xy

yxz

zyx

V

0

94

: 22

222

. 

Відповідь:   .одкуб.22
24

19



V . 
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1.3. Індивідуальні завдання 

1.3.1. Обчислити подвійний інтеграл по прямокутній області D  

1. а) 
D

dxdyyx
2

, 








20

21
:

y

x
D  

б)   
D

dxdyyx 32 , 








10

20
:

y

x
D  

2. а) 
D

dxdyxy
2

, 








21

10
:

y

x
D  

б)   
D

dxdyyx 23 , 








20

10
:

y

x
D  

3. а)  

D

yx
dxdy

32e , 








30

20
:

y

x
D  

б)   
D

dxdyyx 52 , 








20

20
:

y

x
D  

4. а)  

D

yx
dxdy

23e , 








20

10
:

y

x
D  

б)   
D

dxdyyx 35 , 








10

30
:

y

x
D  

5. а) 


D

dxdy
y

x
21

, 








10

40
:

y

x
D  

б)   
D

dxdyyx 43 , 








30

20
:

y

x
D  

6. а) 


D

dxdy
x

y
2

2

1
, 








21

10
:

y

x
D  

б)   
D

dxdyyx 6 , 








20

30
:

y

x
D  
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7. а) 
D

dxdyyx
23

, 








30

21
:

y

x
D  

б)   
D

dxdyyx 52 , 








30

30
:

y

x
D  

8. а)  

D

yx
dxdy

42e , 








31

21
:

y

x
D  

б)   
D

dxdyyx 53 , 








10

10
:

y

x
D  

9. а) 


D

dxdy
x

y
21

3
, 








31

10
:

y

x
D  

б)   
D

dxdyyx 35 , 








40

30
:

y

x
D  

10. а) 
D

dxdyyx
32

, 








10

41
:

y

x
D  

б)   
D

dxdyyx 62 , 








10

30
:

y

x
D  

11. а)  

D

yx
dxdy

34e , 








20

10
:

y

x
D  

б)   
D

dxdyxy 3 , 








30

20
:

y

x
D  

12. а) 
D

dxdyyx
33

, 








21

21
:

y

x
D  

б)   
D

dxdyyx 7 , 








10

30
:

y

x
D  

13. а) 


D

dxdy
x

y
2

3

1
, 








31

10
:

y

x
D  

б)   
D

dxdyyx 53 , 








30

20
:

y

x
D  
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14. а) 


D

dxdy
y

x
2

3

1
, 








10

21
:

y

x
D  

б)   
D

dxdyxy 4 , 








20

30
:

y

x
D  

15. а) 
D

dxdyxy
3

, 








20

41
:

y

x
D  

б)   
D

dxdyxy5 , 








20

20
:

y

x
D  

16. а) 
D

dxdyyx
22

, 








30

40
:

y

x
D  

б)   
D

dxdyyx 42 , 








40

30
:

y

x
D  

17. а)  

D

xy
dxdy

5e , 








40

30
:

y

x
D  

б)   
D

dxdyxy 2 , 








30

10
:

y

x
D  

18. а)  

D

xy
dxdy

32e , 








52

31
:

y

x
D  

б)   
D

dxdyxy 23 , 








30

20
:

y

x
D  

19. а) 
D

dxdyyx
34

, 








21

30
:

y

x
D  

б)   
D

dxdyxy 52 , 








20

10
:

y

x
D  

20. а)  

D

xy
dxdy

43e , 








32

31
:

y

x
D  

б)   
D

dxdyyx3 , 








40

20
:

y

x
D  
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21. а)  

D

yx
dxdy

3e , 








31

32
:

y

x
D  

б)   
D

dxdyyx 24 , 








30

40
:

y

x
D  

22. а) 


D

dxdy
y

x
2

2

1
, 








10

43
:

y

x
D  

б)   
D

dxdyyx 72 , 








10

20
:

y

x
D  

23. а)  

D

yx
dxdy

5e , 








10

21
:

y

x
D  

б)   
D

dxdyyx6 , 








30

20
:

y

x
D  

24. а) 


D

dxdy
y

x
2

4

1
, 








10

10
:

y

x
D  

б)   
D

dxdyyx 25 , 








30

30
:

y

x
D  

25. а) 
D

dxdyxy
4

, 








32

32
:

y

x
D  

б)   
D

dxdyyx 34 , 








20

20
:

y

x
D  

26. а) 
D

dxdyyx
43

, 








10

10
:

y

x
D  

б)   
D

dxdyyx 23 , 








40

10
:

y

x
D  

27. а) 


D

dxdy
x

y
2

4

1
, 








32

10
:

y

x
D  

б)   
D

dxdyyx 52 , 








30

20
:

y

x
D  
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28. а) 
D

dxdyyx
4

, 








53

10
:

y

x
D  

б)   
D

dxdyyx 3 , 








40

20
:

y

x
D  

29. а)  

D

yx
dxdy

23e , 








20

30
:

y

x
D  

б)   
D

dxdyyx 27 , 








10

30
:

y

x
D  

30. а) 


D

dxdy
x

y
2

5

1
, 








10

10
:

y

x
D  

б)   
D

dxdyyx 6 , 








40

30
:

y

x
D  

1.3.2. Подати подвійний інтеграл  
D

dydxyxf ,  у вигляді 

повторного інтеграла по області D , обмеженої вказаними лініями. 

1. 









0,3

4
:

2

хxy

xy
D  2. 










0623

0,9
:

22

yx

yyx
D  

3. 









0,

8
:

2

yxy

yx
D  4. 








1,0,0

ln
:

yyx

xy
D  

5. 








0

2
2

yx

yx
D :  6. 










2

2
2

xy

xy
D :  

7. 









yx

xy
D

2
2

:  8. 






31

2

yy

xyxy
D

,

,
:  

9. 









xy

xyx
D

2

12

2

2 ,
:  10. 









0

9
2

хxy

xy
D

,
:  
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11. 









yx

xy
D

2
2

:  12. 









0

2

2

2

yyx

yx
D

,
:  

13. 






04

0122

2
yxy

yx
D

,
:  14. 








xy

xyx
D

2

1,
:  

15. 








0

2
2

yxy

xy
D

,
:  16. 










0

6
2

yyx

xy
D

,
:  

17. 









xy

xy
D

2
2

:  18. 









204

4
2

хy

xy
D

,
:  

19. 







2

1

xyx

yx
D

,
:  20. 










0

2

2

2

yyx

yx
D

,
:  

21. 









0,

6
:

2

yxy

xy
D  22. 










xy

yxy
D

2

2
24 ,

:  

23. 









yx

xy
D

2

2
4

:  24. 







04

02

22
yyx

yx
D

,
:  

25. 









202

4

2

2

xxy

xy
D

,
:  26. 










2

2

4

2

xy

xxy
D

,
:  

27. 






0

06

2
yxy

yx
D

,
:  28.  







2
14

033

xy

yx
D :  

29. 









632

04
2

yx

yxy
D

,
:  30. 









2

2

4

4

yx

yx
D :  

1.3.3. Змінити порядок інтегрування у повторному інтегралі 

1.   






1

1

1

1

3

2

x

x

dxyxfdx ,  2.   
5,1

0

3

2 2

,
y

y

dxyxfdy  
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3.   
2

0

2x

x

dyyxfdx ,  4.   
1

0

3

2
2

y

y

dxyxfdy ,  

5. 
  







2

6

2

1
4

2

x

x

dyyxfdx ,  
6.   





1

0

1

4

2

2

y

y

dxyxfdy ,  

7.   




2

1

2

2

2xx

x

dyyxfdx ,  8.   






1

1

2

1

2

2

x

x

dyyxfdx ,  

9.   
1

0

y
e

y

dxyxfdy ,  10.   


3

0

2

2

x

xx

dyyxfdx ,  

11.   




1

0

1

1
2

y

y

dxyxfdy ,  12.   
1

0

3

2

x

x

dyyxfdx ,  

13.   
1

0

12
2

2

y

y

dxyxfdy ,  14.   
1

0

2
2

3

x

x

dyyxfdx ,  

15.   
2

1

y

y

dxyxfdy
ln

,  16.   
1

0

2 y

y

dxyxfdy ,  

17.   


2

1

2

3

,
x

x

dyyxfdx  18.   
1

0

13
2

y

y

dxyxfdy ,  

19.   
2

0

44 2

,
x

x

dyyxfdx  20.   






0

2

2

4
2

y

y

dxyxfdy ,  

21. 
  





2

0

2

2

2

2

,
x

xx

dyyxfdx  
22.   


2

0

2

3
5

2

y

y

dxyxfdy ,  

23. 
  

1

0

2 2

,
x

x

dyyxfdx  
24.   

 

2

2

2

1

2

2

,

y

y

dxyxfdy  
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25. 
  

4

0

8

2

x

x

dyyxfdx ,  
26.   





3

8

0

4

22

2y

y

dxyxfdy ,  

27.   




4

0

16

4

2

2

,
x

xx

dyyxfdx  28.   






1

1

2

1
2

y

y

dxyxfdy ,  

29.   






0

4

4

3
3

4

x

x

dyyxfdx ,  30. 
  







2

2

4

4

2

2

x

x

dyyxfdx ,  

1.3.4. Обчислити подвійний інтеграл по області D , обмеженої 
вказаними лініями 

1.  dxdyyx

D

 2
 










2

2

yx

xy
D :  

2. dxdyxy

D

 2
 










ху
xy

D
2

2

:  

3. 
 dxdyyx

D

   







2ух
xy

D :  

4. dxdyyx

D

 2
 








0

2

хух
xy

D
,

:  

5.  dxdyyx
D

  23
 









00

1
2

ху
xy

D
,

:  

6. 
 dxdyxy

D

   










ху
xy

D
2

:  

7. 
 dxdyyx

D

 1  







2

5

ух
xy

D :  

8. 
 dxdyyx

D

   









2

2

1

1

ху
xy

D :  
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9. 
 dxdyyx

D

 1  








xy

хxy
D

5

3,
:  

10. 
  dxdyyx

D

  2  











0

2
2

1

y

хxy
D

,
:  

11.  dxdyyx

D

  2
 









1

2

у
xy

D :  

12. dxdyyx

D

2  










0

12
3

y

хxy
D

,
:  

13.  dxdyyx
D

  22
 









1

2

х
ух

D :  

14. 
dxdyxy

D

  










0

2
3

y

хxy
D

,
:  

15. 
 dxdyyx

D

   










0

2
3

y

хxy
D

,
:  

16. 
 dxdyyxx

D

 2  









0

1
2

у
xy

D :  

17. 
 dxdyxy

D

 1  










1

3

х
хуух

D
,

:  

18. dxdyxy

D

 3
 










0

1
2

х
ху

D : : 

19. 
 dxdyyx

D

  5  







05

05

ух
хxy

D
,

:  

20. 
 dxdyyx

D

   










3

1
2

у
xy

D :  
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21.   dxdyyx
D

21   









3

3
2

у
xy

D :  

22. dxdyxy
D

 2
 








1

0

х
уух

D
,

:  

23.  dxdyyx
D

 3
 







02

11

хух
хyx

D
,

,
:  

24. dxdyxy
D

 3
 










0

4
3

y

хуxy
D

,
:  

25.  dxdyyx
D

  33
 








01

1

2 хху
yx

D
,

:  

26. 
dxdyxy

D

  








0

2

уху
yx

D
,

:  

27. dxdy
x

y

D

 2

2

 







2

1

y

ухxy
D

,
:  

28.  dxdyxy

D

  21  










ху
xy

D
4

3

:  

29.  dxdyxy
D

  212
 









0

1
2

х
yx

D :  

30. dxdyx

D

y e  








2

0

х
уxу

D
,ln

:  

1.3.5. Обчислити подвійний інтеграл по області D , 

використовуючи полярні координати. Знайти площу області D . 

1. dxdy

yxD


 22

1
 D : 










0,4

3,1
22

22

yyx

xyyx
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2. dxdy

yx

yx

D





22

22sin
 D : 










xyxy

yx

3,

422

 

3.   dydxyxR
D

  222
 D : 










xy

Rxyx
22

 

4. 
D yx

dxdy

4 22

 D : 










xy
x

y

yxyx

,

,

3

91
2222

 

5. dxdy

yx

yx

D





22

22cos
 D : 











0

3

9
22

x
x

y

yx

,
 

6. 
D yx

dxdy

224

 D : 









0,

222

xxy

yyx
 

7. 
D yx

dxdy

22
5

 D : 








033

164
2222

yxyyx

yxyx

,,

,
 

8. dxdy
yx

xy

D





22

2
 D : 










03

9
22

yxy

yx

,
 

9. dxdy
yx

xy

D





22

52
 D : 










00

169
2222

yx

yxyx

,

,
 

10. dxdy
yx

xy

D





22

4
 D : 










03

4
22

xxyyx

yx

,,
 

11. dxdyyx
D

  9
22

 D : 








25

9

22

22

yx

yx
 

12.  dxdyyx
D

  22
9  D : 










xyxy

yx

,3

922
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13.  dxdyyx
D

  221  D : 









0

42
2222

y,xy

xyx,xyx
 

14. dxdy

yx

yx

D





22

224
 D : 










xyx

yyx

,0

2
22

 

15. dxdy
x

y

D

 arctg  D : 









yxxy

yxyx

33

41
2222

,

,
 

16. yddx

yx

yx

D


 22

 D : 









xyxy

yx

,3

4
22

 

17. 
D yxyx

dxdy

22222 sin

 D : 








03

2501
222

yxy

yx

,

π,
 

18. 
D yx

dxdy

22
1

 D : 










0
3

3

9
22

xxy

yx

,
 

19. 
D yxyx

dxdy

22222 cos

 
D : 










03

25
22

xxy

yx

,
 

20.   
D

dxdyyx
22sin  D : 









025

31

22

22

yyx

xyyx

,

,
 

21.   
D

dxdyyx
22tg  D : 










03

9
22

yxy

yx

,
 

22. 
dxdyxy

D

  
D : 











xy
x

y

yxyx

,
3

16,4 2222

 

23. dxdy
D

yx  22

3  D : 









xyxy

yxyx

,

,

3

41
2222
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24.  
D

yx

dxdy
22

e
 D : 










xyy

xy

,0

1
2

 

25. dxdyxy

D

 2
 D : 










yyx

yyx

4

2

22

22

 

26. 
D yx

dxdy

2
22

 D : 









yxxy

xy

33

25
2

,
 

27.  dxdyyx
D

  22
 D : 










xyy

xyx

,0

8
22

 

28.  dxdyyx
D

  22cos  D : 









xyxy

yx

,3

1
22

 

29. dxdy

yx

yx

D





22

22tg
 D : 










xyxy

yx

,3

4
22

 

30. yddx
yx

yx

D


 22

 D : 









xyxy

yx

,

9
22

 

1.3.6. Обчислити площу плоскої пластини D , обмеженої 
заданими лініями. 

1. 









03

4
2

yyx

xy
D

,
:  2. 










02

6
2

xyx

xy
D

,
:  

3. 









2

2
2

x

xy
D:  4. 










031

02

2

2

yyx

xyx
D

,

,
:  

5. 











yx

x
y

D

4

4

8

2

2:  6. 








3

1
2

yx

xy
D:  

7. 









yx

xy
D

4

4

2

2

:  8. 







1

0

xy

yxy
D

,cos
:  
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9. 









03

4
2

xxy

yx
D

,
:  10. 










02

2
2

xxyx

xy
D

,,
:  

11. 









29

4

2

2

yxy

xy
D

,
:  12. 










xy

xy
D

2

:  

13. 









2

2
1

4

3

yx

yx
D :  14. 










2

2
2

xy

xy
D:  

15. 








4

4
2

xy

xxy
D:  16. 








02

5

xxy

yx
D

,
:  

17. 









022

2
2

xxy

xxy
D

x ,,
:  18. 










6

22
2

y

xy
D:  

19. 









3

4

2

2

yx

xy
D:  20. 










xxy

xy
D

2

4

2

2

:  

21. 








3

1
2

yx

yx
D:  22. 










xy

yx
D

3

3

2

2

:  

23. 







1

0

yx

xyx
D

,cos
:  24. 










02

4
2

yx

yx
D:  

25. 









2

2
2

yx

yx
D:  26. 














0
2

1

1
14

22

yxy

yx

D

,

:  

27. 








22

24
2

yxy

yxy
D

,

,
:  28. 










2

2
1

4

3

xy

xy
D :  

29. 









2

2
4

yx

xy
D:  30. 









02

1
2

xy

yxxy
D

,

,
:  
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1.3.7. Обчислити площу плоскої пластини D  в полярній системі 
координат. 

1.   222
3

22
yxayxD :  2.    222

2
22

4yxayxD :  

3.   42
3

22
yayxD :  4.    2222

3
22

34 yxyayxD :  

5.   332
4

22
yxayxD :  6.    222

2
22

3 yxayxD :  

7.   32
3

22
xyayxD :  8.    2222

3
22

yxayxD :  

9.   yxayxD
32

3
22 :  10.    42242

3
22

yyxxayxD :  

11.   248
7

22
yxayxD :  12.    222

2
22

3 yxayxD :  

13.   36
5

22
xyayxD :  14.    2222

3
22

3yxyayxD :  

15.   424
5

22
yxayxD :  16.    222

2
22

2yxayxD :  

17.   244
5

22
yxayxD :  18.   428

7
22

yxayxD :  

19.   yxayxD
36

5
22 :  20.    222

2
22

yxayxD :  

21.   3
2

22
axyxD :  22.    222

2
22

75 yxayxD :  

23.   xyayxD
2

2
22 :  24.    222

2
22

32 yxayxD :  

25.   32
2

22
yayxD :  26.    222

2
22

3 yxayxD :  

27.   3
2

22
4ayyxD :  28.    2222

3
22

3yxxayxD :  

29.   42
3

22
xayxD :  30.    222

2
22

3yxayxD :  

1.3.8. Обчислити об’єм тіла V , обмеженого заданими поверхнями 

1. 














0

6

4

: 2

22

z

xz

yyx

V  2. 














0

2

4

: 22

22

z

xyx

yxz

V  
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3. 










0,

3

5
,5

:
22

zyxz

xyxy
V  4. 














0,0

4,3

6

:

zx

xzyx

yx

V  

5. 













0

4

0

: 22

222

z

yyx

zyx

V  6. 













0,1

4

2

: 2

zx

xy

xz

V  

7. 













0

2

4

: 22

222

z

xyx

zyx

V  8. 













0

1

: 22

222

z

yyx

zyx

V  

9. 














0,0

4

2,

:

zx

yz

yxyx

V  10. 












0,0

01243

0,9

:

2

yx

yx

zyz

V  

11. 













0

4

: 2

2

z

xy

yz

V  12. 













0

1,: 2

22

z

yxy

yxz

V  

13. 












0

2

2

:

22

z

yxz

xyx

V  14. 













0

3:

22

z

x

yxz

V  

15. 














0
4

1
,2

2

: 2

z

xyxy

zx

V  16. 












0

4

4

: 2

22

z

yz

yyx

V  

17. 












0

632

0,

:

2

x

yx

zyz

V  18. 













0

2

: 2

22

z

xy

xzx

V  
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19. 

 














0

1

: 2

2

z

yx

xz

V  20. 













0

4

4

: 22

2

z

yx

xz

V  

21 












0,0,0

1

1

:

2

zyx

yx

yz

V  22. 













9

02

0,3

:

2

yx

yx

zxz

V  

23. 












0,0,0

1

3

:

22

zyx

yx

yxz

V  24. 












0

1

2

: 22

22

z

yx

yxz

V  

25. 













0

,2

1

:

2

z

yxxy

yz

V  26. 












0

0,

22

:

z

yyx

zyx

V  

27. 













0,0

,2:

22

zx

xyyx

yxz

V  28. 














0

4: 22

22

z

xyx

yxz

V  

29. 













0,0

8

3

:

yx

yx

yz

V  30. 













0

1

: 2

z

xy

yz

V  

1.3.9. Обчислити площу поверхні I, відсіченою поверхнею II 

1. 







2,0,2,0:

4:

ууххІІ
zyxІ

 2. 









0,0,0,1:

1: 22

zухухІІ
zxІ

 

3. 






yyxІІ

zyxІ
2:

1232:
22  4. 








xyxІІ
zyxІ

2:

0122:
22  
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5. 









0,0,0,2:

4: 22

zухухІІ
zxІ

 6. 







0,16:

:
22

zyxІІ
хzІ

 

7. 







1,0,4,0:

632:

ууххІІ
zyxІ

 8. 









4:

9:
22

222

yxІІ
zyxІ

 

9. 







0,2:

42:
2

zyxІІ
zyxІ

 10. 







0,4:

2:
22

zyxІІ
хzІ

 

11. 









zzyІІ
zyxІ
2:

:
22

222

 12. 









1:

4:
22

222

yxІІ
zyxІ

 

13. 









22,2,2:

2: 2

ххуухІІ
zxІ

 14. 







2:

32:

хуІІ
zyxІ

 

15. 









1,4:

4:
2

2

ххуІІ
xzІ

 16. 









0,9:

25:
22

22

zyxІІ
zyxІ

 

17. 









0,:

4: 22

уzzуІІ
zxІ

 18. 







0,1:

2:
22

zyxІІ
yzІ

 

19. 









zzxІІ
zxyІ
2:

:
22

222

 20. 








1:

1:
22

22

zyІІ
zyxІ

 

21 









2,:

:
2

2

xxyІІ
xzІ

 22. 









1:

9:
22

222

yxІІ
zyxІ

 

23. 








1:

1:
22

22

yxІІ
yxzІ

 24. 









1:

2:
22

22

zxІІ
yxyІ

 

25. 







0,9:

:
22

zyxІІ
уzІ

 26. 









0,4:

2:
22

22

zzyxІІ
yyxІ
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27. 







0,4,:

9:
22

zxyxyІІ
zхІ

 28. 












2

,2,0,0:

4: 22

yx

yxyzІІ
yxІ

 

29. 







4,0,1,0:

632:

ууххІІ
zyxІ

 30. 









1:

16:
22

222

yxІІ
zyxІ

 

1.3.10. Обчислити масу неоднорідної пластини D , обмеженої 
заданими лініями, якщо поверхнева густина у кожній її точці 

 yx,   

1.  
yx

xxy

xyyx
D










2

02

2;2
:



 2. 

22

22

22

2

9
:

yx

yyx

yx
D














 

3. 

2

2

2

2,4
:

у
x

xy

xxy
D











 4. 

22

22

22

2

16
:

yx

xyx

yx
D














 

5. 

22

2

5,1

2
:

yx

yx

xy
D














 6. 

2

2

32
:

x

xy

yx
D












 

7. 

22

22

22

1

9

1
:

xyx

yx

yx
D














 8. 

2

2

2

,1
:

у
x

х
xyxy

D











 

9. 

x

yх

y
xyx

D

3

5
2

,
:















 10. 

22

22

22

2

9
:

yx

xyx

yx
D














 



 35 

11. 

22

22

22

3

2
:

yx

xyx

xyx
D














 12. 

22

e

0,0

4
:

22

yx

xy

yx
D














 

13. 

22

22

22

0,4

0,1
:

yx

yx

xyx

yyx
D
















 14. 

2

2

2

2,
2

:

x

y

y

yx
x

y
D















 

15. 

2

2

1

0,2
:

y

yx

yyx
D














 16. 

1

,3

02
:









y

xyyx

yx
D


 

17. 

22

22

22

11

4

2
:

yx

yyx

yyx
D














 18. 

22

22

22

4

25
:

yx

xyx

yx
D










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

 

19. 

2

0,0

5,2
:

y

xy

yxxy
D














 20. 

2

2
:

2












y

yx

yx
D



 

21 

22

2,0

3,
:

yx

x

xx

xyxy
D














 22. 

2

22

1,1

12,2
:

x

xx

xyxy
D














 

23. 
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22
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0,4

0,2
:

yx

yx

xyx

yyx
D














 24. 

y

xy

xy
D

2

2
:

2

2













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25. 

2

22

2,2

3,
:

y

yy

yxyx
D














 26. 

222

3

2,
:

yx

y

xxy
D












 

27. 

82

1

1
:

2












x

yx

xy
D



 28. 

yx

x

xy
D












2

0

1
:

2



 

29. 

2

2

64

2
:

x

yx

xy
D














 30. 

x

xy

xxy
D













4

4
:

2

 

1.3.11. Обчислити потрійний інтеграл по області V , обмеженої 
вказаними поверхнями 

1.   
V

dxdydzzyx 32 2
, 













40

21

32

z

y

x

V :  

2. 
V

dxdydzyzx
2

, 













21

20

10

z

y

x

V :   

3.   
V

dxdydzzyx
24 , 













11

20

11

z

y

x

V :  

4.   
V

dxdydzzyx
222

, 













20

21

30

z

y

x

V :  

5. 
V

dxdydzzyx
22

, 













52

20

31

z

y

x

V :  

6.   
V

dxdydzzyx , 













21

01

10

z

y

x

V :  
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7.   
V

dxdydzzyx
22 , 













01

20

51

z

y

x

V :  

8. 
V

zdxdydzxy
2

2 , 













21

02

30

z

y

x

V :  

9. 
V

dxdydzxyz
25 , 













21

32

01

z

y

x

V :  

10.   
V

dxdydzzyx
22

, 













21

30

10

z

y

x

V :  

11.   
V

dxdydzyzx 2 , 













20

10

02

z

y

x

V : ; 

12.   
V

dxdydzyzx
2

, 













31

20

10

z

y

x

V :  

13.   
V

dxdydzzxy 3 , 













21

10

11

z

y

x

V :  

14.   
V

dxdydzzxy
2

, 













31

10

20

z

y

x

V :  

15.   
V

dxdydzyzx
3

, 













10

10

21

z

y

x

V :  

16.   
V

dxdydzzyx
23

, 













10

01

20

z

y

x

V :  
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17.   
V

dxdydzzyx
32

2 , 













10

12

10

:

z

y

x

V  

18. 
V

dxdydzyzx
22

, 













01

21

20

z

y

x

V :  

19.   
V

dxdydzzyx , 













51

31

40

z

y

x

V :  

20.   
V

dxdydzzyx
2

32 , 













31

10

21

z

y

x

V :  

21.   
V

dxdydzzyx 23
2

, 













31

10

40

z

y

x

V :  

22.   
V

dxdydzyx , 













30

21

10

z

y

x

V :  

23. 
V

yzdxdydzx
3

, 













10

31

21

z

y

x

V :  

24. 
V

dxdydzzxy
2

, 













30

20

12

z

y

x

V :  

25. 
V

dxdydzxyz
2

, 













40

01

20

z

y

x

V :  

26. 
V

dxdydzxyz , 













40

01

20

z

y

x

V :  
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27.   
V

dxdydzzyx
2 , 













50

21

02

z

y

x

V :  

28.   
V

dxdydzzyx
22

, 













32

10

01

z

y

x

V :  

29.   
V

dxdydzzyx 2
2

, 













10

32

21

z

y

x

V :  

30.   
V

dxdydzzyx , 













12

10

30

z

y

x

V :  

1.3.12. Обчислити об'єм тіла V , обмеженого заданими 
поверхнями, за допомогою потрійного інтеграла, використовуючи 
циліндричні координати 

1. а) 









2

22

10

2

xzz

yyx

,
 б) 










22

22
20

yxz

yxz
 

2. а) 









22

22

0

4

yxzz

yyx

,
 б) 










22

22

58

57

yxz

yxz

,

,
 

3. а) 









22

22

640

8

yxzz

xyx

,
 б) 










22

22
8

yxz

yxz
 

4. а) 








2

22

40

04

yzz

xyx

,
 б) 

 










циліндрасерединів
zyx

yxz

,, 060

64

22

22

 

5. а) 









22

22

0

6

yxzz

xyx

,
 б) 









22

22
2

yxz

yxz
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6. а) 
 













00

36

6

22

22

zz

yxz

yyx

,

 б) 









22

22

10

3

yxz

yxz
 

7. а) 









2

22

90

4

xzz

yyx

,
 б) 










22

22
18

yxz

yxz
 

8. а) 














0

2

22

22

z

yxz

yyx

 б) 

 










циліндрасерединів
zyx

yxz

 

, 051

100

22

22

 

9. а) 
 










циліндрасерединів
zyxz

yyx

04

02

22

22

,  б) 









22

22

3

2

yxz

yxz
 

10. а) 









2

22

40

4

yzz

xyx

,
 б) 









22

22

6

16

yxz

yxz
 

11. а) 














0

10

22

22

z

yxz

xyx

 б)  









3

4

22

22

/yxz

yxz
 

12. а) 













0

64

8

22

22

z

yxz

yyx

 б) 

 










циліндрасерединів
zyx

yxz

045

81

22

22

,  

13. а) 









2

22

90

6

yzz

xyx

,
 б) 









22

22

3

4

yxz

yxz
 

14. а) 









22

22

0

6

yxzz

yyx

,
 б) 










22

22

16

6

yxz

yxz
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15. а) 








22

22

36

06

yxz

zxyx ,
 б) 










22

22
32

yxz

yxz
 

16. а) 
 










циліндрасерединів
zyxz

yyx

04

2

22

22

,  б) 

 










циліндрасерединів
zyx

yxz

039

64

22

22

,  

17. а) 









2

22

120

4

yzz

xyx

,
 б) 









22

22

4

32

yxz

yxz
 

18. а) 









22

22

0

8

yxzz

xyx

,
 б) 










22

22

52

51

yxz

yxz

,

,
 

19. а) 









22

22

160

4

yxzz

xyx

,
 б)  








22

22

80

45

yxz

yxz

,
 

20. а) 









2

22

40

4

xzz

yyx

,
 б) 

 










циліндрасерединів
zyx

yxz

033

49

22

22

,  

21. а) 









22

22

0

4

yxzz

xyx

,
 б) 









22

22

9

36

yxz

yxz
 

22. а) 








22

22

16

04

yxz

zyyx ,
 б) 










22

22

22

9

yxz

yxz
 

23. а) 








2

22

10

02

yzz

xyx

,
 б) 














7

8

22

22

yx
z

yxz

 

24. а) 









22

22

0

12

yxzz

xyx

,
 б) 

 










циліндрасерединів
zyx

yxz

05

9

22

22
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25. а) 
 










циліндрасерединів
zyxz

xyx

04
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22

22

,  б) 









22

22
90

yxz

yxz
 

26. а) 









2

22
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4

xzz

yyx

,
 б) 










22

22
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yxz

yxz
 

27. а) 
 










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yyx
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22

0
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,  б)  
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





8

9
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/yxz

yxz
 

28. а) 
 










циліндрасерединів
yxzz

xyx
22

22

40

2

,  б) 

 









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zyx

yxz
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22

,  

29. а) 







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2

22
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2

yzz

xyx

,
 б) 









22

22

12

64

yxz

yxz
 

30. а) 









22

22

0

8

yxzz

yyx

,
 б) 










22

22

55

54

yxz

yxz

,

,
 

1.3.13. Обчислити об'єм тіла V , обмеженого заданими 
поверхнями, за допомогою потрійного інтеграла, використовуючи 
сферичні координати 

1. 























0
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z
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zyx

V :  2. 
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



















3

3

24

10016
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222

x
yx
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z

zyx

V :  
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3. 



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




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
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V :  4. 
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



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




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V :  
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
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,
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




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

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


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


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V

3

3
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:  

9. 
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
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


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
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:  

11. 
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
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
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

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3
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




















xy
x

yx
z

zyx

V

3

3

63

6416

22

222

:  



 44 

13. 
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
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
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












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
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2. КРИВОЛІНІЙНІ ТА ПОВЕРХНЕВІ ІНТЕГРАЛИ 

2.1. Відомості з теорії 

Криволінійні інтеграли 

Криволінійний інтеграл 1-го роду (по довжині дуги кривої) у 
декартових координатах має вигляд: 

 
L

dlyxf , ,    (2.1) 

де функція  yxf ,  визначена і обмежена на кривій L , L  – крива 

інтегрування. 
Криволінійний інтеграл 1-го роду при обчисленні зводиться до 

визначеного інтегралу. При цьому треба враховувати, що межі 
інтегрування у визначеному інтегралі завжди «беруть» від «меншої» 
до «більшої», незалежно від заданого напрямку інтегрування. 

1) Якщо крива L  задана рівнянням   bxaxy  , , то 

         
L

b

a

dxxxxfdlyxf
2

1,,  .  (2.2) 

2) Якщо крива L  задана параметричними рівняннями 
 
 







tyy

txx
, 

 21, ttt , то  

             tdtytxtytxfldyxf

L

t

t

  
2

1

22
,, . (2.3) 

3) Якщо крива L  задана рівнянням     , , то 

       
L

dfldyxf



 22sin,cos, . (2.4) 

4) У випадку просторової кривої , яка має рівняння 












)(

)(

)(

tzz

tyy

txx

, 

 21, ttt , матимемо 
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  
L

t

t

tdtztytxtztytxfldzyxf
2

1

)()()())(),(),((),,( 222
.     (2.5) 

Застосування криволінійний інтеграл першого роду 

1) Обчислення довжини кривої АВ  здійснюється за формулою:  


АВ

АВ ldL .    (2.6) 

2) Маса матеріальної кривої АВ  з лінійною густиною  yx,  

обчислюється за формулою:  

 
АВ

ldyxm , .   (2.7) 

Криволінійний інтеграл 2-го роду (по координатах) у декартових 
координатах має вигляд: 

    dyyxQdxyxP

L

,,  ,    (2.8) 

де функції  yxP , ,  yxQ ,  визначені і обмежені на кривій L , L  – 

крива інтегрування.  
Криволінійний інтеграл 2-го роду змінює свій знак на 

протилежний при зміні напрямку шляху інтегрування: 

         
AB BA

dyyxQdxyxPdyyxQdxyxP ,,,, . (2.9) 

Обчислення криволінійний інтеграл 2-го роду 

1) Якщо крива L  задана рівнянням   bxaxy  , , то 

              
L

b

a

dxxxxQxxPdyyxQdxyxP  ,,,, . (2.10) 
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2) Якщо крива L  задана параметричними рівняннями 
 
 







tyy

txx
, 

 21, ttt , то 

   

               tdtytytxQtxtytxP

dyyxQxdyxP

t

t

L









2

1

,,

,,

  (2.11). 

Формула Гріна 

Якщо L  – замкнений контур, який обмежує область D  і функції 
),( yxP  і ),( yxQ  неперервні, разом із своїми частинними похідними 

1-го порядку: 
x

Q




 і 
y

P




 в замкненій області D  включаючи межу L , 

то справедлива формула Гріна: 

     














D L

dyyxQdxyxPdxdy
y

P

x

Q
,,,  (2.12) 

де обхід контуру L  вибирається таким, щоб область D  залишалась 
зліва. 

Відновлення функції ),( yxu  за її повним диференціалом 

Якщо 
x

Q

y

P






 , то значення інтеграла     

AB

dyyxQdxyxP ,,  не 

залежить від форми кривої AB , яка сполучає точки A  та B  і 
    0,, 

L

dyyxQdxyxP , а вираз     dudyyxQdxyxP  ,,  – повний 

диференціал функції  yxu , , яку можна відновити використовуючи 
формули: 
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  
x

x

y

y

CdyyxQdxyxPyxu

0 0

),(),(),( 0   (2.13) 

 або 

  
x

x

y

y

CdyyxQdxyxPyxu

0 0

),(),(),( 0 ,  (2.14) 

де ),( 00 yx  довільна фіксована точка, в якій визначені функції  yxP ,  

і  yxQ , . Зручно за точку );( 00 yx  брати точки )0;0( , )1;0( , )0;1(  або 
)1;1( . 

Застосування криволінійного інтегралу 2-го роду 

1) Площа плоскої фігури D , обмеженої кривою L , обчислюється 
за формулою:  

 
L

dxydyxS
2

1
.    (2.15) 

2) Робота сили     jyxQiyxPF ,,   при переміщенні 
матеріальної точки вздовж кривої L  обчислюється за формулою:  

    
L

dyyxQdxyxPA ,, .   (2.16) 

Поверхневі інтеграли.  

Поверхневий інтеграл 1-го роду у декартових координатах має 
вигляд: 

 
S

,, SdzyxF ,    (2.17) 

де функція  zyxF ,,  визначена і обмежена на кусково-гладкій 
поверхні S . 

Якщо гладка поверхня S  задана рівнянням  yxf ,z   і 
однозначно проектується на площину хОу  в область D , то 
поверхневій інтеграл 1-го роду зводиться до подвійного інтегралу: 
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         ydxdzzyxfyxFSdzyxF yx
22

DS

1,,,,,   . (2.18) 

Поверхню S  можна проектувати на будь-яку координатну 
площину, залежно від умов. Подвійний інтеграл змінюється 
відповідно. 

Поверхня  , для якої виконується умова: якщо у довільну точку 
М  поверхні   після обходу довільного замкненого контуру L , 

розміщеного на поверхні  , який не перетинає її межу, ми 
повертаємось з початковим напрямом нормалі n , називається 
двосторонньою поверхнею.  

Двостороння поверхня є орієнтована поверхня (вибрано сторону). 
Будемо вважати за додатний той напрям обходу контуру L , коли він 
залишається зліва. 

Поверхневий інтеграл 2-го роду існує тільки для двосторонньої 
поверхні. На практиці найпоширенішим є поверхневий інтеграл 2-го 
роду вигляду: 

     

     











,,,,,,,

,,,,,,

dxdyzyxRzdxdzyxQzdydzyxP

dxdyzyxRdxdzzyxQdydzzyxP

     (2.19) 

де функції  zyxP ,, ,  zyxQ ,, ,  zyxR ,,  визначені та обмежені в 
точках поверхні  .  

Поверхневий інтеграл другого роду можна звести до 
поверхневого інтеграла першого роду: 

     

      ,)cos,,cos,,cos,,(

,,,,,,






dzyxRzyxQzyxP

dxdyzyxRdxdzzyxQdydzzyxP








     (2.20) 



 51 

де  ,,  – кути між нормаллю n  до поверхні   у довільній її точці 
та осями z,, ООуОх відповідно. 

Нехай поверхня   задана рівнянням  y,xzz  ,   yxDy,x , де 
область yxD  – проекція поверхні σ  на площину хОу . Тоді  

     
yxD

,,,,, dxdyyxzyxRdxdyzyxR


.  (2.21) 

Знак ""  беремо у випадку, коли нормаль до поверхні утворює 
гострий кут з віссю zО . Якщо кут тупий, то беремо "" . 

Аналогічно, коли поверхня   задана рівняннями  z,ухх  , 

 z,xуу   відповідно, матимемо 

     
zyD

zdydzyzyxPzdydzyxP ,,,,,


,  (2.22) 

     
zxD

,,,,, zdxdzzxyxQzdxdzyxQ


,  (2.23) 

де zуD , zxD  проекції поверхні   відповідно на площини zуО та 
zxО  відповідно. Знак ""  беремо у випадку, коли нормаль до 

поверхні утворює гострий кут з віссю xО , yО  відповідно, а ""  – 

коли кут тупий. 
Якщо поверхня   задана рівнянням   0z,у,x F , то одиничний 

вектор нормалі до поверхні обчислюється за формулою: 

 
     222

x

x0

F

,,F

zy

zy

FF

FF
n




 .   (2.24) 

Знак ""  відповідає двом сторонам поверхні  . 
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2.2. Аудиторні завдання 

2.2.1. Обчислити   ldyxf

L

 ,  по заданій лінії L : 

1)   yxyxf 23,  , де L  – пряма АВ :  4,2А ,  1,1В . 

Відповідь: 25,10 . 

2)   yyxf , , де  ;0,
cos1

sin
: 







t
ty

ttx
L . 

Відповідь: 4 . 

3)  
ух

yxf



1

, , де  4,0,2
2

:  ххуL . 

Відповідь: 2ln5 . 

2.2.2. Обчислити масу параболи 2
xy   для  2;1x , якщо в 

кожній точці кривої густина дорівнює  абсцисі. 

Відповідь: 
12

11717 
m од. маси.  

2.2.3. Обчислити     
L

dyyxQdxyxP ,,  по заданій лінії L : 

1)     1,1:,2,,2, 222  xxyLxyyyxQyxyxP . 

Відповідь: 
5

2
 . 
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2)     xyxQyyxP  ,,4,  
 
   ;0,

cos12

sin2
: 







t
ty

ttx
L . 

Відповідь: 4 . 

2.2.4. Застосувавши формулу Гріна обчислити  

1)   
L

dyyxdxy
22 , де L : контур трикутника з вершинами у 

точках  0;3А ,  3;3В ,  3;0С . 

Відповідь: 18 . 

2)  
L

dxxdyxy
22 , де L : 422  yx . 

Відповідь: 4 . 

2.2.5. Обчислити інтеграл, перевіривши незалежність від шляху 
інтегрування 

   
 

 
dyyyxdxxyx 

1,1

0,0

3222 4663 . 

Відповідь: 5 . 

2.2.6. Відновити функцію  yxu ,  за її повним диференціалом 

1)    ydyxdxyxdu  224 . 

Відповідь:   Cyxyxyxu  2244 2, . 

2) dy
y

x

y
dx

y

x

x
du 





















2

2323
. 
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Відповідь:   1,lnln, 11

2
33  CCC

y

x
yxyxu . 

2.2.7. Обчислити площу фігури, обмеженої параболою 4
xy   і 

прямою 1y . 

Відповідь: 1,6S  кв. од. 

2.2.8. Обчислити роботу сили  xyxyF ,  при переміщенні 
матеріальної точки одиничної маси вздовж відрізка, що з’єднує точку 
 1;1А  з точкою  3;3В . 

Відповідь: 
3

50
 од. роботи. 

2.2.9. Обчислити поверхневий інтеграл першого роду: 

 dSzyx

S

  2 , 

де S  – частина площини 22  zyx  в першому октанті. 

Відповідь: 
3

62
. 

2.2.10. Обчислити поверхневий інтеграл другого роду: 

 dxdzxyz 


, 

де   – нижня сторона площини 12  zyx , яка обмежена 
координатними площинами. 

Відповідь: 
18

13
 . 
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2.3. Індивідуальні завдання 

2.3.1.Обчислити криволінійний інтеграл  
L

dlyxf , , де L  – 

відрізок прямої від точки  111 ,ухA  до точки  222 ,ухA . 

1.   yxyxf 7,    5;21 A   7;32A  

2.   yxyxf 53,    4;31A   1;52A  

3.   yxyxf 52,    2;31 A   5;02A  

4.   yxyxf 25,    7;21 A   3;32 A  

5.   yxyxf  4,   1;31A   7;,22A  

6.   yxyxf 4,    0;41A   4;12 A  

7.   yxyxf 32,    7;51 A   1;22 A  

8.   yxyxf 25,    5;31A   1;72A  

9.   yxyxf 3,    5;21A   3;02A  

10.   yxyxf 42,    2;71A   3;52 A  

11.   yxyxf  5,   5;21A   3;42 A  

12.   yxyxf 53,    1;21 A   2;32 A  

13.   yxyxf 67,    5;61A   6;32A  

14.   yxyxf 26,    5;31A   2;52 A  

15.   yxyxf 52,    7;31 A   6;22 A  

16.   yxyxf  2,   2;,11A   1;32 A  

17.   yxyxf ,   1;31A   2;22 A  

18.   yxyxf 2,    3;11 A   5;42A  

19.   yxyxf  3,   1;21A   3;12 A  

20.   yxyxf  5,   2;41A   1;32 A  
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21.   yxyxf 32,    3;31 A   1;42A  

22.   yxyxf 5,    2;71A   4;12A  

23.   yxyxf 23,    1;41 A   7;22A  

24.   yxyxf 32,    2;31A   1;52A  

25.   yxyxf 3,    3;11 A   2;32A  

26.   yxyxf 3,    2;51A   5;12 A  

27.   yxyxf 27,    5;31A   3;22 A  

28.   yxyxf 23,    4;21 A   5;32 A  

29.   yxyxf 35,    5;21 A   2;32A  

30.   yxyxf  2,   5;11A   4;22 A  

2.3.2. Обчислити криволінійний інтеграл  
L

dlyxf ,  по заданій 

лінії L . 

1.  
у
x

yxf ,  








ty

tx
L

cos2

sin2
:  





3
,

6


t  

2.   yxyxf ,  









ty

tx
L

2

2

sin5

cos5
:  



 

,
2

t  

3.  
yx

yxf
1

,   









ty

tx
L

3

3

sin

cos
:  





3
,

6


t  

4.   xyxf ,  
 
 







tу
ttх

L
cos12

sin2
:   2,0t  

5.   2, xyyxf   







ty

tx
L

sin3

cos3
:    2,t  

6.  
х
y

yxf ,  







2:
ty

tx
L   3,1t  
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7.   yxyxf 32, 2   









ty

tx
L

2

2

sin6

cos6
:  





2
,

6


t  

8.   yxyxf
2,   










ty

tx
L

3

3

sin2

cos2
:  





2
,0


t  

9.   2, yyxf   
 
 







ty

ttx
L

cos13

sin3
:   2,0t  

10.   22, xyyxyxf   







ty

tx
L

cos5

sin5
:  





2
,0


t  

11.   yyxf 2,   











2

: 2
t

y

tx

L   1,0t  

12.   22, yxyxf   
 
 







ttty

tttx
L

cossin3

sincos3
:   2,0t  

13.   33 34, yxyxf   









ty

tx
L

3

3

sin

cos
:  





2
,0


t  

14.   yyxf 2,   
 
 







ty

ttx
L

cos12

sin2
:   2,0t  

15.   234, xyyxf   







ty

tx
L

sin6

cos6
:  



 

4

3
,

4
t  

16.  
х

y
yxf , , 










ty

tx
L

2

2

sin2

cos2
:  





4
,0


t  

17.    222, yxyxf   







ty

tx
L

sin5

cos5
:  





3
,

6


t  

18.   yxyxf ,  
 
 







ty

ttx
L

cos18

sin8
:   2,0t  

19.  
22

1
,

yx
yxf


  

 
 







ttty

tttx
L

cossin2

sincos2
:   2,0t  
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20.   33, yxyxf   









ty

tx
L

3

3

sin4

cos4
:  



 


2

0,t  

21.   x
eyyxf
,  

 









ttarctgy

tx
L

2

1ln
:

2

  1,0t  

22.   2

3

, yyxf   

 
 







tcosy

tsintx
:L

13

3
  2,0t  

23.  
22

yx

x
y,xf


  

 







tsiny

tcosx
:L

3

13
   ,t 0  

24.   xyy,xf   







tsiny

tcosx
:L

2

3
 



 


 ,t
2

 

25.   22
yxy,xf   

 
 







ttty

tttx
L

cossin6

sincos6
:   2,0t  

26.   22
4 yxy,xf   










tsiny

tcosx
:L

3

3

7

7
 



 


 ,t
2

 

27.   3
yyy,xf   

 
 







tcosy

tsintx
:L

16

6
   ,t 0  

28.   22
yxyyxf ,  








tsiny

tcosx
:L

1
   ,t 0  

29.   1 yyxf ,   






tsiny

tcosx
:L

15

5
 



 


2

0,t  

30.   2

3

1
3 yy,xf   








tsiny

tcosx
:L

4

4
 



 

2

3
,t  
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2.3.3. Обчислити     
L

dyyxQdxyxP ,,  по заданій лінії L . 

1.     
L

dyxyydxxyx 22 22
 

2: xyL  , від точки  1;1А  до 
точки  1;1В   

2.   
L

xydydxyx 222
 

3: xyL  , від точки  0;0О  до 
точки  1;1А  

3.  dyyx
L

 2
 

22: xyL  , від точки 
 0;2А  до точки  2;0В   

4.   
L

dxxyx
22  

21: ухL  , від точки  0;1А  до 
точки  2;3В   

5.  dyxyyydxx
L

  22
 1

2  xyL: , від точки  1;0А  

до точки  3;2 В   

6. 
  

L

dyxyxydx  
3

xyL : , від точки  0;0О  до 
точки  1;1 А  

7. 
    

L

dyxydxxy 11  
3: xyL  , від точки  1;1 А  до 

точки  1;1В  

8.   
L

dyxyxydx
2

 xyL 2: , від точки  0;0О  до 
точки  2;4А  

9.   
L

ydyxdxxy
21  

2
44 ухL : , від точки  0;1А  

до точки  2;0В   

10.   
L

dyxyydxx
22

 
2

xyL : , від точки  0;0О  до 
точки  1;1А  

11.   
L

xdydxyxy
2

 2
2  xyL: , від точки  2;0А  

до точки  3;1В   

12.  


L

dy
y

x
dx

y

y 12

 
L : відрізок прямої від точки 
 2;1А  до точки  4;3В  
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13.   
L

dyxdxxxy
2

2

1
 

xyL 4
2 : , від точки  0;0О  до 

точки  2;1А  

14.  
L

xdydx
x

y
 

xyL ln:  , від точки  0;1А  до 
точки  1;eВ  

15.  
L

dyyxydx
2

 xyL 2
2 : , від точки  2;2А  до 

точки  1;5,0 В  

16.  
L

dyxxydx
22  

2
250 xyL ,:  , від точки  0;0О  

до точки  1;2А  

17.   
L

xdydxyxy
2

 
2

2 xyL : , від точки  0;0О  до 
точки  2;1А  

18.  
L

dyxxydx
22  

3
2 xyL : , від точки  2;1А  до 

точки  2;1 В  

19.  









L

dy
y

x
1

 
2

3xyL : , від точки  3;1А  до 
точки  3;1В   

20.     
L

dyxdxyx 213 32
 xyL 24: , від точки  0;0О  до 

точки  1;4А  

21.   
L

dy
y

x
dxxxy

2

 
xyL 2: , від точки  0;0О  до 

точки  2;1А  

22.   
L

dxyx
22

 
2

3xyL : , від точки  3;1А  до 
точки  3;1В   

23. 
L

xdy  xyL sin:   від точки  0;А  до 
точки  0;0О  

24.     
L

dyyxdxxyx
22 22  L : відрізок прямої від точки 

 0;2А  до точки  1;3В  

25.   
L

xdydxyxy
2

 2
2  ухL: , від точки  1;3А  

до точки  0;2В   

26.     
L

dyyxdxyx
222 23  L : відрізок прямої від точки 

 3;1А  до точки  5;1В  
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27.  
L

dyxxydx
22  

22: ухL  , від точки  0;0О  до 
точки  1;2А  

28. 



L

dy
x

xy
dx

y

x
 

21: ухL  , від точки  2;3А  

до точки  3;8 В  

29.  
L

ydxxdy  
2: xyL  , від точки  0;0О  до 

точки  4;2А  

30.   
L

dy
x

dxxxy
2

2

 
24: xyL  , від точки  0;0О  до 

точки  4;1А  

2.3.4. Обчислити     
L

dyyxQdxyxP ,,  по заданій лінії L . 

1. 
   dyyxdxyx

L

 2  








ty

tx
L

sin2

cos2
:   ,0t  

2.    dyyxydxxyx
L

222   








ty

tx
L

sin2

cos3
:  



 

,
2

t  

3. 
ydxdyx

L

  










ty

tx
L

3

3

sin2

cos2
:  





2
,0


t  

4. 
   dyxyydxxxy

L

  








ty

tx
L

sin

cos
:    2,t  

5.   dyxdxxyy
L

22 2   








ty

tx
L

sin8

cos2
:   ,0t  

6. 
  xdydxy

L

 2  








ty

ttx
L

cos1

sin
:   2,0t  

7. 
   dyyxdxyx

L

  








ty

tx
L

sin21

cos21
:   2,0t  

8. dyxydxyx
L

22   








ty

tx
L

sin3

cos2
:    2,t  
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9. dxxy
L

 2
 








ty

tx
L

sin7

cos7
:  





2
,0


t  

10. 
2


y

dy
dx

y

x

L

 
 
 







ty

ttx
L

cos12

sin2
:  





3
,

6


t  

11. 
xdydxy

L

  








ty

tx
L

sin9

cos9
:  





2
,0


t  

12. 
  xdydxy

L

 8   
 







ty

ttx
L

cos14

sin4
:   2,0t  

13. 
  ydxdyxy

L

434   








ty

tx
L

sin4

cos3
:   2,0t  

14. 
ydxdyx

L

  










ty

tx
L

3

3

sin2

cos2
:  





2
,0


t  

15. dyxdxy
L

22   








ty

tx
L

sin3

cos
:   ,0t  

16. 
   dyyxdxyx

L

 2  








ty

tx
L

sin2

cos2
:   2,0t  

17. 
   dyydxy

L

36    
 







ty

ttx
L

cos13

sin3
:   2,0t  

18. 
  xdydxyx

L

 32  








ty

tx
L

sin2

cos3
:   2,0t  

19. 
  dydxyx

L

  








ty

tx
L

sin4

cos4
:   ,0t  

20. xdydxy
L

22   








ty

tx
L

sin

cos2
:   2,0t  

21. 
   dyyxdxyx

L

  








ty

tx
L

sin21

cos21
:   2,0t  
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22. 
   dyyxxydxyxxy

L

  








ty

tx
L

sin

cos1
:   ,0t  

23. 
   dyyxdxyx

L

  








ty

tx
L

sin4

cos2
:   2,0t  

24. 
xdydxy

L

 2  








ty

tx
L

sin2

cos2
:   2,0t  

25. 
  xdydxy

L

 2  








ty

ttx
L

cos1

sin
:   2,0t  

26. 
   dyyxdxyx

L

 3  








ty

tx
L

sin31

cos31
:   2,0t  

27. dyxdxy

L

3

1

3

1

  









ty

tx
L

3

3

sin

cos
:  





2
,0


t  

28.    dyyxdxyx
L

22   








ty

tx
L

sin8

cos8
:  





2
,0


t  

29. 
  ydxdyxy

L

 83  








ty

tx
L

cos3

cos4
:   2,0t  

30. dy
x

dx
y

L
22

1 





   








ty

tx
L

sin2

cos2
:   ,0t  

2.3.5. Застосувавши формулу Гріна, обчислити криволінійний 
інтеграл по замкненому контуру (обхід контуру здійснити в 
додатному напрямі) 

1.     
L

dyyxdxx
22 11  4: 22  yxL  

2.     
L

dyyxdxyx
2222

 
1

22  yxL:  

3.  
L

dyxxydx
2

 9: 22  yxL  
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4. 
  

L

dxyx  L : трикутник з вершинами 
 0;1А ,  1;0В ,  0;1C  

5. 
  

L

dyyx  
L : прямокутник з вершинами 

 1;1 А ,  1;1В ,  1;1C , 

 1;1 D  

6. 
    

L

dyyxydxx1  L : трикутник з вершинами 
 2;1А ,  1;2В ,  1;0 C  

7.     
L

dyxdxy
22 11  

1
22  yxL:  

8.  
L

dyxdxy
22

 
4

22  yxL:  

9.  
L

xydydxy
2

 
9

22  yxL:  

10.   
L

xydydxyx 222
 

1
22  yxL:  

11.   
L

dyyxdxy
222

 
4

22  yxL:  

12.   
L

dyxdxxy
21  

L : прямокутник з вершинами 
 1;1А ,  2;0В ,  0;2C , 

 1;1 D  

13. 
    

L

dyxdxxy 11  
1

22  yxL:  

14.     
L

dyxydxy 11 2
 

1
22  yxL:  

15. dy
x

y
ydx

L

   
L : трикутник з вершинами 
 1;1А ,  2;0В ,  1;2C  

16.     
L

dyyxdxyx
22 33  L : трикутник з вершинами 

 0;1А ,  1;0В ,  0;1C  

17.   
L

dyxydxy 32
 

L : прямокутник, утворений 
осями координат і прямими 

1,2  xy  
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18. 
  

L

xydydxyx  
1

22  yxL:  

19. 
  

L

dyxyydx  
4

22  yxL:  

20. 
  

L

dyyxxdx  
L : контур, утворений 
параболою 2

xy   і прямою 
1y  

21. 
    

L

dyyxdxyx 2  
9

22  yxL:  

22. 
    

L

dyyxdxyx  
1

14

22


yx

L :   

23.   
L

xdydxyxy
2

 
L : контур, утворений віссю 
Оx  і параболою 21 xy    

24.   
L

dyyxdxy 22
 

L : контур, утворений віссю 
Оу  і параболою 21 yx   

25.   
L

dyyxdxy
222

 L : трикутник з вершинами 

 0;1А ,  1;0В ,  0;1C  

26. 
    

L

dyxydxyx  
1

94

22


yx

L :  

27.   
L

dyyxxydx
2222  

4
22  yxL:  

28. 
  

L

dyyxydx3  
9

22  yxL:  

29.   
L

dyxy
2

 
1

22  yxL:  

30. dy
x

xydx
y

x

L























3
2

3
2

3
2

3

 36
22  yxL:  
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2.3.6. Обчислити інтеграл, перевіривши незалежність від шляху 
інтегрування 

1. 
 

 
 





















3;2

2;1
2

111
dy

y

x

y
dx

уx
 2. 

 

 
 
1;2

0;0

xdyydx  

3.     
 

 
 
2;1

0;0

e1ln dyxdxxy
y

 4. 
 

 















4;2

1;1
32

2
4 dy

y

x

y

dx
 

5. 
 

 















1;1

1;1

3
2

3
dyy

x
ydxx  6.    

 

 




2;2

1;1

33 dyxydxyx  

7.  
 

 




2;1

2;1

e1ln dydxx
y

 8. 
 

 







3;3

2;0
22 11 y

dy

x

dx
 

9. 
 

 

 




11

11
2222

11

;

; yx

xdy

yx

ydx
 10. 

 

 
dy

y

x

y

dx




3;1

1;1
2

 

11.  
 

 




1;2

1;1

2284 dyyxdxx  12.  
 

 
 



32

10

1
1

;

;

ln dyx
x

ydx
 

13.    
 

 




3;2

1;1

22 22 dyxydxyx  14. 
 

 














2;1

1;1
2

1
1 dy

y

x
dx

y
 

15. 
 

 
 






 

2;2

1;1
2

1
2 dy

x
dx

x

y
 16.    

 

 
 
2;3

1;0

22
dyyxdxyx  

17. 
 

 

 















2;1

1;1
2222

1
yx

xdy
dx

yx

y
 18. 

 

 
 
1e;

0;1

ln dyxdx
x

y
 

19.  
 

 







2;1

1;0 1
1ln dy

y

x
dxy  20. 

 

 













2;0

1;1
2

1
dy

y

x
dx

y
x  
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21.     
 

 
 
2;1

1;0

1ln dyexdxxy
y

 22. 
 

 













1;2

1;1
2

1
2 dy

y

x
dx

y
x  

23. 
 

 




1;1

1;1

2222
dyyxydxyxx  24. 

 

 









 

2;1

1;1
2

1
dy

x
ydx

x

y
 

25. 
 

 

 




1;1

2;0
2222

yx

ydy

yx

xdx
 26.  

 

 
 



2;1

0;0

1ln
1

dyx
x

ydx
 

27.    
 

 
 
1;1

0;0

sinsin dyxyxydxxyyx  28. 
 

 




1;1

1;1

22 ydyxxydx  

29.  
 

 
 






 

3;2

1;1

ln
1

dyxydxy
x

 30. 

 
 

 

 dyxyx

dxyxyx






2

23
0;1

1;0

22

 

2.3.7. Знайти функцію  yxu ,  за  її повним диференціалом 

1.    dyxydxyxdu 62132 2   

2. dy
x

ydx
x

y
du 






 

1
2

 

3.    dyxydxyxdu 22 22   

4.    dyyxdxyxdu 2334   

5.   xdydxyxdu 6610   

6.    dyyxdxxydu 22   

7. dy
y

x

y
dx

xy
du 





















2

111
 

8.    dyxxdxyyxxdu
323 72322120   

9.    dyyyxxdxyxyxdu 4323 222   

10. dy
x

y
dx

x

y
du

2
4

2

2











  
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11. dy
y

x

x
dx

x

y

y
du 





















22

11
 

12.    dyyxyxdxyxyxdu
2222 3223   

13. dy
y

x
xdx

y
yxdu 





















2

32 1
3  

14.  dyxyxdxyyxdu
2332

3

1
3 






   

15.    dyxydxxyxdu
222 2   

16. dy
xy

x
dx

yx

y
du

22

211 



  

17.    dyxyxdxyyxdu
2332 33   

18. dy
yx

x
dx

yx

y
du

2222
1
















  

19. dy
y

x
xdx

y
yxdu 























3

3

2

2 2
4

1
12  

20. dy
y

xdx
x

xydu 

















 
3

2

2

21
2  

21. dy
y

x
dx

yx
du

22

111 









  

22.    dyxyxdxxyxydu 62334 222   

23. dy
xy

y
dx

xy

x
du

2222

22







  

24.    dyxyxdxyyxdu
4352 20246   

25    dyyxxydxyxydu
33422 121095   

26.    dyxydxxydu 3243 3   
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27.   dyydxxdu
22 335   

28.    dyyxydxyxdu
3322 2437   

29.    dyyyxdxxxydu
2222 3434   

30.    dyxxydxxyydu
234 346   

2.3.8. Обчислити  поверхневий інтеграл першого роду по поверхні 
S , де S  – частина площини Р  в першому октанті. 

1. 
  

S

dSzyx 232  Р : 33  zyx  

2. 
  

S

dSzxy 972  Р : 222  zyx  

3. 
  

S

dSzyx 46  Р : 333  zyx  

4. 
  

S

dSzyx 32  Р : 2 zyx  

5. 
  

S

dSzyx 623  Р : 222  zyx  

6. 
  

S

dSzyx 52  Р : 22  zyx  

7. 
  

S

dSzyx 85  Р : 632  zyx  

8. 
  

S

dSzxy3  Р : 2 zyx  

9. 
  

S

dSzxy 223  Р : 222  zyx  

10. 
  

S

dSzyx 32  Р : 22  zyx  

11. 
  

S

dSzyx5  Р : 222  zyx  

12. 
  

S

dSzyx 223  Р : 6223  zyx  

13. 
  

S

dSzyx 32  Р : 22  zyx  
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14. 
  

S

dSzyx 29  Р : 42  zyx  

15. 
  

S

dSzyx 885  Р : 824  zyx  

16. 
  

S

dSzxy 44  Р : 222  zyx  

17. 
  

S

dSzyx 27  Р : 6223  zyx  

18. 
  

S

dSzyx 32  Р : 632  zyx  

19. 
  

S

dSzyx4  Р : 2 zyx  

20. 
  

S

dSzyx 86  Р : 22  zyx  

21. 
  

S

dSzyx 44  Р : 422  zyx  

22. 
  

S

dSzyx 52  Р : 22  zyx  

23. 
  

S

dSzyx 44  Р : 422  zyx  

24. 
  

S

dSzyx 225  Р : 22  zyx  

25. 
  

S

dSzyx 1052  Р : 632  zyx  

26. 
  

S

dSzyx 152  Р : 222  zyx  

27. 
  

S

dSzyx 103  Р : 623  zyx  

28. 
  

S

dSzyx 32  Р : 222  zyx  

29. 
  

S

dSzyx 55  Р : 623  zyx  

30. 
  

S

dSzyx 23  Р : 222  zyx  
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2.3.9. Обчислити поверхневий інтеграл другого роду через нижню 

сторону поверхні  , яка обмежена координатними площинами  

1.  dydzyx 


2
 σ : 132  zyx  

2.  dydzxzy 


2
 σ : 12  zyx  

3. 
 dydzzxy 


 σ : 123  zyx  

4. 
 dydzyxz 


2  σ : 132  zyx  

5. 
 dydzxyz 


3  σ : 13  zyx  

6.  dydzyxz 


2
 σ : 13  zyx  

7.  dydzyz 


2
 σ : 12  zxy  

8.  dydzzy 


22
 σ : 12  zxy  

9.  dydzxzx 


2
 σ : 1 xyz  

10. 
 dydzyxz 


4  σ : 122  zyx  

11.  dxdzxy 


2
 σ : 123  zyx  

12.  dxdzxy 


22
 σ : 1232  zyx  

13.  dxdzxyz 


2
 σ : 123  zxy  

14. 
 dxdzzyx 


2  σ : 1232  zyx  

15. 
 dxdzyzx 


3  σ : 13  zyx  
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16. 
 dxdzxyz 


 σ : 132  zyx  

17.  dxdzyx 


2
 σ : 12  zyx  

18.  dxdzyx 


22
 σ : 1322  zyx  

19.  dxdzxz 


2
 σ : 133  zyx  

20. 
 dxdzxyz 


 σ : 1322  zyx  

21. 
 dxdyzxy 


2  σ : 13  zyx  

22. 
 dxdxzy 


22  σ : 1323  zyx  

23. 
 dxdyxy 


12  σ : 123  zyx  

24. 
 dxdyzyx 


 σ : 132  zyx  

25. 
 dxdyxzy 


3  σ : 143  zyx  

26. 
 dxdyxyz 


2  σ : 12  zyx  

27. 
 dxdyyzx 


 σ : 132  zyx  

28. 
 dxdyzxy 


2  σ : 132  zyx  

29. 
 dxdyyx 


13  σ : 14  zyx  

30. 
 dxdzzy 


32  σ : 124  zxy  
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