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1 МЕТА ПРАКТИКУМУ

Мета практикуму – поглиблення i розширення теоретичних знань
у галузi фiзики низькорозмiрних структур; формування у студентiв
навичок орiєнтування в потоцi науково-технiчної iнформацiї та вико-
ристання фiзичних законiв в своїй галузi технiки з метою застосу-
вання сучасних, найбiльш ефективних методiв розрахунку i засобiв
обчислювальної технiки; розвинення навичок користування спецiаль-
ною науковою i довiдковою лiтературою, а також дiючими стандар-
тами. Розвиток наноелектронiки i нанотехнологiй пов‘язаний з успi-
хами багатьох наукових напрямкiв теоретичної й експериментальної
фiзики. Досвiд, набутий пiд час практичних занять, може бути вико-
ристаний студентом у подальшiй роботi над дипломним проектом i в
майбутнiй iнженернiй дiяльностi. В результатi вивчення дисциплiни
студент повинен знати:

– основнi фiзичнi явища в системi малорозмiрних об’єктiв;
– фундаментальнi закони природи;
– методи сучасної теоретичної фiзики;
– методи фiзичних дослiджень;
– внутрiшнi зв’язки мiж окремими роздiлами науки;
– основнi числовi значення фiзичних величин у природi й технiцi;

та вмiти:

– проводити розрахунки характеристик одноелектронних приладiв;
– використовувати фiзичнi моделi для вирiшення практичних задач.

2 МЕТОДИЧНI ВКАЗIВКИ

Нинi накопичено значний досвiд у розробцi приладiв, дiя яких
ґрунтується на квантово-механiчних принципах. Укладаючи атоми
в декiлька шарiв, створюють штучнi кристали. Такi структури ма-
ють нанометровi розмiри. Електрони в цих структурах поводяться
як квантовi об’єкти. Вивчення цих структур не лише вiдкриває но-
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вi сторiнки електронної iнженерiї, а й супроводжується вiдкриттями
фундаментального характеру.

3 ТЕОРIЯ

3.1 Основнi спiввiдношення

У класичнiй фiзицi траєкторiї руху електронiв, як i всiх iнших
частинок, можна розрахувати за допомогою рiвнянь Ньютона. Еле-
ктрони мають масу спокою me i елементарний негативний заряд (−e).
У просторi, де дiє електромагнiтне поле, вони рухаються прискоре-
но, а поза дiєю поля рух рiвномiрний i прямолiнiйний. У будь-якому
разi, задаючи початкову координату та iмпульс, можна обчислити
траєкторiю. Так, за допомогою класичних рiвнянь руху розрахову-
ють електроннi траєкторiї, наприклад, у кiнескопi або магнетронi.

У квантовiй механiцi накладають обмеження на точнiсть, з якою
можна задати початкову координату та iмпульс частинки. Якщо коор-
дината частинки вiдома з точнiстю ∆x, то iмпульс p частинки можна
визначити не точнiше, нiж

∆p ≥ ~/∆x. (3.1)

Це – спiввiдношення невизначеностi Гейзенберга, з якого випливає,
що якщо координату електрона x задати точно, то невизначенiсть
iмпульсу ∆p буде значною.

Якщо в деякий момент часу квантова частинка перебувала в обме-
женiй областi простору, то надалi неможливо достовiрно передбачити
її мiсцеположення. Можна говорити про розподiл частинки в про-
сторi i про ймовiрнiсть цього розподiлу. Величину, що описує цей
розподiл, називають ψ-функцiєю або хвильовою функцiєю. Вона дає
статистичний опис ймовiрностi окремого електрона. Iнтенсивнiсть цi-
єї функцiї |ψ|2 визначає ймовiрнiсть знайти частинку в тiй чи iншiй
областi, тобто, ймовiрнiсть знайти частинку в iнтервалi ∆x дорiв-
нює |ψ|2∆x. Якщо електрон рухається в обмеженiй областi, то його
енергiя має дискретнi значення, тобто спектр енергiй є квантованим.
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Визначимо дозволенi рiвнi енергiї електрона, що перебуває в по-
тенцiальнiй ямi. Якiсний пiдхiд ґрунтується на використаннi посту-
латiв Бора. При цьому в потенцiальнiй ямi дозволенi лише тi тра-
єкторiї, для яких iмпульс частинки pn i ширина ями L пов’язанi
спiввiдношенням

pna = π~n, (3.2)

де n – номер квантового стану. Визначивши звiдси дозволенi значе-
ння iмпульсу, знайдемо рiвнi енергiї в потенцiальнiй ямi:

En =
p2

n

2me
=

π2~2

2meL2
n2. (3.3)

Характерно, що мiнiмальна енергiя частинки, що знаходиться в ямi,
не може дорiвнювати нулю. Завжди є так звана енергiя нульових
коливань. Енергiя першого рiвня згiдно з виразом (3.19) дорiвнює

E1 =
π2~2

2meL2
, (3.4)

що для iдеальної квантової ями завширшки 5 нм дає E1 = 0, 02
еВ. Оскiльки в кристалi, наприклад, напiвпровiдника ефективна маса
m∗ приблизно вдесятеро менша за масу вiльного електрона, то для
реальної квантової ями E1 = 0, 2 еВ.

3.2 Класифiкацiя наноструктур

Гетероструктура – напiвпровiдникова структура, що утворюється
в результатi контакту двох напiвпровiдникiв рiзних за хiмiчним скла-
дом та фiзичними властивостями. Основний елемент гетерострукту-
ри – гетероперехiд, що являє собою контакт двох хiмiчно рiзних
матерiалiв, при якому кристалiчна ґратка одного матерiалу без пору-
шення перiодичностi iншого переходить у кристалiчну ґратку iншо-
го матерiалу. На гетеропереходi вiдбувається стрибкоподiбна змiна
властивостей матерiалу: ефективної маси, ширини забороненої зо-
ни, положення країв валентної зони та зони провiдностi, пружних
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та фононних характеристик тощо. Майже з кожною з перелiчених
властивостей пов’язанi конкретнi застосування гетероструктур. При
переходi до нанорозмiрної шкали стрибки зон на гетеропереходах
можна використовувати для обмеження руху носiїв заряду й у цьо-
му випадку визначальну роль будуть вiдiгравати розмiрнi квантовi
ефекти, тобто матиме мiсце розмiрне квантування. Розглянемо си-
стематику квантово-розмiрних гетероструктур:
– квантовi ями (quantum wells, QWs);
– квантовi дроти (quantum wires та quantum well wires, QWWs);
– квантовi точки (quantum dots, QDs);
– надґратницi (superlattices, SLs);
– двох та трьохбар’єрнi резонансно-тунельнi структури (double- and

triple-barrier resonance-tunneling structures);
– поодинока квантова яма (single quantum well, SQW);
– подвiйна квантова яма (double quantum well);
– антиточки (antidots);
– дельта-легованi структури ( δ-doped structures);
– квантовi мiкрорезонатори (quantum microcavities);
– фотоннi кристали (photonic crystals);
– гетероструктури (heterostructures);
– порожнистi напiвпровiдниковi матерiали;
– фулерени, нанокластери, нанотрубки, наноконтакти . . .

Розрiзняють такi квантовi стани в наноструктурах: розмiрно-квантованi
стани вiльних носiїв та екситонiв; пiдзони та мiнiзони; розмiрно-
квантованi оптичнi фонони, iнтерфейснi фонони, акустичнi фонони з
“ламаним” спектром (folded acoustic phonons); двомiрний магнiтний
полярон; композитнi фермiони та краєвi стани в квантовому ефектi
Холла . . .

Реалiзувати просторове обмеження руху електрона у напiвпровiд-
нику можна, виходячи з того факту, що енергетичний спектр напiв-
провiдникiв складається з дозволених i заборонених енергетичних
зон. Цi зони сформованi з дискретних рiвнiв атомiв, якi утворюють
кристал. Найвищу енергетичну зону називають зоною провiдностi.
Нижче вiд зони провiдностi розмiщена валентна зона, а мiж ними
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Рисунок 3.1 – Енергетичнi зони на гетероструктурi. EC та EV – межi зони
провiдностi i валентної зони, Eg – ширина забороненої зони. Електрон з
енергiєю, меншою за EC2, може перебувати лише праворуч вiд межi

лежить заборонена зона енергiй. Ширина забороненої зони Eg для
напiвпровiдникiв, якi використовують на практицi, може змiнюватись
у межах вiд близьких до нуля значень (HgxCd1−xTe) до 5 еВ (алмаз).

Якщо привести в контакт два напiвпровiдники з рiзними забороне-
ними зонами, то отримаємо гетероструктуру (рис. 3.1). Для електро-
нiв, якi рухаються у вузькозонному напiвпровiднику i мають меншу
енергiю, межа вiдiграватиме роль потенцiального бар’єра. Саме на
тонких плiвках бiсмуту i напiвпровiдника InSb вперше спостерiгали-
ся ефекти розмiрного квантування. Два гетеропереходи обмежують
рух електрона з двох бокiв i утворюють потенцiальну яму.

Розглянемо докладнiше межу подiлу в напiвпровiдниковiй гете-
роструктурi, коли шар одного напiвпровiдникового матерiалу виро-
щується безпосередньо на шарi iншого напiвпровiдникового матерiа-
лу. При цьому енергетичнi рiвнi EC та EV змiнюються (плавно або
стрибком) на межах подiлу цих матерiалiв. Жодна теорiя не може
передбачити просторову залежнiсть рiвнiв EC та EV для кожного
конкретного випадку.

Розглянемо гетероперехiд мiж AlxGa1−xAs та GaAs. Цi напiв-
провiдники мають однаковi сталi кристалiчної ґратки (тобто одна-
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Рисунок 3.2 – Утворення квантової ями у структурi AlxGa1−xAs

ковi вiдстанi мiж атомами), але рiзнi енергетичнi щiлини. Якщо шар
AlxGa1−xAs вирощено на шарi GaAs, то на зоннiй дiаграмi цього
гетеропереходу утворюються “сходинки” ∆EC i ∆EV, зображенi на
рис. 3.1. Найпростiший пiдхiд до визначення ∆EC i ∆EV ґрунтує-
ться на використаннi електронної спорiдненостi матерiалiв (правило
Андерсона): ∆EV = 0, 04 еВ.

Якщо два шари AlxGa1−xAs вирощено на протилежних базових
поверхнях шару GaAs, то на зоннiй дiаграмi цiєї гетероструктури
утворюється вищезгадана квантова яма (рис. 3.2). Квантова яма у
зонi провiдностi дiє як захоплювач електронiв, а квантова яма у ва-
лентнiй зонi дiє як захоплювач дiрок. Якщо квантовi ями стають
досить вузькими (завширшки не бiльш як 10 нм), то вiдбувається
квантування (тобто дискретизацiя) вiдповiдних енергетичних рiвнiв
захоплення носiїв заряду.

Розглянемо одновимiрнi задачi (рух уздовж осi x) й оберемо най-
простiшi залежностi потенцiальної енергiї вiд вiдстанi.

3.3 Одновимiрна яма

Рух частинки маси спокою M описують рiвнянням Шредiнгера

− ~2

2M
∇2ψ(x) + V (x)ψ(x) = Eψ(x). (3.5)



10

Для дискретного спектра енергiя має бути меншою вiд потенцi-
альної енергiї на нескiнченностi, тобто має виконуватися спiввiдно-
шення E < V0. Тодi стацiонарне рiвняння Шредiнгера для областi II
(рис. 3.3) має вигляд

ψ′′ + k2ψ = 0, (3.6)

де ψ′′ ≡ ∇2ψ = d2ψ(x)/dx2, а

k =
√

2ME

~
=

p

~
. (3.7)

Загальний розв’язок рiвняння (3.6) має вигляд

ψ2 = A2 sin(kx + δ), (3.8)

де A2 i δ – довiльнi сталi.
В областях I i III рiвняння Шредiнгера можна подати у формi

ψ′′ − κ2ψ = 0, (3.9)

де

κ =

√
2M(V0 − E)

~
=
|p|
~

. (3.10)

Розв’язок рiвняння (3.9) (потенцiальний бар’єр)

ψ1,3 = A1,3e
κx + B1,3e

−κx, (3.11)

(A1,3 i B1,3 – довiльнi сталi) мiстить двi частини: експоненцiальну
спадну та експоненцiально висхiдну (рис. 3.3, б).

Власнi значення для енергiї частинки знаходимо з граничних умов,
за якими експоненцiально висхiдний розв’язок має обертатися на
нуль. Для цього покладемо в I областi A1 = A i B1 = 0 i в III областi
A3 = 0 i B3 = BeκL. Тодi матимемо

ψ1 = Aeκx = Ae−κ|x|, x < 0, (3.12)

ψ3 = Be−κ(x−L), x > L. (3.13)



11

à á

Рисунок 3.3 – Рух частинки в потенцiальнiй ямi (а). Схематичне розмiщен-
ня енергетичних рiвнiв та власнi функцiї частинки в ямi скiнченної глибини
(суцiльнi лiнiї) та у нескiнченно глибокiй прямокутнiй потенцiальнiй ямi
(штриховi лiнiї) (б)

“Зшиваючи” хвильовi функцiї ψ1 i ψ2 в точцi x = 0, а також ψ2

i ψ3 в точцi x = L (пiд “зшиванням” слiд розумiти прирiвнювання
хвильових функцiй та їх похiдних в заданих точках), отримаємо

tg δ = k/κ; (3.14)

tg(kL + δ) = −k/κ. (3.15)

Рiвностi (3.14) i (3.15) можна звести до вигляду

sin δ = k/k0; sin(kL + δ) = −k/k0, (3.16)

де k0 =
√

2MV0/~, κ =
√

k2
0 − k2.

Виключаючи з рiвняння (3.16) величину δ, для обчислення вла-
сних значень дiстанемо рiвняння

knL = nπ − 2 arcsin(kn/k0), (3.17)
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де n = 1, 2, 3, . . . – цiлi позитивнi числа. Оскiльки величина
k > 0, а аргумент k/k0 < 1, завжди можемо вважати, що arcsin(kn/k0)
лежить у межах вiд 0 до π/2. У загальному випадку рiвняння (3.17)
можна розв’язати графiчно.

Розглянемо спочатку випадок V0 À E, тобто коли потенцiаль-
на яма обмежена нескiнченно високими потенцiальними стiнками
(kn/k0 = 0). Тодi з рiвняння (3.17) знаходимо

kn = nπ/L. (3.18)

Звiдси для енергiї En (власнi значення) i для вiдповiдної хвильової
функцiї (власнi функцiї) отримаємо

En =
p2

n

2me
=

π2~2

2meL2
n2 (3.19)

i
ψn = An sin(πnx/L). (3.20)

У цьому разi фаза δ згiдно з (3.16) обертається на нуль, а вираз
для хвильової функцiї (3.20) дiйсний всерединi потенцiальної ями.
У потенцiальному бар’єрi ψn перетворюється на нуль при κ → 0.
Коефiцiєнт An можна визначити з умови нормування

∫ L

0
ψ2

ndx = A2
nL/2 = 1. (3.21)

Звiдси знаходимо власнi функцiї

∫ L

0
ψn′ψndx = 0, n′ 6= n, (3.22)

якi задовольняють також умовi ортонормованостi. У цьому неважко
впевнитись.

Розв’язки хвильового рiвняння зображенi на рис. 3.3 б. Вони подi-
бнi до вiдомих розв’язкiв для коливань струни, що утворюють стiйнi
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хвилi. Випадок n = 1 вiдповiдає основному тону, випадок n = 2 –
першiй гармонiцi i т. д.

Зазначимо, що для дiйсних хвильових функцiй густина струму
завжди дорiвнює нулю. Цей результат цiлком природний, оскiльки
коливання є стiйними хвилями, якi не можуть утворювати потоки
частинок.

Неперервний спектр розглянемо на прикладi вiльного руху ча-
стинок. У найпростiшому одновимiрному випадку, коли на всьому
iнтервалi змiнення координати x (−∞ < x < ∞) потенцiальна енер-
гiя обертається на нуль (V = 0), рiвняння Шредiнгера має вигляд
(3.6), (3.7). Розв’язок його

ψ = Ae−ikx + Be−ikx. (3.23)

Звiдси видно, що розв’язок Ae−i(ωt−kx) описує рух хвилi в одному
напрямку осi x, а Be−i(ωt+kx) – у протилежному. Тут хвильове число
k може набувати як позитивного, так i негативного значення. Тодi
один перший розв’язок може описати обидва випадки.

Обмежуючись однiєю хвилею, що бiжить у напрямку x або проти
нього, для стацiонарної частини хвильової функцiї дiстанемо

ψ = Aeikx. (3.24)

Неважко упевнитися, що iнтеграл

∫ ∞

−∞
ψ∗ψdx →∞

(розходиться), i тому стандартний спосiб нормування потребує пере-
гляду.

У методi Борна замiсть граничних умов на хвильову функцiю на-
кладається умова перiодичностi. Наприклад, в одновимiрному випад-
ку, вводячи довжину перiодичностi Борна L (яку, зрештою, можна
вибрати скiльки завгодно великою, оскiльки вона тим або iншим
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способом виключається з кiнцевого результату), треба на хвильову
функцiю накласти умову перiодичностi

ψ(x) = ψ(x + L) (3.25)

або
Aeikx = Aeik(x+L),

звiдки
eikL = 1 ⇒ k = 2πn/L = p/~. (3.26)

Квантове число n може набувати як позитивних, так i негативних
значення, включаючи нуль, тобто

n = 0,±1,±2,±3, . . . . (3.27)

Тодi для спектра енергiї (вiльний рух) згiдно (3.18) отримаємо

En =
p2

n

2M
=

π2~2

2ML2
n2. (3.28)

Якщо припустити, що частинка перебуває на вiдрiзку
(−L/2 < x < L/2), то використовуючи умови нормування, знаходимо

ψn = L−1/2 exp{i2πnx/L}. (3.29)

Легко довести, що хвильовi функцiї не лише є нормованими, а й
задовольняють умову ортонормованостi, в чому неважко впевнитися
через безпосереднє iнтегрування

∫ L/2

−L/2
ψn′ψndx =

1
L

∫ L/2

−L/2
exp{i2π(n− n′)x/L}dx =

=
sin{π(n− n′)}

π(n− n′)
= δnn′ . (3.30)

Отже, вводячи штучно довжину перiодичностi, ми робимо непе-
рервний спектр дискретним. Однак, якщо в кiнцевому результатi
довжину L, що не має особливого фiзичного сенсу, наближати до
нескiнченностi, то дискретний спектр стає неперервним.
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4 ЗАДАЧI

4.1 Розв’язати задачу (рис. 3.3 a) для рiзних ефективних мас еле-
ктронiв пiд бар’єрами me1 та у ямi me2 (значення ефективних мас
можна знайти, наприклад, у книзi [7]). Задача стосується гетеро-
структур (див. рис. 3.1 i 3.2).

Вказiвка: використати граничну умову

ψ′1(x)
me1

∣∣∣
x=0, L

=
ψ′2(x)
me2

∣∣∣
x=0, L

,

яка вiдображає умову неперервностi потоку iмовiрностi через межу
ями. Нагадаємо, що для частинки ψ′/M ∼ p̂ψ/M = v̂ψ, де v̂ –
оператор швидкостi.

4.2 У процесi розвитку нових технологiй постало питання про
створення нових ефективних напiвпровiдникових емiтерiв. В експе-
риментальних роботах показано, що струм польової емiсiї утворюють

EV меВ

EF

, BVанод

С
т
р
у
м

,
в

д
н

.
о
д

.
i

5

1

Рисунок 4.1 – Енергетичний спектр електронiв при польовiй емiсiї з пло-
щини (111) Ge для рiзних значень напруги [8]
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електрони iз валентної зони, й iнодi в емiсiї беруть участь поверхне-
вi стани, розмiщенi в забороненiй i валентнiй зонах напiвпровiдника.
У роботi [8] експериментально дослiджено енергетичний розподiл
електронiв iз польового емiтера iз монокристала n−GaAs, вкритого
тонким шаром власного оксиду, а також енергетичний розподiл еле-
ктронiв з площини (111) монокристала германiю при польовiй емiсiї i
залежнiсть енергетичних спектрiв вiд напруженостi зовнiшнього по-
ля (рис. 4.1). Головний пiк вiдповiдає енергiям, нижчим вiд стелi
валентної зони.

Дати iнтерпретацiю експериментам.
Розв’язання. Традицiйнi обчислення польової емiсiї [9]зводяться

до розрахунку потенцiального профiлю всерединi напiвпровiдника за
наявностi зовнiшнього поля. При цьому не звертається увага на на-
явнiсть вузької потенцiальної ями, утвореної потенцiалом зображен-
ня (що залежить вiд дiелектричної проникностi ε) поблизу поверхнi.
Компонента iмпульсу електрона квантується вздовж нормалi до по-
верхнi (вiсь x), а паралельно поверхнi (площина yx) спектр значень
компонент iмпульсу – неперервний. На рис. 4.2 зображено потен-
цiальну схему, яка добре вiдповiдає T = 0, коли напiвпровiдник

A B

C

D

J

F

E
V

E
C

E1

E
x

0

Рисунок 4.2 – Енергетична схема поблизу поверхнi матерiалу
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Таблиця 4.1 – Данi, яки використано для розрахункiв, а також результати
обчислень.

Матерiал EC, eB EV, eB ε E1, eB x0, a0

Ge −4, 00 −4, 75 16, 00 −6, 590 0, 15
GaAs −4, 07 −5, 50 12, 53 −6, 373 0, 15

перетворюється на дiелектрик.
Треба чисельно розв’язати одновимiрне рiвняння Шредiнгера з по-

тенцiалом ABDFG (випадок, коли немає поля) для германiю та ар-
сенiду галiю. Потенцiал зображення обрiзаний на вiдстанi x0 вiд
поверхнi. Виявлено поверхневу пiдзону (табл. 4.1), дно якої лежить
нижче вiд стелi валентної зони.

При ненульовiй температурi, а також за наявностi поля i загину
зон потенцiальний профiль ACDFJ буде сприятливiшим для формува-
ння зони з дном, ще глибше розмiщеним пiд стелею валентної зони.
Отже, наявнiсть поверхневої зони нижче вiд рiвня Фермi й стелi ва-
лентної зони якiсно пояснює зсув енергетичного спектра емiтованих
електронiв, виявлений у роботi [8].

4.3 Поверхня тонкої монокристалiчної плiвки силiцiю має орiєн-
тацiю (111). Визначити щiльнiсть електронних станiв у такому дво-
вимiрному електронному газi. Що змiниться при орiєнтацiї поверхнi
(100)? Як змiниться вiдповiдь у попереднiй задачi, якщо емiтером
буде така плiвка? Дати якiсну вiдповiдь.

4.4 Визначити енергiю квантiв свiтла для переходiв електрона у
ямi-кубi з 1-го рiвня на 9-й, з 7-го на 8-й, з 5-го на 4-й. У яких
випадках свiтло поглинається електроном, а в яких випромiнюється?
Використати модель ями з нескiнченно високими стiнками. Довжина
ребра куба – 0,5 нм.

4.5 Кластер мiстить N атомiв металу. Енергiя iонiзацiї масивного
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металевого зразка W0. Визначити максимальне зарядне число Zmax

такого кластера, якщо частота лазерного випромiнення, що поглина-
ється кластером, ν.

Розв’язок. Енергiю, необхiдну для багатозарядної йонiзацiї,

M+Z
n ⇒ M+(Z+1)

n + e−

можна роздiлити на два доданки: енергiю W0, необхiдну для iонiзацiї
масивного зразка, та електростатичну енергiю

Z2e2

2R
,

де R – радiус кластера. Вiдповiдно, потенцiал однократної iонiза-
цiї нейтральної металевої сфери

I1 = W0 +
e2

2R
, R = rsN

1
3 ,

де rs – радiус комiрки Вiгнера – Зейтца.
Для потенцiалу iонiзацiї IZ металевої сфери, що має заряд

+e(Z − 1), отримуємо

IZ = W0 +
Z2e2

2R
− e2(Z − 1)2

2R
= W0 +

(2Z − 1) e2

2R
.

Вважаючи ~ω = IZmax , маємо

~ω = W0 +
(2Zmax − 1) e2

2R
;

Звiдси визначимо Zmax(~ω).
На рис. 4.3 наведене порiвняння цього результату з експеримен-

том.

4.6 Визначити, як змiниться спектр екситону, якщо вiн локалiзо-
ваний у кластерi iнертного газу радiуса R за умови слабкого конфай-
мента: R À aexc, aexc – ефективний (чи борiвський) радiус екситону.
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Рисунок 4.3 – Експериментальнi значення максимального заряду eZmax для
кластерiв Na [5] як функцiї розмiру кластера для низки значень енергiї
квантiв свiтла. Лiнiї вiдповiдають розрахунку Zmax

Енергiя зв’язку екситону, тобто енергiя, необхiдна для того, щоб
розiрвати екситон на електрон i дiрку,

E3D
exc =

e4m∗
e,h

2ε2~2
≡ e2

2εaexc
, (4.1)

де

aexc =
ε~2

e2m∗
e,h

(4.2)

– ефективний (чи борiвський) радiус екситону; iндекс 3D означає,
що екситон може рухатись у будь-якому напрямку. Як i для атома
Гiдрогену, енергетичний спектр екситону можна записати як

E3D
n = −E3D

exc

1
n2

, (4.3)

де n – цiле число, а енергiю вiдраховують вiд дна зони провiдно-
стi.

Оскiльки у бiльшостi напiвпровiдникiв ефективна маса електрона
приблизно на порядок менша вiд маси вiльного електрона, з виразу
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(4.1) випливає, що екситони в напiвпровiдниках - це досить розря-
дженi квазiчастинки. Для них енергiя зв’язку в тисячi разiв менша,
нiж енергiя зв’язку електрона в атомi Гiдрогену (13,5 еВ). Ефектив-
ний радiус екситонiв у напiвпровiдниках у сотнi разiв перевищує
радiус Бора для атома Гiдрогену. Так, для кристала GaAs енергiя
зв’язку E3D

exc = 4, 2 меВ, aexc = 15 нм.
Розв’язання. Розмiрне рiвняння отримаємо, використовуючи мо-

дель ями з нескiнченно високими стiнками:

E0D
exc = E3D

exc +
π2~2

MR2
,

де E0D
exc – спектр екситону в кластерi; E3D

exc – спектр екситону в
кластерi з R → ∞; другий доданок – мала поправка; M = m∗

e + m∗
h

– маса екситону.

4.7 Оцiнити граничну товщину плiвки, при якiй можна спостерi-
гати квантово-розмiрнi явища, якщо рухливiсть електронiв у плiвцi
µz = 1 м2/(В·с).

Розв’язання. Швидкiсть електронiв

vz = µz
V

L∗
,

де V – рiзниця потенцiалiв; L∗ – гранична товщина плiвки. Яви-
ща квантово-розмiрних явищ можна спостерiгати, якщо виконується
умова

Emin =
π2~2

2meL∗2
=

mev
2
z

2
= eV,

тому
mev

2
z

2
= e

vz

µzL∗
, vz =

2eL∗

meµz
,

звiдки
me

2
4e2L∗2

m2
eµ

2
z

=
π2~2

2meL∗2
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i L∗ =
√

π~µz/(2e) = 32 нм.

4.8 Знайти зв’язок мiж концентрацiєю електронiв i рiвнем Фермi
для виродженого одновимiрного електронного газу (металевий кван-
товий дрiт).

4.9 В спряжених сполуках типу

( − C = C −
H = H

)

ν

(з довжиною L зв’язку C− C), π−електрони атомiв вуглецю делока-
лiзованi (вiльнi) по всьому ланцюжку з 2ν атомiв вуглецю.

Використовуючи модель одновимiрної прямокутної потенцiальної
ями з нескiнченно високими стiнками, обчислiть довжину хвилi свi-
тла, що вiдповiдає першiй смузi поглинання ланцюжка.

Розв’язок. Тому що ланцюжок складається з 2ν атомiв вуглецю,
кiлькiсть делокалiзованих електронiв у потенцiальнiй ямi N = 2ν.
Енергетичнi рiвнi в такiй ямi

εn =
π2~2

2mea2
n2,

де n = 1, 2, 3, . . ., a = NL – ширина ями. Згiдно з принципом Паулi
на кожному рiвнi може знаходитися не бiльше двох електронiв. Тому
номер верхнього заповненого рiвня є N/2, а енергiя дорiвнює:

εN/2 =
π2~2

2mea2

(
N

2

)2

=
π2~2

2me

(
N

2

)2 1
N2L2

.

Вiдповiдно енергiя наступного за ним вiльного рiвня

εN/2+1 =
π2~2

2me

(
N

2
+ 1

)2 1
N2L2

.
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Енергiя кванта свiтла, що поглинається, вiдповiдає переходу мiж
зайнятим та вiльним рiвнем

∆ε = εN/2+1 − εN/2 =
π2~2

2me

N + 1
N2L2

.

Для першої довгохвильової смуги поглинання маємо

λ =
2π~c
∆ε

=
4mec

π~
L2 N2

N + 1
.

5 ЗАПИТАННЯ I ЗАВДАНЯ ДЛЯ САМОСТIЙНОЇ
РОБОТИ

1 Що є об’єктом i метою дослiджень у галузi наноелектронiки?
2 Чим вiдрiзняється виробництво мiкроелектромеханiчних систем з
практичного погляду на категорiї?
3 У чому полягає принцип вимiрень за допомогою тунельного мiкро-
скопа? Якi є види тунельних мiкроскопiв?
4 Наведiть приклади успiхiв у нанотехнологiях.
5 Зробiть огляд енергетичних властивостей у напряму атом – кластер
– конденсоване середовище. Де дiють методи фiзики твердого тiла i
рiдини, квантової хiмiї (метод Хартрi–Фока)?
6 Сформулюйте основнi спiввiдношення спостереження квантових
ефектiв у малорозмiрних системах.
7 Яка загальна класифiкацiя наноструктур?
8 Наведiть приклади гетероструктур i вкажiть їх енергетичнi хара-
ктеристики.
9 За яким принципом роздiляють змiннi у рiвняннi Шредiнгера при
розрахунках енергетичного спектра частинок у потенцiальних ямах
рiзної симетрiї?
10 У якому потенцiалi спектр частинок є еквiдистантним?
11 У чому полягає суть дифракцiйних, мас-спекрометричних методiв
i методiв електронної мiкроскопiї для дослiдження кластерiв, нано-
матерiалiв i композитiв?
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12 Опишiть експериментальнi методи дослiджень кластерних пучкiв.
13 Наведiть принциповий опис: мас-cпектрометра, мас-аналiзатора,
явища фотойонiзацiї.
14 Якi принципи роботи скануючої тунельної i силової мiкроскопiї?
Наведiть приклади практичного застосування.
15 Якi iснують технологiї вирощування квантових точок?
16 Як класифiкують нанокристали за їхнiми фiзичними властивостя-
ми?
17 Наведiть приклади застосування кластерних пучкiв.
18 У чому суть релеєвської моделi нестiйкостi зарядженої краплi?
Сформулюйте критерiй нестiйкостi Релея.
19 У чому полягає суть позитронної дiагностики?
20 Якi вiдмiнностi характеристик екситонiв у напiвнескiнченних ма-
терiалах i низькорозмiрних структурах?
21 Наведiть принциповi результати експериментiв з дослiдження ста-
ну плiвок за допомогою сканувального тунельного мiкроскопа.
22 У чому полягає суть магiчних висот острiвцiв?
23 У яких випадках в енергетичному спектрi електронiв виникають
пiдзони?
24 Опишiть експеримент, в якому спостерiгалися флуктуацiї енерге-
тичних i силових характеристик металевого наноконтакту.
25 Наведiть якiсну теорiю квантування електропровiдностi метале-
вого наноконтакту, спричиненого деформацiєю.
26 Наведiть якiсну теорiю квантування силових характеристик мета-
левого наноконтакту, спричиненого деформацiєю.
27 Яку роль вiдiграють вiдкритi i закритi електроннi пiдзони на ха-
рактеристики металевого наноконтакту пiд час його деформацiї?
28 Дайте визначення класичного i квантового ефектiв Холла.
29 Якi вiдмiнностi походження цiлочисельного i дробового квантових
ефектiв Холла?
30 Наведiть приклади самоорганiзацiї в низькорозмiрних системах.
Зробiть якiсний огляд експериментiв з провiдностi кластерної плазми
насиченої пари металу.
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31 Сформулюйте принципи одноелектронiки: умови спостерiгання за-
рядних ефектiв, квантовий опiр тощо.
32 У чому полягає суть одноелектронного туннелювання?
33 Наведiть енергетичну дiаграму тунельного контакту i прокомен-
туйте її.
34 Дайте визначення кулонiвської блокади, кулонiвських сходинок.
35 Наведiть приклади одноелектронних приладiв на кластерах i те-
хнологiю їх виготовлення. Якi особливостi вольт-амперних характе-
ристик цих приладiв?
36 У чому полягає суть квантової iнформатики? Що таке “кубiт”?
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