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1. МЕТОДИЧНІ ВКАЗІВКИ   
ДО  РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ 

1.1 Подвійний  інтеграл  

1. Змінити порядок інтегрування в інтегралі : 

∫
−

1

1
dx   ∫

−

−−

2

2

1

1

);(
x

x

dyyxf       

Розв'язання. Область  інтегрування  D  обмежена лініями  х = -

1;   х = 1 , у = - 21 x− ;у = 1 - х 2   

 
Рисунок 1.1 

Змінимо порядок інтегрування, для чого задану область 
уявимо у вигляді двох областей: Dl-обмежену зліва i справа вітками 
параболи x = ± y−1     (0 ≤  у ≤  l),    i    D2    обмежену дугами кола 
x= ± 21 y−     (-1 ≤ у≤ 0). 

Тоді ∫
−

1

1

dx  ∫
−

−−

=
2

2

1

1

),(
x

x

dyyxf  ∫
1

0

dy  ∫
−

−−

+
y

y

yxf
1

1

),( ∫
−

0

1

dy ∫
−

−−

2

2

1

1

),(
y

y

dxyxf  

 
2. Обчислити площу фігури, обмеженої лініями 074 =+− yx , 

0144 =+− yx , 02 =− yx , 5=x . Зобразити фігуру. 
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Розв'язання. Зобразимо фігуру (рис. 1.2). Площа фігури: 

∫∫=
D

dxdyS . Область інтегрування розіб’ємо на дві частини 1D  та 

2D . Площу шуканої фігури обчислимо, як суму площ цих областей: 

∫∫∫∫ +=+=
21

21
DD

dxdydxdySSS . Знайдемо кожен з цих інтегралів: 

=
−

=





 +

−=== ∫∫∫∫∫
+

2

1

22

0

2

4/)7(

2

0
1 2

)1(
4
7

4
72

1

xdxxxdydxdxdyS
x

xD
 

8
7

2
1

4
7

=⋅=  (кв. одиниць). 

4
21

4
7

4
145

2

4/)14(

4/)7(

5

2
2

2

=





 +

−
+

=== ∫∫∫∫∫
+

+

dxxxdydxdxdyS
x

xD

(кв.одиниць). 

Тоді, площа даної фігури:  

8
16

8
49

4
21

8
7

==+=S (кв. одиниць). 

 
Рисунок 1.2 

3. Обчислити ∫∫ +
D

dxdyyx )2(  4;: 2 == yxyD  
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Рисунок 1.3 

Розв’язання. 1-й спосіб.  

∫

∫∫ ∫ ∫ ∫

− −

− −

=−−+=−−+=

=+=+=+

2

2

2

2

54
243

2

2

4 2

2

42

5
256)

54
162()164(

)()2()2(
2

2

xxxxdxxxx

dxyxydyyxdxdxdyyx
D x

x

 

2-й спосіб ( зміна порядку інтегрування ). 

∫∫ ∫ ∫ ∫
− −

=+=+=+
D

4

0

y

y

y

y

4

0

2
dy)yx2

2
x(dx)y2x(dydxdy)y2x(

∫ ∫ ===+−+=
4

0

4

0

4

0 5
256y

5
8dyy4dy)yy2

2
yyy2

2
y( 2

5
2
3

 

4. Обчислити   

∫∫ ++
D

dxdyyx )4ln( 22  )0(;0;;4: 22 ≥===+ xyxyyxD  

 
Рисунок 1.4 
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Обчислення подвійного інтеграла краще провести у полярній 
системі координат. Перехід від декартових до полярних координат 
здійснюється за формулами .sin;cos ϕρ=ϕρ= yx  Рівняння кола 

422 =+ yx  у полярній системі координат буде мати вигляд 

4sincos 2222 =ϕρ+ϕρ     або       2=ρ  .  

Тоді =++∫∫
D

dxdyyx )4ln( 22  

∫∫ =ρϕρϕρ+ϕρ+=
D

dd)sincos4ln( 2222  

∫ ∫∫∫
ππ

=ρ+ρ+ϕ=ρρρ+ϕ=
44

0

2

0

22
2

0

2

0

)4()4ln(
2
1)4ln( dddd  

)
2
12ln2()1)4(ln()4(

8
2

0
22 −π=−ρ+ρ+

π
= . 

5. Обчислити об'єм тіла, обмеженого поверхнями 






=+
=+

222

222

azx
ayx

 

Розв'язання. Розглянемо восьму частину заданого тіла:  

V= ∫∫
D

dxdyyxf ),(  

 
           Рисунок 1.5 
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8
1

V= dxdyxa
D
∫∫ − 22 = ∫ −

a
dxxa

0

22 ∫
− 22

0

xa
dy = 

dxxa
a

∫ −
0

22 )( = 









−

3

3
2 xxa

0
a

= 3

3
2 a .   V= 3

3
16 a  (куб.од.) 

 
1.2 Криволінійний  інтеграл 

 
1. Обчислити криволінійний інтеграл. 

dyxyxydxI
B

A
∫ −+=

)(

)(

)( - вздовж ліній 2xy =  та 2yx =  між 

точками А(0,0) та В(1,1) 
Розв`язання : 

dyyxQdxyxP
L

),(),( +∫ = dxxyxyxQxyxP
b

a

))())(,())(,((∫ ′+  

Нижня та верхня межа інтеграла подані початковою та кінцевою 
точками. У першому випадку за параметр беремо х.dy=2xdx 

I= [ ]∫ −+⋅
1

0

22  2*)( dxxxxxx = ∫ −
1

0

22 )23( dxxx =
1

0

4

4
3

x
- 

1

0

3

3
2

x
=

12
1

 

У другому випадку за параметр беремо y. Тоді dx= 2ydy 

I = [ ]∫ −+
1

0

22 )(2)*( dyyyyyy = ∫ −+
1

0

24 )2( dyyyy =
1

0

5

5
2

y
+

1

0

2

2
y

- 

-
1

0

3

3
y

 = +
5
2

−
2
1

=
3
1

30
17

 

Маємо різні результати, тому що інтегрування проводилося за 
різними кривими. 
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2. Обчислити  ∫ −
l

dlyx )27(  де l: відрізок прямої від точки 

)2,1(A  до точки )5,3(B . 

 
Рисунок 1.6 

Розв’язання 
Знайдемо рівняння прямої, яка проходить через дві задані точки. 

AB

A

AB

A
xx

xx
yy

yy
−

−
=

−
−

;  

1325

12

−−

−
=

− xy
.     Звідкіля маємо 

2
1

2
3

+= xy ; 
2
3

=′y ;  

dxdxdxydl
2
13

4
911 2 =+=′+= . 

=−−=−∫ ∫
l

dxxxdlyx
3

1 2
13)137()27(  

∫ =−=−=
3

1

3

1
2 137)2(

2
13)14(

2
13 xxdxx . 

3. Обчислити ∫ ++
l

xydydxyx )23( ; 1: 2 += xyl  ;від 01 =x  до  

22 −=x  
 
 

 

B 

A 

y 

x o 
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Рисунок 1.7 

Розв’язання. 

З рівняння лінії l  знаходимо xdxxddy 2)1( 2 =+= . 
Таким чином 

∫ ∫
−

=++++=++
l

dxxxxxxxydydxyx
2

0

22 )2)1()1(23()23(  

∫
− −

=+++=+++=
2

0

2

0

532
42 )2

5
2

3
4

2
3()2243( xxxxdxxxx  

15
3224

5
64

3
326 −=−−−= . 

4. Відновити функцію ),( yxuu =  по ії повному диференціалу 

dyyxdxxydu )33()42( 223 +++= . 
Розв’язання. Перевіримо, що це повний диференціал. Для цього 

повинна виконуватись умова 
x
Q

y
P

∂
∂

=
∂
∂

 , P та Q вирази при dx   та  

dy   в диференціалі QdyPdxdu += .    

Таким чином         42 3 += xyP   ;  33 22 += yxQ ;  

26xy
y
P

=
∂
∂

;   26xy
x
Q

=
∂
∂

 тобто умова повного диференціала 

виконується. 

 

y 

x -2 o 
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Відновити функцію ),( yxuu =  можна за допомогою 

криволінійних інтегралів ∫ ∫ ++=
x

x

y

y

CdyyxQdxyxPyxu
0 0

),(),(),( 0   

або  ∫ ∫ ++=
x

x

y

y

CdyyxQdxyxPyxu
0 0

),(),(),( 0 , де 0x  та 0y   довільні , 

але доцільно вибирати іх такими, щоб інтегрування спрощувалося. 
Для розглядуваного випадку зручно покласти 00 =x , 00 =y .    Тоді  

=+++= ∫ ∫
x y

Cdyyxdxyxu
0 0

22 )33(4),(   

CyyxxCyyxx
yx +++=+++= 34)3(4 32
0

32
0  

 
1.3 Теорія поля 

1. Знайти похідну функції u(x,y,z)=
z
x

-
x
y

+2xyz у напрямі 

вектора 21MM  в т. М1  та grad  u (M 1 ), якщо М 1 (1,1,-1), М 2 (-2, -1,1). 
Розв‘язання. 

1. Знайдемо вектор 21MM =(-3, -2,2), його напрямні 

косинуси:  cos 
17
3−

=α , cos
17
2−

=β , cos
17
2

=ϕ . 

γβα coscoscos
)(

11121

1

MMM z
u

y
u

x
u

MM
Mu

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

 

yz
x

y
xzx

u 2
2

1
2 ++=

∂
∂

,       
2
3

1

−=
∂
∂

Mx
u

 

2
5,2

2
1

1

−=
∂
∂

+−=
∂
∂

My
uxz

yxy
u

, 1,2
1

2 =
∂
∂

+−=
∂
∂

Mx
uxy

z
x

z
u
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34
1723

172
23

17
2

1
17
2

2
5

17
3

2
3)(

21

1 ==⋅+







−−








−−=

∂

∂

MM
Mu

 

2. За означенням  

grad  u (M1 )= k
z
uj

y
ui

x
u

MMM 111
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

 

grad  u (M1 )= kji +−−
2
5

2
3

 

2. Для даного векторного поля 

kzyxjzyxiyxza )4()4()3( 22 +++++=  знайти в точці 

)1,2,2(0 −M  arotadiv , . 

Розв’язання. Вирази для arot  та  adiv мають такий вигляд 

RQP
zyx

kji

arot
∂
∂

∂
∂

∂
∂

= = 







∂
∂

−
∂
∂

+







∂
∂

−
∂
∂

−







∂
∂

−
∂
∂

y
P

x
Qk

z
P

x
Rj

z
Q

y
Ri      

 
z
R

y
Q

x
Padiv

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=  де RQP ,, - складові вектора 

kRjQiPa ++= , тобто 23 yxzP += ,  zyxQ += 4 ,  

zyxR 42 += . 

 Таким чином =−+−−−= )24()32()1( 2 yykxxyjxiarot  

ykxyxjxi 2)23()1( 2 +−+−= , kjiMarot 4143)( 0 −+= , 

443 ++= xzadiv  ,   15483)( 0 =++=Madiv  
3. Обчислити течію векторного поля  

kzjxyizxMa +−++= )2()()(  через зовнішню поверхню піраміди, 
створену площиною 422 =+− zyx  та координатними площинами, 
двома способами: а) за означенням течії; б) за допомогою формули 
Остроградського-Гаусса. 

Розв‘язання. 
а) Обчислимо течію за допомогою поверхневого інтеграла  
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П= ∫∫ °⋅
S

dSna ,   де S - зовнішня поверхня піраміди АВСО. 

Обчислимо течію через кожну грань піраміди: 

 
Рисунок 1.8 

а) AOC∆  y=0, jn =° , dS=dxdz. 

∫

∫∫ ∫∫ ∫∫

−=









−−=






 −−=

=−=−=−=Π
∆ ∆

−

4

0

3
2

2
2

0

4

0
1

3
16

0
4

62
2 xxdxxx

dzxdxxdxdzxdS
AOC AOC

x

 

б) AOB∆  z=0, kn −=° , dS=dxdy.  П 2 = ∫∫
∆

=⋅
AOB

dxdy 00  

в) BOC∆  х=0, in −=° , dS=dydz. 

3
4

0
2

3

)2(

2
3

2

0

0

2

2

0
3

−=









+−−=

=+−−=−=−=Π ∫∫ ∫ ∫ ∫
∆ −

zz

dzzzdyzdzzdzdy
BOC z  

г) ABC∆  належить площині x-2y+2z-4=0, нормаль до цієї грані 

3
22

441
22 kjikjin +−

=
++

+−
= .    
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dxdyzzdS yx
221 ′+′+= ,   2

2
1

++−= yxz ,  
2
1

−=′xz ,  1=′yz .  

Тоді  dxdydxdydS
2
31

4
11 =++=  

∫∫

∫∫

∆

∆

=+−=

=+−−+⋅=Π

ABC

ABC

dxdyzyx

dxdyzxyzx

)343(
2
1

)2)2(2)((
2
3

3
1

4

 

=





 −+=






 +−=

=





 ++−−=

+

−

+

−

∆

∫ ∫ ∫

∫∫
42

0

0

2

42

0

0

2

2 )6(
4
3

2
16

2
3

2
1

63
2
343

2
1

yy

ABC

xyxdydxyxdy

dxdyyxyx

 

=
3

523610
32

1)3620(
2
1

0

2

0

2

2
3

2 =









++=++

−−
∫ yydyyy  

Течія крізь повну поверхню піраміди: 

3
32

4321 =+++= ППППП  

б) 3а формулою Остроградського-Гаусса: 

П= ∫∫∫
V

dxdydzadiv = ∫∫∫ 







∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

V

dxdydz
z
R

y
Q

x
P

. 

Частинні похідні: 

1)(
=

∂
+∂

=
∂
∂

x
zx

x
P

,  2)2(
=

∂
−∂

=
∂
∂

y
xy

y
Q

, 1=
∂
∂

=
∂
∂

z
z

z
R

 

Інтеграл  ∫∫∫
V

dxdydz   дорівнює об'єму прямокутної піраміди  АВСО,  

тому  ∫∫∫ ∫∫∫ =⋅⋅⋅⋅⋅==++=
V V

dxdydzdxdydzП
3

32224
2
1

3
144)121(  
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4. Обчислити циркуляцію векторного поля 
kyzjyxizxa )32()23()2( +++++=  

по контуру трикутника, який утворюється внаслідок перетину 
площини 222 =++ zyx  з координатними площинами при 
додатньому напряму обходу відносно нормального вектора 

)0(),,( >= ppnmn  до площини. Обчислення зробити двома 
способами : 

а) за означенням 
б) за допомогою формули Стокса 

Розв’язання.  
а)  За означенням циркуляції      ∫ ∫ ++==

l l

RdzQdyPdxrdaC  

Для заданого векторного поля  

 
Рисунок 1.9 

∫ +++++=
l

dzyzdyyxdxzxC )32()23()2(  

На відрізку AB  : ;0;0 == dzz 22 =+ yx  або 22 +−= xy  ; 
dxdy 2−=  

∫ =+++++=
AB

dzzydyyxdxzxC )23()23()2(1  

∫ ∫ =−⋅+−++=++=
AB

dxxxxdyyxxdx
0

1

))2())22(23(2()23(2

∫ =+−=−=−=
0

1

0

1
2 682)82()84( xxdxx . 

 

n  

2 
1 

1 C 

B 

A 

z 

y 

x 
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На відрізку BC : 22,0,0 =+== zydxx  або zy 22 −= , 
dzdy 2−= . 

∫ =+++++=
BC

dzzydyyxdxzxC )23()23()2(2  

∫ ∫ =−++−−=++=
BC

dzzzzdzzyydy
1

0

))22(32()2)(22(2()23(2

∫ =−=−=−==
1

0

1

0
2 022)22()24( zzdzz . 

 
На відрізку : CA  222,0,0 =+== zxdyy  або xz −= 1 , 

dxdz −= . 

∫ =+++++=
CA

dzzydyyxdxzxC )23()23()2(3  

∫ ∫ =−−+−+=++=
CA

dxxxxzdzdxzx
1

0

))1)(1(2)12((2)2(

∫ =−=−=−==
1

0

1

0

2

2
11

2
3)

2
3()13( xxdxx . 

Таким чином 
2
16

2
106321 =++=++= CCCC . 

б) Обчислення циркуляції за допомогою формули Стокса. 

∫ ∫∫ ∫∫
=

γ
⋅

=⋅==
l S D yxzzxy

dxdynarotdsnarotrdaC
),(

0
0 cos

 

де S - трикутник  ABC ,   xyD - проекція цього трикутника на 

координатну площину XOY ,  0n - нормальний одиничний вектор до 
поверхні S ,   γcos  - це третя складова вектора 0n , 
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 kji

yzyxzx
zyx

kji

arot 33

32232

++=

+++
∂
∂

∂
∂

∂
∂

= , 
n
nn =0 , 

 
( )zyxn ϕ′±ϕ′±ϕ′±= ,, ,  0),,( =ϕ zyx - рівняння поверхні, знак(+) 

або (–) вибирається з умови. Для цього прикладу рівняння поверхні 
має вигляд 222 =++ zyx , тобто  222),,( −++=ϕ zyxzyx . 

Таким чином , враховуючи напрямленість нормального вектора 

маємо )2,1,2(=n , 





=

3
2,

3
1,

3
2

0n  ,   
3
2cos =γ   . Враховуючи 

попередню формулу обчислимо циркуляцію  

∫∫ ==⋅⋅⋅==
⋅+⋅+⋅

=
xy

xy
D

DSdxdyC
2
16

2
1321

2
1

2
13

2
13

3
2

3
23

3
113 3

2

 

 
 

2. РОЗРАХУНКОВО-ГРАФІЧНІ ЗАВДАННЯ 
 

2.1 Завдання 1 
 Змінити порядок інтегрування, зобразити область інтегрування. 

1. ∫∫
342

3

2
1

x

x

dydx  2. ∫∫
−−

+−

2

2

255

2
1

4

0

),(
y

y

dxyxfdy   

3. ∫∫
−

−

x

x

dydx
12

212

4

2

2  4. ∫∫
+

−−

21

3

2

0

),(
y

y

dxyxfdy  

5. ∫∫
+

−−

2

1

3

3

2

),(
x

dyyxfdx  6. ∫ ∫
2

1 1
2

y

y

dxdy  
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7. ∫ ∫
1

0

6

3

3
x

x

dydx  8. ∫ ∫
4

3

4

12

3

2 27
4y

y

dxdy  

9. ∫∫
+

−

323

1 2

),(
x

x

dyyxfdx  10. ∫∫
−

−−−

y

y

dxyxfdy
6

)3(9

6

0 2

),(  

11. ∫∫
−

−−

2

2

25

5

3

3

),(
y

y

dxyxfdy  12. ∫∫
+

−−

1

16

1

0

2

2

),(
y

y

dxyxfdy  

13. ∫∫
164

0 2
),(

x

dyyxfdx  14. ∫∫
−

−−

24

3

4

1

),(
x

x

dyyxfdx  

15. ∫∫
23

6

3

2 4
3x

x

dydx  16. ∫∫
+−

−

12

212

4

2

2
y

y

dxdy  

17. ∫∫
−−

−−

2

2

92

25

3

0

),(
y

y

dxyxfdy  18. ∫∫
−−

+−

2

2

255

2
1

4

0

),(
y

y

dxyxfdy  

19. ∫∫
−−

−

293

3

3

0

),(
x

x

dyyxfdx  20. ∫∫
+

−−

21

3

2

0

),(
y

y

dxyxfdy  

21. ∫∫
+

−−

2

1

3

3

2

),(
x

dyyxfdx  22. ∫∫
−−

2

3

2

0

2

2

),(

y

y

dxyxfdy  

23. ∫∫
+42

0

2

2

),(
y

y

dxyxfdy  24. ∫∫
−

−

2

2

25

9

3

0

),(
x

x

dyyxfdx  

25. ∫ ∫
3

2

3

6

2

4
3x

x

dydx  26. ∫ ∫
2

1 1
2

x

x

dydx  
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27. ∫ ∫
2/3

2/1

9

5

3

3 5
9x

x

dydx  28. ∫∫
−

−

2

2

25

9

3

0

),(
y

y

dyyxfdy  

29. ∫∫
+

−

323

1 2

),(
x

x

dyyxfdx  30. ∫∫
−

−−−

y

y

dxyxfdy
6

)3(9

6

0 2

),(  

 
2.2 Завдання 2 

Обчислити площу фігури, обмеженої лініями. Зобразити фігуру. 

1. 
2
3;

2
1

== xx ; y = 9x3; y = 5x3.  

2. 
8
5;

2
1

== xx ; y = 3x; x + y = 12. 3. x = 0; y = 8 - 2x; y = 6 x .   

4. x = 2; yx2 = 1; y = x. 5.  x = 4;  y = 4x3 ; 9y = 108x2  

6. x = 1;  y = 3 x  ; y = 6 x .  
7. 2x = 1; 2x = 3; y = 9x3; y = 5x3. 8. y = 1; x = 3 y ; x = 6 y . 
9. 2x = 3; y = 4x; 2x + y = 6. 10. x = cosy; x = siny; y = 0 
11. y = 0; 2y + x = 8; x = 6 y . 12. 9y = 3; x = 3y2; x = 6y. 

13. y = 3x2; x = 3; y = 6x. 14. 4;2 22 =+=+ yxyx  
15. x=1/2;  x=3/2, y=x, y=4x3 16. x=3y2, y=-2, 18y+3x=27. 
17. 1;0;2;2 22 =+=−−== yxyxxy  

18. 2;2 =+= yxxy  19. xyxxyx 4;2 2222 =+=+  

20. 4;4;; 22 =+=−== yxxxyxy  

21. 9;2 2222 =+=+ yxyyx   

22. yyxyx 3;16 2222 −=+=+  
23. y = 1; y = -2; x = 2y2;18y + 3x = 27. 
24. 0;0;2;122 =+===+ yxyxyx  

25. yyxyyx 4;2 2222 =+=+  26. 9;2 2222 =+=+ yxxyx  
27. yxxxy /1;3;1;0 ====  28. 2;22 =+= xxy   
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29. xeyxyx ==== ;2;0;0  30. 2;422 ≥+=+ yxyx  
 

2.3 Завдання 3 
Обчислити подвійні інтеграли. 

1а) ∫∫ +
D

dxdyyx )2(                xyxyxxD
2
1;;2;1: ==== . 

2а) ∫∫ −
D

dxdyy)25(                0;4;: 2 === xyxyD . 

3а) ∫∫ +

D

yx dxdye                     1;0;: === yxxyD . 

4а) ∫∫ −
D

dxdyyx )4(                22 ;2: xyxyD =−= . 

5а) ∫∫ +
D

dxdyyx )cos(           
2

;0;: π
=== xyxyD . 

6а) ∫∫ +
D

dxdyyx )(                1;2;: === xxyxyD . 

7а) ∫∫ +
D

dxdyyx )( 22                0;2;: ==+= yyxxyD . 

8а) ∫∫
D

ydxdyx                1;0;0: =+== yxyxD . 

9а) ∫∫ +
D

dxdyyx )(                xyxyD == ;: 2 . 

10а) ∫∫ −
D

dxdyy)3(                2;2: 2 == yyxD .  

11а) ∫∫
D

x
y

dxdye                1;0;: 2 === xyxyD . 

12а) ∫∫ −
D

dxdyyx )(                4;0;: === xyxyD . 
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13а) ∫∫ −
D

dxdyyx )6(                xyxyD == ;: 2 . 

14а) ∫∫ +
D

dxdyyx )3( 22       0;2;: ==+= xyxxyD . 

15а) ∫∫ +
D

dxdyx )2(                exyxyD === ;0;ln: . 

16а) ∫∫ −
D

dxdyyy )42(           2;1;3: === xxyxD .  

17а) ∫∫ +
D

dxdyyx )( 3                1;;0: === yxyxD . 

18а) ∫∫ ++
D

dxdyyx )1(                2;2;: === yxyxyD .     

19а) ∫∫ +
D

dxdyyx )2cos(                0;
2

;: =
π

== xyxyD . 

20а) ∫∫
D

ydxdyx2                         xyxyD == ;: 2 . 

21а) ∫∫
D

dxdy
x
y

                             2;
2
1;: === xxyxyD . 

22а) ∫∫
D

ydxdye                             0;;2: ===+ xxyyxD . 

23а) ∫∫ +
D

dxdyyx )3( 22                2;: xyxyD == . 

24а) ∫∫ +
D

dxdyy )12(                     1;;: =−== xxyxyD . 

25а) ∫∫
D

dxdy
y
x
2                             1;;3: === xyxyxD . 

26а) ∫∫
D

dxdy
x
y
2                0;0;1: ===+ xyyxD . 
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27а) ∫∫ +
D

dxdyyx )sin(                π=== xxyyD ;;0: . 

28а) ∫∫ +
D

dxdyyx )32(                0;1: 2 =−= xyxD . 

29а) ∫∫ +
D

dxdyxy )(3                1;
3
1;: === xxyxyD . 

30а) ∫∫
D

xdxdy                                     0;;: === xeyeyD x . 

1б) ∫∫ ++
D

dxdyRyx 222               222222 3;: RyxRyxD =+=+  . 

2б) ∫∫ −−
D

dxdyyxR 222                )0;0(;: 222 ≥≥=+ yxRyxD . 

3б) ∫∫ +
D

dxdyyx )( 22                         xyxD 2: 22 =+ . 

4б)  ∫∫ ++

D

yx dxdye
221                           0;1: 2 =−= yxyD . 

5б) ∫∫
−−D yxR

dxdy
222

               )0;0(;: 222 ≥≥=+ yxRyxD . 

6б) ∫∫ ++D Ryx
dxdy

222                0;1: 2 =−= yxyD . 

7б)  ∫∫ ++
D

dxdyyx 22 221   4: 22 =+ yxD . 

8б)  ∫∫ +
D

dxdy
x
y )1( 2

2
               )0(;0;;1: 22 ≥===+ yyxyyxD . 

9б)  ∫∫ +
D

dxdyyx 22   xyxyxD 2;4: 2222 =+=+ . 

10б) ∫∫ +
D

dxdyyx )ln( 22   22222 ;1: eyxyxD =+=+  
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11б)  ∫∫
+

+

D
dxdy

yx

yx
22

22cos
         222

2
22 ;

4
: π=+

π
=+ yxyxD . 

12б) ∫∫ ++
D

dxdyyx )2( 22                xyxD 4: 22 =+ . 

13б) ∫∫ +
D

dxdyyx )23(       )0(;0;4;1: 2222 ≥==+=+ yxyxyxD . 

14б) ∫∫
D

dxdy
x
yarctg  

)0(;
3

1;;4;1: 2222 ≥===+=+ yxyxyyxyxD . 

15б) ∫∫ +
D

dxdyyx 22sin          

)0(;;9;1: 2222 ≥−==+=+ xxyyxyxD . 

16б) ∫∫
D

xdxdy                yyxD 2: 22 =+ . 

17б) ∫∫
D

ydxdy                xyxD 2: 22 =+ . 

18б)  ∫∫ +
D

dxdyyx )(                xyxxyxD 2;6: 2222 =+=+ . 

19б) ∫∫ +

D

yx dxdye
22

               )0(;0;4: 22 ≥==+ yyyxD . 

20б) ∫∫ ++
D

dxdyyx 222                

)0(;;;9;4: 2222 ≥−===+=+ xxyxyyxyxD . 

21б) ∫∫ −−
D

dxdyyx 224                xyxD 2: 22 =+ . 
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22б) ∫∫ −
D

dxdyyx )23(                xyxD =+ 22: . 

23б)  ∫∫
++D yx

dxdy
223

               4;1: 2222 =+=+ yxyxD . 

24б)   ∫∫ +D yx
xdxdy

22                yyxyxD 2;4: 2222 =+=+ . 

25б)  ∫∫
+D yx

ydxdy
22

               xyxD 4: 22 =+ . 

26б)  ∫∫ +
D

dxdyyx )52(                xyxD 6: 22 =+ . 

27б)  ∫∫
D

ydxdy                4;1: 2222 =+=+ yxyxD . 

28б)  ∫∫
−−D yx

dxdy
226

               yyxD 6: 22 =+ . 

29б)  ∫∫ ++
D

dxdyyx )2( 22        xyxxyxD 2;4: 2222 =+=+ . 

30б)  ∫∫ ++
D

dxdyyx )3(                

)0(;3;;4;1: 2222 ≥===+=+ yxyxyyxyxD . 
 

2.4 Завдання 4 
Знайти об’єм тіла, обмеженого поверхнями, зробити рисунок 

1.a) 2z = 22 yx + ; 22 yx + =2 x ; z =0;    б) 2x  + 2y  = 2 x , z =0, z = x  

2. а) 22 yx + =1; z =0; z =1; x >0; y >0 

     б) z = 22 yx + , z =0, x =1, y =2, x =0 y =0 

3. а) 22 yx + = 2z , z =0, y =2 x , y =4 x , x =3 ( z >0); 

     б) 2x  + 2y  =4 y , z =0, y + z =5 
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4. а) 22 yx + =9; z = x ; z =0; z >0 

     б) 22 yx + + 2z =4; 22 yx + =3 z  

5. а) z = 22 yx + ; z = 2x +2 2y ; y = x ; x =1  

     б) 2y +3 2z =6; 3 2x -25 2y =75; z >0 

6. а) 22 yx + =2 z ; 22 yx + + 2z =3; z >0 
     б) x =4; y =2; x +2 y +3 z =12; x =0; y =0; z >0. 

7. а) z =5 y ; 22 yx + =16; z =0;    б) x + y + z =5; 2 x + y =5: y =0; z =0 

8. а) 2 x = 2y + 2z ; x =0; y =2; z =3; y =0; z =0 

     б)8( 22 yx + )= 2z ; 22 yx + =1; y >0; z >0 

9. а) y = x ; y =0; x =1; z = 2x +5 2y ; z =0 

     б) 22 yx + + 2z =9; 22 yx + <1, x >0 

10. а) y = x ; y =0; x =1; z = xy ; z =0 

     б) 22 yx + + 2z =4; 22 yx + = 2z , x >0; z >0 
11. а) y =2 x ; y =0; x =2; z = x y ; z =0 

     б) 22 yx + = 2z ; 22 yx + =1, y >0 z >0 

12.а) z = 2x +3 2y ; z =0; y = x , y =0, x =1 

     б) z =8( 22 yx + )+3, z =16 x +3 

13. а) z =3 22 yx + ; z =2- 2x - 2y  

     б) y = x ; y =0; x =1; z =3 2x +2 2y ; z =0 

14. а) z =10( 22 yx + )+1; z =1-20 y         б) 2y + 2z =8 z ; x =0; z + x =6 

15. а) 2 z = 22 yx + ; z =0; x =2; y =3; x =0; y =0 

     б) 22 yx + =4 x ; z =0; z = x  

16. а) 22 yx + =4 2z ; z =0; y = x ; y =8 x ; x =2; z >0 
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     б) 22 yx + =8 y ; z =0; y + z =6 

17. a) 2x = 2y + 2z ; 2y + 2z =2 y ; x =0;    б) 2y  + 2z  = 2 y , x =0, 
x = y  

18. а) 2y + 2z =1; x =0; x =1; y >0; z >0 

     б) x = 2y  + 2z  , x =0, y =1, z =2, y =0 z =0 

19. а) 2y  + 2z  = 2x  , x =0, z =2 y , z =4 y , y =3 ( x >0); 

     б) 2y  + 2z  =4 z , x =0, z + x =5 

20. а) 2y + 2z =9; x = y ; x =0; x >0 

     б) 2y + 2z + 2x =4; 2y + 2z =3 x  

21. а) x = 2y + 2z ; x = 2y +2 2z ; z = y ; y =1  

     б) 2z +3 2x =6; 3 2y -25 2z =75; x >0 

22. а) 2y + 2z =2 x ; 2y + 2z + 2x =3; x >0 
     б) y =4; z =2; y +2 z +3 x =12; y =0; z =0; x >0. 

23. а) x =5 z ; 2y + 2z =16; x =0 
     б) y + z + x =5; 2 y + z =5: z =0; x =0 

24. а) 2y + 2z =4 y ; x =0; x = y  
     б)8( 2y + 2z )= 2x ; 2y + 2z =1; z >0; x >0 

25. а) z = y ; z =0; y =1; x = 2y +5 2z ; x =0 

     б) 2y + 2z + 2x =9; 2y + 2z <1, y >0 

26. а) z = y ; z =0; y =1; x = yz z ; x =0 

     б) 2y + 2z + 2x =4; 2y + 2z = 2x , y >0; x >0 
27. а) z =2 y ; z =0; y =2; x = y z ; x =0 

     б) 2y + 2z = 2x ; 2y + 2z =1, z >0 x >0 

28. а) x = 2y +3 2z ; x =0; z = y , z =0, y =1 
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     б) x =8( 2y + 2z )+3, x =16 y +3 

29. а) x =3 22 yz + 2y + 2z ; x =2- 2y - 2z  

     б) z = y ; z =0; y =1; x =3 2y +2 2z ; x =0 

30. а) x =10( 2y + 2z )+1; x =1-20 z  

     б) 2y + 2z =4 2x ; x =0; z = y ; z =8 y ; y =2; x >0 
 
 

2.5 Завдання 5 
Обчислити криволінійний інтеграл 1-го роду ∫

l

dlyxf ),(  де l - відрізок 

прямої від точки  )( 1,1 yxA  до точки  ),( 22 yxB . 

1) ).0,2(;)1,1(;32),( BAyxyxf −+=  
2) ).1,2(;)1,2(;23),( −−= BAyxyxf  
3) ).1,2(;)0,1(;34),( BAyxyxf −+=  
4) ).2,2(;)1,3(;24),( BAyxyxf −+−=  
5)  ).1,2(;)0,5(;2),( BAyxyxf −+=  
6) ).1,2(;)1,4(;3),( −−+−= BAyxyxf  
7) ).1,1(;)2,3(;2),( −−−= BAyxyxf  
8) ).1,1(;)2,2(;53),( BAyxyxf −−=  
9) ).3,5(;)2,0(;53),( BAyxyxf +=  
10) ).2,4(;)1,3(;34),( BAyxyxf −+−=  
11)  ).2,3(;)3,2(;25),( BAyxyxf −+=  
12) ).2,3(;)3,2(;25),( −−+−= BAyxyxf  
13) ).1,2(;)2,4(;54),( BAyxyxf −−=  
14) ).4,3(;)2,1(;54),( BAyxyxf +−=  
15) ).3,3(;)3,1(;26),( BAyxyxf −−=  
16) ).3,4(;)2,1(;26),( BAyxyxf +−=  
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17) ).3,2(;)7,3(;65),( BAyxyxf −+−=  
18) ).2,3(;)5,2(;65),( BAyxyxf −=  
19)  ).2,3(;)1,1(;27),( BAyxyxf +=  
20) ).2,3(;)2,1(;37),( −−+−= BAyxyxf  
21) ).3,2(;)3,1(;26),( −−+= BAyxyxf  
22) ).2,1(;)3,0(;2),( BAyxyxf −+−=  
23) ).1,2(;)2,3(;2),( BAyxyxf −−=  
24) ).3,1(;)0,4(;32),( BAyxyxf +−=  
25) ).1,2(;)1,4(;23),( −−−= BAyxyxf  
26) ).2,3(;)3,5(;37),( BAyxyxf −+=  
27) ).2,3(;)1,4(;34),( −−+−= BAyxyxf  
28) ).3,2(;)2,3(;53),( BAyxyxf −+−=  
29) ).4,4(;)3,1(;27),( BAyxyxf +−=  
30) ).2,4(;)2,3(;57),( −−+= BAyxyxf  
 

2.6 Завдання 6 
Обчислити криволінійний інтеграл 2-го роду ∫ +

l

dyyxQdxyxP ),(),( . 

1) ;),(;),( xyyxQyxyxP =+=  
     ;1: += xyl від точки з x1=0  до точки з x2=2 . 
2) ;),(;2),( yxyxQyxyxP +−=+=  
     ;23: += xyl від точки з x1=1  до точки з x2=2 . 
3) ;),(;2),( yxyxQyxyxP +=−=  
     ;2: += xyl від точки з x1=2  до точки з x2=3 . 
4) ;2),(;3),( yxyxQyxyxP −=+=  

     ;: 2xyl = від точки з x1=1   до точки з x2=1. 
5) ;),(;2),( yxyxQyxyxP −=−=  
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     ;: xyl = від точки з x1=0  до точки з x2=4 . 
6) ;2),(;),( yxyxQyxyxP +=+=  

     ;sin;cos3: tytxl == від точки з t1=0  до точки з t2= 2
π  . 

7) ;2),(;2),( yxyxQyxyxP +−=+=  
     ;sin2;cos2: tytxl == від точки з t1=0  до точки з t2=π  . 
8) ;2),(;23),( yxyxQyxyxP +=+=  
     ;13: += xyl від точки з x1=1  до точки з x2=2 . 
9) ;15),(;23),( +=−= xyxQyxyxP  
     ;1: +−= xyl від точки з x1=0  до точки з x2=3 . 
10) ;2),(;),( yxyxQxyyxP −==  
     ;32: +−= xyl від точки з x1=0  до точки з x2=2 . 

11) ;23),(;),( 2 yxyxQyxyxP −=+=  
     ;3: +−= xyl від точки з x1=0  до точки з x2=3 . 

12) ;2),(;),( 2 +=+= xyxQyxyxP  

     ;1: 2xyl −= від точки з x1=0  до точки з x2=1 . 
13) ;),(;2),( xyyxQyxyxP =−=  

     ;: xyl = від точки з x1=1  до точки з x2=4 . 

14) ;),(;3),( 2 yxyxQyxyxP =+=  

     ;1: 2 += xyl від точки з x1=0  до точки з x2=3 .  
15) ;),(;3),( yxyxQxyyxP +==  

     ;sin2;cos2: tytxl == від точки з t1=0  до точки з t2= 2
π  . 

16) ;),(;4),( yxyxQxyxP +−==  
     ;32: −= xyl від точки з x1=1  до точки з x2=3 . 
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17) ;2),(;2),( yxyxQyyxP +=−=  
     ;2: +−= xyl від точки з x1=0  до точки з x2=4 . 
18) ;),(;2),( xyyxQyxyxP =+−=  

     ;sin2;cos3: tytxl == від точки з t1=0  до точки з t2= 2
π  . 

19) ;),(;2),( 2 yxyxQyxyxP =+−=  
     ;23: −= xyl від точки з x1=1  до точки з x2=3 . 
20) ;2),(;23),( yxyxQyxyxP +=+−=  
     ;32: +−= xyl від точки з x1=0  до точки з x2=2 . 
21) ;),(;52),( xyyxQyyxP =+−=  
     ;4: +−= xyl від точки з x1=0  до точки з x2=4 . 
22) ;),(;32),( yxyxQxyxP −=−=  
     ;12: +−= xyl від точки з x1=1  до точки з x2=2 . 
23) ;2),(;2),( yxyxQyxyxP −=+−=  
     ;23: +−= xyl від точки з x1=0  до точки з x2=3 . 

24) ;),(;43),( 2xyyxQyxyxP =+−=  
     ;52: +−= xyl від точки з x1=0  до точки з x2=4 . 
25) ;),(;4),( xyxQyxyxP =+=  

     ;sin;cos2: tytxl == від точки з t1=0  до точки з t2= 2
π  . 

26) ;),(;2),( 2xyyxQyxyxP =+−=  
     ;1: += xyl від точки з x1=1  до точки з x2=2 . 

27) ;),(;25),( 2 yxyxQyxyxP =+−=  
     ;12: +−= xyl від точки з x1=2  до точки з x2=3 . 
28) ;),(;3),( yxyxQyxyxP −=+−=  
     ;4: +−= xyl від точки з x1=1  до точки з x2=4 . 

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com
http://www.pdffactory.com


 31

29) ;2),(;),( 2 yxyxQxyyxP +==  
     ;2: −= xyl від точки з x1=0  до точки з x2=2 . 

30) ;),(;75),( 2 yxyxQyxyxP =−=  
     ;12: −= xyl від точки з x1=1  до точки з x2=3 . 
 

2.7 Завдання 7 
Відновити функцію ),( yxuu = по ії повному диференціалу 

dyyxQdxyxPdu ),(),( += . 

1) yexyyxP += 2),( ;                        yxexyxQ += 2),( . 

2) )cos(3),( 22 yxyyxyxP +++= ; )cos(2),( 3 yxxyxyxQ +++= . 

3) yyxeyxP y ++= cos2),( ;           xyxexyxQ y +−= sin),( 2 . 

4) 2sin2),( 3 ++= yyxyxP ;           22 3cos),( xyyxyxQ += . 

5) 1),( 23 ++= yeyyxP x ;                223),( 2 ++= xyeyyxQ x . 

6) yeyxyxP xy+= 2cos2),( ;      3sincos2),( 2 ++⋅−= xeyyxyxQ xy . 

7) xeyyxP 32 3sin),( += ;     2sincos)(2sin),( 2 +⋅++= yyyxyyxQ . 

8) xxyyxP 26),( 2 += ;         yyxyxQ 46),( 2 += . 

9) xyyxyxP 2sin22cos2),( 2−= ;   xyyxyxQ 2cos22sin2),( 2 +−= . 

10) 222),( 222 ++= xy eyxeyxP ;      xy yeexyxQ 222 22),( += . 

11) 25),( 45 −+= yxyyxP ;              35),( 54 ++= xxyyxQ . 

12) xyyyxyxP 23),( 232 ++= ;        223 23),( xxyyxyxQ ++= . 

13) 74),( 32 ++= yxyyxP ;              22),( 4 −+= xxyyxQ . 

14)  yyxxyyxP 732),( 223 ++= ;     xyxyxyxQ 723),( 322 ++= . 

15) yyyxyxP 23),( 322 ++= ;         xxyyxyxQ 232),( 23 ++= . 

16) 324),( 423 ++= xyyxyxP ;        242),( 324 −+= yxyxyxQ . 

17) yxyyxyxP 723),( 22 −+= ;        xxyxyxQ 72),( 23 −+= . 
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18) 166),( 22 −+= xyyxyxP ;        162),( 23 ++= yxxyxQ . 

19) yxyyxP 514),( 3 −= ;               2521),( 22 +−= xyxyxQ . 

20) 1320),( 23 +−= yyxyxP ;       2310),( 4 −−= xyxyxQ . 

21) 242 59),( yyxyxP −= ;            21012),( 33 +−= xyyxyxQ . 

22) 2203),( 45 −+= yxyyxP ;       54 415),( xxyyxQ += . 

23) xyxxyyxP 462),( 256 ++= ;    yyxyxyxQ 226),( 652 −+= . 

24) 25 62),( xyxyyxP += ;              365),( 242 ++= yxyxyxQ . 

25) 36),( 432 ++= yyxyxP ;          323 46),( xyyxyxQ += . 

26)  yyeeyxP xy −+= 32 3),( ;         xexeyxQ xy −+= 322),( . 

27) 127),( 326 −+= xyyxyxP ;        232),( 227 ++= yxyxyxQ . 

28) 366),( 355 ++= xyyxyxP ;        2246 95),( yxyxyxQ += . 

29) 1106),( 23 ++= yxyyxP ;           xyyxyxQ 209),( 22 += . 

30) 36 310),( yxyyxP += ;                4930),( 252 ++= xyyxyxQ . 
 

2.8 Завдання 8 
Знайти похідну функції U = U ),,( zyx  у напрямі вектора 21AA  в т. 

1A  та grad U|A1   

1. U= zx
x
yx 2

4
1

2
ln +++






 + ,   1A  (1; 2; 3), 2A (3; 4; 1). 

2. U= zyyxyx 432)(5 22 −+++−+ ,   1A  (3; 4; 1) , 2A (3; 2; -1). 
3. U=5arctg(x - y)7 + 2y + x + 2ln2z,   1A  (3; 4; 1) , 2A (2; -1; 1). 

4. U= 73212 +++







+− zyz

y
xtg ,   1A  (1; 1; 0) , 2A (3; 4; 1). 

5. U=sin(x2 + y5 - 2z) + 2y + 7z + 5,   1A  (1; 1; 1) , 2A (0; 0; 1). 
6. U=xyeπxy + (1 - π)y + 2(1 - π) +zπ,  1A  (1; 1; 1) , 2A (1; 0; 1). 
7. U=tg(x2 + y4 -2z) + 2y + 6z + 4,  1A  (1; 1; 1) , 2A (0; 0; 0). 
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8. U= 1095)(222 +++++−++ zyzyxzyx , 1A (2;3;6), 2A (3;4;1). 

9. U= xzzyyx 222 ++ , 1A (1;-1;2), 2A (3;4;-1). 

10. U= 235 zxy , 1A (2;1;-1), 2A (4;-3;0). 

11. U= )ln( 222 zyx ++ , 1A (-1;2;1), 2A (3;1;-1). 

12. U=
222 zyxze ++ , 1A (2,1,-1), 2A (3,-4,2). 

13. U= )ln( xzyzxy ++ , 1A (-2,3-1), 2A (2,1,-3). 

14. U= 2221 zyx +++ , 1A (1,1,1) , 2A (3,2,1). 

15. U= 222 −+ xzyx , 1A (1,1,-1), 2A (2,-1,3). 

16. U= 2zyexe xy −+ , 1A (3,0,2), 2A (4,1,3). 

17. U= xyzzxy −+ 223 , 1A (1,1,2), 2A (3,-1,4). 

18. U= 2225 yzxyyzx +− , 1A (1,1,1), 2A (9,-3,9). 

19. U= 3222 )( zyx ++ , 1A (1,2,-1), 2A (0,-1,3). 

20. U= yzx , 1A (3,1,4), 2A (1,-1,-1). 

21. U= zx
x
yx 2

4
1

2
ln +++






 + ,   1A  (1; 2; 3), 2A (3; 4; 1). 

22. U= zyyxyx 432)(5 22 −+++−+ ,   1A  (3; 4; 1) , 2A (3; 2; -1). 
23. U=5arctg(x - y)7 + 2y + x + 2ln2z,   1A  (3; 4; 1) , 2A (2; -1; 1). 
24. U= ( ) 732/12 ++++− zyzyxtg ,   1A  (1; 1; 0) , 2A (3; 4; 1). 

25. U= )1ln( 222 zyx +−+ , 1A (1,1,1), 2A (5,-4,8). 
26. U=sin(x2 + y5 - 2z) + 2y + 7z + 5,   1A  (1; 1; 1) , 2A (0; 0; 1). 
27. U=xyeπxy + (1 - π)y + 2(1 - π) +zπ,  1A  (1; 1; 1) , 2A (1; 0; 1). 
28. U=tg(x2 + y4 -2z) + 2y + 6z + 4,  1A  (1; 1; 1) , 2A (0; 0; 0). 

29. U= xzzyyx 222 ++ , 1A (1;-1;2), 2A (3;4;-1). 

30. U= 222 −+ xzyx , 1A (1,1,-1), 2A (2,-1,3). 
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2.9 Завдання 9 
а) Обчислити течію векторного поля a (М) через зовнішню поверхню 
піраміди, створену площиною (Р) та координатними площинами двома 
способами: 
1) за означениям ; 2) за допомогою формули Остроградського-Гаусса. 
1. ā=3x i +(y + z) j  + (x-z) k   (P):x + 3y + z = 3 

2. ā=(3x-1) i  + (y-x + z) j  + 4z k  (Р)2x-y-2z = 2 

3. ā=x i +(x + z) j  + (y + z) k  (P):3x + 3y + z = 3 

4. ā=(x+z) i  + (z-x) j  + (x + 2y + z) k  (P):x+y+z=2 

5. ā = (y+2z) i  + (x+2z) j +(x- 2y) k  (P):2x + y + 2z = 2 

6. ā=(x + z) i  + 2y j  + (x + y-z) k  (Р):.x + 2y + z = 2 

7. ā=(3x-y) i  + (2y + z) j  + (2z-x) k  (P):2x-3y + z = 6 

8. ā=(2y + z) i  + (x-y) j -2z k  (Р):x-y + z = 2 

9. ā = (x +y) i +3y j +(y-z) k  (P):2x-y-2z = -2 

10. ā=(x+y-z) i -2y j + (x + 2z) k  (P):x + 2y + z = 2 

11. ā=(y-z) i  + (2x + y) j + z k  (P):2x + y + z = 2 

12. ā=x i +(y-2z) j +(2x-y+2z) k  (Р):x + 2y+2z = 2 

13. ā=(x+2z) i +(y-3z) j + z k  (P):3x+2y + 2z = 6 

14. ā=4x i +(x-y-z) j +(3y+2z) k  (P):2x+y+z=4 

15. ā=(2z-x) i  + (x + 2y) j  + 3z k  (Р):x + 4y + 2z = 8 

16. ā=4z i  + (x-y-z) j  + (3y + z) k  (Р):x-2y + 2z = 2  

17. ā = (x + y) i +(y + z) j  + 2(x + z) k  (P): 3x - 2y + 2z = 6 

18. ā=(x + y + z) i +2z j + (y-7z} k  (P}:2x + 3y + z = 6 

19. ā = (2х-z) i  + (y-x) j + (x + 2z) k  (P):x-y + z = 2 

20. ā = (2y-z) i  + (x + y) j  + xk  (P):x + 2y + 2z = 4 

21. ā=(2z-x) i + (x-y) j  + (3x+z) k  (P):x+y + 2z = 2 
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22. ā = (x + z) i + (x + 3y) j + yk   (Р):x + y + 2z = 2 

23. ā=(x + z) i  + z j + (2x-y) k   (Р):2x + 2y+.z = 4 

24. ā=(3x + y) i + (x + z) j  + yk   (P):x + 2y + z = 2 

25. ā=(y+z) i  + (2x - z) j + (y + 3z) k   (Р): 2x+у+3z = 6 

26. ā=(y + z) i  + (x + 6y) j  + yk   (P):x + 2y + 2z = 2 

27. ā=(2y-z) i + (x + 2y) j + y k   (P):x + 3y + 2z=6 

28. ā=(y + z) i  + x j  + (y-2z) k   (P):2x + 2y + z = 2 

29. ā = (x + z) i +z j  + (2x - y) k   (Р): 3x + 2y + z = 6 

30. ā = z i  + (x + y) j  + yk   (Р): 2x + y + 2z = 2 
 
б) Обчислити двома способами течію векторa ā крізь зaмкнену поверхню  
σ (нормaль зовнішня). 
1 . ā=(x + z) i +(z + y) k ;    σ:{x2 + у2 = 9,z = x,z = 0(z > 0)}. 
2. ā = 2(z -y) j  + (х- z) k ;   σ : {z = x2 + 3y2 + 1,z = 0,x2 + y2 =l). 

3. ā =х i  + z j -y k ;  σ:{z = 4-2(x2 +y2), z = 2(x2 + y2)}. 

4. ā =4x i -2y i -z k ;                    σ: {x2 + y2 = 1,z = 0, x + 2y + 3z = 6}. 
5. ā =2x i  + z k ;                        σ: {z = 3x2 +2y2 +l,x2+y2 =4,z=o}. 
6. ā = z i  + (3y-x) j -z k ;            σ: {x2 + y2 = l,z = x2 + y2 +2,z = 0}. 

7. ā =(z + y) i +(x-z) j -z k ;     σ:{ x2+4y2 =4,3x+4y+z=12, z=1}. 

8. ā=(x+y+z) i +(2y-x) j +(3z+y) k ;        
 σ: {y = x,y = 2x,x =1,z = x2 +y2 ,z = 0}. 
9. ā = -2x i +z j  + (x + y) k ;      σ : (x2 + y2= 2y, z = x2 + y2, z = O). 

10.ā = (x + y) i  + (z + y) j  + (z + x) k ;     
 σ: {y = 2x, у = 4x, x = 1, z = y2, z = 0}. 

11. ā = (x+z) i +y k ;                  σ: {z = 2 - x2 -  y2, z = 
22

yx + }.  

12. ā = x i  + y j  + zk ;               σ: {z = 1  - 
22

yx + , z = 0}. 
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13. ā = (6x-cos y) i  + (e x + z) j +(2y+3z) k ; σ: {x2+y 2 = z 2 , z=1, z=2}. 

14. ā = 3x i  – z j ;                   σ: {z = 6-x 2 -y 2 ,  z = 
22

yx + }. 

15. ā = x 2 i  + y 2 j + z k :       σ: {x2 + y 2 +z 2 = 4, z =  
22

yx + }. 

16. ā = 17x i  + 7y j  + 11zk ;     
 σ: {z = x2 + y2, z = 2(x2 + y 2 ), y = x 2 , y = x }. 
17. ā = 8x i  – 2y j  +x k ;          σ: {x + y = 1, x = 0, z = x2 + y 2 , z = 0}. 

18. ā = 4x i  - 2y j  – z k ;      
 σ: {3x+2y=12,3x + y = 6,y = 0,z =0,x + y + z = 6}. 
19. ā = (z + y) i  + y j  – xk ;      σ: { x2 + y 2 = 2y, y = 2 }. 

20. ā = 2x i + 2y j  + zk ;    σ: {y = x 2 , y = 4x 2 , y = 1, z = y, z = 0(x ≥ 0)}.  

21. ā = (2y - 15) i  + (z - y) j  – (x – 3y) k ;     

 σ: {z =3x 2 + y 2 + 1, z = 0,  x2 + y 2 = 
4
1

} 

22. ā = (x2 + xy) i  + (y 2 + yz) j  + (z2 + xz) k ;   

σ: { x2 + y 2 +z 2 = 1, z =  
22

yx + }. 

23. ā =(3z 2 +x ) i  + (e x -2y) j  + 2z k ;           
 σ : {x 2  +y2 = z2, z = 1, z = 4}. 
24. ā = (8x + l) i  + (zx - 4y) j  + (e x - z) k ;     σ : {x2 + y2 + z2 = 2y}.   

25. ā = x y 2  i +  x2 y j + z k ;  
  σ: {x2 +y2 = 1, z = 0, z = l  (x ≥  0, у ≥ 0)}. 
26. ā=(x + z) i +(z + y) k ;  σ:{x2 + у2 = 9,z = x,z = 0(z > 0)}. 
27. ā = 2(z -y) j  + (х- z) k ;   σ : {z = x2 + 3y2 + 1,z = 0,x2 + y2 =l). 

28. ā =х i  + z j -y k ;  σ:{z = 4-2(x2 +y2) z = 2(x2 + y2)}. 

29. ā =4x i -2y i -z k ;            σ: {x2 + y2 = 1,z = 0, x + 2y + 3z = 6}. 
30. ā =2x i  + z k ;               σ: {z = 3x2 +2y2 +l, x2+y2 =4,z=0}. 

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com
http://www.pdffactory.com


 37

2.10 Завдання 10 
Для даного векторного поля 

kzyxRjzyxQizyxPa ),,(),,(),,( ++=   

знайти adiv , arot   в точці 0M . 

1) 2zxyP −=  ; zxQ −= 2  ; xyzR =   ; )1,1,1(0 −M . 

2) xyyzP −=  ; zyQ −= 3  ; zxR +=   ;  )1,2,1(0 −M . 

3) zxyP 2−=  ;  xzxyQ += 2  ; zyR −=   ; )0,2,1(0M . 

4) 33 zxP −=  ; zxyQ += 2  ; yxzR +=   ; )1,3,1(0 −M . 

5) zyxP 32 +=  ; zxzQ 2+= ; xyzR 2+= ; )1,1,2(0 −M . 

6) 327 yxP =  ; yxzQ += 2  ; yzxR += 23  ; )1,1,3(0 −M . 

7) 33xzP = ; xyzQ += 2  ; yzxR 32 2 += ; )1,1,2(0 −−M . 

8) zxyP += 23 ; zxQ 3−= ; yzxR 23 2 += ; )0,2,1(0M . 

9) zxyxP += 42  ; yzQ 2+=  ; xzR 4=   ; )1,2,1(0 −M . 

10) yzxyP −=  ; 23xzQ =  ; zxR 2−=   ; )3,1,1(0 −M . 

11) zyxP 42 +=  ; zxQ 22=  ; zxR += 2   ; )0,1,1(0M . 

12) yzxP 22 +=  ; zyQ 23=  ; zyR += 3   ; )1,2,1(0 −M . 

13) zzyP 32 +=  ; 22xyQ =  ; zxR 32 +=   ; )1,3,1(0 −M . 

14) yxzP 22 +=  ; zxQ += 3  ; 3yzR =   ; )1,2,1(0 −M . 

15) 223 yxzP +=  ; yxQ 27 +=  ; 2xzR =  ; )2,3,1(0 −M . 

16) yxzP 32 2 +=  ; zxQ 23 +=  ; yzR =   ; )0,2,1(0 −M . 

17) xyzP 23 +=  ; xzyQ += 5  ; xyzR =   ; )2,2,1(0 −M . 

18) xyzP 52 +=  ; zxyQ 3+=  ; zxR −=   ; )2,0,1(0 −M . 
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19) yxzP += 3 ; zxyQ += 32 ; zyR 32 += ; )2,1,0(0M . 

20) yxzP 32 +=  ; zxyQ += 3  ; zxR +=  ; )0,2,1(0 −M . 

21) yxzP 4+= ; 2yxzQ +=  yzxR += 2 ; )0,1,3(0 −M . 

22) xyzP 52 +=  ; xyzQ +=  ; 22 zyR += ; )1,1,1(0 −M . 

23) yxzP 2+=  ; 2xzQ =  ; zyR += 3   ; )0,2,1(0 −M . 

24) yxzP +=  ; zyQ −= 7  ; xzyR += 2  ;  ; )1,0,3(0 −M . 

25) 22zyP =  ; yzxQ −= 3  ; zxR 25=   ; )1,0,2(0 −−M . 

26) yxzP 43 +=  ; zxQ 23 +=  ; yxR 25=   ; )0,1,3(0 −M . 

27) zxyP 24 +=  ; xzQ 3=  ; yzxR += 2   ; )1,1,2(0 −M . 

28) zyxP 32 +=  ; yzQ 4=  ; zxR 5+=   ; )1,2,3(0 −M . 

29) zxyP 25 +=  ; 25yzQ =  ; zyR 4+=   ; )2,1,0(0M . 

30) yxzP 23 +=  ; zyQ 27=  ; zxR 4−=   ; )1,2,1(0 −M . 
 

2.11 Завдання 11 
Обчислити циркуляцію векторного поля a по контуру 

трикутника, який утворюється внаслідок перетину площини P з 
координатними площинами, двома способами: 
а) за означенням 
б) із застосуванням формули Стокса. 
1) ;)( kzjzxiya +++= .22: =++ zyxP  
2) ;)()2( kzyjzizxa ++++= .22: =++ zyxP  
3) ;)()2( kzxjyiyxa +++−= .22: =++ zyxP  
4) ;2)()2( kyjzyiyxa ++++= .1: =++ zyxP  
5) ;)()2( kzyjxizxa ++++= .33: =++ zyxP  
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6) ;)2()( kzxjzizya ++++= .33: =++ zyxP  
7) ;)()3( kyjzyizxa ++++= .33: =++ zyxP  
8) ;)()2( kzjyxizxa ++++= .222: =+− zyxP  
9) ;)2()2( kxjyxizxa +−+−= .222: =++ zyxP  
10) ;)2()2()3( kzxjxyizxa ++−++= .222: =++ zyxP  
11) ;)()2()( kzxjxyizxa −+++−= .632: =++ zyxP  
12) ;)3()4()3( kzyjyxizxa +++++= .632: =+− zyxP  
13) ;)2()2()2( kzxjzyizxa −+++−= .623: =++ zyxP  
14) ;)2()3()2( kyxjzxiyxa −+−+−= .42: =++ zyxP  
15) ;)3()3( kyxjziyxa ++++= .422: =++ zyxP  
16) ;)()2( kyxjyxiza +++−+= .42: =++ zyxP  
17) ;)23()2()( kzyjyxizya −+−++= .422: =++ zyxP  
18) ;)2()3( kxjzyiyxa +++−= .422: =++ zyxP  
19) ;)3()52( kyjzyiyxa +−++= .422: =++ zyxP  
20) ;)()23( kxjzxizxa ++++= .6232: =++ zyxP  
21) ;)2()32( kzjxyizya ++++= .6223: =++ zyxP  
22) ;5)2()23( kyjyxizya +++−= .6322: =++ zyxP  
23) ;)32()5( kxjyxizya +−++= .333: =++ zyxP  
24) ;3)24()6( kxjyxizya +−+−= .333: =++ zyxP  
25) ;5)2()3( kyjyzixya ++++= .333: =+− zyxP  
26) ;4)23()4( kxjyzixya ++++= .6366: =++ zyxP  
27) ;7)57()5( kyjyzixya +++−= .6663: =++ zyxP  
28) ;4)5()7( kxjyzizxa ++++= .6636: =++ zyxP  
29) ;3)2()2( kyjxzizya ++++= .2: =++ zyxP  
30) ;)2()3(6 kxyjxzixa ++−+= .22: =+− zyxP  
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КОНТРОЛЬНІ ПИТАННЯ 
 
 

1. Означення подвійного інтеграла та його властивості. 
2. Обчислення подвійних інтегралів в декартових координатах. 
3. Геометричний зміст подвійного інтеграла. 
4. Означення потрійного інтеграла та його властивості. 
5. Обчислення потрійних інтегралів в декартових координатах. 
6. Геометричний зміст потрійного інтеграла. 
7. Заміна змінних в кратних інтегралах. 
8. Обчислення кратних інтегралів у полярній, циліндричній та 

сферичній координатних системах. 
9. Застосування кратних інтегралів для розв’язання прикладних 

задач механіки та фізики. 
10. Означення криволінійного інтегралу першого роду. Його 

геометричний і фізичний зміст. 
11. Означення криволінійного інтегралу другого роду. Його 

геометричний і фізичний зміст. 
12. Обчислення криволінійного інтегралу першого роду. 
13. Обчислення криволінійного інтегралу другого роду. 
14. Властивості криволінійних інтегралів.  
15. Формула Гріна. Умова незалежності криволінійних 

інтегралів від шляху інтегрування. 
16. Застосування криволінійних інтегралів для розв’язання 

прикладних задач механіки та фізики. 
17. Односторонні та двосторонні поверхні. 
18. Поверхневі інтеграли I роду, їх обчислення. 
19. Поверхневі інтеграли IІ роду, їх обчислення. 
20. Теорема Остроградського-Гауса.  
21. Формула Стокса. 
22. Математичне означення поля. Скалярні та векторні поля. 

Вектор-функція.  
23. Похідна за напрямком. Градієнт векторного поля, його 

властивості. 
24. Потік векторного поля, його обчислення. 
25. Застосування теореми Остроградського-Гауса до обчислення 

потоку векторного поля. 
26. Дивергенція векторного поля і її обчислення. 
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27. Циркуляція і ротор векторного поля. Застосування теореми 
Стокса. 

28. Приклади векторних полів. 
29. Оператор Гамільтона. Оператор Лапласа. 
30. Застосування теорії поля до розв’язання прикладних задач 

механіки та фізики. 
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