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ВСТУП 

 

 
При проектуванні та експлуатації електротехнічних систем 

постійно доводиться вирішувати завдання пошуку найкращого 

рішення з деякої безлічі допустимих рішень. Таке рішення називають 

оптимальним, процес пошуку такого рішення - оптимізацією, а 

завдання, в яких шукається таке рішення - оптимізаційними задачами. 

Для конкретної оптимізаційної задачі не розробляється 

спеціальний метод вирішення. Існують математичні методи, 

призначені для вирішення будь-яких оптимізаційних задач - методи 

математичного програмування. 

У розв'язку будь-якої практичної оптимізаційного завдання 

існує кілька етапів. 

На першому етапі визначають границі досліджуваної системи, 

що дозволяє сформулювати деяке завдання виду f(x)→min, яке 

необхідно розв'язати. 

Наступним етапом є вибір математичного методу, який би 

забезпечував одержання кінцевих результатів з найменшими 

витратами на обчислення або ж давав можливість одержати 

найбільший обсяг інформації про шуканий розв'язок. Вибір того або 

іншого методу в значній мірі визначається постановкою оптимального 

завдання, а також використанням математичних моделей об'єкта 

оптимізації. 

Головною метою навчального посібника є засвоєння 

студентами практичних навичок використання математичного 

програмування і аналізу отриманих  результатів, а також вирішення 

поставлених задач  в програмному середовищі MatLab. 
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ЛАБОРАТОРНА РОБОТА 1  

 
ЗНАХОДЖЕННЯ ЕКСТРЕМАЛЬНИХ ЗНАЧЕНЬ ФУНКЦІЇ ВІД 

ОДНІЄЇ ЗМІННОЇ 

 

Мета роботи: Вивчення та надбання навичок щодо знаходження 

екстремальних значень функції f(х). 

 

 

1.1. Короткі теоретичні відомості 

 

 

Функція f(х) має локальний мінімум у точці х = р, якщо існує 

такий відкритий інтервал I, що містить р, при умові f(р )  ≤ f(х )  для 

всіх х  Є I .   

Функція f(х) має локальний максимум у точці х = р, при умові, 

що  f(х) ≤ f(р) для всіх х  Є I . Якщо функція f(х) має або локальний 

мінімум, або локальний максимум у точці х = р, то говорять, що вона 

має локальний екстремум у точці х = р. ▲ 

Критерій першої похідної. Припустимо, що функція f ( x )  

безперервна на відрізку I  = [ а ;  b ] .  Крім того, припустимо, що f '(x) 

визначена для всіх х  Є  (а, b )  за винятком, можливо, точки х  = р .  

Якщо f'(x) < 0 на інтервалі (а, р) і f'(x) > 0 на (р, b), то f ( p )  - 

локальний мінімум. 

Якщо f'(x) > 0 на інтервалі (а,р) і f ( x )  < 0 на (р, b), то f ( p ) -  

локальний максимум. 

Критерій другої похідної. Припустимо, що функція  f(х)  

безперервна на відрізку [а; b ]  і f'(х) і f''(х) визначені на (а, b). Також 

припустимо, що р  Є (а, b) — критична крапка, у якій f ' ( p )  =  0 .  

Якщо f " ( p  > 0, то значення f ( p )  є локальним мінімумом 

f(х). 

Якщо f " ( p  < 0, значення f ( p )  є локальним максимумом f(х). 

Якщо f " ( p )  = 0, то цей критерій не є остаточним. 
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1.2 Хід роботи 

 

 

1.2.1 Визначити інтервали функції f ( x ) , де вона зростає 

(зменшується) згідно заданого варіанта (табл. 1.1). 

1.2.2 Доведіть або спростуйте, що функція f ( x )  є 

унимодальною у межах заданого інтервалу ( табл. 1.1). 

1.2.3. Оформити звіт з лабораторної роботи 

 

Таблиця 1.1 – Варіанти завдань 

Н

Номер 

завдання 

Н

Номер 

варіанта 

 

1

1.2.1 

1 f(x) = 2x3 – 9x2 + 12x – 5; 

2 f(x)=x2/(x + l); 

3 f(x) = (x + l)/x2; 

4 f(x)=x2-2; 

5 f(x) = 25x3 – 8x2 + 14x – 2; 

6 f(x) = 14x3 +2x2 - 4x +52; 

7 f(x)=x2-х-2; 

8 f(x)=x2-4х+6; 

9 f(x)=26x2-4х+1; 

10 f(x)=18x2+87х+6; 

1

2.2.2 

1 f(x) =x2- 2x +1; [0;4] 

2 f(x) =cos(x); [0;3] 

3 f(x) = x2-4  [1; 10] 

4 f(x) = -x(3-x)5/3; [0;3] 

5 f(x)=x2-х-2; [0;78] 

6 f(x)=x2-4х+6; [-5;14] 

7 f(x)=26x2-4х+1; [0;35] 

8 f(x)=18x2+87х+6; [1; 10] 

9 f(x) = 2x3 – 9x2 + 12x – 5; [0;78] 

10 f(x) = x2-4  [-8; 25] 
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1.3 Приклад алгоритму розрахунку 

 

 

 Програма розрахунку виконується у середовищі MatLAB за 

допомогою створення m-файлу. 

 Для завдання 1.2.1. текст програми має вигляд: 

 
dfun=inline('3.*x.^2+4*x+84'); 
x=[-1:0.03:1]; 
% the sign for the first interval and store it into “znak”. The value 0 for 
% "-" and 1 for "+" 
k=1; 
if dfun(x(k))> 0 
    znak(k)=1; 
else znak(k)=0; 
end 
% store the first interval value at which the function corresponds to 

“znak” 
interval=x(k); 
% iteration for the derivative value, the change in function sign is stored 
for i=2:length(x) 
    y=dfun(x(i)); 
    if dfun(x(1))> 0 
        z=1; 
    else z=0; 
    end 
    if znak(k) ~= z 
        k=k+1; 
        interval(k)=x(i); 
    end 
end 
if length(interval)== 1 
    interval(k+1)=x(i); 
end 
 

 Для завдання 1.2.2. текст програми має вигляд: 

 
a=0; 
b=4; 
dfun=inline('2*x-2'); 
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x=[a:0.1:b]; 
y=dfun(x); 
k=1; 
m(1,1)=0; 
flag=0; 
for i=1:length(x) 
    if y(i)==0 
        m(k)=i; 
        k=k+1; 
        flag=1; 
    end 
end 
plot(x,y); 
if flag==1 
for i=1:length(m) 
    if (y(m(i)-1) < y(m(i))) && (y(m(i)+1) > y(m(i))) 
        unim=1; 
    else 
        unim=0; 
        break; 
    end         
end 
else  
    unim=0; 
end 

 

 

1.4 Контрольні запитання 

 

 

1. Надайте визначення локального мінімуму та локального 

максимуму функції f(x); 

2 Надайте визначення зростаючої та спадаючої функції; 

3. Надайте визначення унімодальної функції; 
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ЛАБОРАТОРНА РОБОТА 2  

 
ЗНАХОДЖЕННЯ ОПТИМАЛЬНОГО ЗНАЧЕННЯ ФУНКЦІЇ 

МЕТОДОМ ЗОЛОТОГО ПЕРЕТИНУ 

 

Мета роботи: Вивчення та надбання навичок щодо знаходження 

оптимального значення функції методом золотого перетину. 

 

 

2.1. Короткі теоретичні відомості 

 

 

Нехай r є  [0; 1] — початковий інтервал. Якщо 0,5 < r < 1, то  

0 < 1 – r < 0,5 і інтервал ділиться на три під інтервалів: [0; 1 - r],  

[1 - r; r] і [r; 1]. У процесі розв'язку використовується або стиск 

вправо й одержання нового інтервалу [0; r], або стиснення уліво й 

одержання інтервалу [1- r; 1]. Потім отримані під інтервали далі 

діляться на три під інтервалів в такому ж співвідношенні, як у випадку 

з інтервалом [0; 1]. 

Таким чином, необхідно так вибрати r, щоб одна зі старих точок 

була в правильному положенні щодо нового інтервалу.  Із цього 

випливає, що відношення (1 - r) : r таке ж, як і r : 1. Отже, r 

задовольняє рівнянню 1 - r = r2, яке можна записати у вигляді 

квадратного рівняння виду r2 + r - 1 = 0. Розв'язок r, що задовольняє 

нерівності 0,5 < r < 1, дорівнює r = (√5 -1) /2. 

Функція f ( x )  повинна задовольняти особливим умовам, які 

гарантують існування дійсного мінімуму на інтервалі, щоб можна 

було використовувати пошук мінімуму функції f ( x )  методом 

золотого перетину. 

 

 

2.2 Хід роботи 

 

 

2.2.1. Визначити локальний мінімум методом золотого перетину 

функції виду f(x) з точністю до третього знаку з кроком 0,1. Номер 

варіанта згідно табл.1.1. 
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2.2.1. Визначити локальний мінімум методом золотого перетину 

функції виду f(x) з точністю до восьми десятинних знаків з кроком 

0,01. 

2.2.3. Оформити звіт з лабораторної роботи. 

 

 

2.3 Приклад алгоритму розрахунку 

 

 

Програма розрахунку виконується у середовищі MatLAB за 

допомогою створення m-файлу. 

 
function Maximum(a,b,eps) 
function [S,E,G] =golden(f,a,b,delta,epsilon) 
r1=(sqrt(5)-1)/2; 
r2=r1^2; 
h=b-a; 
ya=feval(f,a); 
yb=feval(f,b); 
c=a+r2*h; 
d=a+r1*h; 
yc=feval(f,c); 
yd=feval(f,d); 
k=1; 
A(k)=a; 
B(k)=b; 
C(k)=c; 
D(k)=d; 
while(abs(yb-ya)>epsilon)|(h>delta) 
    k=k+1; 
    if(yc<yd) 
        b=d; 
        yb=yd; 
         d=c; 
         yd=yc; 
        h=b-a; 
         c=a+r2*h; 
         yc=feval(f,c); 
     else 
         a=c; 



11 

 

         ya=yc; 
         c=d; 
         yc=yd; 
         h=b-a; 
         d=a+r1*h; 
         yd=feval(f,d); 
     end 
     A(k)=a; 
     B(k)=b; 
     C(k)=c; 
     D(k)=d; 
 end 
 dp=abs(b-a); 
 dy=abs(yb-ya); 
 p=a; 
 yp=ya; 
 if(yb<ya) 
     p=b; 
     yp=yb; 
 end 
 G=[A' C' D' B']; 
 S=[p yp]; 
E=[dp dy]; 

 

 

2.4 Контрольні запитання 

 

 

1. У чому полягає метод золотого перетину? 

2. Чим відрізняється метод золотого перетину від методу 

інтервалів? 

3. Чим відрізняється метод золотого перетину від методу 

Фібоначчі? 
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ЛАБОРАТОРНА РОБОТА 3  

 

ЗНАХОДЖЕННЯ ОПТИМАЛЬНОГО ЗНАЧЕННЯ ФУНКЦІЇ 

МЕТОДОМ Р - КВАДРАТИЧНОГО НАБЛИЖЕННЯ 

 

Мета роботи: Вивчення та надбання навичок щодо знаходження 

оптимального значення функції методом р - квадратичного 

наближення. 

 

 

3.1. Короткі теоретичні відомості 

 

 

Знаходження мінімуму функції за допомогою квадратичного 

наближення, необхідно знайти таке значення рmin, яке є наближенням 

до р. Для цього використовується поліном Лагранжа, який має вигляд: 

 

𝑄(𝑥) =
𝑦0(𝑥 − 𝑝1)(𝑥 − 𝑝2)

2ℎ2
−

𝑦1(𝑥 − 𝑝0)(𝑥 − 𝑝2)

ℎ2
+ 

+
𝑦2(𝑥 − 𝑝0)(𝑥 − 𝑝1)

2ℎ2
 

(

(3.1) 

 

Похідна від Q(x) дорівнює 

 

𝑄′(𝑥) =
𝑦0(2𝑥 − 𝑝1 − 𝑝2)

2ℎ2
−

𝑦1(𝑥 − 𝑝0 − 𝑝2)

ℎ2
+

𝑦2(2𝑥 − 𝑝0 − 𝑝1)

2ℎ2
; 

 

(

(3.2) 

 

Запишемо Q ' ( х)  = 0 у вигляді Q' ( p0+hmin) = 0 : 

 

0 =
𝑦0(2(𝑝0 + ℎ𝑚𝑖𝑛) − 𝑝1 − 𝑝2)

2ℎ2
−

𝑦1(4(𝑝0 + ℎ𝑚𝑖𝑛) − 2𝑝0 − 2𝑝2)

2ℎ2
+ 

+
𝑦2(2(𝑝0 + ℎ𝑚𝑖𝑛) − 𝑝0 − 𝑝1)

2ℎ2
 

(

(3.3) 

 

Помножимо кожний член в (3.3) на 2 h 2  та поєднаємо члени, які 

містять hmin:  

 



13 

 

                                −ℎ𝑚𝑖𝑛(2𝑦0 − 4𝑦1 + 2𝑦2)
= 𝑦0(2𝑝0 − 𝑝1 − 𝑝2) − 𝑦1(4𝑝0 − 2𝑝0 − 2𝑝2)
+ 𝑦2(2𝑝0 − 𝑝0 − 𝑝1)
= 𝑦0(−3ℎ) − 𝑦1(−4ℎ) + 𝑦2(−ℎ). 

(

(3.4) 

 

Останнє рівняння легко одержати відносно hmin: 

 

hmin =
h(4y1 − 3y0 − y2)

4y1 − 2y0 − 2y2

. 
(

(3.5) 

 

Значення pmin = p0 + hmin є кращим наближенням до р, чому p0. 

Тому можна замінити p0 на pmin і повторити схему двох описаних вище 

процесів, щоб визначити нову довжину кроку h і нове hmin. Ітерація 

триває до необхідної точності. 

 

 

3.2 Хід роботи 

 

 

3.2.1 Визначити локальний мінімум, використавши квадратичне 

інтерполювання функції виду f(x) з точністю до восьми десятинних 

знаків. (номер варіанту за табл.1.1); 

3.2.1. Визначити локальний мінімум, використавши квадратичне 

інтерполювання функції виду f(x) з точністю до десяти десятинних 

знаків. 

3.2.3. Оформити звіт з лабораторної роботи. 

 

 

3.3 Приклад алгоритму розрахунку 

 

 

Програма розрахунку виконується у середовищі MatLAB за 

допомогою створення m-файлу. 

 
function [p, yp, dp, dy] =quadmin (f1,a,b,delta, eps) 
% - f - function 
% - а, b - inteval extremal points 
% - delta – admissible value for abciss 
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% - eps - admissible value for ordinate 
% - р - min of abciss 
% - ур - min ordinate 
% - dp - р-error 
% - dy - ур-error 
% - Р - iteration vector 
p0=a; maxj=20;  
maxk=30;  
big=1e006;  
err=0.9;  
k=1; 
cond=0; 
h=1; 
if(abs(p0)>1e004), 
    h=abs(p0)/1e004;  
end  
while(k<maxk&&err>eps&&cond~=5) 
    f2=(feval(f1,p0+0.00001)-feval(f1,p0-0.00001))/0.00002 ; if(f2>0),h=-
abs(h);end  
    pl=p0+h; p2=p0+2*h;  
    pmin=p0;  
    y0=feval(f1,p0);  
    y1=feval(f1,pl);  
    y2=feval(f1,p2);  
    ymin=y0;  
    cond=0;  
    j=0; 
% h under condition yl<y0&yl<y2  
    while(j<maxj&&abs(h)>delta&&cond==0)  
        if (y0<=y1),  
        p2=pl;  
        y2=y1; 
        h=h/2; 
        pl=p0+h;  
        y1=feval(f1,pl);  
        else 
            if(y2<y1),  
            pl=p2;  
            y0=y2;  
            h=2*h;  
            p2=p0+2*h; 
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            y2=feval(f1,p2);  
            else 
            cond=-1; 
            end 
        end 
            j=j+1; 
        if (abs(h)>big || abs(p0)>big),cond=5; end  
   if(cond==5), pmin=pl;ymin=feval(f1,pl); end 
  % Quadratic interpolation for ур finding 
        d=4*y1-2*y0-2*y2;  
        if(d<0), hmin=h*(4*y1-3*y0-y2)/d;  
        else 
        hmin=h/3;  
        cond=4; 
    pmin=p0+hmin;  
    ymin=feval(f1,pmin);  
    h=abs(h);  
    h0=abs(hmin);  
    hl=abs(hmin-h);  
    h2=abs(hmin-2*h); 
 % Next h value determination 
    if(h0<h), 
        h=h0; 
    end 
    if(hl<h), 
        h=hl; 
    end 
    if(h2<h), 
        h=h2; 
    end 
    if(h==0), 
        h=hmin; 
    end 
    if(h<delta), 
        cond=l; 
    end 
    if (abs(h)>big||abs(pmin)>big), 
        cond=5; 
    end 
        end            
  % Stop criterion 
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e0=abs(y0-ymin); 
el=abs(y1-ymin) ; 
e2=abs(y2-ymin); 
    if(e0~=0 || e0<err),  
    err=e0; 
    end 
    if(el~=0 || err),  
    err=el; 
    end 
    if (e2~=0 || 2<err),  
    err=e2;  
    end 
    if (e0~=0 || el==0 || e2==0),  
    err=0; 
    end 
    if(err<eps), 
    cond=2;  
    end 
p0=pmin; 
k=k+1; 
    end 
if(cond==2&&h<delta), 
    cond=3;  
end 
end 
p=p0;  
dp=h; 
yp=feval(f1,p);  
dy=err; 

 

 

3.4 Контрольні запитання 

 

 

1. У чому полягає метод р - квадратичного наближення? 

2. Чим відрізняється метод р - квадратичного наближення від 

методу інтервалів? 

3. Чим відрізняється метод золотого перетину від методу р - 

квадратичного наближення? 
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ЛАБОРАТОРНА РОБОТА 4  

 
ЗНАХОДЖЕННЯ ОПТИМАЛЬНОГО ЗНАЧЕННЯ ФУНКЦІЇ 

МЕТОДОМ НЕЛДЕРА-МИДА 
 

 

Мета роботи: Вивчення та надбання навичок щодо знаходження 

оптимального значення функції методом Нелдера-Мида. 

 

 

4.1. Короткі теоретичні відомості 

 

 

4.1.1 Знаходження екстремальних значень функції f (х , у )  

 

Функція f(x, у) має локальний мінімум у точці (р, q), якщо  

f(р, q ) <  f ( x , y )  для кожної точки (x , y )   Є  R .  

Функція f(x, y )  має локальний максимум у точці (р,q), якщо  

f(x, y )  <  f(р,q ) для кожної точки ( х , у )  Є R .  

Критерій другої похідної. Припустимо також, що функція f(x, у) 

і її перша й друга часткові похідні безперервні в області R.  

Припустимо, що (р, q)  Є   R — критична точка, у якій і fх(р, q )  =  0, і 

fу(р, q) = 0. Часткові похідні вищого порядку використовуються для 

визначення природи критичної точки. 

Якщо fxx (p, q)  fyy (p, q) – f2
xy (p, q) >0  і  fxx (p, q) >0, то f (p, q) – 

локальний мінімум функції  f(x,y). 

Якщо fxx (p, q)· fyy (p, q) – f2
xy (p, q) >0 і fxx (p, q) <0, то f (p, q) – 

локальний максимум функції  f(x,y). 

Якщо fxx (p, q) · fyy (p, q) – f2
xy (p, q) <0, то функція  f( x, y ) не має 

локального екстремуму в точці ( p, q ). 

Якщо fxx (p, q) fyy (p, q) – f2
xy (p, q) = 0, цей критерій не є 

остаточним. 
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4.1.2 Метод Нелдера-Мида 

 

 

Симплекс-Метод знаходження локального мінімуму функції від 

декількох змінних винайдений Нелдером і Мидом. Для двох змінних 

симплексом є трикутник, і метод — це схема пошуку, який порівнює 

значення функції в трьох вершинах трикутника. Найгірша вершина, у 

якій функція f(x,у,z,) приймає найбільше значення, відкидається й 

заміняється новою вершиною. Формується новий трикутник, і пошук 

триває. При цьому будується послідовність трикутників (вони можуть 

мати різну форму), значення функції у вершинах якої стають усе 

менше й менше. Зменшується розмір трикутника, і координати крапки 

мінімуму знайдені. 

У формулюванні алгоритму використовується термін 

"симплекс" (узагальнений N-мірний трикутник). З його допомогою 

перебуває мінімум функції від N  змінних. Він ефективний і 

компактний при обчисленні. 

 

 

4.2 Хід роботи 

 

 

4.2.1 Визначити локальний мінімум, використавши метод 

Нелдера-Мида для функцій виду f(x,y) з точністю до восьми 

десятинних знаків. (номер варіанту за табл.4.1); 

4.2.2. Визначити локальний мінімум, використавши метод 

Нелдера-Мида для функцій виду f(x,y,z) з точністю до восьми 

десятинних знаків. (номер варіанту за табл.4.2) 

4.2.3. Оформити звіт з лабораторної роботи. 

 

 

Таблиця 4.1 – Варіанти завдання 

Номер 

варіанта  

Вид цільової функції та початкові умови 

1 f(x,y) = x3 + y3-3·x-3·y + 5; (1;2); 

2 f(x,y) =x2+y2+ x-2·y-x·y + 1; (2;0); 

3 f(x,y) = x2+x·y2-3x·y; (2;1) 
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Продовження таблиці 4.1 

Номер 

варіанта  

Вид цільової функції та початкові умови 

4 f(x,y) = (x-y)/(x2+y + 2); (0;2) 

5 f(x,y) = 100(y - x2)2+ (1 - x)2; (0;2) 

6 f(x,y) = x2+24·x·y2-3x·y; (2;1) 

7 f(x,y) = 4·x3 + 7·y3-3·x-3·y + 5; (0;2); 

8 f(x,y) = 4(y - x2)+ (1 - x)2; (0;2) 

9 f(x,y) = 4x2+4x·y2-8·x·y; (3;10) 

10 f(x,y) = 4·(x-y)/(x2+y2 -1); (0;2) 

11 f(x,y) = (x2-y)/(x+y2 -1); (0;0) 

12 f(x,y) = (y2 - x2)+ (1 - x)2; (0;0) 

 

 

Таблиця 4.2 – Варіанти завдання 

Номер 

варіанта  

Вид цільової функції та початкові умови 

1 f(x,y,z) = x3 + y3-3·x-3·y + z; (1;2;2); 

2 f(x,y,z) =x2+y2+ z2+x-2·z-y + 1; (2;0;0); 

3 f(x,y,z) =2·x2+2·y2+z2-2·x·y+ z·y-7·y-4·z; (1;1;1) 

4 f(x,y,z) =2·x2+2·y2+z2-2·x·y+ z·y-7·y-4·z; (0;1;0) 

5 f(x,y,z) =2·x2+2·y2+z2-2·x·y+ z·y-7·y-4·z; (0;0;1) 

6 f(x,y,z) =x2+y2+z2-4·x·y+ z·y-7·y-8·x; (1;1;1) 

7 f(x,y,z) =x2+y2+z2-4·x·y+ z·y-7·y-8·x; (0;1;0) 

8 f(x,y,z) =x2+y2+z2-4·x·y+ z·y-7·y-8·x; (0;0;1) 

9 f(x,y,z) =2 x3 +4 y3-7·z-3·y + 5; (1;2;2); 

10 f(x,y,z) =2 x3 +4 y3-7·z-3·y + 5; (0;2;0); 

11 f(x,y,z) =2·x2+4·y2- 4·z2+x-2·z-y2 + 1; (0;0;0); 

12 f(x,y,z) =x2+y2+ z2+x-8·x-y + 7; (0;0;0); 

 

 

4.5 Приклад алгоритму розрахунку 

 

 

Програма розрахунку виконується у середовищі MatLAB за 

допомогою створення m-файлу. 
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Початкові данні: f(x,y)=
𝑥−𝑦

𝑥2+𝑦2+2
; (1;2), (2;0) и (2;2). 

function z=F(V1) 
z=0;  
x=V1(1); 
y=V1(2); 
z=(x-y)./(x.^2+y.^2+2); 
Функція для трьох змінних визначається наступним чином: 
function e=F(V1) 
z=V1(1);  
x=V1(1); 
y=V1(1); 
e=[2*x.^2+2*y.^2+z.^2-2*x.*y+y.*z-7*y-4*z]; 

 
function [V0,y0,dV,dy]=nedler(V,mini,maxi,epsilon,show) 
    if nargin==5 
        show=0; 
    end 
    [mm,n]=size(V); 
    for j=1:n+1 
        Z=V(j,1:n); 
        Y(j)=feval(@F,Z); 
    end 
    [mm,lo]=min(Y); 
    [mm,hi]=max(Y); 
    li=hi; 
    ho=lo; 
    for j=1:n+1 
        if(j~=lo) && (j~=hi) && (Y(j)<=Y(li)) 
            li=j; 
        end 
        if(j~=hi) && (j~=lo) && (Y(j)>=Y(ho)) 
            ho=j; 
        end 
        cnt=0; 
        % begin 
        while((Y(hi)>Y(lo)+epsilon) && (cnt<maxi)||(cnt<mini)) 
            S=zeros(1,1:n); 
            for j=1:n+1 
                S=S+V(j,1:n); 
            end 
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            M=(S-V(hi,1:n))/n; 
            R=2*M-V(hi,1:n); 
            yR=feval(@F,R); 
            if(yR<Y(ho)) 
                if(Y(li)<yR) 
                    V(hi,1:n)=R; 
                    Y(hi)=yR; 
                else 
                    E=2*R-M; 
                    yE=feval(@F,E); 
                    if(yE<Y(li)) 
                        V(hi,1:n)=E; 
                        Y(hi)=yE; 
                    else 
                        V(hi,1:n)=R; 
                        Y(hi)=yR;                         
                    end 
                end 
            else 
                if (yR<Y(hi)) 
                    V(hi,1:n) 
                    Y(hi)=yR; 
                end 
                C=(V(hi,1:n)+M)/2; 
                yC=feval(@F,C); 
                C2=(M+R)/2; 
                yC2=feval(@F,C2); 
                if(yC<Y(hi)) 
                    V(hi,1:n)=C; 
                    Y(hi)=yC; 
                else 
                    for j=1:n+1 
                        if (j~=lo) 
                            V(j,1:n)=(V(j,1:n)+V(lo,1:n))/2; 
                            Z=V(j,1:n); 
                            Y(j)=feval(@F,Z); 
                        end 
                    end 
                end 
            end 
            [mm,lo]=min(Y); 
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            [mm,hi]=max(Y); 
            li=hi; 
            ho=lo; 
            for j=1:n+1 
                if(j~=lo)&&(j~=hi)&&(Y(j)<=Y(li)) 
                    li=j; 
                end 
                if(j~=hi)&& (j~=lo)&&(Y(j)>=Y(ho)) 
                    ho=j; 
                end 
            end 
            cnt=cnt+1; 
            P(cnt,:)=V(lo,:); 
            Q(cnt)=Y(lo); 
        end 
       snorm=0; 
       for j=1:n+1 
           s=norm(V(j)-V(lo)); 
           if(s>=snorm) 
               snorm=s; 
           end 
       end 
       Q=Q'; 
       V0=V(lo,1:n); 
       y0=Y(lo); 
       dV=snorm; 
       dy=abs(Y(hi)-Y(lo)); 
       if(show == 1) 
           disp(P); 
           disp(Q); 
       end 

 

 

4.6 Контрольні запитання 

 

1. Надайте визначення локального мінімуму та локального 

максимум функції f(x;y); 

2 Критерій другої похідної функції f(x;y); 

3. Особливості методу Нелдера-Мида. 
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ЛАБОРАТОРНА РОБОТА 5  

 
ЗНАХОДЖЕННЯ ОПТИМАЛЬНОГО ЗНАЧЕННЯ ФУНКЦІЇ 

МЕТОДОМ НАЙШВИДШОГО СПУСКУ 
 

 

Мета роботи: Вивчення та надбання навичок щодо знаходження 

оптимального значення функції методом найшвидшого спуску. 

 

 

5.1. Короткі теоретичні відомості 

 

 

Звернемося до мінімізації функції f(X) від N  змінних, де X  = 

( х1,x2, ..., хN) .  Градієнт f(X ) — це вектор (векторна функція), 

визначений як: 

𝑔𝑟𝑎𝑑(𝑓1, 𝑓2, … , 𝑓𝑁),                                         (5.1) 

 

де частинна похідні fk = 𝜕𝑓 / 𝜕𝑥𝑘 обчислюються в точці X. 

Градієнт (5.1) указує напрямок найбільшої швидкості зростання 

функції f(X). Отже, - grad f(X)  указує напрямок найбільшого 

убування.  

Пошук починається із точки Р0 уздовж лінії, що проходить через 

Р0 у напрямку 

S0 = - G/ ||G||, 

 

де G = grad /(Р0) .  

При знаходженні точки Р1, де перебуває локальний мінімум, 

точка X змушена буде потрапити на лінію X  = Р0 + t s 0. Потім можна 

обчислити G= grad f(P1)  і рухатися в напрямку S1 = - G/ ||G||. При 

знаходженні точки Р2, крапка X змушена буде потрапити на лінію X = 

Р1+ t s 1. Ітерація породжує послідовність точок {Pk}, що володіють 

властивістю 

f(P0) > f(P1) >... >f ( Pk ) >… .                    (5.2) 

 

Якщо 𝑙𝑖𝑚𝑘→∞Pk = P, то f ( P )  буде локальним мінімумом для 

f ( X ) .  
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Схема методу градієнта 
Припустимо, що послідовність точок  Pk отримана. 

Крок 1. Обчислення градієнта G = grad f(Pk) .  

Крок 2. Визначення напрямку пошуку S  =  - G /  ||G||. 

Крок 3. Визначається єдиний параметр мінімізації Ф(t) = f ( Pk 

+  t s )  на інтервалі [0, b], де t  = hm i n . Для Ф(t)  перебуває 

локальний мінімум. Співвідношення Ф(hmin) = f ( Pk + h m i n s )  визначає  

мінімум для f ( X )  уздовж обраної лінії X  = Pk + h m i n s .  

Крок 4. Побудова наступних крапок Pk +1 = Pk +  h m i n s .  

Крок 5. Визначається критерій достатньої мінімізації, тобто чи 

досить близькі значення функції f  (Pk)  і f  (Pk+1) і чи досить мала 

відстань ||Pk+ 1  -  Pk ||. 

 

 

5.2 Хід роботи 

 

 

5.2.1. Визначити максимальне значення цільової функції 

резонансного контуру за своїм варіантом, використовуючи метод 

найшвидшого спуску. Завдання виконується для двох та трьох 

змінних за табл. 4.1., та табл.4.2. 

5.2.2. Оформити звіт з лабораторної роботи. 

 

 

5.3 Приклад алгоритму розрахунку 

 

 

Програма розрахунку виконується у середовищі MatLAB за 

допомогою створення m-файлу. 

Початкові данні: f(x,y)= x3 𝑥−𝑦

𝑥2+𝑦2+2
;  

Часткові похідні: dz/dx= 
−𝑥2+2∗𝑥∗𝑦+𝑦2+2

(𝑥2+𝑦2+2)2  dz/dy= 
−𝑥2−2∗𝑥∗𝑦+𝑦2−2

(𝑥2+𝑦2+2)2 ,  

Po= (1;2). 

Функція для двох змінних визначається наступним чином 
function z=G(V)  
z=zeros(1,2);  
x=V(1); y=V(1);  



25 

 

g=[(-x.^2+2*x*y+y.^2+2)/(x.^2+y.^2+2).^2  (-x.^2-2*x*y+y.^2-2)/ 
(x.^2+y.^2+2).^2];  
z=-(1/norm(g))*g; 
Алгоритм програми: 
function [P0,y0,err]=grads(P0,maxi,delta,epsilon,show) 
    if nargin == 5 
        show=0; 
    end 
    [mm n]=size(P0); 
    maxj=10; 
    big=1e8; 
    h=1; 
    P=zeros(maxj,n+1); 
    len=norm(P0); 
    y0=feval(@F,P0); 
    if len>1e4 
        h=len; 
    end 
    err=1; 
    cnt=0; 
    cond=0; 
    P(cnt+1,:)=[P0 y0]; 
    while(cnt<maxi) && (cond~=5) && ((h>delta) || (err>epsilon)) 
        % direct search begining 
        S=feval(@G,P0); 
        P1=P0+h*S; 
        P2=P0+2*h*S; 
        y1=feval(@F,P1); 
        y2=feval(@F,P2); 
        cond=0; 
        j=0; 
        while (j<maxi) && (cond == 0) 
            len=norm(P0); 
            if(y0<y1) 
                P2=P1; 
                y2=y1; 
                h=h/2; 
                P1=P0+h*S; 
                y1=feval(@F,P1); 
            else 
                if (y2<y1) 



26 

 

                    P1=P2; 
                    y1=y2; 
                    h=2*h; 
                    P2=P0+2*h*S; 
                    y2=feval(@F,P2); 
                else 
                    cond=-1; 
                end 
            end 
            j=j+1; 
            if(h<delta) 
                cond=1; 
            end 
            if(abs(h)>big) || (len>big) 
                cond=5; 
            end 
        end 
        if (cond==5) 
            Pmin=P1; 
            ymin=y1; 
        else 
            d=4*y1-2*y0-2*y2; 
            if(d<0) 
                hmin=h*(4*y1-3*y0-y2)/d; 
            else 
                cond=4; 
                hmin=h/3; 
            end 
            Pmin=P0+hmin*S; 
            ymin=feval(@F,Pmin); 
            h0=abs(hmin); 
            h1=abs(hmin-h); 
            h2=abs(hmin-2*h); 
            if(h0<h) 
                h=h0; 
            end 
            if(h1<h) 
                h=h1; 
            end 
            if(h2<h) 
                h=h2; 
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            end 
            if(h==0) 
                h=hmin; 
            end 
            if(h<delta) 
                cond=1; 
            end 
            e0=abs(y0-ymin); 
            e1=abs(y1-ymin); 
            e2=abs(y2-ymin); 
            if (e0~=0) && (e0<err) 
                err=e0; 
            end 
            if (e0 && e1 < err) 
                err=e1; 
            end 
            if (e2~=0) && (e2<err) 
                err=e2; 
            end 
            if (e0==0) && (e1==0) && (e2==0) 
                err=0; 
            end 
            if (err<epsilon) 
                cond=2; 
            end 
            if(cond == 2) && (h < delta) 
                cond=3; 
            end 
        end 
        cnt=cnt+1; 
        P(cnt+1,:)=[Pmin ymin]; 
        P0=Pmin; 
        Y0=ymin; 
    end 
    if show == 1 
        disp(P); 
    end 
end 
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5.4 Контрольні запитання 

 

1. Надайте визначення локального мінімуму та локального 

максимум функції f(x;y); 

2 Критерій другої похідної функції f(x;y); 

3. Особливості методу найшвидшого спуску. 
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ЛАБОРАТОРНА РОБОТА 6  

 

ВИВЧЕННЯ МЕТОДІВ ОПТИМІЗАЦІЇ ЗА ДОПОМОГОЮ 

ЗАСОБІВ OPTIMIZATION TOOLBOX MATLAB 

 
 

Мета роботи: вивчити та освоїти можливості пакету 

optimization toolbox програмного засобу MatLAB.  

 

 

6.1 Короткі теоретичні відомості  

 

 

В Matlab існує багато методів мінімізації як одномірних 

(fminbnd), так і багатомірних (fminsearch, lsqnonlin, fminmax, fminuns, 

fmincon) функцій, які реалізують різні чисельні методи. 

У функції fminsearch використовується метод Нелдера-Мида. 

Перевагою цієї функції є можливість її використання для негладких і 

розривних цільових функцій. 

Форма звертання до цієї функції має вигляд: 

 

х = fminsearch(fun, х0, options, p1, р2,...).                   (6.1) 

 

У тому випадку, коли функція є досить гладкої, для пошуку її 

мінімуму можна скористатися процедурою fminunc. Дана функція 

реалізує метод Ньютона. 

Функція lsqnonlin застосовується в тих випадках, коли цільова 

функція має вигляд:  

 

F = l/2 ∙ ∑ 𝑓𝑖
2.                                             (6.2) 

 

У цьому випадку градієнт g і гессіан Н функції F виражаються 

через якобіан J вектор-функції  𝑓|𝑓1, 𝑓2, … , 𝑓𝑚|′: 
 

g= J' f;                                                  (6.3) 

 

H = J' J + R.                                             (6.4) 
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Залишковий член R включає другі похідні від F, але в околиці 

мінімуму їм звичайно зневажають у порівнянні з J' J . Це дає 

можливість не обчислювати другі похідні, що значно прискорює 

роботу з порівнянням із загальним випадком. 

Система рівнянь для відшукання вектора зрушення Н p = -g 

при заміні Н  на J' J  перетворюється в J' J р  = -J' f . Цей спосіб 

називається методом Гаусса-Ньютона. 

У методі Левенберга-Марквардта матриця J' J  у лівій частині 

системи рівнянь заміняється на J' J + 𝝀 × 𝑰,  де I  - одинична 

матриця, а  𝝀 –   деяке від'ємне число. Для вектора зсуву задається 

обмеження |р|< , де △ і 𝜆 взаємозалежні. 

В функції Isqnonlin застосовуються обидва метода: метод 

Гаусса-Ньютона й Левенберга-Марквардта. 

У зверненні до x=lsqnonlin(fun,x0) мінімізується сума квадратів 

компонент вектора - стовпця, який виробляє функція fun (це може бути 

також матриця). Другий аргумент х0 - стартова точка для пошуку. 

 При використанні функції Isqnonlin, у якій цільова функція є 

згорток вектора, можна задавати обмеження. Для функції Isqnonlin 

доступні тільки найпростіші обмеження типу lb≤x≤ub. Звертання до 

функції Isqnonlin у цьому випадку має вигляд: 

 

x=lsqnonlin(fun, х0, lb, ub, options, p1,p2,...)                 (6.5) 

 

Функція Isqnonlin може повернути досить багато вихідних 

параметрів: 

[х, resnorm, residual, e_flag, inform, lambda, 

jacobian]=lsqnonlin(...) 
Вихідних аргументів: 

х – вектор-розв'язок; 

resnorm – значення цільової функції в знайденій точці; 

residual -  компоненти функції fun(x) у знайденій точці; 

e_flag - e_flag=l -  розв'язок системи знайдений, e_flag=0 - 

розв'язок системи не знайдений, e_flag=-l - досягнутий мінімум не є 

розв'язком системи; 

inform – містить три поля: 

iterations - кількість ітерацій, виконаних при пошуку кореня; 

funccount - кількість звертань до функції fun; 
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algorithm - найменування алгоритму, використаного для 

знаходження кореня; 

lambda - вектор множників Лагранжа; 

jacobian – якобіан функції fun у знайденій точці. 

До функції Isqnonlin ідейно близька функція fminimax, в обох 

скалярна цільова функція не задається безпосередньо у зверненні, а 

формується шляхом згортки з компонентів вектора (або матриці), 

переданого функції. В Isqnonlin мінімізується сума квадратів 

компонент, а в fminimax - максимальний компонент. Алгоритм, 

реалізований в fminimax, багаторазово використовує квадратичне 

програмування, а також пошук за допомогою градієнта й гесіана. 

Усі функції оптимізації включають у списку своїх вхідних 

параметрів перелік властивостей, що впливають на хід ітераційних 

процесів. Ці властивості представлені структурою options, поля якої 

формуються за допомогою функції optimset. Завдання значення будь-

якої властивості проводиться парою параметрів функції optimset, 

перший   з яких представляє найменування властивості, а другий - 

його значення: 

 

       options=optimset('name1',vall,'name2',val2,...);               (6.6) 

 

 x=fxxx(fun,x0,...,options,p1,p2,...)                              (6.7) 

 

Перед вхідним параметром options може розташовуватися деяка 

кількість вхідних параметрів, перелік яких для кожної функції 

оптимізації індивідуальний. 

Параметри р1, р2,..., розташовувані слідом за структурою options, 

передаються оптимізованій функції разом з незалежним аргументом х 

– fun(x,pl,p2,...). У табл. 6.1 наведений список параметрів, керуючих 

процесом знаходження мінімуму функцій. 

 

 

6.2 Хід роботи 

 

 

6.2.1. Вивчити особливості користування пакету optimization 

toolbox програмного засобу MatLAB. 
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Таблиця 4.1. Перелік параметрів, які керують процесом пошуку 

мінімуму функції 

MaxFunEvals максимальна кількість звернень до функції fun 

Maxlter максимальна кількість ітерацій 

TolFun припинення ітерацій при досягненні точності по 

значенню функції 

TolX припинення ітерацій при досягненні мінімального 

кроку по X 

 

6.2.2 Відповідно свого індивідуального завдання створити 

цільові функції для застосування методів оптимізації.  

6.2.3 Визначити оптимальні значення цільової функції методом 

Нелдера-Мида застосовуючи функцію fminsearch.  

6.2.4. Визначити оптимальні значення цільової функції метод 

Гаусса-Ньютона и Левенберга-Марквардта, застосовуючи функцію 

lsqnonlin. 

6.2.5. Провести порівняльний аналіз двох методів оптимізації 

при заданої точності 1e-3, 1e-5 та 1e-10 за критеріями: кількість 

ітерацій та час розрахунку. 

 

 

6.3 Контрольні запитання 

 

 

1. Чим, та в яких умовах застосовуються методи оптимізації 

Нелдера-Мида та Гаусса-Ньютона и Левенберга-Марквардта? 

2. У якій формі має вигляд цільова функція при застосуванні 

метода Нелдера-Мида? 

3. У якій формі має вигляд цільова функція при застосуванні 

метода Гаусса-Ньютона та Левенберга-Марквардта. 

4. Який метод має найменшу кількість ітерації та  час 

розрахунку? 
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