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1 длгоритми стдтистцчн()г() упрАвлIння
ТЕХНОЛОГIЧНИМlI ПРОЦЕСАМИ

TepMiH ..gгатистика'' в нинiшrнiй час вживаеться в рiзних
значеннгх, але найбiльш часто пiд статистикоlо розумirсгь лаlтсч, 

1tlg
вивча€ MaeoBi явища з метою вI,1явлення в них ЗаКОНОlчIlРностеи l

отриманflя деякrх узагаJIьнених показникiв, Що стисл0

харакгеризують отриманi данi. Як правlлло, cTaTIlcTиKa мае справу з
Iмсловими значеннямн, Що в}iзначаються впливом безлiчi

рiзноманiтних прт,frIин, однi з яких е icToTHиtrl1,l. а iHшri - випадковими.

bcHo*"u задача статистики полягае в Toi\r!'. шоб абстагуватися вiд

випадкового i виявити типове, характерне i законолriрне,

Самий TepMiH "с.гатистика" походllть вiд латинського qrloBa

Status, що означае полiтичний стан. Спочатк},. статисти кою на3ив,UIося

вивченнЯ державниХ справ, а видатнtlХ по.liтlrчн},lх дiячiв, шо були
особливо доЪре поiнформованi, i ToNt} здатнi робlrти обrрунтованi

полiтtтчнi висновки, називали Slatisl,\. Jltше пiзнiше пiд словом

"статиgгика'о почали мати на увазi числовi _]aнi, на ocgogi яких

державнi дiячi робили свот висновки, а ще пiзнilllе. це слово стtlJIи

застосов)iв атя i мя чисповрIх данt{х взага.li. i пt-lст\ пово прийшли до
сучасного значення.

Без статистики немох(tlиво вIlвчення яsltш i прочесiв, що

вiдбуваrогься в областi виробництва, ekoнoýliklt та iнших сгорiн

суспiльного житгя. Статистичне вивчення тих або iншrж явищ

припускаС в якостi першогО крокУ збiР Bi.]orlc-rcTel"ta LlеЙ збiр

вiдомостей називають сt rаftпrcllltt|tнll,л,il сlloctlleреJlcёпrяvl. R резl,льтатi
такого спостереження одерх{уеться бе,зладна к},па rtaTepria-r1,. яка

пOгрбуе систематизачiТ i обробки.- 
Oc"o*u науковоТ статистики засiб 

. угр}пов}вань,
уzруповуанrtм, нлзива€ться розчленува}lня сукупносп вlдо]\lостеи ]а

деякою ознакою. Завдяки угруповуванням матерiал споgгережень

приймае упорядкований (тобто систематизований) вигляд. Грl,повi

ознаки мож)rгь мати кiлькiсне вираження (заробiтна платня, IIисJIо

дiтей в родинi, врожайнiсть с/г кульryр iт,п.) або буги лише якiсtтими

(види обладнання, сiмейний gган i т.п.).

насгупним етапом обробки зiбраних даних е обчислення

узсЕмьлtюючlй показлtuкiв. В якостi таких показниIdв широко вiдомi

cepedlti велuч2лl7l Необхiднigгь обчислення завжди виникае при
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вивченнi масових явищ. Роль середнiх величин дDке вепика, бо в
кожному яврIIцi мае мiсце поеднання випадковостi та закономiрносгi.
Пр" обчисленнi середнiх, в силу дiТ закону веiIикпх чисеJI,
випадковоетi взаемопоглинаються i врiвноваясуються, тому з'являеться
можгtивiсть переходити вiд одиничного до загального, вiд Ъипадкового
до закономiрного,

1.1 Коштроль i управлiння '

Слово "коtттроль" в росiйськiй MoBi традицiйно означае
"перевiрка". Тому, наприкпад, контролер в суспiльномутранспоргi -
це посадова особа, що перевiряе наявнiсть квиткiв у пасажирiв, або
контролеР втк * людина' шо перевiРяе продукЦiюо.яка ВИtD/скаеться
на пiдприе,мствi. Маеться на увазi, що котттролер жодних функчiй
управлiння не виконуе. Хоча багато хто знае, що на пра*г"lri дiло
виглядае iна,кше виявивlIIи брак, контролер, якщо не сам
безпосередньо, то через iнпlого робiтника (майстра, начальника
дiльницi i таке iнпrе), приГлмае мiри до недопущення його в
под€lльшому. Тнrrrими словами, BiH все-таки здiйснюе .найпростiшi
функчiт управлiння, Взагалi всяка перевiрка розрлiе в подальшому
прийняття деякIтх Mip упра,влiння.

На вiлмiну вiд сенсу, що скIIаRся в росiйськiй MoBi, англiйське
сJIово coпtroller це людина або технiчне вJIашryвання, rцо
спостерiгас, перевiряе та подае команди. Справжнiй G€НС = управляти.
Слово "контролер" вжрIва€fi,ся i в росiйськiй MoBi, але в ceнci
'овлашrцzвання для введення керуючих впливiв'', наприкпад: контролер
у TpaMBai. Тому розподiл в1.1робничих формрань на системи
управлiння i системи контролю е в значнiй Mipi умовним. Коrrгроль
ста}ry виробништва е першою i основною функчiсю буль-якот системи
автоматичного або автоматизованого управлiння (САУ або АСУ).

Будь-яка система управлiння вимiрюе поточнi значення Bcix
технологiчних параметрiв i спрlтлiмае данi, що вводяться в неТ з rгультiв
ручного введення, i пiсля цього, логiчно аналiзуючи подiТ i стаки (що
вiдбулося i чому), система виробляе вихiднi сигн{lли i необхiднi
впливи.

при вимiрi значень парамrгрiв виникаютъ свот особливi
проблеми контролю, зв'язанi, по-перше, з тим, що перевакна бiльшiсгь
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явицI редьното cBiry, в тому, числi майясе Bci парамегри

технологiчних процес iв, е безпереры пltl,rll (аналоговими) величичами,

якi повиннi бум переведенi в послiдовностi дискрегних KpoKiB, i, по-

друге, шо н; хiд реальних процесiв значно впливають численнi

випадковi чинники.

1.2 Перетворешня безперервцIlх величин

на рис. 1.1,a зображено як з течiею часу змiнtоgться деякий

параметр, наприкпад, температл)а, напруга, тиск. i т,п, На входi

сиетеми через реryлярнi iнтервали часу ведеться вимiрювання значень

(рис. 1.1,б). Спочапсу значення параметру безуплtнно зменш_четься

(рбоча камера холоне, джереJIо живпення розряджаеться i т,д.). В
деякий момент часу значення параметру падас нижче пригtустимого

значення. Тнформачiя, 0тримана при контролi параr,lегру, оброблясгься

логiчним пристроем, що виробляе керуючtлГl вплив (вкпючення

нагрiвача, зарядка батарет i т.п.). Пiспя цього значення параметру, що

коЕrгролюеться, починае зростати (рис. l. l,B).

Безперервнi значення за допомогою аналого-цифрового

перетворювача (дL{п) замiнюються набороl,л фiксованих значень

парамgгру в рiзноманiтнi MoMeHT}l час}, (рнс. 1.1,г). Замiна
безперервн!D( значень дискретнит\,rи здi Йснюсгься шI,-IяхоN, кванryвання

за piBHeM. Набори дискретних значень вiдрiзняrсlться один вiд одного

на крок ква}Iц/вання, що вибираегься такип{ чиноьl. шоб ruожна було

надiйно розрiзнятrr сусiднi градацii, але в Tol'i же час в межах

доrrустимих похибок. Кожному дискретному значенню ьтотсе бути

присвоена певна позначка. В якоgгi таких позначок прI{родно

використати порядковi номери в тiй або iншiй системi чt|сj-lення. Якшо

крок кваFIцiвання спiвпадае з метрикою даноТ величини, то

порядковий номер буле лорiвнювати числовому значеннtо даного

параметру у вiлповiлних одинишях" Iнформацiя в такому випадhт

приймае цuфрову форLлlу.
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Рисl,тlок 1.1 - Когггроль безперервних величин

Можл1,1вigгь перетворення аналоговоТ iнформацiТ в цифрову
дозволяе використовуват}I комп'ютери в системах управлiння i

коrттролlо будь-якипли технологiчними прс)цесами незалежно вiд

фiзичноТ природи ко}ттрольова,них Rеличин, /{aHi в цифровiй формi, якi
одержуються на виходi системи управлiння, Mo}q/Tb буги перетворенi

у безперервну форму за доflомогою цифроанаJIогов}D( перегворювачiв
(цАп).
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1.3 Впшадковi велшчшни

OKpiM тоЕтних, чiткшr i певних (лсгермiнованих) __значень 
в

реальних yмoBФi зустрiчаrсrгься BtlпaDKoBi величини. Наприкпад,

кiлькiсть рiзноманiтних видiв ToBapiB в ToIvly чи iншому регiонi краiЪи;

число пасажrарiв на рiзних видах транспорту; трйвалirгь часу мiж

ремоflтами технiки; веJIичина врOжаю зерllових або овочевих кульryр

в рiзнi роки i т,п. В промисловот"lу або с/г виробництвi випадковою

uйпr*rrоо буд" кiлькiсгь дефекгних дgгалей, в партii, чис.гtо

непрацюючих верrгатiв на дiльнlлцi, lсiлькiсть колосся на 1м2

пшеничного поля, видаток п€rльного за день i т,п. Однак неможливiсть

передбачення точного значення кожнот конкретнот величини в

оф"rоrУ aKTi прошеСу зовсiМ не означае вiдсугностi законоrчriрносгей.

при масових процесах поява рiзноманiтних значень параметрiв носить

стiйкнй характер. Закономiрносгi, влаетивi масовим спостереженням

випадкових Вепиtмн, називаються cпKll?lltcl?Iu|пlolo tttрttвалiсхtю i дають
можrrr,lвigгъ застосування дпя дослiдrкенн я incoBipl tict ttlx эасобiв,

спелiальна математична обробка отриман}тх даних дозволяе

з'ясувати закономiрносгi в наборах цифр, що, на перший погляд,

здаютъся безладними, а також оцiнити показники, що нас цiкавлять,

порiвняти ik один з одним, встановити наявнigгь Чй, навпаки,

вiлсугнiсгь мiж ними зв'язку та взаемозв'язкiв. Звичайно, треба

постiйно мати на увазi, що випадковi величини }кодними засобами не

можJrгь бути перелбаченi зi l00%-ною певнiстю, або, як звичайно

.ouoi"r" в подidнr" випадках, з iмовiрнirгю, рiвною 1, Але piBeHb

вiроiiдностi може бути зроблений достатньо високим: в технiчних

додатках, як правило, задовоJIьняються Bi ро гiднi ст ю,9 5Уо (i мов i pHi стъ

0.95), але при Ьажаннi ii' можна пiдвищити до 99О/о або HaBiTb 99.9% i

ще вище.

1.4 Вшробнrrчi похшбкш

хiд технологiчних прочесiв визначаетъся фiзичними законами,

тому вихiднi параметри г(пових виробiв повиннi однозначно заJIежати

вiд ЪiдповiднI.D( величин на входi: вJlастивостей матерiалiв, рехсимiв
проведення прочееiв i т.д. однак на хiд реальних виробничих прошесiв

величезний вплив роблять численнi неконтрольованi чинники, що

маютъ хараюер випацковI,tх впллtвiв. У таких умовах неможпиво
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отримати вироби з цiлкот\{ однаковими значеннями вихiдн}тх
параметрiв, i факгично значення харакгеристик окремrх виробiв, що
спостерiгаються, е випадковими веJIичинами, якi BiDKKo передбачwм
заздалегiдь

На вiдмiнУ вiд розглянуt-их випадкових вепичин виробничi
похибки е безперервними, а не дискретними. Вони викгIикаються
багатьма причинами. Найбiльrш харакгернi з них молqль буги зведенi в
насryпнiгрупи;

ф вiдхилення факгичнлrх роrсимiв викЬнання технологiчних
операчiй вiд заданих;

ф неоднорiдностi вхiдного матерiалу, наприкпад, вкраплення
домiшоlс, забруднення, трiщлrни та iHlпi дефекги на поверхнi;

ф похибки вимiрiв, в тому числi при настройчi обладнання та при
ко}lтролю готовоТ пролукчiТ;

ф недоетатня квалiфiкачiя операторiв, що приводшь до помилок;
* недосконаJIiсть обладнання.

!еякi з цих чинникiв викJIикаютъ вiдхилення парамсгрiв в рiзнi
сторони i призводять до випадкових похибоц немицл!ж в кожIrому
виробничому прочесi.

Все че призводить до того, що при вимiрi одного i того ж
параметру, наприкIIад, зовнirrнього дiамегру деякот деталi, величини
одеркуються не однаковi, а представJIяють набiр значеньо звичайно не
спiвпадаючих мiж собою. Такий ряд значень називають
сtпапr:аtсlлt tчlлою суtупltiсtпо. Статистика булуе свот висновки на
пiдgгавi великого числа одиничних випадкових явищ, тому вона
заснована на TeopiT ймовiрностей. Теорiя ймовiрносгей вперше стапа
застосовуватися для пояснення фiзичних закономiрностей в газах i
рiдинах. Але тепер вона використовуеться фактично в ycix областях
науки i технiltи. Викпикане це тим, що точнigгь i чутливigгь приладiв,
що застосовуються для експериментальних дослiджень, весь час
збiльuryеться, а задачi, що постаютъ перед виробництвом, неухильно
ускпаднюються.

Пракгична цiннiсть вI4користання статистичних засобiв полягае
в тому, що, осlсiлькIл е можлрlвigгь враховувати випадковi чинники,
виникае можлlивigь свiдомо i шiлеспрямовано впливати на резуJIьтати,
звести ло MiHiMyMy вплив виробrrичих похибок i знасно обмежr.rти
сферу ix вплlтву.
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1.5 Сrrстематшчша похшбка

OKpiM випадковиХ чинникiв на виробничий процес. дirоть i TaKi,

щО викпикаюТь односгороннi i поступово зростаючi вiдхилення

фаrсгичпrт:< значень параметрiв процесу вiд номiнальних значень, .Що

""ra** 
чинникiв, в частr.овосгi, вiдноеяться: зношення рiзального

;Hg.ppreHTy; послаблення крiплення деталей, i пристроiЪ: виснаlкення

акгиваторiв i катмiзаторiв.
TaKi систематичнi похибки поступово зростають 1 несподlвано

Mofi(yTb перевицити гранично допустимi за технiчними умовами межi,

iory 
"""."матичнi 

,,й6* по*rппiлiквiдуватися шляхом виявлення i

усунення причин, цrо iх викrIикають, TplaHicTb, що при цьому

виникас, полягае в тому, шо малi за величиною систематичнi похибки

довгиЙЧасмоЖУтЬзЕ[лишатисянепорriтниtлtинатлlЗнаЧн}тх

"".r"дпо""* 
,ro*"dor.. f[ля виявлення систеt атичних похибок, на

можпиво paHHix gгадiях iхнього виникнення, застосовуються

спецiалiзованi засоби статистичного аналiзу gгабiльноgгi

технологiчrrих прошесiв.
статистичнi засоби аналiзу вiдоrиi дуiке давно, але

використовуваJIись вони вiдносно рiдко, Причl,tна iхнього обмеженого

застосування полягае в томУ, що вони виt!'агаюТь тривалих обчислень,

'оrrrу, 
i<оли були вiдсутrri заъоби обчис.rtкlвальнот технiки, Bci ui засоби

були- налзвичайно трудомiсгrсими. Зараз положення змiнилося, пЕом
i бiльш сшlаднi засоби для виконання обчlлслень стzrли чироко
досгупнi, тому необхiдно оволодiвати статистичнлtми засобами i

"ч"rо*о*у*ати 
ik при рiшеннi задач управлiння виробничтвом i

коЕгролю якостi.

1.б Характер}rстикн i
сукупшостi

шараметрII статIIстичноI

ВрезУльтатiбезпосереднiхспостерех(ень,влtплiрiвабореесграlriТ
фаrстiв одерхryетъся безлiч даних, що утворюють статистичтту_,

Ёущупнiсгь i Йотр"буюr" обробки, яка вкдrочае систематизацiю i

кгrасифiкачiю, що характеризують цю сукупнiсть, а також скIIадання

таблиць, графiкiв та irrших матерiалiв, шо iлюструють процес,
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основним етапом обробки експериментальних даних €
у?руповуваttлlя, тобто розподiл статистичt{оi сутсупносгi на групи
(класи), однорiднi за дФякою оз}lакою. Завдяки угруповуванню
зiбраний матерiал набувае деякого вигляду. тому видiлення тих або
iнших систематизованих груп повинно бути не форма-гrьним, а
обгруrrтованим виходячи з мети дослiдхсення.

Вiдомостi, зiбранi за, деякий перiод, мояqrгь буги
систематизованi за часом. Олержсуванi при цьому данi називаються
lltlLuчасовuлпu ряdа.лltt або ряdmtлt dtпш.ltiKtt. Шляхом ix екстраполяцiТ
можпиве продовження за вимiряйi значення, тобто отримання нових
значень, якi мож5rгь бlти використанi для прогнозування розвIтIку
системи, що дослiдхгусться, в майбугньому. Якщо ж еJIементи
суlсупностi систематиЗуютьсЯ за якоlось притаманноlо iM харакгерною
ознакою, наприкпад, за видом технологiчних процесiв, типом
обладнання, марками вхiдних матерiалiв, квалiфiкаlriею операторiв i
т.п., то вони утворюtоть ряdu розпоdLпу.

коли ознаки кiлькiснi, то, розмiстtтвши ik в порядку зростання
або зменшення i пiдрахувавшрI число елементiв, вiдповiдних кожному
значенню ознаки, одер){(ують варiацifuшй ряd. Ознаки, що варiюють,
мо)Iýrгь пOставати у виглядi .дискретнп( цiлих чисеп або приймати
будь-якi значення. .7]ля безперервних ознак варiачiйнi Ряди будуlgгься
як iнтервальнi, значення ознак.в них постають у виглхдi .Овiд ....до ...''.

ВарiачiйнИй р"Д являе собою таблицю розполiлу - це декiлька
gговпчикiв, в одному з якLrх пррIводяться значення ознаки, а В ДРУГОТч{У

- числа, що показують, скiльк}r .раз зустрiчасться дане значення в
сукупностi, шо дослiдхсуеться. В iншrr.lх стовпчиках TieT ж таблицi
мо)Iqrгь бути вiдноснi числа, щiльностi та iHпri розрахунковi величини.
Варiачiйнi ряди набува,rcrгь бiльшоТ наочносгi, коли вони
зобраясуються графiчно, Дlя цього в прямокутнiй сиgгемi координат
по Bici абсцис вiдкпадаються iнтервали варiачiйного ряду, а на Bici
ординат - вiдповiдпi абсолlотнi чиqпа або вiдноснi частоти. Отримана
стовпчикова дiаграма, Що складаеться iз зiмкнугlтх прямок5rпrикiв,
нzlзи ваеться е iсlтtоерuлt clto.

Прпклад 1.1. На рпсJ,2 е значення парамегрiв одного з виробiв
(плiвкових резисторiв), oTpLlMaHi при постiйних значеннях Bcix
контроJIьованих чинникiв технологiчного процесу. На рисунщу
параметр}т наведенi в тому порядку, В ЯКОIчfу вони були отриманi, ioMy

:,
.:)

i*
if,

*,Ё

*

i



r

|2

iTcHo видно випадковий характер вiдхилення i вiдсутlrirгь
систематичноТ, закономiрноетi в ikнiй появi. Разом з тим сукупнiсть,
наведена на рисунку, показуе ocHoBHi влаgгивостi, xapaкTepнi дrя
виробничих похибок: piBHi за веJIичиною, але прOтилежнi за знаком

вiдилення зуg.грiчашгься однаково чаето, i читu менше за величиною

вiдмленняо ffiм частiше воно виникае в результатi технологiчного
процесу.

440

{зо

4tfl

4lп

40с

з9в

зfiс|

РшсукоК 1.2 - Bapiarrii lTapaMeTpiB ltромислов}fх влтробiв

Варiаlriйний ряд, огрнманий IlIляхом систематизачiТ параметрiв

за веIIичиною, наведенr,rй у таблицi l .l. Ширина iнтерва.rцr вибирасться

виходячи з обсяry даних, максиммьного i мiнiмаJIьного значень

пapaмeтpiB, а також мети статистичних дослiджень. Задавати

iнiерваrrи рекомендуетъся таким чином, rrrоб iхня кiлькiсть була не

менше б i не бiлыllе 20. Звичайно ввФкають, що оптимальним е

kп=r/и.

ТаблаOлиця l.t - Ба ацIинии я

Iнтерв аJIи
Середина
iнтервалу

Кiлькiстъ в iнтерRалi
абсолютна вIдносна

<395 390 3 0.0б

вiд 395 до 404 400 5 0.10

вiд 405 до 4 14 4l0 13 0.26

вiд 415 до 424 420 l5 0.30

вiд 425 до 4З4 4з0 9 0.18

вiд 4З5 i бiлъше 140 5 0.10

Всъого 50 1.00

i!I

\/чl,,il lltц

ji,\ li Дil j! ii J|,\ii 
l\д./

\i T,df

lив1.1
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вiдповiдна таблицi l .l гIсто гра.ма представ-пена на рис. 1.з"
l

IJt
lfiL
ri

_lг

l

э1l]п 4l D 4зшЗа|] 4|_Ш +?El дl4Е

Рису-lкlтс 1.3 - Гiсготрама

Найбiльш пов}Iу характеристику статистичноТ сущупностi даgгь
функlriя розподiлу ймовiрностей випадковоТ веrпrчини. Однак на
пракгицi часто використовують обмежену кiлькigгь чиспов}тх
характеристик, що називаються пара74епlралtлt розпоdlлу. Цi параметри
можна розподiлити на три кпаси, що харакгеризують:

r цеЕтр угруповування;
о величину розсiювання (сryпiнь Bapiaui'l);
. форму розполiлу ймовiрностей,

1.6.1 I|eHTp угруповувапЕя
Однiею з основних хараIffеристик статистичноТ сукупностi, що

дае уямення про те, навколо якого Центру груггуються Bci значення, е
с epedt ю арttфме п tt.tчt tе, !ря його обчислення застосовуеться фортчryла:

JCcp - (Xl * Хт + ... *,Ytr) lп: l /п*I",
?r=l

1.6.2 Величина розсiюваппя
статистичнi сукупностi мохсуть мати близькi або HaBiTb однаковi

значення центру зryртовування, а.пе okpeMi значення величин в них
Mo}Iqдb сутгевО вiдрiзнятиСя. Вiлбуваеться це вiд того, що розкид
значень вiдносно цеrrгру бувас неоднаковий: в одних випадках
вепикий, в iнlпих - малий. Тому необхiдно кiлькiсно_.вимiрювати цi
розкиди або BapiauiT.

(1.tr)

ý
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fuемеrrгарною характериетикою розсiювання е варiацiiiнuй

розмсtх - рiзничя мiж максиммьним i мiнiмальним значеннями

еуrryпностi, що вивчаеться:

fiпrч* : ,Цпах ._,d,ri,,

Варiачiйний розмах не зав}кди хараlстерний, бо враховуе

тiльки крайнi значення, цо мож)ль дуже еильно вiдрiзнятися вiд Bcix

iнших значень, Бiльш точно розсiювання визначаеться за допомогою

показникiв, що враховують вiдхилення Bcix значень вiд середнього

арифметичного: середне лiнiйне i середне квадратичне вiдхилення,

Сереёне лiifurc вidхu-пеltttя засноване на BpaxyBaHHi

iндивiыаrrьних вiдхилень окремих значень вiд середнього

арифмЙичного даного ряду i визначасться як середне арифметичне

цик вiшилень:

(1.2)

( l.з)

другим показником сцmеt{я розсiювання навколо середнього е

сереdнс кваdраttttлчне Bidxtarcltllя або, як його часто називають, ocllogue

" 
id*-r r rrr r". Його обчислюють за фор мулсlrtr :

ý= (1.4)

основне вiдхилення с найбiльш розповсюдженим I узвичаеним
пок,вником BapiauiT, Середне. арифмегичне з суl\{и квадратiв вiдхилень

вiд середнього значення, тобто величина пiд коренем виразу (1,4),

,*"""оr" я duсперсiею. ,Щисперсiя мас самостiйне значення в багатьох

задачах математичнот статистики i вiдноситься до числа

найваrкпивiших показникi в варiачii.

,Щля харакгеристики форми розподiлу звичай но використовуIоть

ry математичну модеjIь, що найкрашим чином наближаgгься до

"r.пrду 
*ри*оi' рп.подi-r,у ймовiрностей, отримаtrоТ при анмiзi

експеримеЕтаJIьних даних.

I(",
l=l
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1.7 Статпстrrчнi моделi

В якостi математичних моделей статиgгичних розподiлiв
використовуються теоретичнi кривi розподiлу. Теорепллtчлtа kpllBa - це
залежн!сть, IIIо описуеться математично, мо}ке буги висловпена
рiвнянням з певними параметрами. Вiдомо дуже багато рiзноманiтних
розподiлiв,'а число пmенцiйно можливих gгатистичнртх моделей rце
бiльшrе. Однак на пракгицi викорисговуються лише деякi з них,
звичайно Ti, що бiльш зручнi лля опису буль-якоТ сrаryачiТ або маrcrгь
бажанi математичнi властивоgгi.

При розрахунку надiйностi апараryри, аналiзi точностi i
перевiршi стабiльностi, а також при перевiрчi ефекгивностi
вдосконалення та, iмiтацiйному моделюваннi виробничртх процесiв на
ЕОМ найбiльrп часто, використовуtоться наступнi дискретнi i
безперервнi розподiли

fiискретнi р,озполiли

1.7 .l Рiвномiрний розподiл
Р iыю.п,tiрltttt|i розrtоdi-п -_ це рiвноймовiрнртй розподiл,

ЯКОМУ ЗнаЧенIIю випадт(овоТ зт\{iнноТ вiдповiдае одна i та ж
(рис. 1.4). Функrriя ймовiрностi такого розполiлу:

/{х): l lb,

де Ь-- r{исло можливих результатiв подiТ.

тобто будъ-
iмовiрнiстъ

(1.5)

,&

*

fi

ý
ф
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допомогою рiвноймовiрного розподiлу. Проте такий розподiл
використовуеться завщди, коли мае мiсце чисто випадковий вибiр мiж
декiлькома альтернативами. Якшо' напришIад' мотиви, що
зумовлюють вибiр якоiЪь стратегiТ або деякого конструIgгивного
варiатrry, невiдомi, то найбiльш правильно буде приписати кожнот\{у

вибору piвHy йMoBipHicTb. Саме так роблять на практицi: коли про
закон розподiлу вiдомо дуже MaJlo, його приймають рiвноймовiрним.

1.7.2 Бiномiальrrпй розподiл

БitloMialtbttй розпоdiл, отриманий Бернуллi, е дискретним

розподiлом, при якому випадкова подiя може мати два i тiльки два

результати: сприятливий (наприкilад, досягнутий успiх, отриманий
придатний вирi6) i невдалий (робmа невиконанq вирiб з браком).

Iмовiрнiегь k вдrrлих результатiв в l, реалiзачiях деякого
експерименту дорi внюс :

.f (k)= 
' ., '1l , , , pr (| - p)"-r
kIQt -,t)! 

'

де р _ iмовiрнiстъ успiху в кожному вt{пробуваннi.

(1.6)

1.7.3 Геометршчнrrй розподiл

Модель, що описуе чисJIо випробувань п з iмовiрнiстю успiху р,
необхiдних для появи першого успiшrного результаry (вкпючаючи
також i цей результат), зветься ееO,мепrрuчllхц,, розпоdiпол1. BiH с
частковим випадком бiномiального розподiлу лля fr: l, тому

Ап) - p(l -р)"-' (1"7)

Цей розподiл вiдноситься до статистики подlй, що рtдко
зустрiчаюТься (влпlиКнення аварiйних срrц/ацiй, епiдемiГл, нещасних
випадкiв i т.п.). В частковому випадку, за допомогою такоТ моделi
можна розрахувати кiлькigгь випробувань, необхiдних для того, щоб
виявити вирiб з певним набором якихось вJIастивостей, наприкпад,

i rrгегра-пьну схему з макси маJIьним коефiцiеrrгом п iдсилення.
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Такиь,т чином, бiномiальний i геометричний розподiли
одержуються однаково: з пос.пiдоgносгi незалежних випробовувань
Бернуллi. Але якщо чrо посл!довнiсть перервати пiсля lu випробувань,
то отримаемо бiномiальний розподiл, а якщо пiсля першого успiшного
результаry, то геометричний.

1.7.4 Розполiл Пуассоrrа

РозпоёLц Пyaccolta сJryжить моделлю дJIя опису rrисла появи

рiдrсих випадкових подiй, щФ Mo)Iý/Tb приймати 1i4дькц.два значення
(напришlад, вiльно - зайнято, ycпirrrHe вцпроб,ураннs - невдача,
придатниЙ вирiб - брак i так далi). I{еЙ,: розполiл виrмкае в тих
випялках, коли поява, деякоТ ознаки мае мал}4 ,iмоýiрчjть р, а чиGIIо

випробувань,, достатньо в€лике. Тому середнс чис"по подiй а : пр

невелике. Пуассонiвський розпtтдiл при р0 -+ ш i ,? -> р'тому функчiя
ймовiрностi того, що в L незалежних випробуваннях {lодiя наgганё &

разiв, дорiвнrое:

k

f (k\: а 
e-nL' \ 

lc|

Математичне очiпування i дисперсiя випадковоТ ве.пиrlини,

розподiленот за законом Пуассона, спiвпадають i дорiвнюrсrгь
парам€rгру розподiлу а : llp. f[одатковокt ознакою розполiлу Пуассона
е висока ймовiрнiсть появи tryльового числа подiй (рис.1.5) в буль-
якому iнтервалi часу. Сума ,? незzLпежних випадкових веIIичин, що
мають розподiл Пуассона, мае також розподiл Пуассона з параметром
d: а1* az* .., + ап,

f(k)
0.6

0.5

0.4

0.3

0.z

0.1

0

а_-0.5

(1.8)
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Рртс\,тlOк l .5 * РOзгrtlлiл Пуассона
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Формула [[уассона дае ймовiрнiсть появи якихось однорlдних

подiй, що виникають одна за одноlо, в якiсь моменти_ часу, що

йЪрЬ-* поmiк поdiil. Звичайно такий потiк зобраяryсгься

,р"ф*"о' послiдовнir;тю крапок на Bici часу (рис,1,6),

Рисунок 1.6 - Приклttл решliзашiТ пmоку полiй

.Щля пракгичних додаткiв в TeopiT масового обсrryговування

ваJкпивим е розподiл iнтервалiв мiж моментами .настання 
подiй,

наприкпад, на рис. 1.6 розполiл довжин дiльниць мiж крапками, що

вiдповiдають окремим подlям.
якцо потii тryассонiвськrлй i на HboTt,Ty взята якась початкова

*рчrr*ч,l, 
"о 

Имовiрнiсгь того, що наступна крапка буле розмiшена на

вiдстанi, не меншiй /, дорiвнюе р(* = 0), Iншими сIIовами, це

ймовiрнiсгь того, що на вiiрiзrqу довх(1,Iною r вiд крапки l iншоТ

*purr*" немае. Idю ймовiрнiсть можна знайти за формулою (1,8),

вважаючи &= 0:

р(х* 0) = + е-" - е-^' , t : а, |,2.. ,, (] .9)
0!

де }, - iнтенсивнiстъ потоку,
Отже, ймовiрнiстъ того, шо

подiями не перевищус /, дорiвнюе

велрtчина iнтервалу плiж сусiднiми

F(/) - |- е-^'

Безперервнi розподiли

1.7.5 РiвшомiршшЙ (прямокутшшй) розподiл
Випадкова величина Х називаегься piBHoMipHo розполiленою,

якщо вона визначепа в iнтервалi а<х<а+ь i мае шiльнigгь

iмовiрносгi fu) : 1 / D (рис.1.7).

рiвttiлtiршй розпоdiлt використовуеться в основfiому при

iмiтачiйному модьюваннi скJIадних систем на Еом, бо

рiвноймовiрний розподiл випадкових чисе,I служить первiсною

основою дlя отримання Bcix необхiдних статистичних моделей,
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Рrrсунок I.7 -- Безперервl{рIii рiвтlомiрrlий розполiл

1.7.б Нормальппй розподiл

Цей розполiл iмовiрно.стей займае особливе мiсце серед
рiзноманiтних теOретичних законiв, бо за допомогою його описуються
бiльшigгь випадкових явиlц, зв'язаних з вимiрами. Що випадкових
явищ, що пiдкоряються нормаJIьному закоЕу розподiлу, вiднсrсяться
помилки витr,тiрiв виробничих парамегрiв, розподiл технологiчних
похибок, зростання та ва,га бiлышоgгi бiологiчних об'екгiв i т.д., в тому
числi нормаJIьному закону пiдпорядкований i показаний на рис, 1.2

розподiл параметрiв плiвковроr резисторiв,
Рiвняння, що описуе щiльнiсть iMoBipHocTi нормаJIьного

розподiлу, NIae вигляд:

l Г (.r-l,)'__ехр
42пст, L---, ]

(1"l0)

Таким чином, нормальний розподiл характеризуеться двома
параметрами: р i о, а на графiку являе собою симетршшrу
дзвоноподiбну криву Гаусса, що мае максимум в точцi, яка вiдповiдае
значенню х: |r, а при -т -+ - оо i х-+ + о] * асимптотично наближаЕгься
до Bici абсцис (рис.1 ,8).

ll

Рттсttrок l .В - I{tlрпtаJIъI-трIй розподiJI
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" Точка перемну кривоТ знаходиться на вiдсганi о вiд центру

розподiлу. Змiна параметру б призводить до змiни сryпеня розтяry
кривоi': зi зменшенням (, крива витяryеться в центрi, а при збiльшеннi
о крива швидше наближаgгься до Bici абсцис (рис. 1.9).

Рисlиок 1.9 - Залежнiсгь форми HoplvIaJIbHoT0 рсвтlолiлу вiл гlараметру о

Мiж абсцисами (р - б) i (р + о) розмiщено 68.З% BcicT площi
кривоТ норммьного розподiлу (рис. 1,10,a). Ще означае, що при
нормальному розподiлi 68.3% Bcix замiряних одиниць вiдхиляегься вiд
середнього значення не бiльш нiэк на о, тобто Bci вони знаходяться в

межах р t б.

а * обмежених ординатами + о; + 2о; + З; б - обме;кених ординатами 95Yо,99%,99,9%

Рисунок l . l 0 - Змiсr gгатистrtчноТ сукупностi в меrках фiксовапtrго вiДхилеlгня вй
цеill,ру

],J8[l"9r{ -l l Кпр | l |l,Sfi |З,_]Ё
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Площа, розташована мiж ординатами, проведеними на вiдстанi
2о з TieT та iншоТ сторони вiд центру, складае 0.9545, то8го 95.4% Bcix
одиниць сукупностi знаходяться в межах р + 2о. I HaperrrTi, 0.9973 або
99.7% Bcix одиниць знаходятъся в межах }r + 3о. Ще так зване правило
"трьох сигм", характерне для нормального розполiлу. Згiдно з цим
правилом, за межами вiдхилетrня на 3о знаходиться не бiльше а.27Уо
Bcix значень веJIичин, iнurими сJIовами 27 реатriзачiй на 10 тисяч.

В технiчнlос додатках прrtйнято при оцiнчi результатiв вимiрiв
працювати з частками площi кривоТ нормального розподiлу рiвними
95, 99 i 99,9Уо. f{им значенням вiдповiдають величини Ф95=t,96;
Фss : 2,576: ф9g,g = 3,29 l (рис. l .1 0,б).

Норма.пьний розподiл е осI{овним в багатьох практичних
дослiдженнях.

YMoB1.1 Ёtого виникнення зв'язанi з центральною граничною
теоремою, вперше сформульованою вiдомим росiйським математиком
П.Л, Чебипrевим. Щентральl+а гранична теорема стверджуе, що
розподiл буль-якоТ ознаки (парамсгру) при впливi на нього вепикоrо
числа незалежнргх причин зводиться до нормirльного розполiлу
незалежно вiд вигляду вхiдного розподiлу. Умови вигOтовJIення
багатьох деталей i копtпонентiв бiльшостi промисJIовш( виробiв
характеризуються саме впливом на них великого чисJIа незrшежних

фаlсгорiв: рiзноманiтних властивостей матерiалiв, квалiфiкачiТ
операторiв процесу, ва,гань навколиrпньоТ темпераryри, напрупп
живлення i т.п. Коли Bci факгори виявIIяють вплив приблизно одного
порядку, одеряryемо, що результативнi вiдхилення параметрiв вiд
номiна-пьних значень, що визначають остаточний резуJIьтат
виробничого процесу, як правило. с випадковими веIIичинами з
норм€rльним законом розподi-rry. Однак нормtlльний розподiл не е
едино можJIивим. В залеясносгi вiд фiзичноТ природи випадков}D(
величин деякi з них на практичi мо}куть мати розподiли, що
вiлрiзняються вiд норм:rльт{ого.

1.7.7 Логарифмiчно

Стисло його назI,твають
h4Oделъ, в якiй норп{алъгтий
Rеличини:

норпtАльrrшй розподiл
.ryоаlt{}р.п|алыltlлt це така статистична
розподiл мае логарифм випадковоТ

п
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f (х)

Логарифмiчне

l Г (lrrx_ x,u)'l:;;ffi'*ol TJ (1.11)

використовуеться дJIя кращого наближення аеиметричних розподiлiв
до нормаJIьного закону. Асимегричнi розподiли харакгернi для явищ,
що можуть описуватися тiльки позитивнIлми значеннями випадкових
веJIичин. НаприкгIад, час зносу обладнання, TepMriH слlокби бiльшостi
компонеrrгiв; в eKoHoMiцi - це )лворення iндексу чiн, розподiл
прибугкiв i т.п. За логарифмiчним нормальниI\{ законотчl розподiленi
закономiрноgгi вiдмов радiоелекгронноТ апараryри в перiод iT сгарiння.
Графiк функчiТ щiльностi наведено на plrc.1 .1 l .

х

Рисунок 1.1 l - Графiк фуншriТ логарифмiчlлого нормilJъного розполiлу

1.7.8 Експоrrенцiальншй розшодiл

Випадкова величина мас ексrлоltеttцiапьlшй чи показtltлковuй

розподlл, якщо li функцlя щtльностl описуеться законом:

/(х) - }"e-l* ,

де fu > 0 - параметр цього розподiлу.
Експоненцiальний розподiл е безперервним анаJIогом

дискретного розподiлry, що мас показниковий закон розподi-гry.
Наприклад, TepMiH виконання окремих операчiй у технологiчних

перетворення випадкових величин

( l .12)
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процесах, iн,гервали часу. мiж послiдовними _вiдмовами у агrекгричнi й

апараryрi та iншtп< механlзмах 1 т-п, 
_ .:...' Ё*"r,оrr"нцiальний розподiл € основLим ч Teop:l проuесlв

,"h^"-irr ];й настання деякI4х подiТ. (телеФунlа -ý1I'лl:

uio]ý"*urЙ;; ;ЙЙ кпiеrтгiв.i.так далi) розподiлен:::.:::: :::l
;;;;;r;' ооr"- uiд од,о,о, Графiк щiльностi експоненцtаJIьного

розполiлу наведениГл на рис, l ,12,

fH
.1
I

*l

,l

L

1

f(х}:lРlМf 
|е 

^rР
(1 .1 3)



Теоретичного зако}ry розподlлу
експоненцiапънопФ/ розподiлi,
параметру ,l (рис, 1.13).
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експерименталъним даним, Hi:K при
що заJIежитъ тiльки вiд одного

Ршсунок l .lз - Розподiл Веiiбl.лла trри рiзrкrмавiтrrих зttalteHHгli парамегрiв В

1.8 Вшбiрковшй метод коптролю

В колшrrнi роки, коли обсяги вигtуску промисловоТ продукчiТ
були не настiльки великi, як в нинiшнiй час, робилась l00%-a
перевiрка пролукlriТ i Bcix iT компонентiв. Коли обсяги виробницгва
зросли, контролери стаJIи робити вибiркову перевiрку. Визначення
кiлькоgгi виробiв У вибiрrri та рiшення про прийнятгя або

вiдбракуваттня спочатку rрунryвались не на точних математичних
засобах, а тiльки на irTryiuiT. При Taкolvfy пiдходi в адресу вiддiлу
технiчного контролю часто йшли претензii, з одного боку, в тому, що

дуже багато марно бракуrогь, а з iншого - в тому, що, навпаки, д/же
багато брап.у прогrускають,

тому лля практики великий irrгерес представляе моrкпивiсть
судити про розподiл випадкових веrtичин i визначати виробничi
похибки у Bcix виготовJIених виробах за результатами змiн парамегрiв

в неве,пикiй пробнiй партiТ.
в нинiшнiй час, коли у зв'язку з масовим характером

виробничтва суцiльний ко}rтроль займае наgгiльки багато часу i

вимагае так}fх веJIиких витрат, що мо}ке зробити виробничтво
нерентабельним, вибiрковий засiб контролю розвин)iвся i був
посryпово замiнений науково обгрунтованим. сIпаппrcпruL.нлаg

конmролеul. З його допомогою можна одер}кувати вlрогlднl вlдомостl
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про оптимальний розмiр вибiрки, про крrгерiТ приймання або
вiдбра-ку-вання i про даний сrупiнь ризику. шо супроводхqуе виробника,
ризик споживача.

Вибiрковий засiб контролю цiлком лоречний в тих випацках,
коли дослл'д}rсуються механiчна або елекгри чна MiцHicTb, надiйнiсть,
TepMiH служби та iншi параметри. для визначення яких вимагаеться
зруйнування зразкiв або робота апараryри до повного витачення
ресурсу. KpiM того, вибiртсовий за,сiб rпироко заетосовуеться для
контролю ста,бiл bHocTi тех в оло гi ч н ltx п роцес i в.

На пракгичi потрiбно суди1т1 про розподiл випадков}D( велиаrин в
ycix вигmовлених виробах, що називаrgгь генераJIьною сукуhнiсгю, за
результатами вимiрiв вiдносно невеликоТ пробноТ партiТ (вибiрковоТ
сутсупностi). Очевидно, що числове значення характеристики
випадковоТ вqгIичини, обчислене на пiдставi обмеженого чисJIа
випробувань, саме будa випадковою величиною, Ifе значення
нzвиваеться оцiltкою парамеlltру. Засоби математичноТ статистики
дозволяють з певною ймовiрнiстю зробт-rги висновки вiдносно
параметрiв розподiлу в генеральнiй еущупностi за результатами
дослiдження вибiрковоТ сущупноетi малого обсяry. Статистична теорiя
дае можливiсть за статистичними параметрами вибiрки зробипт ouiHrcy
вiдповiдних парамерiв генеральноТ сукупносгi.

Параметри функtriТ розподiлу для генеральноТ сугqупностi
звичайно позначаються грецькими лiтерами, а оцiнки парамgгрiв цiеТ
ж функчii, знайденi за вибiрrсами обмеженого обсяry, - латинськими.
Наприклад, дисперсiя генеральноТ сукупностi позначаgгься о2, а iT
оцiнка за вибiрковими даниrии - 52.

якщо с набiр ,? випадкових величин (напришlад, окремих
значень деякого параметру ,? trrryK виробiв), отриманих з вепикоТ
партiТ (генеральноТ супryпносгi). розполiленоТ за нормаJIьним законом,
то математичне очitg.вання паргiТ буле вiлповiдати математичнопФ/
очiкуванню BcieT сукупноr:гi. Але пaраметри генеральноТ сукупносгi
нам не вiдомi, тому потрiбrrо "рухатися" в зворотному напрямку -
середне значення в вибiркrrвiй паргiТ ввФкати оцiнкою середнього
значення в генераJIьнiй сукупносгi. Однак, хоча середне вибiрки може
бl"ги налто близьким до с€реднього для генеральноТ суiупносгi, ui
величини не обов'язково спiвпадаютъ,

Середне, отримане за, вибiркою, i середне генеральЁоТ сукупностi
були б однаковими, якщо б вхiдна сукупнiсгь (генеральна) була
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однорlдною, тодl вибiркове середнс дорiвнювало б вiдповiдному
значенню зага.пьнот суфностi. дле оскi-,rьки в замiрянiй сукупностi е

Bapiauii, можна пригryc.г}тти, що TaKi хс BapiauiT е i в генеральнiй

сукупносгi, i вони повиннi виямятися мiж перегином Bcio сукупночгi

i'вЙбiрковим середнiм. Чим бiльше вiдхилення у вхiднiй сущупностi,

тим бiльше рiзничя мiж середнiм вибiрковим i перrгином генератlьнот

суgrгпrосгi.
якщо з парriт нормально розподiлених величин з дисперсiею о

вибрати декiлька часткових СУ}ý/пностей обсягом " 
кожна, то середнi

значення цих сукупноgгей булугь теж розподiленi пормально з ти}r

самиМ середнiЙ 
-r""*ern"r, 

але З меншIоЮ дисперсiсю. Олержанi

розподiли показанi на рис.1.14. На цьому рисунку зобраlкений

роarrолiП середнiХ значенЬ в частковИх суцупноСтях обсягОМ ni : 5 i
n2: l0 порiвняно з розподiлом самот випадковоТ величини (n: l).

}/'I
f l,J/|

Рисунок 1.14 - Розподiл серелнiх значень випадкових вел}tчин знайденrх за вибiрками

рiзного об'сrиу

таким чином, дисперсiя середнiх значень в и разiв менше, Hiж

дисперсiя кожноТ окремоТ вепичини :

,}

б;
2а

п
(1.14)

вiдповiдно основне вiдхилення середнього, що харакгеризуе

BapiaцiT випадкових змiннrп<, буле в ,? разiв менше,_-нiж у окремих

,ri"*. В результатi одерNсуемо, що середне е бiльшr надiйною

характеристикою, нiж кожна окрема випадкова змiнна, ,Щисперсiя i

о""о""" вiдхилення малоТ вибiрки, звичайно, залежать вiл варiачiй в

генеральнiй суrсупносгi. Однак вибiркова дисперсiя Migг}rTb не тiльки
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зtrпадкову похибку, як будь-яка вибiркова характеристикq ме i
r,t l gтематичну, величина якот дорiвнюе дисперсiт вибiрковттlr середнiх.
В резlпьтатi оцiнка дисперсiТ генеральноТ сукупносгi мае вигляд:

/а
Оцiнка дисперсii (1.15) вiдрiзняегься вiд (1.14) знаменником

(замiегь п повинно використовуRатися n - l)" Величина (n-1)
називаеться числом чгупенiв волi длЯ дисперсiТ. В загаьнОТчtУ ВИПаДКУ

|tltcлo cnryпeltiB волi _ че рiзниuя мiж числом випадкових величин та
кiлькiстю лiнiйних спiввiдношrень мiЖ ними. В розгляtтУГОIчtУ ВИПаДКУ

одне лiнiйне спiввiднопIення вже було використане для визначення

середнього, тоtiц/ число ступенiв волi u : п - 1.

Якшо б диеперсiя BcieT генеральноТ сукупностi була вiдома, то
\Iожна було б отримати вiдноrrrення вiдхилення середнього -Yср вiд
матема,тичного очiкування Хо (тоФго вiд середнього значення BcieT

сукупностi) до основноТ похибки:

х с,р - JrO

б//г-/ ,\t rl

Щя величина мае нормальний розподiл iз середнiм, що

лорiвнюе l,
Але дисперсiя загальноТ сукуптlостi е невiдомою, тому замiсгь

неТ потрiбно викориетати iT очiнку, отриману за результатами вимiру
малот партiТ У. Вiд*"rrеt{ня середнього значення частковоТ суrсупносгi
вiд середнього значення загальнот сукупносгi, нормоване за

допомогоIо оцiнкt{, по:}нача€тъся /:

Х r,,, - х0
J-- l" S/

/J;
При цъому 11 мох{е буги якртt\{ заRгодн0, R тому

Завдяки цъому, даний розподiл лех{итъ в ocнoBi

52- (t.i5)

(1.16)
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параметрiв при ма.itих кiльlсостях виробiв, що пiдltягалli
випробуванням.'Засоби оцiнки парамегрiв статистичноТ сукупносгi за
даними, отриманими з партiТ маJIOго об'ему, в тому числi i розподiл
(1.17), були розробленi англiйським математиком Карлом Госсетом.
Однак BiH працював в приватнiй фiрмi, та з )rMoB свого контракту
повинен бр ггублiкуватись пiд псевдонiмом Стьюдент, тобто сryдент,
Пiд такою назвою розподiл (1.17) вiдомо i в нинiшнiй час.

Розподiл Стьюдеrтта симетричний, але бiльш сплющений, HirK
крива норммьного розподiлу, i тому в1.1тягнl,тий на кiнцях (рис. 1.15).

.Щця кожного значення ,? е своя r - функчiя i свiй розподiл. Вепичину l
дас таблиця 1.2, в якiй наведенi ординати розподiлу Стьюдеrrга,
вiдповiднi заданим рiвням значимостi при рiзному числi ст5rпенiв волi,
тоФгоо рiзному числi виробiв у вибiрui.

Хгр

Рисунок l .l5 - Розподiл д.lrя малих вибiрок (розполiл Стьюденr,а)

При вепйких ll розподiл Стьюдента асимптотично наближасться
до стандаргноrо нормального розподiлу. З прийнrгою для пракгики
точнiстю можна вважати, Iцо пр}I ll > 30 / - розподiл аппроксимуеться
нормаJIъним. Однак N$ ll < 30 довiрчi iнтерв"али ширше i ймовiрнiсгь
похибки бiльше, нiж при нормальному розполiлi,

,-l 1ll.Ч2,4

g

HC,ITJддU]bHL.llJ
l

1l

FйrнЁ,5tл

f -;:,;l.тllФфи
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Таблиця 1"2 - Розподiл Стъюдента
Число cryпeHiB

u-rr*1
волt PiBHi значимостi

0.05 0.0l
1 |2.7 l бз.66

^}/- 4.30 9,9z
з 3.18 5.84

4 2.78 4.60

5 2"57 4.09 ,, l

6 z.45 3"7|

8 2.3l з.36
10 2.23 3.17

|2 2.18 3.06
t5 2.1з 2.95

2а 2.09 2.85

25 2.0б 2"l9
з0 2.04 2.7 5

1.9 Статистичний контроль

Коли вiдомий розподiл випадковоТ величини, можна 0тримати
Bci особливостi да,ноТ партiТ виробiв: визтrачити середне значення,

дисперсiю, граничнi вiдхrллеrrгrя i т.д. Однак повна суцупнiчгь
статистичних параметрiв будь-якоТ партiТ промислових виробiв, а
значить, i закон розподiлу liмовiрносrей gгаrсугь вiдомими тiльки пiсля
того, як вся партiя вже вигOтовлена i параметри замiрянi. При шьоr"ry

вибiрковий засiб стае непсrтрiбним. Бо Bci данi, що нас цiкавлять,
отриманi безпосередньо.

На пракгицi закон розподiлу генеральноТ сулryпностi майже
завжди невiдомий, i единим джерелом iнформачiТ сJIужить вибiрка,
звлrчайно мала, отримана з генеральноТ сукупносгi, яка вивчаеться.
Розподiл вибiрки розглядаеться в якостi оцiнки теоретичноТ фуншiТ
розподiлуfiх) генера.гtьноТ суrqупносгi.

, . Кожна з розрахованих за вибiрковими даними чисJIова
характеристика, наприкJIад, середне арифметичне Хср або оцiнка
дисперсii, е реалiзачiя випадtсовоТ величини, шо вiд вибiрки до вибiрки
може приймати рiзнi значенI{я, Задачi контролю полепIý/ються
завдякt{ тому, що в бiльшlостi випадкiв не вимагаеться точt{ого знання
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Ъiдмiнноgгей випадкових значень вiд заданоТ вепичини. ,Щостатньо
лише знати, чи вiдрiзняються значення, що спостерiгаються, бiльше
нiж на веJIичину доггустимоТ похибки. Вiдповiдь на таке питання
можна отримати за допOмогою табл. 1.2.

Розповсюдження на генера.пьну сукупнiсгь оцiнок, зробленик за

вибiрковими даними, може бути здiйснене тiльки з деякою
ймовiрнiсгю p(t). Такmи чином, переконання про влаgгивостi
генеральнот суrgrпносгi завя(ди носить ймовiрний характер i мiстlтгь
qпемеЕт ризику, бо висновкr,l робляться за вибiрковими даними, При
обмехсенiй iнформачiil мо>tqль виникати по.:мtrлкu перu,ло2о i Dруzоzо

роdу. Порrилка першого роду робиться тодi, коли вiдкидасгься
правильна гiпmеза; якщо буде прийнята HeBipHa гiпотеза, робtтгься
помилка другого роду,

Iмовiрнiсгь прпгIустрrги помилку перIIJого роду називають
piBHeM значuмосmi i позначають с. облаgгь, що вiдповiдас ймовiрносгi
ct, н€lзиваеться крltпtuчлlою, а область, що доповнюе il, iMoBipHicTb

попадання в яlry (l -cr), - ёопусttttlпtoкl. IMoBipHicTb помилки другого
роду позначаеться Р, а величина (1 - В) називаеться rлоmуэrнiсmю
крuплерiю. Чим бiльше поryжнiсть критерirо, тим менше ймовiрнiсть
вчинити помилку другого роду, однак при цьому може зростати ризик
ct, особливо при малих фiксованих вибiрках.

У прашях по контролю якоgгi промисловоТ продукшiТ величина 0.

називаеться рuзллколt вuробltлtка, бо, вiдкидаючи правильну гiшотезу,

BiH браrrryе придатну продукцiю. Величина В називастъся рлtзллко1l4

спосrс.к]ача, бо, припускаючи невiряу гiпотезу, BiH приймае i
використовуе факгично непридатну продукцiю. Вибiр значень с i В в
таких умова( залежить вiд технiко-еrсономiчноТ тяжкоt;гi наслiдкiв, що
виникають вiд вчинення помилок першого i другого роду. З

iмовiрнiсгю с невiдоме значення Хо повноТ сукупностi лежить в

iнтервалi:

(x"o-1.ý) <х0 * (J(о + /s)

Iлюстрацiя даного випадку оцiнки середнього значення
загальноТ с5лtупностi за результатами замiру чаt;гковоТ суlryпностi
наведена на рис. 1.1б.

(1.18)
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Строгiсть цього виснOвку не залежить вiд обсяry партii, що
дос.гtiдяqуеться, аJIе зi збiльшlенням и зменшуЕгься веJIичина iтrгервалу.
Вели.трпlа iнтервалу зв'язана з iмовiрнiстю ствердження про те, щ0 в
ньому мiститься середне сукупностi lio. Якшо проведене вепике tмсло
експериментiв з вибiрками i в Koxснoмy випадку обчишенi iнтервали
ilожJIив}D( значень, то в crl випадках оцiнка середнього для повноТ
сукупностi буде лежати в цI{х межах. В iHrrrиx (1-с1) випадках
середне значення буде знаходл4rнся або лiвiше нижньоТ граничi
iнтервалу, або правirпе верхньоТ границi, тобто поза означеною
областю значень.

Граничнi значення Хо прийнято нzu}ивати dовiрчлааtt 2ралtuцяп4u"
При зменшеннi обсяry вибiрlм довiрчi границi, розширюються, а
ймовiрнiсгь помилки зростае. В кiнцi KiHцiB для дуже маJIих вибiрок
ловiрчi гранишi стають настiльки ruлцrокi, а ймовiрнiсть помилки
настiльки велика, що практ}тчна цiннiсть статисти.rних висновкiв
вия&пяеться незначною.

Задаючись, наприклад, 50/о-ним piBHeM значимостi, вважають, що
подiя, яка мас ймовiрнiсгь, менuD/ 0.05, пракгшrно не може
здiйснрrгися при т\{:rлому числi випробувань. Тому невiдоме значення
,Yrэ з iшrовiрнiстю 0.95 лежрrть в iнтервалi (1.18). Iншими сJIовами, ця
точнiсть буле piBHa: бх : ls.

.Щпя ймовiрноgгi с2 > сrl iкгерв€Lп стас бiльrrгим, а ймовiрнiсгь
(1 - о2) влучити поза область - N{еншою. Ще збiлыпення ймовiрносгi

рисl,нок l . lб - оцiнка серелньогtt значення в велрткiй сукупноgгi
за вLIбiркO}о h,Iалого обсяш
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з)aь{овлене розширенням TieT облачгi, в яку повинно влучити середне

значення генермьноТ сукупностi. Таким чином; можна зробити

висновок: збiльшеrurя HadiйHocttli dосяzаспtься цittокl Blllparrr\t пtо,tпоспi

реэульmаmiв.

прпкгlал 1.2. в якостi прикладу використання отриманих

форr-ryл можна визначити з якою точнiстю можна отримати середне

значення опору резисгорiв в паргii' наведенот в прикладi 1.1 (д*.

рис. 1.2), якщо використати Чаgгкову вибiрrсу з перfiIих 7 шт, Bci
обчислення зведенi до табл. 1.3.

Таблитrя 1.з - Знаход}кення середнього та оц1}{ки диспе
Rr R;-R.o (Ri-R.o)'

425 1б 256

з91 _l8 з24

432 2з 529

4а9 0 0

4l8 9 8l
403 -6 36

388 -2l 441

Rcp:4g9 -|45 Е* |661

-45

Отже, ý = б,3. З табл. 1.2 u: 7 - |:6; при с:0,95 знаходимо,

що t2 = 45. Tor"ry Е * R: 2,45 * 6,З : 15,43, Ide означае, що з

вiрогiднi#ю 0,95 середне значення Bcix перелiчених резисторiв лежить

в мФках 409 t 15.43, тоfфо воно ле)Iйть в iнтервалi вiд 393,57 до

424,4з ом. fuя оцiнки отриманого результаry можна вказати, що

факmчне значення середнього, наведеноТ в прикгIадi сукупностi,

лорiвнюс 4|7.4 Ом, :
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2 АНАЛIЗ СТАБIЛЬНОСТI ВИРОБНИЧИХ
проrIЕсIв

В результатi виробничих умоR фактичнi значення парамегрiв
технологiчного процесу i харакгеристик виготовленоi продукчiТ не
тiльки змiнюються в рiзнi сторони за рахунок випадкових похибок, але
i дуже часто з течiею часу поgryпово i монстонно вiдхиляюrгься вiд
заданих значень. TaKi одностороннi i посryпово зростаючi вiдхилення
називаютьс я сuсmеJуtапlttчl l1п4ll похtlб kaltltt.

Сиgгематичнi похибки повиннi лiквiдуватися шляхом виявлення
i усунення причин, якi ix викпикаIOть. Проблема полягае в тому, що в

реаJIьних виробничлtх yмoв.lx систематичнi похибки тяжко вiлрiзнlrги
вiд випадковпr. Незначнi систематичнi ттохибки без спецiального
статистиаIного аналiзу можуть довго -заJILIIIатися непомiтними на тлi
випадкових похибок.

Аналiз заснований на тоNц/, що коли систематичнi похибки
булугь вiдсlr"нi, факгичнi значення параметрi в змiнюlсrгься випадково.
Однак ixHi середнi зна,чення i ocHoBHi похибки (лисперсii)
заJIишаються незмiнними в часi. В такому випадку консгрукчiю
називають сmабiльltою, а технологiчний процес - пrlJuBчtlfut.

Тому замiсть факгичних зна,чень парамегрiв, обчислених дIя
одиниtIного виробу, треба кожний раз брати якусь паргiю i в кожнiй
партiТ розглядати тiльки середнi значення. Умовно ввФкаgгься, що в
данiй партiТ Bci вироби однаковi. При сгабiльному технологiчном.ч
прочесi випадковi похибки пiдttоряrсrгься HopMaJIbHoIvty закоЕу

розподiлу з центром (математичним очiкуванням) р:Хо. Середнi
значення парамегрiв, отрима,нi в рiзноманiтних партiях

' ll ? - _-_-- vл л_-_л
Хrр N ... а, xj,} повинвi приблизтrо дорiвнtовати Хо. Отже, Bci вони

приблизно дорiвнюють один одному:

Xrn * хr,, х .,. * x'Jr, * f,O (2. 1)

Матерiалом для аналiзу gтабiлыtоgгi технологiчного процесу
Mo}Iq,'Tb сJtужиl-и Ti ж данi, що вI{користовуваJIись для аналiзу точноgri.
Але вони булугь придатнi лиlIIе в тому випадку, якщо явпяють собою
безперервнi спосгереження, що охоплюють достатнiй промiжок чаеу
(змiну, лобу), або якrцо вони складен,i з вибiрок, вiдiбраних через певнi
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iTpoMiжKrT часу. Iнтервали мiж вибiркатrли, що називаються в цьому
випадку пtлlлrцасовtмлu пробалtt, вgтановлlоються в за-пежностi вiд
частоти вiдмов технологiчного обладнан ня, що спостер iгаегься.

З економiчних MipKyBaHb чисjIо випробувань бажано робити
маJIим? особливо якщо вOни супровод]iqуються зруйнуванням зразкiв,
що доспiдяqу}сrься. У випадку рlалоТ вибiрки точнiсгь приблизноТ

рiвноrгi (2.1) можна оцiнити виходячи з того, що веJIичина

r- '''r- "",r,

S

пiдкорясгься розподiлу Стьrодента з параметром t,l = l1l * пэ - 2, !е filтd
п2 - кiлькiсть дослiджених зразкiв в першiй та другiй партiях.

В чаgгковому випадцу, при /!1 : ll2, отримаемо D :2 * (n - l). В
цьоI"fу випадку серед ньоквадратич н е вiдхилення буле лор i внювати

(2.2)

(2.3)

При заданому критерiТ значимостi середнi значення в рiзних
партiях можуть розрiзнятися не бiльш нiж на величину ls, тобто

Ir,-x.pISts t2.4)

Коли виконуетъся ця умова, MoжIta вважати, що обидвi партiТ
взятi з однiеТ i Tie]i ж генеральноТ сукупностi. В такiй сукупносгi
середне значення дорiвнюе Хо i величини розподiленi за нормапьним
законом. В самому несприятливому випадку обидвi вибiрковi партiТ

рOзташовуються на протилежн[ж границях кривоТ розполiлу (рис, 2.1).
Якrцо ж вiдмiннiсгь середнiх значень в двох партiях буле

перевиIIIувати веJIиIIиЕу tS, то вх(е не мох(на ввЕDiкати, що ця
вiдмiннiсть викпикана тiльки випадковими причинами. При цьоLtу
потрiбно визнати, що вхiдне припущення про вiдсlчтнiсть
систематиtIних похибок HeBipHo io отже, веIIика BiдMiHHicTb середнiх
значень в двох партiях викпикана тим, що во}Iи наJIежать до рiзних
с)д(упностей (з рiзними Хо), Тншими словами, середне значення
парамgгру не залишаеться поgгiйним i, значить, процес нестабiльний
(вiдповiдно - конструкцiя несгiйка).



35

i _.

"rr-, '" п
cd

,. r]F

PltcYllo K';'r;,HrН;bЖlli,"jж в:тробвлrчих

Таким чином, розбiжнiсть середнiх знааIень в рiзних партiях
бiльше нiж на ff вrсазуе на, наявнigгь систематичних похибок i на
необхiднiсть заходiв для вiдкрlтгтя i усунення причин, що ik
виI(iIикають.

Приклад 2.1. Враншi, на початку змiни була взrга паргiя
виробiв, параметри яких наведенi в лiвiй частинi табл, 2.1 . Пiзнiше,
при тих же значеннях контрольованих чинникiв була сrгримана нова
паргiя. Першi 7 urг. виробiв з цiеТ партiТ мали парамегри, наведенi в
лiвiй чаетинi табл. 2.1. Середне значення в першiй паргiТ було 200 Ом,
а в другiй - 214 Ом.

На перший погляд, друга партiя досить значно вiдрiзняgгься вiд
першоТ, Однак, оцiт,lимо це вiдхилення за допомогою статистичного
крrгерiю. Bci необхiднi розрахунки наведенi в табл. 2.1.

0цiнка середньоквадратичного вiдхилення:

,=.Щ=7,о*ll 6*]

Число сryпенiв волi; ч='I *'| : 14, З табл.1.2 при ct :0,95
знаходимо t:2,18. Огже, ts:2,18 * 7,08: l5,43.

JEItf,lJ]bHfi

Ё},цrrrнl,сlиь
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Таблиця 2,t _ Статистичrrий контроль grабiльноgгi технологiчнот,о

цес
IIерша партiя га парпя

2lб 16 256 202 -|2 144

l82 -l8 324 225 ll l2l
220 2а 400 208 -6 зб

200 0 0 20з -l I 12l
209 9 81 2|5 1 1

194 -6 зб 224 10 100

|79 -2l 441' 22l 7 49

Х*р:200 +45
_45

l53 8 X*u:2l4 +29
-29

572

Оскiльки рiзниttя середнiх значень в двох паргiях (2|4 - 200:14)
менше розрахованоТ веJIичини (l5,43), можна вважати, що з

вiрогiднiстю 0,95 обидвi паргiТ налех(ать до однiе.'i i тiсТж статистичноТ
сук5rпностi. Оrжео систематичнi похибки будуть вiдсутнi i виробничий
процес, з якого взятi обидвi вибiрки, gгiйкий.

2.1 Перевiрка ефектшвностi кошструкторсько-
техпологiчrrrrх вдосконален ь

Статиgгичнi засоби повиннi використовуватися також i в
сицrацiях, протилежних розглянутим вище. Якшtо в консгрукчiю
виробу або технолоriчний процес його виготовJIення вносяться якiсь
змiни (очевидно, направленi на полiпшення деяких вJIастивостей), то
вимагiеться визначити, в якiй Mipi це призведе до очiкуваних

результатiв.
При одиниЕIному випробуваннi параметри нового виробу

MolкyTb прийняти бахсанi значення, однак це ще не говорить на

користь внесених змiн, бо позитивний результат може бути
випадковим. З iншого боку, якщо буде виявлено, що HoBi значення не

вiдрiзняrcrься вiд старих, то з}Iов-таки вимагаеться визначити, чи не е

це результатом випадкових збiгiв в обох партiях,
Отже, необхiдно провесги ряд випробувань, зробwги декiлька

проб i статиgгично обробити Отриrчтанi данi. Середнi значення
парамегрiв виробiв, 0триманих пiсля внесення вдосконаJIень, треба

l
}
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порiвняти з параметрами контольнот паргii; вигOтовленот в колишнiх
}lмoBax, якщо ефекг вдоскоЕалення можна ввФкати поплiтним. В
прсrгилежНому випадку, можна зробити висновок, що змiнио якi
BHeceHi в конструкцiю або технологiю, не призводять до бажаного
результаry.

2.2 Випадковi процесш

В зага.ьному випадrу процес - це пос.iriдовна змiна cTaHiB буль-
якоТ системи в часi. Наприклlал, зараз телевiзор працюе, а через деякий
час несподiвано вiдбулася вiдмова - тепевiзор fiе працюе. Або ще
приклад, крамниця вiдкрилася, а покупцiв в ньому немае (перший
стан), але через деякий час приходять покупцi та Bci продавшi
виявляютъся зайнятi обсrгуговуванням покутпдiв (iнший стан). Ще
через якийсь час продавцi не встигають обсгrуговувати прибулих
поr<упцiв i 1твориться черга (новий сган). Bci цi стани i jk поспiдовна
змiна угворюють процес.

в попереднiх параграфах також розглядалися процеси, аJIе там
результатом процесу було деяке значення параметру, яке неможJIиво
було передбачити з повною вiрогiднiстю. Факгичнi значення
параметрiв йогли буги i бiльшi, i меншi очiщуванлпс. Кожне замiряне
значення давало одну конкрегну реалiзачiю випадковот величини, що
приймала те абО iнше значення У вiдповiдноСтi iз законом розподi"rц,
глмовiрностей. l'аким чином, випадковим було вихiдне значення
параметру процесу.

тепер булуть розглядатися процеси, в яких стани системи
цiлком чiткi й певнi (тобго, що детермiнувалися), {ше процеси
випадковi. Випадковими в них е моменти змiни ста}ту, або, точнiше
говорячи, iнтервали часу мiж настанням рiзних подiй, що викпикають
змiну сганiв.

так називаЕгься поспiдовнiеть однорiлних подiй, що насryпають
одна за одною в якiсь вргпадковi моменти часу. ЕТаприкпад, потiк
виклlикiв на телефоннiй еrанцii, погiк збоiЪ (вiдмов} ЕОМ, потiк
поi'здiв, що прибуваrсгь на станцiю.
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Потiк подiй Ь часi можна, ,наочно зобра:lлlти пос-гtiдовнiстю
крапок на Bici (лив. рис. 1.6); не треба тiльки забувам, що положення
кожнот крапки випадково i на рfiсунку зображена тiльки деяка

реалiзачiя пOтоffry.

важпивою хараIrгеристикою потоку подiй е йото iHmeHcuBlticпtb

}", тобто середне чисJIо подiй, що припадають на одиницю час},.

Iнтенсивнigгь може бути як постiйною (l: const), так i змiнною, що
з{шежитъ вiд часу, Наприкпад; тютiк автомаfiIин, якi р5даlсrгься по

вулицi, вдень бiльш iтrгенсивний, нiж,вночi; в годину, пiк - бiльш
iнтенсивний, нiж в iншi години доби.

Пgгiк подiй н€tзиваеться рееулярнuлц якщо подiТ слlдуюrь одна за

одною через певнi, piBHi промiжки часу. Приtоtадами реryлярних
псrгокiв е поl'зди метро, що прибуваютъ на gганцiю точно за розкпадом,
або дgгалi, що вrD(одять з. конвеера. В приролi реryлярнпr потокiв
практично не бувае. Бiльш того, пiдгримувати псrгiк реryлярним бувае

д)лке ва]кко, для цього необхiднi узголженi зусиJIJIя диспетчерськрrr(
служб, вiддiлiв постачання, ремонтЁих бригал та iH. Гtро трулнiсть
пiдгримання реryлярного пOтоку говорить i той факг, що в таких
потоках дуже часто виникають збоТ (порушення).

Пmiк подiй називаеться сmацiонарtлuм, якщо ймовiрнi
харакгеристики не залежатъ вiд часу. В частковостi, irrтенсивнiсгь }.

gгацiонарного потоку повиlтна буги постiйною. Ще не значить, що

факгrrчне чисJIо подiй, шо вiдбуваються в одиницю часу, посгiйно.
Зовсiм Hi. Потiк, ялшIо BiH нереryлярний, може мати якiсь випадковi
зц/щення та розрiдження, аJIе для gгацiонарного потоку чi зryшення i

розрiдження не носять закономiрного xapalffepy. Одна дiльниця може
мати бiльше подiй, а iнша = менше, :}ле середне чисJIо подiй, що
вiдбуваrогься за одиницю часу, постiйно, i вiд часу не заJIежить.

Вiдхилення пoтolq/ вiд стацiонарносгiо як правило, викпикаються
деякими фiзичними або органiзаrriйними причинами. Наприклад,
iтrтенсивнiсть потоку телефонних викrrикiв, що надходять на АТС,
вночi менше нiж удень. Збiльшення iнтенсивносгi потоку поtgrпчiв, що
приходять в крамницю пiсля закiнчення робочого дня, теж мае логiчне
пояснення. Тотrлу, якцо потiк подiй мае тенденцiю до явно
висJIовлених зryщень i розрiджень (особливо перiодичних), то завжди
можна запiдозрити причинно-наслiдковий зв'язок i постаратися його
з'ясувати.
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Потiк пСдiй називаеться без наслidкlq якщо для будь-яклпс двох
дiльниць часу число подiй на однiй iз них не залежить вiд того, скiльки
полiй було на iншiй. По сугi це означае, що подii, що уrворюють
потоки, з'являютьея незаJIежно одна вiд одноТ i внк.пикаються кожна
своiми власними причиЕами.

потiк подiй називаеться opdultapHttM, якщо подiт в ньому
з'явля}отьсЯ поодинцi, а не групами по декiлька вiдразу. Напришф,
потiк поiъдiв, що прибувають на gтанцiю, ординарний, а пmiк вагонiв
- неординарний. Я*що потiк подiй ординарний, то ймовiрнiсгь
попадання на маJIу дiльницю часу двох або бiльше подiй буле дlяtе
}taлa.

2.2.2 Найпростiшпй потiк
потiк подiй називаетъся ttайпрасmiuлtи,t, якщо BiH

характериЗуетъсЯ вiдразУ трьома мастивостями: стацiонарний,
ординарний i не мае наслiдкiв. Назва "найпростiший" пов'язана з тим,
що процеси, якi визначають найпростiшi потоки, мають найбiльш
простий математичний опис.

Найпростiший пgгiк серед iнших видiв потокiв подiй грае
особливу рЬль, подiбну ролi нормtLльного розподiJIу серед iнших
статистнчних законiв. А саме, при нак,Iаденнi (суперпозичii) достаттlьо
великого чисJIа незмежних, стацiонарних i ординарнrх псгокiв
одержуеться найпроетiшrий потiк.

fuя найпростiшого потоку з iнтенсивнiсгю ,?, iнтервал Г мiж
сl,сiднiми подiями мас показниковий розподiл, що *"."u"u*""
формулою (1.9). {ля випадковоТ величини 4 rцо мае показниковий
розподiл, математиЕIне очilсування е веJIрI.Iина, зворотна параметру,i., а
середне квадратичне в iдхилення дорi внюе MaTeMaTи.IHoMy очiщуванню.

2.2.З MapKoBcbKi вппадковi процесrr

цi процеси отримали свою назву вiд часу знаменитого
росiйського i радянського математикъ академiка РосiйськоТ академiТ
наук А. А. Маркова (1856 -|922). В марковських процесах закон
великих чисел розповсюдхýiеться на випадковi величини, що зzrлежать
одна вiд одноi'. В результатi виникае так званий марковськttй ланцюz, в

п
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якотчrу вплив величин одна на одну,швидко зменuIуеться за мiрою
збiльшення ix взаемнот вiдстанi.

,Щослriлження А. А. Маркова про зале]кнiсть випадковиt( веJIичин

займають цеЕтральне мiсце в сlпrаснiй TeopiT ймовiрносгей i лежать в
ocHoBi бiльшостi iT додаткiв до рiзномапiтних га,гцrзей, знань -
економiки, бiологii, геологii, технiки,. В фiзиIri, наприкпад,
математичний апарат марковських ланцюгiв широко викориglовуеться
дlя дослiдження,дифузiТ газiв, В.бiологiТ за допомогою марковських
ланцюгiв вивчасться харакгер розвеrп(у окремих видiв тваршr i рослин.
в соцiоrrогiт MapkoBcbki ,ланцюги допомагають вивчати проблеми
змiни соцiальноТ i професiйноТ струтсryри насеJIення, питання його
перемiщення i таке iнше. В технiцi з ikньою допомогою. описують
передачу повiдомлень, а також процеси контролю дiездатностi
апараryри, дiагноgгиlм i пошуку несправносгей.

В дослiдженнi операчiй велике значення мають MapKoBcbKi
випадковi процеси,з дискретними станами i безперервним часом.
Пporrec називаеться процесоJ|, з. dtlcKpetllttuмa сmшrаJуrz, якщо його
можпивi :ст&ни можна заздалегiдь перерахувати (перенумерувати) i
перехiд системи з одного стану в iнrrмй вiдбуваегься стрибком,
пракгично мштсво. Процес називаетъся процесом з безперервлtttлt
лtасо7ц якщо мотч{енти можпив}тх переходiв зi стану в стан не фiксованi
заздалегiдь, а невизначенi, випадковi. Прикгrал такого прOцесу:
технiчне вJlаurryвання, що скпадаеться з двох вузлiв, коясний з яких у
випадковий момент часу може вийти з ладу, пiсля чого миттево
починаеться ремонт, що тривае теж зtr}далегiдь невiдомий, випадковий
час.

Яцщо процес, що прсгiкае в системi з дискретними gганами i
безперервним часом, с маркоFським, то для його опису можна
побулувати дос}rгl проgry математичну модель. При аналiзi
випадкових процесlв з дискрgгними станами зр)лно користуватися
геометричною схемою - ерафолl сmанiв: стани системи зобраясуються
прямоIýтниками (колами або, HaBiTbo крапками), а моlкпивi переходи
зi стану в стан - стрiлками, що з'еднукrгь цi gгани.

Для наочносгi дш<е зр}птно на графi стану бiля кожноТ стрiлки
просrавляти iнтенсивнiсть того пOтоку подiй, що переводить систетчry

за даною стрiлкою. Граф з поставленими бiля сгрiлок станами
нrвиваIоть розлсiчелtu*t,Маючи, в своеIчIу розпорядженнi розмiчений
граф cTaHiB системи, можна легко побулувати математичЕу модель
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.]аного процесу. Прямо за графом можна записати систему лiнiйних
.-iгебраiЧних рiвнянь. В лiвiй чаgгинi кожного рiвняння cToiTb
:rroBipHicгb, даного стану, помножена на cyl{apнy iнтенсивнiсть Bcix
:,iL]ToKiB, що ведD/ть з даного Факу, а в правiЙ - сума Bcix потокiв, що
входять в цей.gган, помножених на ймовiрносгi вjдповiдник gганiв.

2.3 Спстемп масового обслуговування

В побугi системами масового обоryговування е телефоннi
станчii, кви,гковi каси, торговi пiдприсмства, перукарнi, майсгернi i
таке iнше. Не настiлькtа явним прикпадом системи масового
ч-rбсгцzговlrвання е лiтако шrо прибувае в аеропорг. Оскiльки лiтак
повинен здiйснlтги посадку, можна скЕвати, що BiH потребус
обслуговування - надання йому посадочноТ смуги. Лiтаки повиннi
.riтати точно за розкладом (тоФго потiк прибуггя повинен б5rги

реryлярним), але iз-за рiзних приt{Ен фаrсгичний час прибуття кожного
оl.ремого лiтака може бути i декiльм ранiше, i декiльм пiзнiше
призначеного часу. Тому лiташl прибуваlсrгь у випадковi моменти, i на
час прибуття чергового лiтака посадочна смуга може буги зайнятою,
тоrчrу Йому дотрiбно 'Овgгати в черry", тобто лiтак кружить над
аеродромом, очiкуючи доки посадочна смуга Ее звiльниться.
Зрозумiло, що "пiти не обс.гryгованим" (не вчинивши посадки) лiтак не
\{оже.

В виробничих умовах crryauii, цо можна iнтерпреryвати як
потребу в ООобсrцrговуваннi", виникають дуже часто. От лишо д9кiлька
прнtоlалiв.

О На виходi скпадального конвеера е пост контролю, що
затриNryс Bci вироби з дефекгами i передае ik спецiальнiй
бригадi дJIя виправлення. Оскiльки появи браку вiдбуваrсrгься
в випадковi моменти, iнколи lсiлькigгь дефекгних виробiв
може зростати i вони ндкбпучуються на дiльницi.
Вимагасгься встановити, скiльклt погрiбно маrи робiтникiв,
зайнятттх усуненням лефектiв, щоб не пору-1IIувався ритм
здачi готовоТ продrкчiТ i щоб робiтники при цьому не
простоюв:rли довго без дiла.:

О Частепrа обладнання виробничоТ дiльницi з часом виходить iз
ладу i повинна ремонryватися. Riдмови обладнання, так як i
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трйвапiсгьремонry'величинивипаДковi.Колиремотrгна
бригала вiльна, вона вiлразу приймасгься за,робоry, а якщо

ремотrгники зайнятi, то верстат повинен чекати своеТ черги,

До*и, обладнання знаходиться в peMoTTTi або чекае своеТ

черги, продукцlя на ньому не виробляетъся i загальна

продуктивнigгь дiльницi в даних умовах падае, тому сsriд

вжити мiри дпя iT пiдвищення. Треба знайти оtпимальне

спiввiдношення витрат, зв'язанЕх iз втратами вiд черг на

чекання ремоЕry технiки, i вrтграт на розширення ремонтноТ
бригали.

о В цеху е верстат (усгановка rерметизацii, пофаrбvвання або

якийсь iнший агрегат), яким за мiрою псrгреби користуютъся

Bci робочi дiльницi. Продуrсгивнigгь установки достатньо
висока i в приншипi може забезпечувати обслцrговування Bcix

робочих, але iз-за випадкового характеру виникнення потрб
в якiсь моменти верgгат виявлястъся зайнятим i

накоЕич/еться черга. Необхiдно знати серелнiй час

очilсування i на скiлькrа може знизитися iз-за цього
, продукгивнigгьдiльницi.

2.3.1 основпi попяття i вшзпачеппя

Теорiя систем масовоrо обепуговування (СМО) вперше була

розроблена датським математиком д. к, Ерлангом стосовно до

iаплrгiв, що надходять на телефонну gганцiю. тому ocHoBHi поняття i

визначення зберirаrсrгься з практикr,l забезпечення телефонного зв'язку

незu}лежно вiд факгичного призначення конкрегноТ смо,
системи масового обслуговування призначенi для виконання

потоrry заявок або вимоr, що надходятъ на iхнiй вхiд у випадковi

моменти часу. Кожна Смо скпадаетъся з деякого числа каttалiв

обспуzовуваtt rя, в якостi яких, в зzшIежностi вiд виду системи, мохqль

""фrй' лiнiТ зв'язтlу, приймальнi rryнктио робочi пунюи, пiд'iЪнi

-rr"i", випробувальнi сrенди, технологiчнi агрегати, ремотrгнi бригади

i так далi. Виконання заявки, що надiйшла, iT обсrryговування, тривае

деякий час (також випадковий)о пiсля чого канаJI звiльняеться i

готовий прийняти наgгупЕу заявку.
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вимоги-заявки, що надходятъ на вхiд системи масового
обслуговування, слiдують одна за одною i угворюrоть безперервний
потiк подiй, Звичайно, неможпrво заздалегiдь передбачи,п,l,
наприкпад, коли якомусь абоненry треба подзвонити по телефону
своему партнеру, але, якщо розгляцrги ycix абонентiв телефоннот
ч-ТаНцii, то, незважаючи на випадковий харакгер кожноТ окремоi;подii,
в кiнцевопry потоцi ]чfожна побачити певну закономiрнiй. якщо за
годину (60 хвилин) було, наприкпrц, З0 телефонн}D( викпикiв, то в
еередньому одн& заявка займае iнтерва.п в 2 хвилини. Отже, середне
чI{сло подiй в одиницю часу - irrгенсивнiсть потокУ 

' - uro*
)-=| /2:0,5. Наведене вище мiртqування покtвуе, який сенс мае
значення iнтенсивностi 0,5, бо, зрозрriло, не може бути пiв викitику в
\вIrлину.

у найпросгiшому потоцi iнтенсивнigгь fu е постiйною
вё:lLIчиною, тобго }" = const.

Сиgтеми масового обшryговування мохqль бупr двох типiв:
t'\[O з вidмовалсtt, в яких заJIвка, що надiйшла в той момент, коли Bci
канапи зайнятi, одер)Iсус вiдмову i не обслуговуегься; смо з
"iiкувалпtяlr, в яких кожна заявка, прибула 

" """aЬ"у, 
попи в нiй немае

зi--lьних каналiв, залиIUасться i очiкуе, доки не в}lзволиться який-;ебlиь канаJI i iT не вiзьмуть на обс.rryrговування. По анапогiТ з
Jнстемами для обсгryговування насепення заявки, Що очiкуюrгь,
-iазивають чер2ою, хоча це Ее обов'язково черга в звичайному
эt.'зумiннi цього q,IoBa. Черги утворюють,. в частковостi, деталi в
ir,нкерi-накопичувачi; непрацюючi верстати, що очitсуr<rrь ремокry;нформацiя, що накопичилась в пам'ятi Еом, i таке iттшli.

порядок обслryговування також не обов'язково еrriдуе такому ж
-р}lнцигц/, як при обслrуговуваннi черги людей: хто першим прийшово
--rЁr першим обсrтуговуегься. у виробничих умовах часю бувае
чзвпаки: в першу черry обробляrогься (обеп5товуlоrгься) дgгалi, що
;а_liйшли о9ганнiми, бо саме вони лежать в бункерi a.ор". Дуже часто
]зявки обеrгровуlсrься в якомусь випадковому порядt.у.

2.3.2. Системи масового обслуговування з вiдмовами
Самий простий приклад СМо з вiдмовами - це аRтоматична

-е.rефоrтна gганцiя. Якщо абонент, що викIIикаеrься, зайнятий, то,,f\Tb KopoTKi ryлки i очirqувати дарма. В залежноегi вiд сц/пеня
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необхiдноgгi в обслугов5ваннi, заявкрl або покr,rдають систепг5r, або
звергаються повторно. Одноканальна система масового
обслуговування.-,ц. :lyu проста СМО, на якiй можна розглянути
основнi-законорлiрносгi iT робсrги.

На вхiд системи посlупае потiк заявок iз iнтенсивнigгю }".

Заявка, яка пос,ryпнла в момент, коJIи, система не зайняга, одрil}у ж
береться на обспуговування. Насгупна заявка, що прибувае в момент,
коли канал обслrуговраяня зайнятий, о.дер)Iqуе вiдмову. Час
обслуговрання заявки мае випадкову тривалiсть, аJIе е деяке середне
значення, в результатi чого на вкходi утворI,rтъся поmiк обслуzовуваtллlя

з iнтенсивнiстю р, Наочно пmiк обшryговування можна уяв}тти таким
чином, що, якщо б канал обслуговування був безупинно завантажений,
то з нього ви)tодив би псrгiк о6<уцrгованих заявок (рпс.2,2).

Рисlтrок 2.2 - Пgгiк заявок i пmiк обсrryговlъання у свсгемi масового обслуговування

Якщо середнiй час обс-гцzговування однiеТ заявки (в прикладi з
телефонною станцiею - це середня тривмiсть однiеТ розмови) скпадас
0.5 хвил*пr, то iнтенсивнigгь потоку обс.rгуговування }r=1l0,5:2,
Одноканальна СМО може,знаходитись тiлькрt в одному з двох cTaHiB:
So - вiльна, Sl - зайнята, Граф сганiв системи, що показуе мохсгlивi
переходи з одного ста}ту в iнший, зображений на рис.2.3.

: .: Рлтс}нок 2.1-Граф одноланальноТСМО з вiдмовами

,i;,, t 
",Можливiqrь,злахоркення С-МО у вiльному сганi S, визначаеться

якоюсь, доки нам не вiдомою, ймовiрнiсгю pg. Вiлповiдно pl - це
ймовiрнiсгь того, що система знаход}rться в зайнrтому cTaHi ý1.
Осц!дькц.системаможе знш(одиться тiльки в одноп,ту_з двох cTaHiB, то в
якотYtусь iз нртх вона завщди знаходимсь, тому сума ймовiрностей

po*pt:1 (2.5)
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:r rtовiрнiсгъ, тобто
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перебувати в lIpD( двох станах, впливи, Iцо
повиннi врiвноваiIryватися впливами, щов цей стан. Величина кожнот взаемодiт
iнтенсивностi потоку на вiдповiдну

Враховуючи, що сума ймовiрностей завжди дорiвнюе одиницi,)тимаемо

,L
Ро *: Ро,- 1

р
Iншими словами

Ро
lp

1ро: lФt
з цъого виразу визначаемо

Pt -Lno
р

(2.6)

(2,7)

(2.8)

(2.9)

(2,10)

з вiдмовами с: Bidltoclla
iропускrlа спроА,tоэtсttiсlлtъ, а

Т вiдповiдно

Pl: ^tr
lt, * /t

Основними параметрами СМО
,ipollyckhta спролцоаudсmь i абсолlолrпш
також iлсов iрliсrпъ oпlpllJvtal il tя в idMoBu.

цqI-
п+р

В idносна пропускt la спр oMoac,ticmb q визначаеться ймовiрнiстю
Тt_-lГоо ЩО в моменТ приходУ заJIвки канал вiльний i вона буде вiдразу ж,,rбсrгугована. Для одноканальноТ системи q : д. В фаницi, коли]Роцес вже встановився, значення вiдносно прогryскноi спроможностi
CIIO буде дорiвнювати

(2.1 t)

. Абсолюmна пропускна cпpoшo?tcllicttb А визначаеться добутком
вiдноснот прогryскний спроможностi на irrгенсивнigгь потоку вимог:

п

А: qtr (2.I2)
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В гранишi ВОНа:Тае РiВНОЮ 

л= Jц_ (2.1з)
.х+ р

Iмовiрнiсгь того, що змвка буле обсгlуговапа, позначаеться р1, z
iMoBipHicTb вiдмови - рвiдпt. Таким чином, iMoBipHicTb того, що канzul

1+р

Пршклад 2.2. Складальна дiльнрпдя виробляс в 1 годину 90
блокiв, тобто iнтенсивнiсть потоку l,: 1,5 блокiв в l хвилину. На цiй
дiльницi е котттролер, який вибiрково перевiряе вигOтовJIенi блоки
апараryри. Середня тривалiсть контрольних операlriй /к : 1,25 хв.
Якшо в момент прибуггя чергового блоку коrrгролер зайнямй, то цей
блок вiдразу ж передаетъся на подальшi операчiТ без промiжного
контролю, Виробничтво безперервне i тривае до вiдкреrггя дефекry в
одноil{у з блокiв, в цьому випадку технологiчний процес зупинясгься i
з'ясовуrсrгься причини, якi викпикали несправнiсть,

Необхiдно визнаLмти, що частина пролукчii, яка вигrускаетъся в
таких умоваь нарФкаеться на коrтrроль i шtо частина прогIускасться на
подальшi операчiТ без коrrгролю (rшо частина одеря(уе вiдмову вiд
проходження контрольних операчi й).

Визначаемо параметр р потощу обслуговування: р:0,8.
Вiдносна прогIускна спроможнiсгь q:0,8 * (1,5 + 0,8):0,348. TaKraM
чином, контрольним операчiям буле пiдлягати не менше З5%
пролукчiТ дiльницi. Абсолrgгна пропускна спроможнiсrь
Д: 1,5 * 0,З_48 :0,52, IMoBipHicTb вiдмови в обсгryговуваннi, тобто
пропуски на подальшry обробrсу без котггролю, Роr* = l * 0,35:0,65.
Цiкаво, Iло, якщо збiльшити продукгивнiсгь прачi котrгролера i, таким
чином, знизити тривалiсгь коFIтрольних операцiй, то пропускна
спроможнiсть системи, звичайно, пiдвиrцртгься, однак дilIеко не до
такого сryпеня, як може пока:}атися з першого погляду. Пригryсгимо,
що шляхом оснащення котттролю новим, бiльш продуктивним
обладнанням, lц,-знизилося в 2 рази i вiдповiдно в 2 рази збiльпrився
пmiк, обсггуговування,.тобто,р, : 1,б; Тодi, при тiй же iнтенсивноgгi
пOтоку заявок, отримаемо: Q= |,6 * (1,5 + 1,б) = 0,5 16, тобто
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i:.)нтролюватися буде бiля 52Уо Bcix виробiв, а не 7аYо, як можна було б
lчiкувати спочатку.

2.3.3 Багатокашальшi сшстемш масового обслуговуваIIшя

fuя пiдвишення прогryскноТ спроможносгi СМО треба
;бiльшрrти чисJIо каналiв обсrrуговування: число лiнiй зв'язlсу в
те_тефоннiй системi, кiлькigгь контролерiв на виробництвi i так далi.
-irя спожрrвача це буле зру.lно, аJIе загalJIьна ефекгивнiсгь системи при
_]ьот\,{у може знизитись, бо кожний новий канал вимагае додаткових
зtlтрат на ycTaнoBlqy i обсrryговування.

Граф двоканальноТ системи масового обсrrуговування з
зiJlчlовами буде мати вигляд, показаний нарпс.2.4,

Е

Рисl,нок 2.4 - Граф двокана_liьноi системи масового обслуговумння

стан ý - це стан, коли в Смо е одна заrIвка i один капал
:эtiнятий, а другий * вiльний. Зi стану So в стан S1 систем} переводить
,.-iTiK заявок з iнтенсивнiстю L. Як тiлькта приходить перша зaивка,

:r_Il{H канал gгае зайнятим, той же потiк переводить СМо з першого
--тану в другий, коли зайнятi обидва каншIи i насгупним заявкам буде
:аватися вiдмова.

Якщо в системi зайнятий один канал, то цей канаJI робt,rгь р
,l5слlтовуваЕь в одиницю часу. Тепер, нехай система знrD(одиться в

-,TaHi S:. В нiй прачюють два канали. В стан 51 система буде
:ереходити, якщо закiн.тив обслуговування або перший, або другий
.aнaJ], Таким чином, сумарна iнтенсивнigгь потоку обегцговування
ir:e дорiвнювати 2р.

fiля сгану So баланс впливiв буде, як i ранiше, 2ро= ||рl,,звiдки
)"

":тримаемо Pl =* Ро
р

Щля стану 51 впливи, що виводять з цього gга}ry (стрiлки,
.зправленi з Sr), будуть дорiвнювати l + р. Вони компенсуються

ft

*



48

впливами, що приводять в цей стан (стрiлки, направленi всерелину S1):

X+2sl.
Баланс впливiв буле:

2рр, + 7ро: Wl * trp,

З урахуванням того, що 1ро: рр1, шримаемо:

Zwr: trpt
.-j,

Або iнакше

,L1
Pz = - Pr :;-- Ро/р zpp

Оскiлъки сума Bcix iмовiрностей
одер}Iqуемо:

звiдки слiдуе

Ро-

,L2: 
-z 

Ро (2,1б)
Zp

повинна дорiвнювати одrtницiо

7

{2,\4)

(2.15)

(2,l8)

,L 7'
ро +: ро + } ро - 1, (2.|7)

р '},р'

Pz:3Po/р
Зробивши за 0триманими 'формулам вiдповiднi розрахунки з

даними прикJIаду 2.2, отримаемо Q: 62а/о. Таким чином,
продукгивнigгь двох контролерiв бiльше, нiж одного, який праrrюс в 2
рал}и швидше.

Граф ,грьохканальноТ системи масового обслуговування з
вiдмовами мас вигляд, зображений нарнс.2.5.

{z.l9)

Рлrсунок 2.5 - Граф тръохканаJIъноТ СМО з вiдмовап{и
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мiркування, flнагlогiчнi попереднlм, можна

Ро {2.20)

(2.2|)

Зробивrrги розрахунки з даними для прикпалу 2.2, у випадцу
трьохканальноТ системи, отримаемо q: 817о. ffля багатоканальноТ
С}lО вводиться ще один параметр - середне число зайнятих каналiв -
k,п:!=Ц, .IIля системи кокгролю з трьома контроJIерами

рр
!)тримаемо k"o:1,52.

Таким чином, робсrги недостатньо дIя завант{Dкення HaBiTb двох
tонтролерiв, а.гlе Bci три не забезпечують 100%-ну перевiрку BcieT

rролукrril, що виrrускаеться. Причшrа такого положення полягае у
вIlпадковотчц/ харакгерi надходження виробiв на контоль.

Можна перевiрити, що буде, якrцо збiльшити чиcllо контролерiв,
\оча, напевно, вже очевидно, що подiбний пiдхiд с неефекгивним. На
plrc.2.6 зображений граф и-канrшьноТ сиgгеми масового

"-,белгуговування з вiдмовами.
о 1 1

So

=з 
i, jjlsz -__4!___--}lt 1sз

2р 3р 4р

Рисунок 2.6 - Потоки в багагоканальнiй сиgгемi масового обслуговування

Такою ж процедурою, що застосовувалася Nlя 2- i 3-канальних
СМО можна отримати

р

,л,t,t'l+-* л +.".*--
р 2р' п! р"

Ро (2.22)
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(2.23)

де z! : l * 2 * 3 * .., * п ,_ ймовiрнiсгь вiдмови, а вiдносна проrD/скна
спроможнiсть q:l-pn.

В виробничiй системi з чmирма контролерами i при тих же
iнтенсивноgгях потокiв, що BKa:laHi у прикпалi 2.2, отримаемо q :92Yо,
а середне чисJIо зайнятих каналiв ft"р = t,75.

Тепер повинно б5r,па ясно, rцо 100%-ноТ перевiрlси BcieT продукчiТ
таким шляхом не добитися. Огже, необхiдно змiнлпи систему
обсггуговування та перейти до СМО з очiкуванням.

2.3.4 Спстемп масового обслуговуванrrя (СМО) з
очiкувапням

Розглянемо СМО з одним канмом, на вхiд якоТ вимоги
надходять з iнrенсивнiстю fu. Заявка, lцо надiйшла в момент, коли
канал зайнятий, не покидае систему, а стае в черry i очilсус. Граф
gганiв такоТ системи мае витляд, показаний нарнс,2,7,

Рисунок 2.7 - Граф системи маеового обслуговlъания з очiцуmнням

Стан So вiдповiдае вiльному KaHajIy; Sl означае, що канал
заЙнятиЙ, але черrи немае; 52 - канаJI заЙнятиЙ i одна зrurвка gгоiЬ в
черзi; Sз - в черзi двi заявки i так дмi. В gганi 51, наприкпял, канаJI
зайнятий i (ft.- l) заявок очirсуе обегуговування. По gгрiлкам злiва
направо систему з одного gгану в iнший переводить пmiк
обсrгуговувань, 1цо мас,iтrгенсивнigгъ },, а по сгрiлкам справа на.пiво -
перевод}rгь потiк обслlуговувань, що мае iн-генсивнiсть р. Кожного
разу, при переходi з одного gга}ry в iнший, черга зменшIуеться на
одиницю.

fuя отримання ймовiрносгi початкового стану можна
використати рiвняння l, = р, звiдки @: }" / р, Величиllу Х / р н€вивають
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fuлmqtсuвпiсrпю наваtuпаilсеilлlя СМО, в подмьшому булемо IT

позначати @. Дя gгiйкоТ робсги СМО з очiкуванням необхiдно, щоб
середня iнтенсивнiсть пOтоку обс.пуговування була бiльше
iнтенсивносгi пmотqу з,[явок, тобто р. > 2\, та, отже, Ф < l, Якшrо ж буде

I > р, то система не впораеться з обсrrуговуванням i черга буле
зростати до нескiнченностi.

Викорисговуючи введенi позначки, Ймовiрнiсть ста}ry 51 можЕа

записати у виглядi рк: @ npo. Щоб сrгримати ймовiрносгi, можна
використати отриманi ранiше вирази. Аналогiчно можна 0гримати
вираз для довiльного члена,

,Щ,пя визначення напишемо вираз для суl\{и ймовiрностей:

ро * Фро + Ф'pg * . . . + @k @ро - 1 {2.24)

Ве.гrичина являс собою cyTvry членiв геометриtffiоТ прогресii, вона

дорiвнюе l / (1 - @). Тоrшуро: l - @. Звiдки одержуемо:

ру: Фо (l - Ф) (2.25)

Викорисговуючи цей вираз, можна визначити характеристики
системи маеового обсrгуговування з очiкуванням, iстuгнi дrя iT

функчiонува*rня: середню довжину черги, середне число заявок в
системi, серелнiй час перебування в систеtтi та ймовiрнiсть угвореrтня
черги,

З iмовiрнiсгю pzB черзi cToib одна заявка, з iмовiрнiсгюрз - двi
зttIвки i з iMoBipHicTюpK в черзi (fr- 1) заявок, Огже,

Суr.,lа геомегричноТ прогресiТ дорiвнюе 1 + 2@ + 3@2 + ..., тоФго

.1
ДОРlВНЮе 

=----_ 
.;, ТОМУ, 

(l -@),
@2

L"U - 1-@ р(р -.1)
(2.27)

Середне чисJIо зtu{вок,,цо знаходяТься в сиgгемi обспуговування,
складаеться з середнБdго числа заявоь якi знаходяться в черзi, та
середнього числа заявок, якi знаходяться на обслуговуваннi,

(2.26)
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вкпючаючи irrтервапи, коли черги не було. I-{я вепичина w приймае
значення 0, якщо канал вiльний. IMoBipHicTb такого стаЕу дорiвнюе 1 -
@. Якщо канаJI зайнят.ий, то зztявки обсггровуrсrгься i у приймае
значення l, iMoBipHicTb цього дорiвнюе @.

Огже,

|,,|,) - Lcp+@: ,@1 *@ =
1-@

Ф

Середнiй час очiкування в черзi дорiвнюе середньоItо/ чис,rry

заявок в черзi, то}чry вплив на iнтенсивнiсгь потоку обсгцrrовування:
l@

{2"29)

(2,2в)
1-@

pl-@

@2t=
" опl 1,(|- @)

(2.30)

IMoBipHicTb утворення черги дорiвнюе ймовiрносгi того, що в
системi буде бiльше однiеТ вимоги:

рк: | -po-Pr - l -(l -Ф)-@ (1 -@) : Ф2

t rru, =

Або в iншiй формi:

(2.3 1)

Пршшlад 2.3. Розглянемо таку ж систему контролю продукrrii,
шrо була в СМО з вiдмовами (прикпал 2.2), ме тепер встановимо такий
порядоц при якотчгу, контролер перевiряе всю продукшiю. Якlцо
контролер буде зайнятий, бл9lм очiщуlсгь доки BiH визвол}lться.

Iнтенсивнiсть навантаження в першотчtу випадку буле:
@ : х./ р: 1,5 / 0,8 : 1,875 > l.

При означених yмoB:lx даний режим контролю не можпивий,
оскiлькrа черга буле зростати, В другому випадку, тобто пiсля
модернiзачiТ контрольного обладнання:
@= 1,5 /lо6:0,9З75<l,

В системi булугь перевiряти Bci 100% виробiв, ToTtT5, колишнi
парамfiри (вiдносна i абсолrсrгна прогtускна спроможнiс.гь) тепер
Етрачають сенс. IHTepec представляе середня довжина черги - середне
число виробiв, шо очitсуrогь доки контролер визволиться i вiзьме ix на
перевiрку. !5я iT визначення використаемо формуrry (2.28):
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Z"o : 0,8789 l Q _ а,9з,75) : 14,06. Середне число виробiв, що
знаходяться в системi, розраховуеться за формулою (2.28):
У.о = 0,9З75 / 0,0б25 : 15. Середнiй час очiщування в сиgгемi контролю
визначаеться за формулою (2,З0): Ьo' : 0,9375 / (1,5 - 0,0625) : 1g
квилин.

Час очiltування зн{!.ходиться в догtустимих межах, i систему
технiчного ко}rrролю з очilgrванням можна ввФкати цiлком
прийнятним BapiaHToM ефекгивноТ системи контролю, що забезпечуе
100%-ну перевiрку Bcix блокiв, то&го ймовiрнirгьуrворення черги при
заданиr( вище irттенсивноgгях потощу виробiв i пролуrгивноgгi
контролю.

2.4 Контроль шадiйностi

НаDiйнiсmю нrвиваютъ впаgгивiсть виробiв зберiгати
спроможнiсть до виконання cBoi'x функrriй прсrгягом заданого перiолу.
L[я спроможнigгь повиrrна зберiгатись HaBiTb при наявностi зовнiшнiх
клiматичник i механiчних впливiв на самий вирiб i рiзноманiтних
фiзико-хiмiчнргх процесiв в його елементах, Надiйнiсть - невiд'емний
покЕlзник ящосгi будь-якого промисповоrо виробу i буль-якоТ
радlое.пектроннот апараryри, в тому чиспi, звичайно, комп'rсrгерiв i Bcix
засобiв обчиелювальнот технiки.

Якigгь виробу визначаеться сук5rпнiстю багатьох властивосгей,
таких, наприкJIад, як ч5rгливiсть, далекiсть дii, точнiсть, а для засобiв
електронно-обчиспювальноТ технiки: обсяг пам'ятi, швидкодiя, число
piBHiB запитiв i так далi. У чиqпо властивостейо Що визначаюrгь яrсiсть,
входить i надiйнiсгь, однак цей покrвник iстотним образом
вiдрiзняеься вiд iнших. Надiйнiсть, взята окремо, ще не означае
технiчнот доскон:rлостi виробу. Щей вирiб може бупа ддсе надiйним в
роботi, аJIе мати низькi технiчнi харакгеристики.

Однак, якrцо цiлком за технiчними характеристиками вирiб не
володiе необхiдною надiйнiсгю, то Bci iншi пока:}ники яtсостi
втрачають свое практичне значення, оскiльки вони не мо)Iryть бlти
повнiстю використанi в роботi.

Якщо якесь вJIаштування зламано, то воно не виконуе своТ
функrrii'. Але дlя екладного влашrц/вання, робота якого визначаеться
багатьма пок{lзниками, iнколи доситъ BrDKKo встановити, чи виконуе
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воно своТ функчiТ. В зв'язку з цим вводттгьСя пOняття diсзdаmносmi,що
визначаеться як такий gган технiчноТ сиgгеми, при якопq/ вона виконуе
своТ функlrii, зберiгаючи Bci значення параметрiв в межах, заданих
технiчними умовами на даний вирiб:

Характеристики надiйносгi груrrryються на BpaxyBaHHi подiй, що
називаються вidлсовалси. ,Щвiйкова оцiнка стаку елементiв i виробiв:
дiездатниЙ - недiездатниЙ. Вiдмова -'це деяка пOдiя, пiсля якоТ
окремий еJIемент або все вIIашrryвання перестаютъ викоtцвати своТ
функцii, або порушryсться дiсздатнigгь апараryри, Вiдсуптiсть вiдмов у
процесi ексшryатачiТ е ознакою високоТ надiйноgгi. Вiдмова
тракryеться як випадкова подiя i тому Bci кiлькiснi харакгеристики
надiйностi заснованi на BpaxyвaнHi часу до виникнення вiдмови.

Харакгеристики надi йностi заснованi на ймовiрно-статистичнрж
випробуваннях. При випробуваннi gгавlтгься якесь (звттчайно велике)
число виробiв i/o i спостерiгаrcrгься моменти, коли виникаrсrть вiдмови,
В принчипi, випробування повиннi тивати до тттх пiр, доки не
вiдмовлягь Bci i/o виробiв, аJIе практично че робpтгься ранiше, як тiлькrт
будугь.з'ясованi статистичнi закономiрностi.

основнртии кiлькiсними характеристиками надiйносгi е:
ймовiрнiсгь безвiдмовнот роботи p(l), часгота вiдмов frr), небезпека
(iнтенсивнiсть) вiдмов ,,t(r), середнiй час безвiдмовноТ роботи.

Iлаовiрлtiсtпю безвidлrовлtо'i робоtпи нЕlзивають iMoBipHicTb того,
що при заданих JrMoBax експлуатацiТ протягом певного заданого
irrгервалу часу не вiдбудегься вiдмови:

Р(O:р(h>t*о) (2.з2)

де lt - час роботи виробу вiд Його вкпючення до першоТ вiдмови (час
напрацювання на вiдмову);
t"* - заданий час робmи.

Iмовiрнiсгь безвiдмовноТ роботи е спадаючою функчiсю часу i
мае насryпнi в.паgгивоgгi: в початковий момент часу (при r:0)
Р(0) = l, а при l -+ со функцiя P(l) прямус до Еуля.

На практицi iнlсоли бiльш зрrrною характеристикою е
ймовiрнiсть вiлмови Q(r). Безвiдмовна робmа апараryри i поява
вiдмови це подiТ HecyMicHi i пр<rтилежнi, тому сума ixHix
iмовiрностей:

р(0 + QG):1 (2.33)
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тже,

QQ): l -P(r) (2.з4)

Часmоmою вiёлцов Еазиваеться вiдношення числа зразкiв, що
э,i-lмовили за одиницю часу, до чисJIа виробiв, первiсно поставпених
-ra випробування.

Число п(t) одерх(уетъся як рiзниця кiлькоgгi зразкiв, цIо
-т,i_rацювttли справно на почаfi(у iнтервалу i що залишалися дiездатнитчти

з кiнцi Iъого iнтервагry:

п(l) : N(r) - N(l + 
^0 

(2.35)

Кiлькiсть дiездатних виробiв на початчi i в кiнцi irrгервалу
\{oiцHa виразити через iмовiрнiсгь того, що у вiдповiднi момеrтl'1л часу
.le вiдбудегься вiдмови:

N(l)=ш P(r); (2.з6)

i/(r + Дr) = Дч' P(r + дr) (2,з1)

Пiдставляючи цi значення в (2.34) i (2.З5), будемо мати:

f(t)=l(li$A0 (2.зs)

При прямуваннi Аrдо нуля i переходi до гранлпIi, отримаемо:

f(t)=ti*,_o[ffi:i9p# Qзg)

Або
flt): dQ / dt (2.40)

Таким чином, чаетOта вiдмов е rцiльнiсгь iмовiрносгi закону

розподiлу часу робmи виробу до першоТ вiдмови. Вiдповiдно
lrroBipHicгb появи вiдмови за час буде дорiвнювати:

Q$) ='!l{,)a, (2,4|)
0

А ймовiрнigгь безвiдмовноТробmи отримаемо у врглядi:

;ii
;]g|
i$*j
l,ýi,

ffi

tr
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t2.42)

неýезпека вiдмов може бути вирarкена як'вiдношення чиqllа
виробiв, що вiдмовили за одиничю tacy, до середнього чисJIа виробiв,
що працювапи справно в той же промiжок часу:

Фэ

р(/) - l - If tla, - If t>а,
0l

\ / 
btNro

(2,4з)

Парамегр 2(r) iнколи нr|зивають iнmеtюuвltiсmю вidлtов, однак
iкгенсивнiсть припускае якийсь погiц а даний параметр характеризу€
вирiб тiльки до першоТ вiдмови. Оскiльки с}цасна ралiоелекгронна i

епекгроЕнO-обчисlrювальна апараryра в основному випускасться у
виглядi ВIС i конструктивно закiнчених модулiв, що звичайно
замiнюrcrься цiлком i не пiдлягають ремоFrry, то пiсля першоТ ж
вiдмови жодного потоку, що мiг би харакгеризуватися iтrгенсивнiстю,
не виникае. Тому TepMiH "небезпека вiдмов", визначаючий iMoBipHicrb
того, що вiдмова може виникпуги, бiльше вiдповiдае сенсу явица.

Пiдgгавимо в (2.43) вираз и(r) з (2.35):

)"(t1 -
ir'[p(/)-p(t+^/)]

N,rbt
Оскiльки ltr*p / /r0 i при великоIпгу Л/0

роботи P(t), то, при прямуваннi до нуля
отримасмо:

(2.44)

с ймовiрнiсть безвiдмовноТ
Дr i переходi до границi,

1dP
P(t) dt

(2.45)),(t) #lim&_+'r r:

Або

ru):rr%r,,

Тrттегруючи вираз (2.45), оgгаточно булемо мати:

- --: ln P(r)

Звiдки слiдус основна формула TeopiT надiйностi:

!лqtlаt

(2.46)

(2.47)
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р(/) - ехр r- IлU)dt1
0

(2.48)

(2.49)

середнiй час безвiдмовнот роботи харакгеризуе напрацювання
_r'\ виникнення першот вiдмови i визначаеться як математичне
-,чiкування безперервноТ випадковоТ вепичини - часу роботи виробу:

Т"о =-!,f (t)dt= Рг- ryldt
Тнтегруючи за *стинам", Lrримаемо:

т,о - -tp(r) l; -}u, fldt

Враховуючи, що Р(0; : l, Р(ю) : 0, отримасмо:

т,о: i", t)dt
0

як показус практика, типова залежнiстъ частоти

(2.50)

(2.51)

вiдмов вiд часу
t tзc три характерних iнтерваJIи (рис.2.6).

i. l

Рисунок 2.6 - Залеlкнiсгь частом вiдмов вц продовження роботи обладнання

На початковолry iкгервалi (0 - /1), що наjlиваеться перiоdолс
прtробimкu, спостерiгаеться пiдвищена частота вiдмов, що
пояснюеться швидким виходом iз ладу Bcix елемеrrтiв iз прихованими
:ефектами. Пiе-пя цього починаетъся перiод норлtаltьпо't рЬбо^u, non"
частота вiдмов залишаеться бiльш-менш поgгiйною. Пiqпя цього
починаеться перiоd сmарiллltя, при якому кiлькigгь вiдмов починае
швидко збiльшryватися iз-за зносу елементiв.
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В перiод пормальноТ експлуатацiТ частmа вiдмов змишаеться
приблизно постiйною. Оскiльки ймовiрнiсть вiдмови в цей перiод
маJIа, розподiл iмовiрностей безвiдмовноТ роботи виробiв, шо пройшли
перiод приробiток; мож€ буги приблизно представлений
експоненцiаJIьним законом розподiлу (1.12), а потiк,вiдмов може
розглядатися яit rтуdссонiЁський з постiйною iтrтенсивнigгю l, = const,

Експоненцiальний закон розподiлу дiйсний для бiльшостi
радiоеlrекгронних i багатilох механiчних систем за наявнiстю раггових
вiдмов тиrц/ механiчних поломок, а також обривiв i корсrгких замикань
в еJIектричн}тr( елементах.

Обов'язковою )rмовою експоненцiаJIьного закону розподi-гry с
закiнчейвя перiоду приробiтки та вiдсупrigь помiтгтого rгарiння. При
цьому iMoBipHicTb безвiдмовноТ роботи Р(l) : e-М, небезпека вiдмови
2(r) = const = 2, асереднiй час безвiдмовноТ робoти Т", : l / )".

В перiод сгарiння небезпека вiдмов починае зростати внаслiдок
зносу багатьох елементiв. Ще особливо характерно для TaKITx приладiв,
як електровакУУтrтнi прилади, в частковосгi еJIектронно-променевi
трубки i дисплеi, пiдшипники й iншi елеме}тти з тертям. Розподiл
iмовiрносгей наробiтки в цьому випадку може буги представлений
законом нOрмального розподi"гrу ( l . 1 0).

пЩля ймовiрного опису перiолу приробiтклт, коли вiдбуваегься
швидке "вигорання" ненадiйнrх елеметггiв, може буги використаний
логарифмiчно:нормальний розподiл ( l. I 1 ).

Найбiльш загальним розподiлом часу безвiдмовноТ роботи,
придатним для Bcix режимiв роботи, В тоI\Фi числi для перiоду
приробiтки, с розподiл Вейбуша (1.1З).

В змежностi вiд значення постiйник розподiл Вейбулла описуе
закономiрностi вiдмов технiчнlтх приладiв у рiзноманiтних режимах.
При Р < 1 iнтенсиВнigгь вiдмов монотонно спадае; шо вiдповiдае
перiоду приробiтци. При Р > 1 iтrтенсивнiстъ зроетае, шrо вiдбуваеться,

1:r" мае. мiсце за4liння, а при, Р,= 1 розподiл спiвпадае з

:к9поненцl9:пьн:,{м : l вlдповlдае перiо.rrУ нормально-i роботи, коли
iнгенсивнiсть Bi цмов !Qстiйна.

щля хараюеристиrм надiйностi простих елементiв, в чаgгковостi
компонентiв електронно-обчцслювальноi' апараryри в режимi
нормальноТ роботи, найбiльш зручною е небезпелса вiдмов }", бо вона
мае постiйну величину i iT порiвняно неваrкко 0тримати
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експериме}ттrшьним шляхом. Звичайно вона приводиться або увiдсотках на 1000 годин роботи, або у влтглядi десяткового дробу на 1годину роботи. ,щля бiльшосгi окремих елемеrrгiв небезпека *iд"оu
скJIадае порядок l/голину. Таким чином, TeopeT"'IHo час робогиокремпх qrrементiв може сшIадати декiлька мiльйонiв годин, тобго
вiдповiдати безперервнiй робmi бiльше тисячi pkiB. Щiлком очевидно,
що жоден епемент не працюе настiльки тривалий час, бо апараryра
cTapie i знопryеться значно paHirrre. KpiM того, основна частина вiдмов
прИходиться не на caMi елементи, а на ik споJц/чення. Щля елекгронноТ
апараryри - на паянi та зварнi контакти й iншi *ну.рiшньо cxeMHi
споJцлення.

2.4.1 Надiйнiсть складшоi апаратурп
оцiнювати надiйнiсть скпадноТ системи так же, як i надiйнiсть

елементiв, недоцiльно, оскiльки для рiзноманiтних частин системи
значення небезпек вiдмов не однаковi i не поgгiйнi. To,,ny СИь*
зручним крnuгерiем оцiнки надiйносгi скltадноТ системи е ймовiрнiсть
безвiдмовноТ роботи. Перевагою ймовiрносгi безвiдмовноТ робmисtс-паднот системи перед iншими критерiями надiйностi е те, що iT
\tожна отримати розрахуrтковим шллtом на етапi розробки i нескгtадно
оцiнити в прочесi випробувань.

зв'язок надiйностi реальнот апараryри з надiйнiстю Ti елементiв
\Iae вФкко передбачуваний харакгер. Тому звичайно використовуеться
елементарна математична модель, згiдно якот сиgгеrа в*ажае""с"
сцравною, якщо справнi Bci iT ocHoBHi елемекп,l. Iншими сIIовами, при
вl,tходi з ладу одного вузла, моДуля або erteMerrTa порушrygгься роботавсього влашryвання.

оскiльки вiдмови окремих елеменгiв ввtDкаються незаJIежними
подiями, надiйнiсть системи може бути предстаменu добу.ко;,

р. (r) - ц(t)рr(r). ..Pn(r) _ П P,Q)
l=l

де п - чиеrtо елементiв в системi.
З урахуванням виразу (2.52) можна написати:

(2.52)

Р,(/) - ехрt-Ё
i=l

Iлiqtldt1
0

(2.53)
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Якщо справедливо припущення, що небезпека вiдмов Bcix
елеменгiв е величина поgгiйна (i4 : const), то

Р,(r) = ехр(-А,/);А, :|Я (2.54)

де А, - небезпека вiдмови системи.
Таким чином, надiйнiсть системи зu!.леж}Iть вiд надiйносгi 1Т

елемекгiв i вiд ix загальнот кiлькостi, тому, чим бiльше число
елемеrгтiв, тим бiлъше небезпека вiдмови i нижче надiйнiсгь системи.

повний розрахунок надiйносгi включае визначення кiлькостi
Bcix компонентiв апаратури, кiлькigгь зовнiшнiх виводiв, монтаJ{ffiих
сполучень, i тому являе собою дуже тудомiстку операшiю. В зв'язку з
цим часто обмехgrrсrгься орiентовним розрахунком надiйностi в
залежностi вiд чиепа егrементiв, що використовуються.

якrцо'якаiь радiоепекгронна апарацiра мае тисячу елементiв, то,
вважаючи небезпепry вiдмов Bcix елементiв однаковою i рiвною
fui = 4 * 10{ 1/г. отримаемо д,:4 * 10-б t 10з : 0,004. Ймовiрнiсть
того, що така апараryра _ проробить 100 годин:
P"(r)=e-0,004*l00 =e!'u =а167. Середнiй час безвiдмовноТ роботи

I

Т* =;_ = 250 г. Якщо }к скпаднiсть апарацфи зросте i числол,
елемеrтгiв в нiй збiльшрrться до 10 000, то, HaBiTb в простих лiчильно-
обчислюва-гlьних приладаь тиrrу кишенькових i настiльних
калькYляторiв, для викоЕання Bcix функцiй необхiдно мати 40 - 50
тисяч транзисторiв, у випадку, Якщо така апараryра створювалась би з
дискретних компонеrrтiв.

Звичайно, , праrIювати з такими приладами пракгично
неможпиво, аJIе саме таке значення надiйностi й часу безвiдмовноТ
робсrги мirли електроннi обчис,пювмьнi машини першого та др}того
поколiнь (на дискретнп< gtемеrrгах).

Забезпечення достатнъо тривалоТ безвiдмовноТ роботи скпадноТ
апаратури було досягнуге за рахунок збiльrrrення надiйноgri в сиgгемi
елемеrrтiв, що використовуються, i скорочення ik чиФIа, Найбiльш
надi йними еJIементами обчислювальнот технiки е iггегральнi схеми : ix
надiйнiсть в согнi й тисячi разiв перевипrуе надiйнigгь аналогiчнот
апараryри, створеноТ на дискретн}ж еJIементах (небезпека вiдмов у IC
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сI(JIадае l/годину). Така висока надiйнiсть iкгеграпьних MiKpocxeM
одерхryеться завдяки особливiй технологiт ix виготов.пення.
MikpocxeMa формусrься на поверхнi й в ToBlrri монокристалrу кремнiю.
Оскiльки при цьому будrь вiдсупri лротовi внутрiшньо cxeMHi
споJцдення i паянi *онтакти, нЙiйнigть iнтегральних MiKpocxeM,
образно говорячи, наближаеться до надiйностi суlliльного металу.

Сама поява iнтегральн}ж схем була викпикана необхiднiстю
створення елекгронно-обчислювальнот апараryри з високою
надiйнigгю. З тiею ж кiлькigгю епемеrrгiв, що розглядалися в
попередньому прикладi, апараryра на iтrгегрrшьних MiKpocxeMax буде
мати середнiй час б9звiдмовноТробоги Г*:20000 г.

Iншим ефекгивним засобом пiдвищення надiйностi апараryри е
резервування, тобто замiна елемен-гiв, що вiдмовили, заздалегiдь
передбаченими запасними блоками. Cy.racнi ЕОМ будуються на
ocHoBi блочного принцигry. Основою апараryри е кар*а", вЙконаний у
виглядi стiйкi або наgгiльного прилад/. В каркас вставJIяються ФIоки,
тобто велтткi конструктивнi одиницi, Що з'еднуtогься з монтажем
каркасу за допомогою штепсельних роз'€мiв. Як правило, блоки е
функчiонально закiнченими вузлами. При вiдмовi блок виймаеться з
каркасу i на його мiсце встановJIюеться новий.

2.5 ВрахуванIIя шеметрпцнпх чшrrншкiв

скrrаднi виробничi системи харакгеризуютъся веrIиким чисJIом
параметрiв. При цьому багато чинникiв, в частковостi, зв'язанi з
такими поняттями, як реrцrгачiя, престиж, надiйцiсть партнера,
вiдповiдалЬнiсть постачдIьника, еумлiннiсгь i так далi, не можlrгь буЙ
покпаденi на ваги i не мояqrгь буrи замiрянi метром або аршиномо
взагалi не мо}Iqдгь бути вираженi в будь-яких одйниtlях. Але саме цi
9гичнi, психологiчнi та сойiальнi понятгi часто висryпаютъ як
чинники мсrмвацiТ мgги i оцiнки одержуваних результатiв. Вiдносна
значимiсть таки>( чинникiв визначаеться iнgгинкптвними симпатiями й
антипатiями, що скпмйся в результатi виховання i соцiального
оточення.

тоr"ту точне формулювання мети системи i критеоiiъ iT
досягнення (цiльовоТ функчii) в загальному випадкý/ являе собою дуже
вФкку проблему вимiру i порiвняння багатьох рiзнорiдних змiннлтх,
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частина яких взагалi не мае природноТ шкали длlя вимiрiв i в принципi
не порiвнюетъся одна з одною. В результатi, мiж такими параметрами
не може бути звичайних арифметичник операцiй, а можтIиво лише ix
раIпюuруваlJrи,., встановлення iepapxiT вiдносно цiнностей i шrкали
прiорrгетiв, IJл сторона'дiла менше всього пiддасгься формалiзачiТ i
ТОМу в OcTloBHoTtФ/ базусться на думчi самого менеджера як
органiзатора робсrги, а також на використаннi думок }лених й iнших
досвiдчених фахiвчiв.

Ране - це показниц Що харакгеризуе порядкове мiсце об'екгу,
що оцiнюсться, або явища в групi iншrих таких же об'екгiв (явишr).
Ранэtслlрувалtttя - це процедура встановлення вiдносноТ значимоgгi
об'еrстiв, що дослiдNсуються, на ocHoBi ix переваги одного перед одним.
Звичайно найбiльш прийнятному об'скцr присвоюеться перший ранг, а
найменш бажаноrчry - останпiй.

,Щля всгановлення ранry привертаються незалежнi експерти. В
зага,JIьному випадку кожний експерт при ранжируваннi повинен
розмiспrги Bci об'екги (варiаrгги, альтернативи i таке iнше) в порядщу,
що йолry представляетъся найбiльш рацiонаrrьним, i приписати
кояffiому чисJIа нацфЕrльного ряду: |, 2, З i так далi. Точнiсть i
надiйнiсгь раIDкирування за.лФкать вiд кiлькостi об'екгiв: чим lk
менше, тим вище вiдмiннiсть i тим бiльш надiйний можна встановити
ранг.

Однак виконання несистематжованих вис.IIовлюва[rь окремих
фахiвчiв при рiшеннi складнrо< виробничrтх проблем часто виявляеться
малоефекгивним, бо фахiвчi не в змозi,охопити всю рiзнопланiтнiсть
взаемозв'язкiв мiж елементами велиютх систем i врахувати Bci
аJIьтернативнi, шляхи рiшення залач, що виникають. Ife змушуе
вдаватися до комплекч/вання груп фахiвчiв, експертiв рiзноманiтнlтх
обдаgгей знань: економigгiв, юристiв, математикiв, iнженерiв,
дизайнерiв i так далi. За допомогою такоТ групи менедя(ер може
оцiнити рiзноманiтнi варiатrги i спробувати знайти найкраще рiшення
п0ýадзл9116Т проблеми
:. .Коли ранжирування робиться декiлькома експергами, то

спочатку пiдраховусгься сума рангiв для кожного об'екгlr, причому
виций ранг (перший) присвоюегься об'етсг5i, що отимав найменшrу
су}ry .рангiв. . Навпаки, об'ему з найбiльшою с)rмою ,рангiв
присвоюеться самий низький ранг. Iншi об'скги упорядковуються у
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вiдповiдностi зi значеннями суми рангiв вiдносно того о6'екгу, яко]чry

присвосний перший ранг,
Ранг визначае лише мiсце, яке займае даний об'ект серед iнших,

йотrry полiбнртх, аJIе засiб ранжирування не дае вiдповiдi на питання, як
далеко вiдстоять один вiд одноrо об'екtи, що дос.гliдNqувалися. Iншими
словами, ранг не показус, наскiлькtа перtrrий за списком BapiaTrT краше
другого, а другий краще третього i так далi. По цiй причинi засiб

ранжирування часто застосовуеться в посднаннi з засобом
безпосередньоТ оцiнки. !ля цього розробляеться utкспа ilппервалiв,
кожнiй градацiТ якоТ присвоюеться певна вага (бал), наприкпад вiд l до
5 або вiд 1 до 100 i так далi. З тоЕIки зору експергiв величини
iнтервалiв повиннi буги рiвними. Задачею експергiв е перемiщення
Bcix об'ектiв, що розглядаються, в певний оцiночний iтrгервал, тобто
прuзначенлlя па певноzо балу.

Ступiнь надiйноgгi отриманих оцiнок можна визначити за

розкидами оцiнок окремих експергiв та ik груп або, що еквiвалеtmrо,
за сryпенем згоди (збiгу) оцiнок. Ступiнь погодженостi оцiнок
харакгеризусгься коефiцiекгом конкордашiТ (зголи) И i вiдповiднрпи
piBHeM значимоgгi G. Коефiчiснт конкордачiТ визначаеться за

формулою:
п

t2I(S, -S*)'
rтr j=l

(2,55)14/ - ll1

,ffrf*" * m7- пZТ,
j=I

де l/ - кiлъкiстъ експертiв;
m - кiлъкiстъ BapiaHTiB, що оцiнюютъся;

ff

,ý, = I fiч - сума рангiв, присвоеншх рiшенню & Bciмa експертами
i=l

(Rч - ранг, присвосний шъотпry рiшенню7-м експертом);
llt S

S.o = Ё:l - середне арифметичне с)r*Iи рангiв, отриманих BciMa-,Jm
J -|

об'скгами;

t



lzZ[S, - S"p7,
(2.56):1

ffп, (m+1)-
(m-l)Iry

j=|

Прпклад 2.4. !ря того цоб визначити найбiльш перспекгивну
модель портативного тqrrевiзору, була запрошена група експертiв (ix
розбпли на двi групи) дпя оцiнки його зовнiшнього вигляду. Ранги,
присвоенi рiзним конструtffивним варiаrггам експертами першоТ групи,
наведенi в лiвiй чаgгинi табл.2.2.

Таблиця 2.2 -Ранжирування зовнllt нъого виглядY т()левlзоDlв
1-а група
eкcпepTiB

Варiанти 2-а група
eкcпepTiB

BaniaHTLI
Е н S Е н S

д l 2 3 к z 1 з
Б 3 l 2 л l 3 2
R I 2 3 м з l 2
г 1 2 з н 2 l з
л 2 1 J п 2 n

J l
8 8 |4 Сума рангiв 10 9 l1

Резулътуючий
ранг

|-2 |-2 3
Резулъryючий

ранг
2 l 3

Ф2:
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оскiльки цей ryр опиц/вання не виявив перевдrи,, був
rроведений другий ryр з r{аgгю iншоТ групи експертiв. Результати
,-роблених ними раюкирувань наведенi в правiй частинi табл,2.2.

ратrжирування в двох ryрах даIо дуже незначну переваry
BapiaHry Н. Тому експертiв попросили дати безпосередню ошiнlсу BciM
\tоделям по l00-бальнiй шкалi (табл.2.3).

таблиця 2.з - оцiнка зовнiшнъого вигля евIзоDlв

Найменування Конструктивнi варiанти експертiв
Е н S

А 50 30 20
Б 20 50 30
в 50 30 za
л з5 45 20
к 40 50 l0
л 50 20 30
м 20 50 30
н 35 45 2а
п za 30 50

днс значення 39 з7 24
резчлътчючий панг t 2 .r

3

обчиqпення середнього значення суми балiв показуе, Що бiльш
прийня,гним слiд вважам варiаrrг Е.

Невизначенiсть оцiнки зовнiшнього вигляду досить природна, бо
вiдбивас вiдмitтнiсть iндивiдуальнргх cMakiB спожrвачiв. Факгично Bci
три моделi тепевiзорiв Виrц/скаються (рiзними фiрмами) i всiзнаходять
збуг.

Визначимо тепер сгупiнь погодженосгi оцiнок екепертiв.
Середнс арифметичне суNrи рангiв: &р = (18 + 17 + 25) / З =60 / 3 :j0. В
даному випадщу Bci еlссперти дали рiзним BapiaHTaM рiзноманiтнi
оцiнки,тощl{=0:

12[(1 8*20)? +(1 7*20)2 +(25-20)2J
100(27 _ 3)

Як i слiд було очiкувати, ступiнъ
низъкою.

l,{/ - 456
= _ - 0rl 9.

2400
погодженостi виявиласъ дуже
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OKpiM встановлення переваги одного варlаЕту перед Iншим в

*rл"*rойi вiд пресгижностi, пате11гнот чиrгоги, естетичностi й iншегх

неметриtlнкх члпrникiв, менеджеру псrгрiбно вдаватися до експертниr(

оцiнок ще в багатьох випадках
опrrryвання експертiв може виявитися корисним i HaBiTb

необхiдrтим при рiшеннi насгупнлтх задач:

+ 
"ga*"о"п""ня 

обмежень, тобто тих значень параметрiв, що

не можна перевиIJIувати з MipKryBaHb безпеки, економiчностi
' й'так далi;

+ виявлення чинникiв, що маютъ визначальний вплив на

процес;
+ призначення вагових коефiцiснгiв т(омплексного критерIю

*iilli}; i вiрогiднiсть рiшень, rчо приймаються на ocHoBi

суджень групи експерiв, в значнiй Mipi за.пежать вiд органiзаlriТ

процедурИ збору, аналiзУ i статиgгичноТ обробки цих суджень, При

тадицiйноhtrу - груповому - обговореннi проблем на засiданнях
комiсiй або рал резульryюча оцiнка одер)Iqуеться вiд BcieT групи в

чiлому. Однак думка найбiльш авторитетних i емоцiйних, найбiльtrr

паполегливих учасникiв часто спрамяе значний вплив на сJдження
iнших. KpiM того, членц KoMicii, що опинилися в мен,Iосгi, почувають

себе непевно i тому часто присднуються до думки бiльшостi.
Tor"ry дrrя зт,\,rеншення пеихологiчного впливу експергiв один на

одного i отримання бiльш вiрогiдних оцiнок, прямi дискусiТ треба

замiнювати програмами. погодження iндивiдуztльних думок.
найпросгiший засiб використання групи - iндивiдуальний - полягае в

топ{у, шо Ьжний експерг дае оцiнку незаJIежно вiд iнших, а пiсля

цього цi оцiнlси обробляються i об'еднуються в одну загальну.
трчгiй засiб отримав назву засобу.щельфи. В ньоr"ту виставJIення

iндивiдуальних оцiнок поедну€ться з послiдовнлпи ознайомленням Bcix
членiв eKcTtepTHoT групи з думками iншрп< i кореryванням первiсних
оцiнок. Свою назву цей засiб o.тримав вiд храму грецького MicTa

,Щельфи, де знаходився вiдомий у всьому античному cBiTi оракул, що
передбачав майбупrе. Пригryскасrься, що пророfiryвання оракула

колектиВногоryВаJIосяжерцямихрамУ'ВикориетоВУючиописаЕУ
нижче методику,

Сугнiсгь засобу .Ще.пьфи полягае в тому, що е!сспеFги

залишаються анонiмними i безпосередньо не звертаються один до
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одного: Кожний результат (прогноз на майбугне) розробляеться вдекiлька TypiB, i на кожному етапi 
"*ор""rо"уй"", результатипопереднього ryра оп}тц/вання експергiв. На першому Typi **"rr"р""

gанжVютР, Ti варiанти, Що iM надали органiзаторiп о"ф"u'rня або щовони caмt намtтили на попередньому rypi.
пiсrrя цього робиiъся обробка Ьтриманот iнформачir'. Оскiльки

ранжирування не вiдбивае вiдсгань мiж рiзноманirнiми варiаrггами,
робити з рангами якiсь арифметtчнi лii, строго говорячи, не можна. Якмаксимум, можна лише пiдраховувати середньоарифметичнi значення.тому обробка iнформаttiт зводиться до визначення лише стукryрних
середнiх - медiани i кваргилей . Меёiшш- це середина упорядкованого
ряду, а кварmuлi - середини Вiдрiзкiв, що утворюютъся лiворуч iправор)л{ вiд медiани. За показник гр)дtовоТ думки приймаеься
медiана, а за характеристипу погодженос"i думок - дiчп*оr, кваргилiв.Якщо' наприкJIад' в. оп*rцlваннi брали )ластЬ 11 експергiв, То,
розмiстивши Bci оцiнки в порядцУ спадання' отимаемо ряд,зображений нарнс.2.7,

оulнки

J 4 5 мryру
Рисунок 2.7 - Схема упорялкува}rня ottiHoK експергiв

на ньому 
"pegu 

знайти медiану i пiсля цього встановитизначення верхнього i нижнього квартилiв. На Bici р"ду тvl"дiu"ч-i

м.,
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квартилi угворюють чотири iтrгервали, з яких два середнiх,
ввФкаютъся найбiлъtrr вiроriдними,

На другому rypi експертам пропонуються отриманi результати i
ix просять проаналiзувати данi. Тих експергiво чиТ оцiншr виходять за
дiапазони верхнього i нижнього квартилiв, просять обгруrrryвати своТ
судження i повiдомггрl думry з приводу вдосконалення порушеного
питання. ixHi аргументи молqrrъ вкпючати врахування якихось
додатков}тх члпlникiв, що не враховувllлися iншими фахiвчями, тоrr,ry

в'они доводять ix до вiдома iнших експергiв (без вказiвки, вiд кого
вони отриманi),

За оцiттками тетього ryру виконуеться процедура
упорядкування оцiнок i знову визначаються медiана i квартилi,
Експерrи одержують не тiльки результати упорядкування даних, але й
gгатиgгуiчний огrис думок Bcix членiв групи i зведення арryметrгiв
прибiчникiв верхньоТ i нижньоТ оцiЕок. Подiбна процедура дозволяе
експертам вр:лхувати велике число чинникiв i, у випадку необхiдностi,
скореryвати свою дуIчтку. В насryпн}гr( ryрах все повторюеться в тiй же
послiдовностi. Медiана оцiнок останнього ryру приймасгься за

узагальнеrту думщу. Результати насryпн}тr( rypiB опиryвання дають, як
правило, все менштий i менпrий розкид оцiнок (лив рис.2.7),

2.б. Вшявлеппя "Розладу" техшологiчного прошесу (ТП)

'Щля 
виявлення "розладr" ТП використовуються:

Метод Шухарта використовуеться при знаходженнi "розладу" ТП, шо
контролюеться за нормiшьно-розподiленим показником якостi з
рiзноманiтними змiнами рiвня настройки.

Метод куrчrулятивних c5лlr використовуеться при знахоDкеннi "розладу"
ТП, що контролюеться, за нормапьно- чи гамма-розподiленим пок:вником
якостi з повiльними змiнами рiвня насгройки.

Використання методiв виявлення "розладiв" мiспть:
о вiдомийзакон розподiлеrтняпоказника якостi;
. встановлення параметрiв розподiлеrлтя дпя 'Ъалагодженого" та

"неналагодженого" cTaHiB ТП, враховуючи технологiчнi догrуски.
Нормапьний закон розподiлення характеризу€ться параметрамп рта о,

де д являеться математичним очiцуваннrtм, о- дисперсiсю.
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Гамма-розподiлення характеризуеться параметрами масштабу с, форми
d та зсру с.

. означення виду зако}Iу розполiлення пока:rника якостi виконуеться за
спецiшtьною програмою *pzR',. Вхiднi даrтнi дш обробки на Еом
пiдготовляють пiдроздiли, для яких викЬкусться чя робота.

,Щля"налагодженог0''fillЕу: F= Fо, о=о0, сl=Q0, Ь:Ьоо с=с0
тадляоЪеналагодженого": lt= |tl, о=о|, а=а1, Ь =Ьr, С=С|.

Загальна проuедура зЕаходження ''розлад5/'' складаеться з насцпнж
дiй:

П отриманнявибiрки;
П розрац/нок потрiбноТ вибiрковоТ статистичноТ характерисгики на

ocнoBi вимiряних значень кот{трольованого покil!ника якостi;о порiвняrтня вибiрковот статистнчнот харакгеристикtл iз задяною
межею реryлювання; рiшення про .'розлад'' приймасrься, коли
вибiркова статистична характеристика перевиurу€ межу
реryлювtlння,

За допомогою метода Шlл<арга знаходитъся змiна д чи о. При
знаходженнi змiни р вибiрковою статистичною характеристикOю явJIяеться
середне арифметичне 7. При знаходженнi змiни овибiрковою статистичною
хараrгеристикою являеться середньоквадратшIне вiдхилення ý чи розмах R.

Розрарrнок f , S, Л здiйснюсться за формулами:

,.ý -

fi * Xr,,u* - Xrnirr , (2.59)

деи-об'смвибiрки;
х, - i-e вибiркове вимiряння значення покrвника якостi;

Ir* , X.in - максимаJIьне та мiнiмальне значення у вибiрчi,
Без урахування економiчних показникiв об'ем вибiрки та перiоличнiсть

отримання вибiрок Tзнахо.ijйся зi стаiiдартmrх табrмць.
з урахуванням економiчних покtЕникiв вибiр п, Т, h здiйснюсrься на

ocHoBi межi BapTocTi С iз урахуванням сrt та В. Зв'язок tl, Т, h, С u', l -0,знаходI,1ться за допомOгою програМи *ЕМХ', вхiднпли даними до якоТ
явпяються:

(2.57)

(2.5 8)*Еь,
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аlrа2 - постiйrта та змitlна BapTocTi вибiрковI,D( спостережень,

аз - виявлення приtlt{ни О'розладу";

а4 - збитки вiд робопа за один час при розладженому прошесi; , 
:

обернена до )", визначае середнiй час "напагодженого" ста}ry,процесу;
6- нормована величина зc1rву;
с! - час, поrрiбlмй при виявленi причини'!отtаду";
q - час, потрiбттий шIя контролю одикиui пролукчiТ та irггерпретачiТ
результатiв.

Мgгодом кумуляп,rвких сум знаходгься змirм р, 4 а,6, сэ лIIя чого,
вибiрковою статистцчною характеристикою явгtяютьdя сумц рOзрахованi за
формулами:

Н&,

(2,62)

z4n,=f,"S=(&,_ao)иt9 (2.6з)
,=1 rr\rlt а

,,, =t ++(D_r)ьД-9l (2.64)
,=l а Xi-Cl

Межi реryлювання для ч/мулятивнж сум х iпц:1,5 визначаютъся за

графiками на ocHoBi зв'язtgr йMoBipHocTi помилок l-го та 2-го роду, с, Р m
серелнiх довжин серiй Zo, лL, з межею, й. Межа знахоJIиться так, шоб /, була

мiнiмальною та Jo максимztльною при заданих cr та Р.

z з,,,= Ё, ^r?] 
- 
[* - *)u, - 

с)

*

&



3 ЗЛВДДННЯ ЛО ПРДКТИЧНИХ РOБIТ
Завдання 3.1. Моделri розподiлених випадкових велиЕIин.

Н о рмальне розподiленця' t,' за отриманийи у викJIадача статистичнI,tйи даrтими побулувати
емпiри,lне розподiлення випадковот ве,пиr{ини (показник якостi, економiчний
пок€lзник, велиЕIина еJIектропараметрiв та iншi).

2, Здiйснити розрахунки основних статистичних параметрlв:
середньоарифметичного значення, дисперсiТ та стандартиIж вiдхилень,
коефiuiскry асиметрii, медiани.' 3. 'ПровесЙ перевiрщу знайде:rого емпiричного розподiлення
вiдповiдrо до закону нормальног0 розподiлення.

4. ПобулуваЙ графiк iнтегра-тlьноТ функцiТ розпол!лу,

Завдання 3.2. Корелячiйний аналiз,
l. За отриманими статистLтЕIними даними двох випадкових велиЕIин

провест{ корегrяlriйний анаiIiз :

побулувати корепяrri йку табличю;
знаЙтЙ коефiчiент корепяrii', корелячiйне вiдношення;
Iтровести ouiHlcy точностi обчисленкя коефirriсrrга корелячiТ;
на ocнoвl отриманого коефiчiента зробlлти вибiр моlкпивоТ
зшtежностi.

За вда ния 3.3. Регресивне модулювання.
l. Hd ocHoBi корелячiйного анапiзу видiлити найбiльш суггсвi

за-пежностi резульryючоТ змiнноТ вiд суlсупностi змiнниli.
2. здiиснI{ги побулову методом найменшш< квадратiв лiнiйноt моделi з

однiею пояснюючою змiнноюо а також нелiнiйною залежнiстю.
З. Розробrтп.l алгоритм покрокового вiдбору iнформативних змiннтж у

множиннiй регресiТ методом вк,Iючення.

Завдання 3.4. Перевiрка адекватноgтi модепi,
1, Накреошrп,r графiк лiнiйноТ та криволiнiйноТ залеNсностi.
2. Знайти ср{у квадратiв вiдхилень теоретичних зЕачень фугткuiТ вiп

емпiричних цих двох врrпадкiв.
3. Знайти у якому випадqу похибка буде наitменшою.
4, Зробити висновки про бiльш точну модель.

Завдання 3.5. Використання моделей ц/мулятивних cyм в

управлiннi технологiчr*rми процесами.
l. На ocHoBi статист}II;Iнрrх даних та вибраних помилок 1-го та 2-го ролу

рофаховуються IqrмулятI,Iвнi суми Z- та середне значелlня .tr .

2. Побудувати графiк, uо горизонталi якого вiдкпадаються порялковi
Ёомера вибiрки, а по вергикrlлi - значення кумулятивних cylvl.

3. Розрхувати попередIqrваьнi межi на ocHoB-i заданих мо)I<rIивих

значень параметрlв.






