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ПРАВИЛА ОФОРМЛЕННЯ ТА ВИКОНАННЯ КОНТРОЛЬНОЇ 

РОБОТИ (РГР) 

1.Студент повинен виконувати контрольну роботу (РГР) в 

окремому зошиті.  

2. На обкладинці зошита треба записати номер контрольної 

роботи (РГР), назву дисципліни, з якої виконується контрольна робота 

(РГР), номер академічної групи, прізвище, ім
’
я по батькові повністю. 

В правому верхньому куті вказати шифр – номер залікової книжки. 

3. В контрольній роботі (РГР) повинні бути розв
’
язані всі 

завдання, вказані викладачем. Розв
’
язання завдань необхідно 

записувати в порядку номерів завдань, зберігаючи їх послідовність. 

Умова задачі в завданні переписується повністю. 

4. Номер задачі в завданні вибирають таким чином: дві 

останні цифри шифру треба поділити на 30. Остача від ділення 

відповідає номеру задачі в завданні. 

Якщо остача дорівнює нулю, то студент розв
’
язує 30 задачу 

завдання. 

5. Контрольна робота (РГР) подається викладачеві на перевірку 

і захищається студентом на консультаціях. Контрольна робота (РГР), 

виконана не за своїм варіантом, не зараховується. 
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1. КОНТРОЛЬНА РОБОТА ( РГР ) № 1 

Елементи лінійної та векторної алгебри. Аналітична геометрія. 

Диференціальне числення функції однієї та багатьох змінних 

1.1 Вказівки до виконання контрольної роботи ( РГР ). 

1.1.1 Елементи лінійної алгебри. 

Числова матриця A  порядку mn  – таблиця чисел, 

розташованих в рядках і стовпцях: 

 























mnnn ааа

ааа

ааа

A









21

22221

1211

m

m1

, jia – елементи матриці A . 

 

Якщо кількість рядків і стовпців однакова, то матрицю називають 

квадратною. Для квадратної матриці існує визначник. Визначник n -го 

порядку – число Adet , яке записується у вигляді: 

 

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

A









21

22221

11211

det . 

 

Деякі властивості визначників: 

а) визначник не зміниться, якщо його рядки замінити 

відповідними стовпцями (транспонування); 

б) якщо усі елементи рядка (стовпця) визначника дорівнюють 

нулю, то визначник дорівнює нулю; 

в) спільний множник усіх елементів рядка (стовпця) можна 

вінести за знак визначника; 

г) якщо відповідні елементи двох рядків (стовпців) рівні або 

пропорційні, то визначник дорівнює нулю; 

д) визначник не зміниться, якщо до усіх елементів рядка 

(стовпця) додати відповідні елементи іншого рядка (стовпця) 

помножені на одне й те саме число. 
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Мінором ijM  елемента ijа  визначника n -го порядку називається 

визначник  1n -го порядку, утворений з данного шляхом 

вікреслення і -го рядка і j -го стовпця.  

Алгебраїчним доповненням ijА  елемента ijа  визначника 

називається його мінор ijM , помножений на   j


і
1 . 

Визначник 2-го порядку обчислюється за формулою: 

 

12212211
2221

1211
aaaa

aa

aa
 . 

 

Визначник 3-го порядку можна обчислити за правилом Саррюса 

або трикутників: 

 

 312213133221312312332211

332313

322212

312111

аааааааааааа

ааа

ааа

ааа

 

322311332112 аааааа  . 

 

Визначник n -го порядку обчислюється за формулою 

розкладанням по i -му рядку: ij

n

j
ij AaA  

1

det  ( i  – фіксований індекс 

рядка) або розкладанням по j -му стовпцю: ij

n

і
ij AaA 

1

det  ( j– 

фіксований індекс стовпця). 

Дві матриці A  і B  рівні  ВA  , якщо вони одного порядку і 

відповідні елементи їх рівні. Матриці одного порядку можна додавати 

і віднімати (дії з відповідними елементами матриць). Наприклад, 

 

 


































 

 3

2

1

0

3

2

3

4

1

3

2

3

0

2

2

3

1

1
. 

 

 

Матрицю A  можна множити на будь-яке число λ , відмінне від 

нуля: λλ АА   (всі елементи матриці множаться на це число). 

Матрицю A  (порядку sn  ) можна множити на матрицю B  (порядку 

ms  ), якщо кількість стовпців матриці A  дорівнює кількості рядків 
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матриці B : BAC  . Елементи матриці C  (порядку mn ) 

обчислюються за формулою: mjnibaс jk

s

k
ki ,,,,ji 11

1

 


. 

Наприклад,  

 

       
   










































 

301122001122

311120011120

3

1

2

0

1

2

0

1

1

1

2

0















55

41
. 

 

Діагональна матриця – це квадратна матриця, всі елементи якої, 

крім елементів головної діагоналі, дорівнюють нулю. Якщо всі 

елементи головної діагоналі діагональної матриці дорівнюють 

одиниці, то її називають одиничною. Наприклад, 

 



















100

010

001

Е . 

 

Матриця 1A  є оберненою для матриці A , якщо 

ЕАAАA   11
. Матриця 1A  існує, якщо 0Adet . Вона 

обчислюється за формулою:  TVA
A

A
det

11  , де  TVA  – 

транспонована матриця VA . Матриця VA складається з алгебраїчних 

доповнень до елементів матриці A . Обернена матриця для матриці 

третього порядку має вигляд: 

 



















332313

322212

312111
1 1

AAA

AAA

AAA

A
Δ

, 

 

де AdetΔ  , ijA – алгебраїчні доповнення до елементів матриці A .  

Обернену матрицю застосовують при розв’язуванні матричного 

рівняння: BXA   або BAY  , де A , B , X , Y  – матриці, при 
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цьому 0Adet . Розв’язком цих рівнянь є BAX  1  або 1 ABY  

відповідно. 

Систему лінійних неоднорідних алгебраїчних рівнянь (СЛАР) 

можна розв’язувати за формулами Крамера, матричним методом, 

методом Гаусса та іншими.  

Розглянемо розв’язування за формулами Крамера, матричним 

методом, методом Гаусса системи трьох неоднорідних лінійних 

рівнянь з трьома невідомими: 

 















3333232131

2323222121

1313212111

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

, 

 

де ijа  – коефіцієнти при невідомих, а ib  – вільні члени.  

1) Формули Крамера для розвязування цієї системи: 

 

Δ

Δ
,

Δ

Δ
,

Δ

Δ 3
3

2
2

1
1

x
x

x
x

x
x  , 

 

де 0 AdetΔ  – визначник системи (складається з коефіцієнтів при 

невідомих), а 1xΔ  2xΔ , 3xΔ  – визначники невідомих, отримані з 

визначника системи шляхом заміни відповідного стовпця коефіцієнтів 

стовпцем вільних членів. Система має їдиний розв’язок.  

Якщо 0Δ  і всі визначники 1xΔ  2xΔ , 3xΔ  одночасно 

дорівнюють нулю, то система має безліч розв’язків, а якщо хоча б 

один з  1xΔ  2xΔ , 3xΔ  відмінний від нуля, то система розв’язків немає. 

2) Матричний метод розв’язання СЛАР полягає в наступному: 

система записується матричним рівнянням: BXA  , де A  – матриця 

системи, B  – матриця-стовпець вільних членів, X  – матриця-

стовпець невідомих. Розв’язок системи знаходиться за формулою:  

 

BAX  1 . 

 

3) Метод Гаусса – метод послідовного виключення невідомих. 

Систему зводять до трикутного виду (прямий хід), а потім, починаючи 

з останнього рівняння системи, послідовно знаходять невідомі. 

Зручно систему записати у вигляді розширеної матриці (це 

матриця системи до якої приєднується стовпець вільних членів). За 
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допомогою елементарних перетворень над рядками цієї матриці, її 

приводять до трикутного виду. Отриману матрицю записують у 

вигляді системи. З останнього рівняння системи знаходять невідому і 

послідовно піднімаючись по системі вгору, знаходять інші невідомі. 

Якщо вільні члени СЛАР одночасно рівні нулю, то маємо 

однорідну СЛАР, наприклад, 

 















0

0

0

333232131

323222121

313212111

xaxaxa

xaxaxa

xaxaxa

. 

 

Якщо 0Adet , то система має єдиний розв’язок – нульовий. У 

противному випадку – безліч розв’язків.  

Наприклад, для системи трьох лінійних однорідних рівнянь з 

трьома невідомими, якщо 0Adet , а 0
2221

1211


aa

aa
, система 

зводиться до двох лінійних однорідних рівнянь з трьома невідомими, 

наприклад: 








0

0

323222121

313212111

xaxaxa

xaxaxa
.  

Розв’язок цієї системи знаходиться за формулами: 

 

t
aa

aa
x 

2322

1312
1 , t

aa

aa
x 

2123

1113
2 , t

aa

aa
x 

2221

1211
3 , Rt . 

 

Теорема Кронекера-Капеллі дозволяє встановити сумісність 

системи лінійних неоднорідних алгебраїчних рівнянь. 

Задача 1. Знайти обернену матрицю 1A  до матриці A . 

Результат перевірити, знайшовши добуток AA 1
. 





















211

112

111

A  

Розв’язання: а) обчислимо  Adet , розкладаючи його по елементам 

першого рядка: 



 10 














 ))((det 121
11

12

21

12
1

21

11
1

211

112

111

A  

0512141  ))(()( . Обернена матриця існує. 

б) знайдемо алгебраїчні доповнення ijA  кожного елемента матриці 

  1
21

11
1

11
11 







A ,       3

21

11
1

12
21 





A , 

  3
21

12
1

21
12 


A ,    1

21

11
1

22
22 


A , 

  1
11

12
1

31
13 







A ,      2

11

11
1

32
23 





A , 

  2
11

11
1

13
31 





A ,       3

12

11
1

33
32 





A , 

  3
12

11
1

33
33 





A ; 

в) складемо матрицю із алгебраїчних доповнень: 

























312

213

131
VA ; 

г) транспонуємо отриману матрицю: 

 
























321

113

231
TVA ; 

д) останню матрицю помножимо на 
Adet

1
, тобто на 









5

1
 і 

отримаємо обернену матрицю. 
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























321

113

231

5

11A  

Перевірка. 













































211

112

111

321

113

231

5

11 AA  

             
         

               






























2311311131

2131113112113

221311121311122311

5

1

12121221

11111

 
























500

050

005

5

1

















100

010

001

. 

Задача 2. Розв’язати матричне рівняння: 





















 

32

11

32

15
Y . 

Розв’язання: Маємо матричне рівняння ,BAY   де 

,






 


32

15
A   .

32

11












B  

Знаходимо ,det 017
32

15



A  то обернена матриця 1A  існує і 

розв’язок рівняння буде .1 ABY  Знайдемо 1A . Алгебраїчні 

доповнення до елементів матриці A : 

311 A , 121 A , 212 A , 522 A . 

Запишемо обернену матрицю 1A : 













52

13

17

11A . Тоді 
















































 

15266

5123

17

1

52

13

17

1

32

111AB  
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

































17

13

17

12
17

4

17

5

1312

45

17

1
























17

13

17

12
17

4

17

5

Y . 

Задача 3. Розв’язати  неоднорідну систему лінійних алгебраїчних 

рівнянь трьома способами: а) за формулами Крамера, б) матричним 

методом, в) методом Гаусса. 















0

622

2

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Розв’язання:  

а) за формулами Крамера.  

Знайдемо визначники Δ , 
1x

Δ , 
2xΔ , 

3xΔ . Обчислимо їх за 

правилом трикутників: 

06122212

111

122

111





 AdetΔ . 

Послідовно замінюючи в Δ  перший, другий і третій стовпець 

стовпцем вільних членів, знайдемо: 

66264

110

126

112

1




xΔ , 

64626

101

162

121

2




xΔ , 

126464

011

622

211

3




xΔ . 

Розв’язок системи: 
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2
6

12
1

6

6
1

6

6 3
3

2
2

1
1 




Δ

Δ
,

Δ

Δ
,

Δ

Δ x
x

x
x

x
x . 

б) матричним методом.  

Нехай A  – матриця системи, X  – матриця-стовпець невідомих, 

B  – матриця-стовпець вільних членів:  























































0

6

2

111

122

111

B

z

y

x

XA ,, . 

Систему можна записати матричним рівнянням: BXA  . Розв’язок 

системи BAX  1 . 6 AdetΔ . Матриця 1A  є оберненою до 

матриці A .  

Знайдемо алгебраїчні доповнення:  

312
11

12
11 




A ,    011

11

11
21 


A , 

  312
11

12
12 


A ,  211

11

11
22 


A , 

022
11

22
13 




A ,      211

11

11
23 


A , 

321
12

11
31 


A ,     121

12

11
32 A , 

422
22

11
33 


A . 

Обернена матриця: 




















420

123

303

6

11A . Розв’язок системи 




























































































 

2

1

1

12

6

6

6

1

0120

0126

006

6

1

0

6

2

420

123

303

6

11 BAX , де  
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11 x ,  12 x ,  23 x . 

в) методом Гаусса. 

Запишемо розширену матрицю B  системи, приєднавши до 

матриці системи A  стовпець вільних членів, і приведемо її до 

трикутного вигляду. 

321
2

1

2

1

1

1

4

1

1

0

0

1

2

2

2

2

1

1

2

4

1

0

0

1

0

6

2

1

1

1

1

2

1

1

2

1






























































B  



















6

1

2

3

1

1

0

1

1

0

0

1

3
.  

Знак   означає перехід від однієї матриці до другої, за допомогою 

елементарних перетворень. Таких переходів отримали 3 (вони 

пронумеровані). Перший перехід: 1-й рядок залишаємо без змін, до 2-

го додаємо 1-й, помножений на  2 , до 3-го додаємо 1-й, 

помножений на  1 . Другий перехід: скорочуємо 3-й рядок на  2  і 

міняємо місцями 2-й і 3-й рядки. Третій перехід: 1-й і 2-й рядки 

залишаємо без зміни, до 3-го рядодаємо 2-й, помножений на 4 . Мета 

перетворень – отримати матрицю трикутного виду. Останню матрицю 

записуємо у вигляді системи:  















63

1

2

3

32

321

x

xx

xxx

. 

З останнього рівняння отримаємо 23 x ,  з другого 12 x , з 

першого 11 x . 

Задача 4. Знайти розв
’
язок систем лінійних однорідних рівнянь: 

a) 














02

025

02

321

321

321

xxx

xxx

xxx

. 
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Розв’язання: Визначник системи  024

121

215

112





Δ , тому 

система має єдиний розв’язок : 1x 2x 03 x . 

б) 














044

053

043

321

321

321

xxx

xxx

xxx

. 

Розв’язання: Визначник системи  0

414

531

143





Δ . Отже 

система має безліч розв
’
язків. Знайдемо загальний розв’язок системи. 

Так як 01349
31

43



, то розглянемо систему двох рівнянь: 









053

043

321

321

xxx

xxx
. 

Для знаходження розв’язку системи застосуємо формули: 

tttx 17320
53

14
1 




 )( , tttx 16151

15

31
2 


 )( , 

tttx 1349
31

43
3 


 )( , Rt . 

1.1.2 Елементи векторної алгебри. 

Координати вектора AB  визначаються за формулою 

);;( 121212 zzyyxxAB  , якщо задані точки  111 zyxA ,,  і 

 222 zyxB ,, . 

Вектори ),,( 111 zyxa   і ),,( 222 zyxb   можна додавати і 

віднімати:  bcaс 21 );;( 221122112211 zczcycycxcxc  , де 1c  і 2c  
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– довільні сталі. Вектор a  можна множити на число λ : 

0111  λ,)λ,λ,λ(λ zyxa . Якщо вектори a  і b  колінеарні, то їх 

координати пропорційні: 
2

1

2

1

2

1

z

z

y

y

x

x
 . Якщо вектори cba ,,  лінійно 

незалежні, то вони утворюють базис і вектор d  може бути 

розкладений по цьому базису: cpbnamd  , де pnm ,,  – деякі 

числа.  

Скалярний добуток векторів a  і b  – це число, яке визначається 

за формулою:    φcos,  bababa , де φ  – кут між векторами 

a  і b .  

Якщо вектори задані координатами, то скалярний добуток 

  212121 zzyyxхba , .  

Умова перпендикулярності векторів a  і b :   0ba, .  

Довжина вектора:      21
2

1
2

zya  1x .  

Кут між векторами a  і b :  
ba

ba




φcos .  

Проекція вектора a  на вектор b : 
b

ba
aпр

b


 .  

Робота сили F , яка прямолінійно переміщує матеріальну точку з 

початку в кінець вектора s  визначається формулою sFA  . 

Векторним добутком векторів a  і b  є вектор   babac  , , 

що задовольняє умовам: а) ;, bcac   б) довжина вектора c  

обчислюється за формулою:  φsin bac , де φ  – кут між 

векторами a  і b ; в) вектори cba ,,  утворюють праву трійку.  

Якщо вектори ba і  задані координатами, то векторний добуток 
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обчислюється 

222

111

zyx

zyx

kji

bac  .  

Площа трикутника АВС , для якого задані координати вершин, 

обчислюється за формулою: ACABS ABC 
2

1
Δ .  

Момент сили F , прикладеної в точці A , відносно точки B  

визначається векторним добутком ABFFBAm  . 

Мішаний добуток трьох векторів cba ,,  – це векторно-

скалярний добуток  
333

222

111

zyx

zyx

zyx

cbacba  , де 

),,( 333 zyxc .  

Три вектори компланарні, якщо вони належать одній площині або 

паралельним площинам. Умова компланарності трьох векторів: 

0cba .  

Модуль мішаного добутку векторів cba ,,  дорівнює об’єму 

паралелепіпеда, побудованого на цих векторах. А об’єм піраміди, 

побудованої на цих векторах, обчислюється за формулою: 

 cbaVпір
6

1
 . Знак вибираємо таким чином, щоб об’єм був 

додатним. 

Задача 5. Перевірити колінеарність векторів bac  3  і 

bad 2 , побудованих на векторах a  і b , якщо  231 ;;a , 

 412 ;;b . 

Розв’язання: Знайдемо координати векторів dic : 

     21054122313 ;;;;;; c ,      10134122231 ;;;;;; d . 

Перевіримо умову колінеарності векторів: 
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10

2

1

10

3

5
  

Вектори  dic не колінеарні, так як їх координати не пропорційні. 

Задача 6. Задані координати вершин піраміди 4321 AAAA : 

 2121  ;;A ,  1212 ;;A ,  6053 ;;A ,  79104  ;;A . Знайти: а) Кут між 

ребрами 21AA  та 41AA ; б) Площу грані 321 AAA ; в)Проекцію вектора 

31AA  на вектор 41AA ; г) Довжину висоти піраміди, проведену з 

вершини 4A ; д) Визначити, яку трійку утворюють вектори 21AA , 

31AA  і 41AA ?  

Розв’язання: Знайдемо координати векторів, на яких побудована 

піраміда: );;( 33121 AA , );;( 41331 AA , );;( 5101241 AA . 

а) Косинус кута між ребрами 21AA  та 41AA  знаходимо за 

формулою: 

    


















 

25100144991

53103121

4121

4121
4121

AAAA

AAAA
AAAA ,cos

26919

27


 .   Маємо     .arccos,

26919

27
4121






AAAA  

б) Грань 321 AAA  – це трикутник. Площу його знайдемо за 

формулою:  

3121
2

1

321
AAAAAAAS 

Δ
. 

kji

kji

AAAA 10515

413

3313121 



 . 

   
2

105

2

250
10515

2

1 222

321
AAASΔ  (кв.од.) 
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в) Проекцію вектора 31AA  на вектор 41AA  обчислюємо за 

формулою: 

     

269

6

25100144

54101123

41

4131
31

41










AA

AAAA
AAпр

AA
. 

г) Об
’
єм піраміди 4321 AAAA  обчислимо, застосовуючи мішаний 

добуток векторів 21AA , 31AA  і 41AA . 

280

51012

413

331

413121 







 AAAAAA ,  

3

140

6

280
280

6

1
пірV  (куб.од.) 

Для знаходження висоти піраміди застосовуємо формулу: 

 HSV оснпір
3

1

осн

пір

S

V
H

3
 . 

2

105

2

250
321

 AAAосн SS Δ  кв.од.  і  
3

140
пірV  куб.од. Підставимо 

оснS   i  пірV  в формулу для обчислення висоти: 

5

1028

10

56

105

280

2105

31403





/

/
H  (лін.од.). 

д) Так як мішаний добуток векторів 21AA  31AA  028041 AA , 

то вектори утворюють праву трійку. 

Задача 7. Визначити при якому значенні β  вектори 

kjia 23  β  i kjib β 2  взаємно перпендикулярні.  

Розв’язання: Запишемо вектори в координатній формі: 

   β;;;;β  2123 bia . Знайдемо скалярний добуток цих векторів: 

        ββββ;;;;β  622312123ba . З умови 

перпендикулярності векторів: 0 baba  маємо 
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606  ββ . 

Задача 8. З
’
ясувати, чи належать чотири точки:  121 ;;A , 

 514 ;;B ,  321  ;;C  і  312 ;;D  одній площині. 

Розв’язання: Якщо ці точки лежать в одній площині, то вектори 

BA , CA , DA  належать цій площині, отже будуть компланарні. 

Перевіримо це. Знайдемо координати цих векторів:  613 ;;AB , 

 202  ;;AC ,  411 ;;AD . Їх мішаний добуток 

0

411

202

613









 ADACAB . 

Вектори компланарні, точки DСВА ,,,  лежать в одній площині. 

Задача 9. Дані сила  215 ;;F  та дві точки  113 ;;A  і 

 220 ;;B . Треба знайти: а) Роботу сили F , необхідну для 

переміщення тіла із точки A  в точку B ; б) Момент сили F відносно 

точки A , якщо сила прикладена в точку B . 

Розв’язання:  

а) Робота A  сили визначається, як скалярний добуток сили F  на 

вектор переміщення ABS  . Знайдемо координати вектора S : 

 ABABAB zzyyxxABS  ,, . 

    333121230  ;;;;S . 

Тоді     246315333215  ;;;;SFA . 

б) Момент Fm
A

 сили F  відносно точки B , якщо сила 

прикладена в точку A  визначається як векторний добуток сили F  на 

плече AB . Знайдемо  333  ,,AB . Тоді ABFFm
A

 . 

kji

kji

Fm
A

1293

215

333 



 . 
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1.1.3 Елементи аналітичної геометрії. 

1) Розглянемо декартову прямокутну систему координат на 

площині. Точки в цій системі визначаються двома координатами: x  – 

абсциса та y  – ордината:  yxA , . Дві точки  00 yxA ,  і  11 yxB , , 

з’єднані прямою, утворюють відрізок AB , довжина якого 

визначається формулою:    201
2

01 yyxxd  . 

Якщо точка  cc yxC ,  належить відрізку AB і ділить відрізок у 

відношенні λ , а саме λ: CBAC , то координати її визначаються 

формулами: 
λ

λ






1

10 xx
xc  і 

λ

λ






1

10 yy
yc . Якщо 1λ , то 

2

10 xx
xc


  і 

2

10 yy
yc


 .  

Пряма L  може бути задана рівняннями:  

а) з кутовим коефіцієнтом bxky  , де k  – кутовий 

коефіцієнт, φtgk  , φ  – кут, який пряма утворює з додатнім 

напрямком вісі OX , а b  – відрізок, який пряма відтинає на вісі OY ; 

б) загальне рівняння прямої 0 CByAx , 
B

A
k  ;  

в) рівняння прямої, яка проходить через точку  00 yxA , , 

визначається  00 xxkyy  ;  

г) якщо дві точки  00 yxA ,  і  11 yxB ,  належать прямій, то 

рівняння її 
01

0

01

0

yy

yy

xx

xx









; 

д) рівняння прямої у відрізках 1
b

y

a

x
, де a , b  – відрізки, які 

площина відтинає відповідно на осях OX , OY , враховуючи їх знаки.  

Умова паралельності прямих ,21 LiL  які мають відповідно кутові 

коефіцієнти 21 kik : 21 kk  . Умова перпендикулярності цих прямих: 

121  kk . Кут φ  між цими прямими визначається формулою: 

21

12

1 kk

kk
tg




φ , де через 1k  позначають коефіцієнт прямої, яку 

повертають проти руху стрілки годинника до збігу з другою прямою, 
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утворюючи кут φ . Відстань від точки  000 yxM ,  до прямої L , 

заданої рівнянням 0 CByAx , визначається формулою: 

22

00

BA

CyBxA
d




 . 

До ліній другого порядку належать наступні:  

а) коло з центром в точці  001 yxO ,  та радіусом R : 

    22
0

2
0 Ryyxx  ;  

б) еліпс з центром в точці  001 yxO ,  та півосями a  та b : 

   
1

2

2
0

2

2
0 






b

yy

a

xx
 

   



















еліпсуявний1

2

2
0

2

2
0

b

yy

a

xx
, 

ексцентриситет еліпса b,
b

ε
2




 а
а

а

а

с 2

; 

в) гіпербола з центром в точці  001 yxO , , півосями a  та b : 

   
1

2

2
0

2

2
0 






b

yy

a

xx
, рівняння асимптот: )( 00 xx

a

b
yy  , 

ексцентриситет гіперболи 
а

а

а

с 2b
ε




2

;  

г) парабола з вершиною в точці  001 yxO ,  визначається 

формулою:   )( 0
2

0 2 yypxx     )( 0
2

0 2 xxpyy   з 

віссю семетрії 0yy    0xx  , де p  – параметр. 

2) Розглянемо полярну систему координат. Вона складається з 

деякої точки О , що називається полюсом, і променя, що виходить з 

неї (за напрямом збігається з віссю OX ) і називається полярною 

віссю. Точка M  із полярними координатами ρ  і φ  позначається так: 

)φ,ρ(M . Рівняння лінії в полярній системі координат: 0)φ,ρ(F , де 

ρ  – полярний радіус, φ  – полярний кут. Зазвичай вважають, що 

полярні координати  і  змінюються в таких межах:  ρ0 , 

πφ 20  . Проте іноді доводиться розглядати кути, більші за π2 , а 

також від’ємні кути, тобто кути, відлічувані від полярної осі за 
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годинниковою стрілкою. 

Перехід від декартової системи координат до полярної системи 

координат здійснюється за формулами: φcosρx  і φsinρy . 

Перехід від полярної системи координат до декартової системи 

координат здійснюється за формулами: 22 yx ρ  та 

22 yx

y


φsin  і 

22 yx

x


φcos . 

При розв’язанні багатьох прикладних задач зручно 

використовувати так звані параметричні рівняння лінії, тобто, 

рівняння, в яких координати точок лінії задаються у вигляді функцій 

від деякої змінної величини t  (параметра). Для таких рівнянь 

прийнята запис: 
 
 








ty

tx

ψ

φ
. Якщо в параметричних рівняннях 

виключити параметр t , то отримаємо звичайне рівняння лінії: 

0),(F yx . 

3) Розглянемо декартову прямокутну систему координат у 

просторі. Точки в цій системі визначаються трьома координатами: x – 

абсциса, y  – ордината та z  – апліката: ),,( zyxM . Довжина відрізка 

у просторі та поділ відрізка в заданому відношенні визначається 

аналогічними формулами, як для площини з урахуванням аплікати.  

Площина у просторі характеризується нормальним вектором 

),,( CBAn , який перпендикулярний площині.  

Площина у просторі задається рівняннями:  

а) рівняння площини з заданим нормальним вектором 

),,( CBAn  і точкою ),,( 0000 zyxM , яка їй належить, визначається: 

      0000  zzCyyBxxA ;  

б) загальне рівняння площини з заданим вектором ),,( CBAn : 

0 DzCyBxA ;  

в) рівняння площини, якій належать три точки ),,( 0000 zyxM , 

),,( 1111 zyxM , ),,( 2222 zyxM , визначається формулою: 
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0

020202

010101

000









zzyyxx

zzyyxx

zzyyxx

; 

г) рівняння площини у відрізках: 1
c

z

b

y

a

x
, де a , b , с  – 

відрізки, які площина відтинає відповідно на осях OX , OY , OZ , 

враховуючи їх знаки;  

д) рівняння пучка площин 

  022221111  DzCyBxADzCyBxA λ . 

Умова  паралельності двох площин: 011111  DzCyBxAр :  

і 022222  DzCyBxAр : : 
2

1

2

1

2

1

C

C

B

B

A

A
 .  

Умова перпендикулярності цих площин: 

0212121  CCBBAA .  

Кут φ  між цими площинами визначається формулою: 

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

)()()()()()(
φcos

CBACBA

CCBBAA




 . 

Відстань від точки ),,( 0000 zyxM  до площини 

0 DzCyBxA  визначається формулою: 

222

000

CBA

DzCyBxA
d




 . 

Пряма у просторі характеризується напрямним вектором 

),,( nmlS  , який паралельний прямій. Пряма у просторі задається 

рівняннями:  

а) канонічні рівняння прямої: 
n

zz

m

yy

l

xx 000 






, де точка 

),,( 0000 zyxM  належить прямій;  

б) параметричні рівняння прямої: 














0

0

0

ztnz

ytmy

xtlx

;   
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в) рівняння прямої, якій належать дві точки ),,( 0000 zyxM  і 

),,( 1111 zyxM  визначається формулою: 
01

0

01

0

01

0

zz

zz

yy

yy

xx

xx














;   

г) пряма, як перетин двох площин 011111  DzCyBxAр :  і 

022222  DzCyBxAр : , визначається формулою: 









0

0

2222

1111

DzCyBxA

DzCyBxA
. 

Кут між двома прямими з напрямними векторами ),,( 1111 nmlS   

і ),,( 2222 nmlS   визначається формулою: 
21

21

SS

SS




φcos . Умова 

паралельності двох прямих: 
2

1

2

1

2

1

n

n

m

m

l

l
 , умова перпендикулярності 

двох прямих: 0212121  nnmmll .  

Кут між прямою 
n

zz

m

yy

l

xx 000 






 з напрямним вектором 

),,( nmlS   і площиною 0 DzCyBxA  з нормальним вектором 

),,( CBAn  визначається формулою: 
nS

nS




φsin . Якщо пряма і 

площина перпендикулярні, то 
C

n

B

m

A

l
 . Якщо пряма і площина 

паралельні, то 0 CnBmAl . 

Задача 10. Дані вершини трикутника ABC :  11;A ,  35;B , 

 52;C . Знайти: а) Довжину та рівняння сторони BC , б) Довжину та 

рівняння висоти, проведеної з вершини A , в) Рівняння прямої, 

проведеної через точку A  паралельно стороні BC , г) Рівняння 

середньої лінії, яка з'єднує сторони AB  і AC , д) Кут при вершині B . 

Зробити рисунок.  

Розв’язання: Зробимо рисунок: 
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а) Рівняння BC  : 









01

0

01

0

yy

yy

xx

xx

35

3

52

5








 yx
, 

     3325  yx   01932  yx  ( BC ). 

Довжина BC :  

    133552
22
d . 

б) Висота AK  і сторона BC  перпендикулярні, тому 

BC
AK

k
k

1
 . З рівняння BC  маємо 

3

2
BCk , тоді 

2

3
AKk . Для 

прямої AK  відомі координати точки A  і кутовий коефіцієнт. 

Рівняння AK : 

 00 xxkyy     1
2

3
1  xy   0123  yx . 

Довжина висоти – це відстань від точки  11;A  до прямої BC : 

83
13

14

94

191312

22

00
,














BA

CyBxA
d . 

в) Пряма L , яка проходить через точку A , паралельна стороні 

BC . Їх кутові коефіцієнти рівні: 
3

2
 BCL kk . Отримаємо її 

рівняння: 

 00 xxkyy     1
3

2
1  xy   2233  xy . 

1 5 

B 

0 

K 

 

М 
3 

1 

5 

3 

2 
N 

2 

y 

x 

C 

A 
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0532  yx   ( L  ). 

г) Середня лінія проходить через середини сторін AB  і AC . 

Нехай це точки N  і M  відповідно. Знайдемо їх координати: 

;; 3
2

51

22

3

2

21

2












 CA

M
CA

M

yy
y

xx
x  

2
2

31

2
3

2

51

2












 BA

N
BA

N

yy
y

xx
x ; . 

Рівняння середньої лінії MN : 











32

3

2

3
3

2

3

y
x

    3
2

3
1

2

3









 yx    0

2

9

2

3
 yx  

032  yyx . 

д) Щоб утворити кут B , треба пряму BC  повернути проти 

стрілки годинника до збігу з прямою AB. Рівняння прямої BC  

01932  yx , тому 
3

2
1  BCkk . Рівняння AB  : 

13

1

15

1








 yx
   

   1421  yx    
2

1

2


x
y , тому  

2

1
2  ABkk . 

4

7

3

2
6

7

3

2

2

1
1

3

2

2

1























 Btg ,      .









4

7
arctgB  

Задача 11. Рівняння кривих привести до канонічного виду та 

побудувати їх: 

а) 02145036259 22  yxyx  – рівняння гіперболи. 

Розв’язання: Методом доповнення до повного квадрата виділяємо 

повний квадрат по змінних x  і y :  

    214112254449 22  yyxx , 

      2141125429
22

 yx      22512529
22
 yx , 
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   
1

9

1

25

2
22





 yx

. 

Виконаємо паралельний перенос координат 12  yYxX ;  з 

новим центром в точці  121 ;O . Рівняння має вигляд: 1
925

22


YX

  

Рівняння асимптот в «новій» системі координат ,X
a

b
Y  де 5a , 

3b . XY
5

3
 . Зробимо рисунок: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

б) 7822 22  yyxx  – рівняння еліпса. 

Розв’язання: Виділяємо повний квадрат по змінних x  і y : 

    74442112 22  yyxx      16221
22
 yx , 

   
1

8

2

16

1
22





 yx

. 

Виконаємо паралельний перенос координат 11  yYxX ;  з 

новим центром в точці  211 ;O . Рівняння має вигляд: 1
816

22


YX

. 

Зробимо рисунок: 

X 

x 

О1 

3 

5 

-3 

У у 

О

1 

-5 

2 

-1 
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в) xyy  42
– рівняння параболи. 

Розв’язання: Виділяємо повний квадрат по змінній y : 

  xyy  4442
     42

2
 xy . 

Виконаємо паралельний перенос координат 24  yYxX ;  з 

новим центром в точці  241  ;O . Рівняння має вигляд: XY 2 . 

Зробимо рисунок:  

 

Задача 12. Скласти рівняння площини, яка проходить через точку 

 10340 ;; M  перпендикулярно до заданої прямої 

5

3

4

2

2

1









 zyx
L : . 

Розв’язання: Напрямний вектор прямої  542  ;;S . Так як 

пряма і площина перпендикулярні, то Sn || , де n – нормальний 

вектор площини. Тоді  542  ;;n . Рівняння площини складаємо за 

формулою:       0000  zzCyyBxxA , де  CBAn ;;  і 

-4 О1 2 

3 

О 

Х 

4 

х 
-3 

У

Н 
у 

-1 
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 0000 zyxM ;; . Матимемо:        01053442  zyx . 

Рівняння площини 054542  zyx . 

Задача 13. Дано чотири точки:  021 ;;A ,  110 ;;B , 

 101 ;;C  і  011 ;;D . Знайти: а) рівняння прямої, яка проходить 

через точку D  паралельно прямій AB; б) рівняння площини 

ABC ; в) рівняння прямої, яка проходить через точку D  

перпендикулярно площині ABC . 

Розв’язання: а) запишемо рівняння прямої AB , яка проходить 

через точки A  і B : 
 
 

 
  01

0

21

2

10

1













 zyx
АВ :    

1

0

1

2

1

1 





 zyx
. Напрямний вектор прямої AB:  111 ;;S . 

Шукана пряма і пряма AB паралельні. Тому рівняння шуканої прямої: 

1

0

1

1

1

1 





 zyx
; б) складемо рівняння площини ABC , яка 

проходить через три точки CBA ,, : 

   
   
   

0

012011

012110

021







 zyx

 0

122

111

21



 zyx

. 

Розкриємо визначник по елементах першого рядка. Матимемо: 

          001214  zyx . Рівняння площини ABC : 

01 yx ; в) вектор нормалі площини ABC :  011 ;; n . З 

умови перпендикулярності прямої і площини: Sn ||  матимемо 

 011 ;; S . Канонічні рівняння прямої 

01

1

1

1 zyx








. 

Задача 14. Скласти рівняння площини, яка проходить через точку 

 321 ;;A  та пряму 








0123

0332

zyx

zyx
L

,
: . 

Розв’язання: Пряма L  задана як перетин двох площин. Через цю 
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пряму можна провести безліч площин, які ми називаємо пучком 

площин. Запишемо рівняння пучка для наших площин: 

  0123332  zyxzyx λ . 

За умовою задачі площина проходить через точку A . Підставимо 

координати точки в рівняння пучка і знайдемо λ . 

     0132231332312  λ  028  λ . 

4λ . 

Знайдене значення λ  підставимо в рівняння пучка: 

   01234332 zyxzyx 077122  zyx . 

Рівняння площини: .077122  zyx  

Задача 15. Знайти кут між прямою 
3

1

124

1






 zyx
L :  та 

площиною 05236  zyxp : . 

Розв’язання: Напрямний вектор прямої  3124  ;;S , 

нормальний вектор площини  236 ;;n . Кут між ними: 

   

    91

18

713

18

2363124

2331264

222222

















nS

nS
φsin . 

Тоді 
91

18
arcsinφ  . 

1.1.4 Диференціальне числення функції однієї змінної. 

Основні теореми про границі 

        xgxfxgxf
xxxxxx

limlimlim
000 

 , 

        xgxfxgxf
xxxxxx

limlimlim
000 

 , 
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 
 

 

 xg

xf

xg

xf

xx

xx

xx lim

lim

lim

0

0

0






 . 

Наслідки 

    xfCxfC
xxxx

limlim
00 

 , 

    
n

xx

n

xx

xfxf
















limlim

00

. 

Перша важлива границя розкриває невизначеність 








0

0
: 

1
0


 x

x

x

sin
lim  

 
k

x

xk

x




sin
lim
0

 і k
x

xktg

x




lim
0

. 

Друга важлива границя розкриває невизначеність  1 :  

718282
1

1 ,lim 











e
x

x

x

 або ex x

x




1

0

1 )(lim    

 
1

1

0




 x

x

x

ln
lim  і a

x

a x

x

lnlim 




1

0
. 

Якщо   0
0




x
xx

αlim  або   0


x
x

αlim , то функцію  xα  називають 

нескінченно малою функцією.  

Еквівалентні нескінченно малі функції (   0xα , коли 0xx  ): 

   xx α~αsin      xx α~αln 1  

   xxtg α~α     xe x α~α 1  

   xxrca α~αsin      axa x lnα~α 1  

   xxarctg α~α       011  nxnx
n

,α~α  

Існують односторонні границі функції: правостороння 
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 00 xf  xf
xx

lim
00

  і лівостороння  00 xf  xf
xx

lim
00

 . 

Функція  xfy  неперервна в точці 0x , якщо вона визначена в 

ній, односторонні границі в точці існують і рівні між собою. У 

противному випадку точка 0x  є точкою розриву.  

Точка 0x  є точкою усувного розриву, якщо функція в точці 

невизначена, а границя функції в точці існує.  

Точка 0x  є точкою розриву першого роду, якщо функція в точці 

невизначена, односторонні границі в точці існують, але не рівні між 

собою. В цьому випадку стрибок функції визначається формулою: 

   xfxf
xxxx

limlimδ
00 00 

 . 

Точка 0x  є точкою розриву другого роду, якщо хоча б одна з 

односторонніх границь не існує або дорівнює нескінченності. 

Нагадуємо, що 

  222
2 bababa     bababa  22

 

  32233
33 babbaaba     2233 babababa    

100  ababkb a
k

a ,,,loglog ; 

  baab ccc logloglog   
1000 





сcba ,,,  

ba
b

a
ccc logloglog   

αsinαcos 2221   αcosαcos 2221   

22
2

βα
cos

βα
sinβsinαsin





  

22
2

βα
sin

βα
sinβcosαcos





  

Задача 16. Знайти область визначення  yD  функції 

2

2
2

2






xx

xx
xrcay sin . 

Розв’язання: Область визначення функції складається з обмежень 

для кожного доданку і утворює систему нерівностей: 
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  :yD    














02

02

1

2

2

xx

xx

x

   















12

02

11

xx

xx

x

;

; . 

Розв’яжемо систему нерівностей методом інтервалів.  

Розв’язок системи нерівностей:  10;x , тому    10;: xyD . 

Задача 17. Знайти границі функції, не застосовуючи правило 

Лопіталя: 

1) 
16

592
2

2

0 



 xx

xx

xx
lim  при а) 10 x ,  б)  

2

1
0 x    в) 0x . 

Розв’язання: 

а) За умовою 1x . Значення 10 x  є граничним значенням 

змінної. Підставимо  1  в чисельник і знаменник дробу замість x . 

Будемо мати для чисельника     1251912
2

  і для 

знаменника   61116
2

 )( . Так як відношення отриманих 

значень є величина стала, то вона є границею функції: 

2
6

12

16

592
2

2

1









 xx

xx

x
lim . 

б) За умовою 
2

1
x . Значення 

2

1
0 x  є граничним значенням 

змінної. Чисельник і знаменник дробу при цьому значенні дорівнюють 

нулю. Маємо невизначеність 








0

0
. Виконаємо наступні дії. Ділимо 

чисельник і знаменник дробу на 0xx  , тобто на 
2

1
x :  

 

X
-2 -1 0 1 2
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Переходимо до границі відношення часток від ділення. Матимемо 

5

11

2
2

1
6

10
2

1
2

26

102

0

0

126

5922

2

1

2

1

























 x

x

xx

xx

xx

limlim . 

Зауваження. Замість ділення можна розкласти чисельник і 

знаменник на множники і зробити скорочення однакових виразів. 

в) За умовою x . Підставимо замість змінної x . Маємо 

невизначеність 











. Перетворимо дріб, поділивши його чисельник і 

знаменник на змінну в найвищому степені знаменника, тобто на 
2x . 

Дістанемо: 

3

1

6

2

11
6

59
2

16

592

2

2

2

2



























xx

xx

xx

xx

xx
limlim . 

2) 
1

23
2

1 



 x

x

x
lim . 

Розв’язання: Коли 1x , то чисельник і знаменник дробу при 

цьому значенні дорівнюють нулю. Маємо невизначеність 








0

0
, якій 

сприяє ірраціональність. Позбавимось цієї ірраціональності. Для цього 

помножимо чисельник і знаменник на вираз, спряжений до 

 23  x , тобто на  23  x , а потім чисельник і знаменник 

поділимо на  1x : 
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  
  




















 231

2323

0

0

1

23
2121 xx

xx

x

x

xx
limlim

      












 2311

1

231

43

121 xxx

x

xx

x

xx
limlim

     8

1

242

1

231

1

1








 xxx
lim . 

3) а) 
30 x

xtgx

x

sin
lim




, б) 

xx

xrca

x 3

54
2

3

0 sin

sin
lim


. 

Розв’язання:  

а) При 0x  чисельник і знаменник дробу дорівнюють нулю. Маємо 

невизначеність 








0

0
. Застосовуємо першу важливу границю. Оскільки  

2
21 2 x

x sincos  , то 

 
















 xx

xx

x

xtgx

xx cos

cossin
lim

sin
lim

3
0

3
0

1

0

0
 

 










3

2

00
3

0

2
2

11

x

x
x

xx

xx

xxx

sinsin

lim
cos

lim
cossin

lim  

2

1

2

1

2

1
12222

0


 x

x

x

x

x

x

x

sinsin
sin

lim . 

Зауваження. При розв’язуванні можна застосовувати таблицю 

еквівалентності нескінченно малих функцій. 

б) При 0x  чисельник і знаменник дробу дорівнюють нулю. Маємо 

невизначеність 








0

0
. Застосуємо таблицю еквівалентності нескінченно 

малих функцій: хxхxrca 3355 ~sin,~sin . Матимемо: 

 

  9

500

9

1254

3

54

3

54
2

3

02

3

0










  хх

х

xx

xrca

xx
lim

sin

sin
lim . 
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4) 

x

x x

x
4

3

5














lim . 

Розв’язання: При x маємо невизначеність  1 . Застосуємо 

другу важливу гранию. Перетворимо вираз у дужках. Поділимо 

чисельник на знаменник або виділимо в чисельнику вираз знаменника 

і перетворений чисельник поділимо на знаменник, щоб мати одним з 

доданків одиницю. Дістанемо:  

  





























 


абоlim

3

8
1

3

83

3

5
1

3

5
4

xx

x

x

x

x

x
x

x

x
xx

x

x

x xx

4
3

8

8

34

3

8
1

3

8
1










 





































 limlim .  

Оскільки e
x

x

x





















8

3

3

8
1lim   

і 32
3

1

32

3

32
4

3

8































x

x

x
x

x xxx
limlimlim , то 

32
4

3

5 















e

x

x
x

x
lim . 

Задача 18. Дослідити на неперервність функцію, установити 

характер точок розриву. Зробити схематичне креслення. 

 

а)   1

2

7 


 xxfy . 

 

Розв’язання: Оскільки дана функція показникова, то вона 

неперервна при всіх значеннях x , крім 1x . В цій точці функція 

невизначена, тобто має  в ній розрив. Зясуємо характер розриву. 

Знайдемо односторонні границі функції в точці 1x : 
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    













 








77701 0

2

1

2

0101

x

xx

xff limlim , 

    077701 0

2

1

2

0101















 








x

xx
xff limlim . 

Оскільки одна з границь дорівнює  , то 1x  – точка розриву 

другого роду. Зробимо схематичне креслення 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

б)  

1

1

21

2





x

xfy . 

Розв’язання: Ця  функція  неперервна при всіх значеннях x , крім 

1x . В цій точці вона невизначена. Точка 1x  є точкою розриву. 

Зясуємо характер розриву. Обчислимо односторонні границі функції 

в точці 1x : 

    202

1

1
01

21

2
01

1

1

1

1
0101































x

x

x
xff

x
xx
limlim , 

    02

1

1
01

21

2
01

1

1

1

1
0101































x

x

x
xff

x
xx
limlim . 

y 

0,02 

0 -1 

1 

x 
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Оскільки границі існують, але    0101  ff , маємо розрив 

першого роду. Стрибок δ  функції  xf :  

    2020101  ffδ .  

Зробимо схематичне креслення. 

 

в)  



















x3

3x1

-

,

,

, 1

5

45

2 x

x

x

x

xfy . 

 

Розв’язання: Область визначення функції   ; . На інтервалах 

 1; ,  31; ,  ;3  функція неперервна. Розриви можуть бути 

лише в точках 1x  і 3x . Обчислимо односторонні границі функції 

в точці 1x : 

  101 2

01




xf
x
lim   і      14501

01




xf
x
lim . 

Оскільки     10101  ff , то в точці 1x  задана функція 

неперервна. Обчислимо односторонні границі функції в точці 3x : 

    74503
03




xf
x
lim   і      2503

03




xf
x
lim . 

Так як    0303  ff , то функція в точці 3x  має розрив 
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першого роду. Стрибок функції в точці розриву: 

      5720303  ||||δ ff . 

Зробимо схематичне креслення: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Правила диференціювання. Маємо функції  xuu   і  xvv  , 

constC . 

   


 uCuC    vuvu 


  

  


 vuvuvu  

 2v

vuvu

v

u 












 

Таблиця похідних для функцій  xuu  : 

  0


C    1


x  

  uunu nn 
 1    u

u
u 


2

1
 

  constauaaa uu 


,ln    uee uu 


 

  u
au

ua 





ln
log

1
   u

u
u 
 1

ln  

y=x-5 y=x
2  

y=5-4x 
 

y 

-3 -2 -1 

-7 

-6 
-5 
-4 
 

-3 

1 2 3 0 x 
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  uuu 


cossin    uuu 


sincos  

  u
u

tgu 


2

1

cos
   u

u
ctgu 


2

1

sin
 

  u
u

urca 





21

1
sin    u

u
urca 






21

1
cos  

  u
u

arctgu 





21

1
   u

u
arcctgu 





21

1
 

Для степенево-показникової функції      vxv
uxu  : 

  uvuvuuu vvv 
 1ln . 

Для гіперболічних функцій: 

 

2

xx ee
xsh


  

2

xx ee
xch


  

chx

shx
xth   

shx

chx
xcth   

 

похідні мають вигляд: 

xchxsh )(  xshxch )(  

xch
xth

2

1
)(  

xsh
xcth

2

1
)(  

Функція  xy  є неявно заданою, якщо рівняння   0yxF ,  

неможливо розв’язати відносно функції  xy . При знаходженні 

похідної неявно заданої функції необхідно рівняння   0yxF ,  

продиференціювати зліва направо, враховуючи, що   yy 


 і 

  1


x . Отримане рівняння розв’язують відносно y  . 

У деяких випадках при знаходженні похідної доцільно функцію 

спочатку прологарифмувати, а потім знайти похідну як від неявної 

функції (логарифмічне диференціювання). 
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Якщо функція параметрично задана 
 
 








txx

tyy
, то похідна 

знаходиться за формулою: 
t

t
x

x

y

dx

dy
y




 .  

Диференціал функції  xfy   знаходиться за формулою: 

  dxxfdy  . 

Враховуючи, що y   є функцією, то її можна диференціювати. 

Дістанемо   yy  і так далі:    )()( 1nn yy . 

Друга похідна параметрично заданої функції знаходиться за 

формулою: 

 32

2

t

tttttt
xx

x

yxyx

dx

yd
y




 , або 

 

t

tx
xx

x

y
y






'

. 

 

Правило Лопіталя застосовують для розкриття невизначеностей. 

Наприклад, для 











 і 









0

0
 матимемо 

 
 

 
 xg

xf

xg

xf

xxxx 




 00

limlim . 

Диференціальне числення застосовують для дослідження 

функцій, знаходження найбільшого та найменшого значення функції 

на відрізку, знаходження рівнянь дотичної та нормалі до графіка 

функції в заданій точці. 

Задача 19. Знайти похідні заданих функцій: 

а) 

3

3

5 5
3

2 









x
xy . 

Розв’язання: 





























5325
3

23 3

1

5

2

3

5 xx
x

xy  
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

































3

4

3

1
3525

3
23 4

2

3

5 xx
x

x  

=

























3

4

4

2

3

5 105
3

23 xx
x

x . 

б)  22 322 xarctgxy  ln . 

Розв’язання:        





 2222 322322 xarctgxxarctgxy lnln  

   

 







22

22

321

61
2322

2

1
22

x

x
xxarctg

x
x lnln  

 
 22

2
2

321

26
32

22

x

xx
xarctg

x

x






lnln
. 

в) 
xe

x
y

5

2 23 
 . 

Розв’язання: 

 

 













 


25

2552 2323

x

xx

e

xeex

y  

 











23

2353
235

232

6

210

255

10

255

2

xe

xeex

e

xee
x

x

x

xx

x

xx

 

23

10315

23

10153

25

2

210

5525











xe

xx

xe

eexex

xx

xxx

. 

г)  xxy 2 . 

Розв’язання: Застосуємо логарифмічне диференціювання. 
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Прологарифмуємо рівняння  xxy 2 : 2 xxy lnln  або 

 2
2

 x
x

y lnln . Диференціюємо отримане рівняння, вважаючи, що 

  yy 
  і   1


x : 

   













2

2
x

x
y lnln        











 2

2
2

2

1
x

x
x

x
y

y
lnln , 

 
 22

2
2

1






x

x
x

y

y
ln     

  












22
2

2

1

x

x
xyy ln . 

Враховуючи, що   x
xy 2 , матимемо: 

   
 













22
2

2

1
2

x

x
xxy

x
ln . 

д)   3
y

x
xysin . 

Розв’язання: Функція y  неявно задана. Диференціюємо рівняння, 

вважаючи, що   yy 


 і   1


x : 

  













3

y

x
xysin      

2y

yxy
yxyxy


cos . 

Виконаємо необхідні перетворення і розв
’
яжемо рівняння відносно 

y  : 

   
22 y

yx

y

y
xyyxxyy


 coscos , 

   xyy
y

xyyx
y

yx
coscos 

 1
2

, 

   xyy
y

xyx
y

x
y coscos 
















1
2

, 
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 

  
  
  xyyx

xyyy

y

xyyx

y

xyy

y
cos

cos

cos

cos











2

2

2

2

2

1

1

1

1

. 

Таким чином, 
  
  xyyx

xyyy
y

cos

cos






2

2

1

1
.  

Задача 20. Знайти першу і другу похідні заданих функцій. 

а)   tgxxy  21 . 

Розв’язання: Знайдемо y  , а потім   yy : 

        






x

xtgxxtgxxtgxxy
2

222 1
1211

cos
 

x

x
tgxx

2

21
2

cos


 , 

     
    


















x

xxxx
tgxxtgxxyy

4

2222 11
22

cos

coscos

   





x

xxxxx

x

x
tgx

4

22

2

2122
2

cos

sincoscos

cos
 

 
x

xxxx

x

x
tgx

4

22

2

2122
2

cos

sincos

cos


 . 

б) Знайти похідні параметрично заданих функцій. Застосуємо наведені 

вище формули. 

1) 









3

2

3

5

tty

ttx
. 

Розв’язання: Знайдемо 110  txt  і 
233 tyt  . Матимемо 
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110

33 2






t

t

dx

dy
yx . Знайдемо 10ttx  і tytt 6 . Тоді друга похідна 

   
   












3

22

3

2

2

2

110

3030660

110

33106110

t

ttt

t

ttt

dx

yd
yxx  

 

 
 3

2

3

2

110

556

110

30630











t

tt

t

tt
. 

2) 








tty

ttgx

22 sin
. 

Розв’язання: Знайдемо   tttyt
24212222 coscoscos  , 

t
xt 2

1

cos
 . Тоді перша похідна t

t

t
yx

4

2

2

4
1

4
cos

cos/

cos
 . Знайдемо 

   tty tx sincos 
 316 . Друга похідна функції визначається 

формулою tt
t

tt
yxx sincos

cos/

sincos



 5

2

3

16
1

16
. 

Задача 21. Знайти границю, застосувавши правило Лопіталя. 













 1

11

1 xxx ln
lim  

Розв’язання: Маємо невизначеність вигляду   . Зведемо цю 

невизначеність до вигляду 








0

0
( приведемо до спільного знаменника), 

а потім застосуємо правило Лопіталя: 

 
 



























 0

0

1

1

1

11

11 xx

xx

xx xx ln

ln
lim

ln
lim  







 )ln)1((

)ln1(
lim

1 xx

xx

x











 1

1

11

11

11 xxx

x

xx

x

xx ln
lim

/ln

/
lim   
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 

 


















 1

1

0

0

1 xxx

x

x ln
lim 




1
1

1

1

x
xx

x
ln

lim
2

1

2

1

1


 xx ln

lim . 

Задача 22. Знайти рівняння дотичної до графіка функції 

3

2






x

x
y  в точці перетину його з віссю абсцис та рівняння нормалі в 

точці перетину його з віссю ординат. 

 

Розв’язання: Рівняня дотичної до графіка функції  xfy   в точці 

 000 ухМ ;  знаходиться за формулою:    00 ххxfуy  , а 

рівняння нормалі 
 

 00

1
хх

xf
уy 


 . Знайдемо точки перетину 

графіка функції з осями координат: 

а) з віссю OX : 0y    02 x  2x     02;A ; 

б) з віссю OY : 0x    32 /y ;    320 /;B . 

Знайдемо 
       

 




























2
3

3232

3

2

x

xxxx

x

x
y  

   

     222
3

5

3

23

3

1231
















xx

xx

x

xx
.  

Обчислимо похідну в точках A  і B : 

 
  5

1

25

5

32

5
2








 Axy ,  

  9

5

3

5
2





 Bxy . 

Запишемо рівняння дотичної в точці A : 

   AAA xxxyyy        2
5

1
2

5

1
0  xyxy ; . 

Запишемо рівняння нормалі в точці B : 

 
 B

B
B xx

xy
yy 




1
    

3

2

5

9
0

95

1

3

2



 xyxy ;

/
. 

Задача 23. Знайти найбільше і найменше значення функції 

  155 345  xxxxf  на відрізку  21; . 
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Розв’язання: Найбільше та найменше значення на відрізку 

функція досягає або в критичних точках, що належать відрізку, або на 

його кінцях. Функція на відрізку неперервна. Знаходимо критичні 

точки, які належать даному відрізку. Перша похідна  

  234 15205 xxxxf       0 xf , звідки   03422  xxx . 

Корені цього рівняння: 01 x , 12 x , 33 x .  211 ;x  

 2;12 x   213 ;x . Знайдемо значення функції в критичних 

точках 0x  та 1x  і  на кінцях відрізка при  1x  і 2x :  

 

        721012110  ffff ;;; . 

Виберемо серед цих значень найбільше та найменше. Отже, 

 
  21

21




fffнайб
;

max  і 
 

  101
21




fffнайм
;

min . 

Задача 24. Дослідити за допомогою диференціального числення 

функцію 
 2

3

12 


x

x
y  та побудувати її графік. 

Розв’язання: 

1. Область визначення функції : );();(:)(  11 xyD . 

2. Точки перетину графіка функції з осями координат: 

з віссю OX : 0y    0x , з віссю OY : 0x    0y . 

3. Перевіряємо виконання однієї із рівностей: якщо    xfxf  , то 

функція парна, якщо    xfxf  , то функція непарна.  

Жодна з рівностей не виконується, тому функція є ні парна, ні 

непарна. Графік функції не буде мати ніякої симетрії. 

4. Знайдемо асимптоти графіка функції. Асимптоти можуть бути 

вертикальні: 0хx  , коли   


xf
хx

lim
0

, і похилі: bxy  k , де 

 
x

xf
k

x
lim



 ,   kxxfb
x




lim . Частинним випадком похилої 

асимптоти є вертикальна, якщо 0b . 

В точці 1x  функція має нескінчений розрив: 
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 



2

3

01 12 x

x

x
lim  і 

 



2

3

01 12 x

x

x
lim . 

Отже 1x  – рівняння вертикальної асимптоти. 

Знаходимо похилі асимптоти bxky  , де  

 

  2

1

12
2

3





 xx

x

x

xf
k

xx
limlim , 

  
 






















x
x

x
kxxfb

xx 2

1

12
2

3

limlim  

 
   



























2

233

2

23

12

2

12

12

x

xxxx

x

xxxx

xx
limlim

 
1

12

2
2

2







 x

xx

x
lim . 

Маємо рівняння похилої асимптоти 1
2

1
 xy . 

5. Знайдемо екстремум функції та інтервали зростання і спадання. 

Якщо перша похідна функції в околі критичної точки змінює знак, то 

точка екстремальна. При зміні знака з «+» на «-» маємо мінімум, а при 

зміні знака з «-» на «+» – максимум.  

Перша похідна функції: 

   

 







4

322

1

1213

2

1

x

xxxx
y  

    

 







4

2

1

2131

2

1

x

xxxx
 

 

 

 

   3

23

3

2

3

2

1

3

2

1

1

3

2

1

1

233

2

1
















x

xx

x

xx

x

xxx
. 

Знайдемо критичні точки: 0y  при    032 xx   01 x  і 

32 x , y   не існує при   01
3
x   1x , але ця точка не 

належить області визначення. Складемо таблицю 
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x   3 ;  3   13  ;   01;  0   ;0  

y 
   0     0    

y   зростає mах спадає зростає еxtr 

немає 

зростає 

Знаходимо знак похідної y   в кожному із інтервалів і результат 

занесемо в таблицю. 

 
 

  8

27

132

3
3

2

3





 yymax . 

6. Знайдемо точки перегину, інтервали опуклості та вгнутості. Якщо 

друга похідна функції в околі критичної точки змінює знак, то точка є 

точкою перегіну графіка функції. Якщо в кожній точці інтервала 

0y , то на ньому графік функції вгнутий, а у випадку 0y , то – 

опуклий.  

Друга похідна: 

 
       

 








6

22332

1

133163

2

1

x

xxxxxx
yy  

     

 







6

223

1

133123

2

1

x

xxxxxx
 

       

 







6

2

1

31213

2

1

x

xxxxxx
 

 
     444

22

1

3

1

23

2

1

1

3223

2

1














x

x

x

x

x

xxxxxx
. 

Знайдемо критичні точки: 0y  при 0x ; y   не існує при 1x , 

але ця точка не належить області визначення. Складемо таблицю 

x   1 ;   01;  0   ;0  

y     0    

y      перегин   
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Знаходимо знак похідної y   в кожному з інтервалів і результат 

заносимо в таблицю. Значення функції в точці перегину   00 y . 

Використовуючи одержані дані, будуємо графік функції. 

 

1.1.5 Диференціальне числення функції багатьох змінних. 

Функція ),( yxfz   – функція двох змінних x  і y . Областю 

визначення функції  є деяка множина точок площини xOy  (може бути 

вся площина, або частина площини, обмежена певними лініями). 

Існують частинні похідні першого порядку функції по x : 
x

z
z x




'  та 

по y : 
y

z
z y




' . При знаходженні похідної по певній змінній всі інші 

змінні вважаємо сталими. Правила диференціювання і таблиця 

похідних такі ж самі, як для функції однієї змінної. Частинні похідні 

першого порядку є функціями двох змінних. Їх можна 

диференціювати. Дістанемо другі частинні похідні: 
2

2

x

z
zxx




'' , 

2

2

y

z
z yy




'' , 

yx

z
z xy






2
''

. При цьому ''''
yxxy zz  , тобто 

xy

z

yx

z








 22

. 

Повний диференціал функції обчислюється за формулою: 
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yd
y

z
xd

x

z
zd









 . 

Похідна складеної функції:  

а) функція ),( yxfz   залежить від двох змінних x   та y , кожна 

з яких, в свою чергу, є функцією змінної t : )(txx  , )(tyy  . Тоді  

 

td

yd

y

z

td

xd

x

z

td

zd










 ; 

 

б) маємо функцію ),( yxfz  , де )(xyy  . Тоді 

 

xd

yd

y

z

x

z

xd

zd










 ; 

 

в) маємо функцію ),( yxfz  , де ),( vuxx  , ),( vuyy  . Тоді 

 

u

y

y

z

u

x

x

z

u

z
























 і 

v

y

y

z

v

x

x

z

v

z
























. 

 

Функція ),( yxfz   є неявно заданою, якщо рівняння 

0),,( zyxF  не може бути розв’язане відносно z . Тоді частинні 

похідні цієї функції визначаються формулами: 

 

'

'
'

z

x
x

F

F
z   і 

'

'
'

z

y
y

F

F
z  . 

 

Нехай задано поверхню 0),,( zyxF . Точка ),,( 0000 zyxM  

належить цій поверхні і функція ),,( zyxF  диференційована в ній. 

Рівняння дотичної площини, яка проходить через точку 0M , 

обчислюється за формулою: 

 

          0000000  zzMFyyMFxxMF zyx
''' )( .  

 

Рівняння нормалі, яка проходить через точку 0M , має вигляд: 

 

     0

0

0

0

0

0

MF

zz

MF

yy

MF

xx

zyx
'''








. 
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Якщо рівняння поверхні задано в явній формі: ),( yxfz  , то 

поклавши   0 zyxfzyxF ,),,( , можна застосувати наведені вище 

формули.  

Якщо функція ),( yxfz   має екстремум в точці  00 yx , , то в 

цій точці частинні похідні першого порядку по змінних x  та y  

дорівнюють нулю або не існують. Точка, що задовольняє цим умовам, 

називається критичною, наприклад,  00 yx , .  

Вона буде екстремальною, якщо 

 

       0
2

00000000  yxfyxfyxfyx xyyyxx ,,),(,Δ ''''''
. 

 

Маємо в цій точці максимум, коли 0),('' 00 yxf xx , а мінімум – 

0),('' 00 yxf xx . 

Якщо   000 yx ,Δ , то точка не экстремальна. У випадку, коли 

  000 yx ,Δ , необхідне додаткове дослідження. 

Задача 25. Знайти і побудувати область визначення функції: 

xy
x

z 
2

arcsin . 

Розв’язання: Функція 
2

x
arcsin  визначена при 1

2
1 

x
, або 

22  x . Функція xy  існує, якщо 0xy , тобто у двох 

випадках: при 








0

0

y

x
 і при 









0

0

y

x
. Звідки область визначення всієї 

функції: 








0

20

y

x
 і 








0

02

y

x
. 

Побудуємо область визначення функції. 



 54 

 
 

Задача 26. Знайти частинні похідні першого порядку для функції 

yxe
x

yx
z 32

3




 . 

Розв’язання: При знаходженні похідної по певній змінній всі інші 

змінні вважаємо сталими. 

     
 








 










x

xx yx
e

x

xyxxyx

x
z

32

23

33

 

 







 



yxyx e
x

yxx
e

x

xyxx
32

3 4

32

3 2

3
2

3

2

3

3
23

1
1

 

yxe
x

yx 32

3 4
2

3

2 


 . 

     
 

  







y
yxyy

y e

x

xyxxyx
z 32

23

33

 

  yxyx e
x

e
x

yxx 32

3

32

3 2

3

3
1

3
01  


 . 

Задача 27. Довести, що функція ),( yxfz   задовольняє 

заданому рівнянню: 

 yxxyz  ln   1 yyxy zz . 
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Розв’язання: Знайдемо 
yx

yz x



1

 і 
yx

xzy



1

. Тоді  

 2
1

1
yx

z xy


  і 
 2
1

yx
z yy


 .Підставимо знайдені похідні в 

рівняння: 

   
111

11
1

22








yxyx
. 

Отримали тотожність. Функція задовольняє заданому рівнянню. 

Задача 28. Знайти перші частинні похідні неявно заданої функції: 

 

  0 zyxxyzsin . 

Розв’язання: Маємо рівняння   0zyxF ,, , де 

    zyxxyzzyxF  sin,, . Знайдемо похідні функції F  по 

змінних x , y , z : 

   
 

zyx

zyxxyzyz

zyx
yzxyzFx









2

12

2

1 cos
cos , 

   
 

zyx

zyxxyzxz

zyx
xzxyzFy









2

12

2

1 cos
cos , 

   
 

zyx

zyxxyzyx

zyx
xyxyzFz









2

12

2

1 cos
cos . 

Тоді частинні похідні заданої функції: 

 

 

  12

12






zyxxyzxy

zyxxyzyz
zx

cos

cos
, 

 

  12

12






zyxxyzxy

zyxxyzxz
z y

cos

cos
. 

Задача 29. Знайти перші похідні складної функції ,cos
y

x
z   де 

ttx 32  , 
5 2 1 ty . 

Розв’язання: Знайдемо похідні: 
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yy

x
zx

1
 sin , 

y

x

y

x

y

x

y

x
z y sinsin 
















22
, 32  txt  і 

  ttyt 21
5

1 542 
 /

. 

За наведеною вище формулою, маємо:  

    542

2
1

5

2
32

1 /
sinsin


 tt

y

x

y

x
t

y

x

y
zt . 

Задача 30.  Знайти  повний  диференціал  функції:  

3245 32  yxyxz . 

Розв’язання: Знайдемо перші частинні похідні: 410 3  xyz x , 

215 22  yxzy . Тоді повний  диференціал  функції 

    ydyxxdyxzd 215410 223  . 

Задача 31. Скласти рівняння дотичної площини і нормалі до 

поверхні 
222 yxz    в точці ),;;( 52210 M . 

Розв’язання: Запишемо рівняння площини в неявному вигляді: 

  0222  zyxzyxF ,, . 

Знайдемо частинні похідні в точці 0M : 

 
  22

5221
5221








,;;

,;;

x
x

F
, 

 
  42

5221
5221








,;;

,;;

y
y

F
, 

 

 
2

5221






 ,;;z

F
. 

Підставимо в рівняння дотичної площини знайдені значення похідних:  

 

      05222412  ,zyx    05242  zyx  

Рівняння нормалі: 

2

52

4

2

2

1











 ,zyx
. 
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Задача 32. Дослідити на екстремум функцію: 

568 33  xyyxz . 

Розв’язання: Область визначення функції – вся числова площина 

 x ,  y . Обчислимо частинні похідні функції: 

xyzyxz yx 63624 22 





, . 

Знайдемо критичні точки. Розв’яжемо систему: 

























063

0624

0

0
2

2

xy

yx

z

z

y

x . 

Розв’язком будуть дві точки: );( 001M  і );,( 1502M . Обидві точки 

належать області визначення. Обчислимо частинні похідні другого 

порядку даної функції: yzzxz yyxyxx 6648 








;; . Знайдемо їх 

значення в точках );( 001M  і );,( 1502M : 

0001 


 );(xxzA , 6001 


 );(xyzB , 0001 


 );(yyzC  і 

241502 


 );,(xxzA , 61502 


 );,(xyzB , 61502 


 );,(yyzC . 

Покладемо 
2BCA Δ . Знайдемо значення Δ  в точках 1M  і 2M . В 

точці );( 001M :   03660
2

1 Δ . Отже, екстремуму в точці 

немає. В точці );,( 1502M :   01086624
2

2 Δ . Отже, 

екстремум в точці існує. Так як 02 A , то в точці );,( 1502M  функція 

має мінімум. Мінімум функції 

    4515061508150 33
 ,,;,min zz . 

1.2 Індивідуальні завдання  

Завдання 1. Розв’язати  матричне рівняння. 

1. 








 














86

42

45

23
X  

2. 




























32

11

42

75
Y  
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3. 








 










31

52

12

34
X  

4. 
























31

14

54

97
Y  

    

5. 








 










42

31

22

53
X  

6. 






















43

12

87

65
Y  

    

7. 








 










 32

41

21

53
X  

8. 








 













42

31

45

34
Y  

    

9. 








 














34

25

31

42
X  

10. 




























31

25

32

42
Y  

    

11. 





















32

41

34

56
X  

12. 








 













11

52

23

35
Y  

    

13. 








 








 

14

32

23

53
X  

14. 






















43

12

32

54
Y  

    

15. 








 










32

11

33

57
X  

16. 






















51

31

23

57
Y  

    

17. 





















 43

12

34

57
X  

18. 








 











30

12

45

24
Y  

    

19. 








 










32

14

23

38
X  

20. 








 











12

03

35

53
Y  

    

21. 








 














01

32

85

13
X  

22. 








 













14

23

23

57
Y  

    

23. 








 










31

75

35

42
X  

24. 








 








 


01

34

53

32
Y  

    

25. 

























12

34

23

38
X  

26. 








 











31

25

53

54
Y  
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27. 























43

12

23

32
X  

28. 








 











32

01

42

53
Y  

    

29. 





















 

35

74

58

35
X  

30. 






















41

32

64

53
Y  

Завдання 2. Розв’язати систему ЛАР трьома способами: а) по 

формулам Крамера; б) матричним методом; в) методом Гаусса. 

1. 















32

63

11243

zyx

zyx

zyx

 

2. 















63

1136

105

zyx

zyx

zyx

 

    

3. 















635

383

952

zyx

zyx

zyx

 

4. 















372

338

2

zyx

zyx

zyx

 

    

5. 















222

96

0713

zyx

zyx

zyx

 

6. 















2312

63

464

zy

zyx

zyx

 

    

7. 















0

52

18853

zyx

zyx

zyx

 

8. 















115

223

0611

zx

zyx

zyx

 

    

9. 















442

76

31135

zyx

zyx

zy

 

10. 















3232

653

2511

zyx

zyx

zyx

 

    

11. 















8563

108

7232

zyx

zyx

zyx

 

12. 















1412

542

1128

zyx

zyx

zyx
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13. 















432

12

11193

zyx

zy

zyx

 

14. 















1

13

41095

zyx

zyx

zyx

 

    

15. 















263

252

034

zyx

zyx

zyx

 

16. 















133

153

276

zyx

zyx

zyx

 

    

17. 















168

953

4107

zyx

zyx

zyx

 

18. 















4543

12

02108

zyx

zx

zyx

 

    

19. 















36413

56

14151110

zyx

yx

zyx

 

20. 















42

175

4813

zyx

zyx

zyx

 

    

21. 















135418

028

6108

zyx

zyx

zyx

 

22. 















942

02

1610139

zyx

zyx

zyx

 

    

23. 















19102

375

7911

zyx

zyx

zyx

 

24. 















18853

620132

482

zyx

zyx

zyx

 

    

25. 















4235

13

012615

zyx

zyx

zyx

 

26. 















66

10243

12694

zx

zyx

zyx

 

    

27. 















742

01053

22497

zyx

zyx

zyx

 

28. 















132

31383

665

zyx

zyx

zx
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29. 















16103

1373

4128

zyx

zyx

zyx

 

30. 















153

943

689

zyx

zyx

zyx

 

Завдання 3. Задані координати вершин піраміди 4321 AAAA . 

Знайти: а) кут між ребрами 21AA  та 41AA ; б) площу грані 321 AAA ; 

в) проекцію вектора 31AA  на вектор 41AA , г) довжину висоти 

піраміди, проведену з вершини 4A , д) яку трійку утворюють вектори 

21AA , 31AA  і 41AA ?  

1. А1( 2; 1; 4 ) А2( -1; 5; -2 ) А3 (-7; -3; 2 ) А4( -6; -3; 6 ) 
     

2. А1( 5; 2; 0 ) А2( 2; 5; 0 ) А3( 1; 2; 4 ) А4( -1; 1; 1 ) 
     

3. А1( 1; 2; 0 ) А2 (3; 0; -3 ) А3( 5; 2;  6 ) А4( 8; 4; -9 ) 
     

4. А1( 2; -1; 2 ) А2( 1; 2; -1 ) А3( 3; 2; 1 ) А4( -4; 2; 5 ) 
     

5. А1( 1; 1; 2 ) А2( -1; 1; 3 ) А3( 2; -2; 4 ) А4( -1; 0; -2 ) 
     

6. А1( 2; 3; 1 ) А2( 4; 1; -2 ) А3( 6; 3; 7 ) А4( 7; 5; 3 ) 
     

7. А1( 1; 5; -7 ) А2( -3; 6; 3 ) А3( -2; 7; 3 ) А4( -4; 8; -12) 
     

8. А1( 0; -1; -1 ) А2( -2; 3; 5 ) А3( 1; -5; -9 ) А4( -1; -6; 3 ) 
     

9. А1( 7; 2; 4 ) А2( 7; -1; -2 ) А3( 3; 3; 1 ) А4( -4; 2; 1 ) 
     

10. А1( 4; -1; 3 ) А2( -2; 1; 0 ) А3( 0; -5; 1 ) А4( 3; 2; -6 ) 
     

11. А1( 2; 0; 0 ) А2( -2; 0; -1 ) А3( 1; 4; 2 ) А4( 3; 0; 6 ) 
     

12. А1( -2; 0; 2 ) А2( 0; 0; 4 ) А3( 3; 2; 4 ) А4( 1; 3; 2 ) 
     

13. А1( 1; 2; 3 ) А2( 2; 0;  0 ) А3( 3; 2; 5 ) А4( 4; 0; 0 ) 
     

14. А1( 3; 0; 6 ) А2( 1; -3; 2 ) А3( 3; 2; 5 ) А4( 2; 2; 5 ) 
     

15. А1( -2; 0; -1 ) А2( 0;  0; 4 ) А3( 1; 3; 2 ) А4( 3; 2; 7 ) 
     

16. А1( 1; -2; 1 ) А2( 0; 0; 4 ) А3( 1; 4; 2 ) А4( 2; 0; 0 ) 
     

17. А1( -2; 1; 0 ) А2( 3; 2; 7 ) А3( 2; 2; 5 ) А4( 6; 1; 5 ) 
     

18. А1( -1; 3; 0 ) А2( 2; 0; 0 ) А3( 4; -1; 2 ) А4( 3; 2; 7 ) 
     

19. А1( 6; 1; 5 ) А2( 5; 1; 2 ) А3( -4; 1; -2 ) А4( -6; 0; 5 ) 
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20. А1 (1; -1; 6 ) А2( -5; -1; 0 ) А3( 4; 0; 0 ) А4( 2; 2; 5 ) 
     

21. А1( 4; 2; 5 ) А2( 0; 7; 2 ) А3 (0; 2; 7 ) А4( 1; 5; 0 ) 
     

22. А1( 4; 4; 10 ) А2( 4; 10; 2 ) А3( 2; 8; 4 ) А4( 9; 6; 7 ) 
     

23. А1( 4; 6; 5 ) А2( 6; 9; 7 ) А3( 2; 10; 10 ) А4( 7; 5; 9 ) 
     

24. А1( 3; 5;4 ) А2( 8; 7; 4 ) А3 ( 5; 10; 4 ) А4( 4; 7; 8 ) 
     

25. А1( 10; 6; 6 ) А2( -2; 8; 2 ) А3( 6; 8; 9 ) А4( 7; 10; 3 ) 
     

26. А1( 1; 8; 2 ) А2( 5; 2; 6 ) А3( 5; 7; 4 ) А4( 4; 10; 9 ) 
     

27. А1( 6; 6; 5 ) А2( 4; 9; 5 ) А3( 4; 6; 11 ) А4( 6; 9; 3 ) 
     

28. А1( 7; 2; 2 ) А2( 5; 7; 7 ) А3( 5; 3; 1 ) А4( 2; 3; 7 ) 
     

29. А1( 8; 6; 4 ) А2( 10; 5; 5 ) А3( 5; 6; 8 ) А4( 8; 10; 7 ) 
     

30. А1( 7; 7; 3 ) А2( 6; 5; 8 ) А3( 3; 5; 8 ) А4( 8; 4; 1 ) 

Завдання 4. Дані вершини трикутника ABC . Знайти: а) довжину 

та рівняння сторони BC ; б) довжину та рівняння висоти, проведеної 

до сторони BC ; в) рівняння середньої лінії, яка з’єднує  сторони AB  

та AC ; г) кут при вершині В . Зробити рисунок трикутника в системі 

координат. 

1. А ( 2, - 3 ) В ( 3, 0 ) С ( - 2, 5 ) 
    

2. А ( 1, 3 ) В ( - 1, 0 ) С ( 2, - 2 ) 
    

3. А ( 1, 2 ) В  (- 1,  - 1 ) С ( 2, 1 ) 
    

4.. А ( 2, 1 ) В ( 4, 3 ) С ( - 2, 1 ) 
    

5. А ( 1, - 1 ) В ( 6, 4 ) С ( 2, 6 ) 
    

6. А ( 2, - 3 ) В ( 3, 2 ) С ( - 2, 5 ) 
    

7. А ( 3, 2 ) В ( 5, - 2 ) С ( 1, 3 ) 
    

8. А ( 3, - 4 ) В ( - 2, 3 ) С ( 4, 5 ) 
    

9. А ( 3, 6 ) В ( - 1, 3 ) С ( 2, - 1 ) 
    

10. А ( 5, - 4 ) В ( - 1, 3 ) С ( - 3, - 2 ) 
    

11. А ( 1, 1 ) В ( 7, 4 ) С ( 4, 5 ) 
    

12. А ( 1, 1 ) В ( - 5, 4 ) С ( - 2, 5 ) 
    

13. А ( - 1, 1 ) В ( 5,  4 ) С ( 2, 5 ) 
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14. А ( - 1, 1 ) В ( - 7, 4 ) С ( - 4, 5 ) 
    

15. А ( 1, - 1 ) В ( 7, 2 ) С ( 4, 5 ) 
    

16. А ( 1, - 1 ) В (  -5, 2 ) С ( - 2, 3 ) 
    

17. А (  -1,  -1 ) В ( 5, 2 ) С ( 2, 3 ) 
    

18. А ( - 1, - 1 ) В ( - 7, 2 ) С ( - 4, 3 ) 
    

19. А ( 0, 1 ) В ( 6, 4 ) С ( 3, 5 ) 
    

20. А ( 1, 0 ) В ( 7, 3 ) С ( 4, 4 ) 
    

21. А ( 2, - 3 )  В ( - 3, 0 ) С ( 2, 5 ) 
    

22. А ( 1, 3 )  В ( 2, 0 ) С ( - 2, - 2 ) 
    

23 А ( 1, 2 )  В ( 2, - 1 ) С ( - 3, 1 ) 
    

24. А ( 2, 1 ) В ( - 4, 3 ) С ( 1, 1 ) 
    

25. А ( 1, - 1 ) В ( - 3, 4 ) С ( - 2, 6 ) 
    

26. А ( 2, - 3 ) В ( - 3, 2 ) С ( 2, 5 ) 
    

27. А ( 3, 2 ) В ( - 3, - 2 ) С ( - 2, 3 ) 
    

28. А ( 3, - 4 ) В ( 4, 3 ) С ( - 1, 5 ) 
    

29. А ( 3, 6 ) В ( 2, 3 ) С ( - 3, 1 ) 
    

30. А ( 5, - 4 ) В ( 4, 3 ) С ( 2, - 2 ) 

Завдання 5. Дано точки:  111 zyxA ,, ,  222 zyxB ,, ,  333 zyxC ,, , 

 444 zyxD ,, . Знайти: а) рівняння прямої, яка проходить через т. D  

паралельно прямій AB; б) рівняння площини ABC ; в) рівняння 

прямої, яка проходить через т. D  перпендикулярно площині ABC . 

1. А( 0; -1; 2 ) B( 2;-2; 2 ) С( -1;-1 ; 3 ) D( 2;-1; 3 ) 
     

2. А( 2; -1; 3 )  В( 1; -4; 4 ) С( 4; -2;  3 ) D( -1;2 ; 3 ) 
     

3. А( -1; 2;  3 )  В( -2; 2; 4 ) С( 1; 1; 3 ) D( -1;3 ; 2 ) 
     

4. А( -1;3 ; 2 ) В ( -2; 3 ; 3 ) С( 1; 2;  2 ) D( 2; 3;-1 ) 
     

5. А( 2; 3;-1 )  В( 1; 3;0 ) С( 4; 2; -1 ) D( 0; 4; -1 ) 
     

6. А( 0; 2;-1 )  В( -1; 2;0 ) С( 2;1 ; -1 ) D( -2; 0;1 ) 
     

7. А( -2; 0; 1 )  В( -3;0 ;2 ) С( 0;-1 ; 1 ) D( 1;0 ;-2 ) 
     

8. А( 1; 0; -2 )  В( 0; 0; -1 ) С( 3;-1 ; -2 ) D( 0; 1 ; -2 ) 
     



 64 

9. А( 0; 1; -2 )  В( -1; 1; -1 ) С( 2; 0 ;-2 ) D( -2; 1 ; 0 ) 
     

10. А( -2;1 ;0 )  В( -3; 1; 1 ) С(  0; 0; 0 ) D( -2; -1; 0 ) 
     

11. А( -2; -1;0 )  В( -3; -1; 1 ) С( 0; -2; 0 ) D( 0; -2; -1 ) 
     

12. А( 0; -2; -1 )  В( -1; -2; 0 ) С( 2; -3; -1 ) D( -1; 0; -2 ) 
     

13. А( -1; 0 ;-2 )  В( -2; 0; -1 ) С( 1; -1; -2 ) D( 0; -1; -2 ) 
     

14. А( 0; -1;-2 )  В( -1; -1; 1 ) С( 2; -2; -2 ) D( -2; 0; -1 ) 
     

15. А( -2; 0; -1 )  В( -3; 0; 0 ) С( 0; -1; -1 ) D( -1; -2; 0 ) 
     

16. А( 0; -1; 2 )  В(-1; -1; 3 ) С( 2; -2; 2 ) D( 2;-1; 3 ) 
     

17. А( 2; -1; 3 )  В( 4; -2; 3 ) С( 1; -1; 4 ) D( -1; 2; 3 ) 
     

18. А( -1; 2; 3 )  В (1; 1; 3 ) С( -2; 2;  4 ) D( -1; 3; 2 ) 
     

19. А( -1; 3; 2 )  В( 1; 2; 2 ) С( -2; 3; 3  ) D( 2; 3; -1 ) 
     

20. А( 2; 3; - 1)  В( 4; 2; -1 ) С( 1; 3; 0 ) D( 0 ;2; -1 ) 
     

21. А( 0; 2; -1 )  В( 2; 1; -1 ) С( -1; 2; 0 ) D( -2; 0; 1 ) 
     

22. А( -2; 0; 1 )  В( 0; -1; 1 ) С( -3; 0; 2 ) D( 1; 0; -2 ) 
     

23. А( 1; 0; -2 )  В( 3; -1; -2 ) С( 0; 0; -1 ) D( 0; 1; -2 ) 
     

24. А( 0; 1;-2 )  В( 2; 0; -2 ) С( -1; 1; -1 ) D( -2; -1; 0 ) 
     

25. А( -2; 1; 0 )  В( 0; 0; 0 ) С( -3; 1; 1 ) D( -2; -1; 0 ) 
     

26. А( -2; -1; 0 )  В( 0; -2; 0 ) С( -3; -1; 1 ) D( 0; -2; -1 ) 
     

27. А( 0; -2; -1 )  В( 2; -3; -1 ) С( -1; -2; 0 ) D( -1; 0; -2 ) 
     

28. А( -1; 0; -2 )  В( 1; -1; -2 ) С( -2; 0; -1 ) D( 0; -1; -2 ) 
     

29. А( 0; -1; -2 )  В( 2; -2; -2 ) С( -1; -1; -1 ) D( -2; 0; -1 ) 
     

30. А( -2; 0; -1 )  В( 0; -1; -1 ) С( -3; 0; 0 ) D( -1; -2; 0 ) 

Завдання 6. Знайти границі функцій. 
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Завдання 7. Дослідити на неперервність функцію, встановити 

характер точок розриву, якщо вони існують. Зробити схематичне 

креслення: 

 

1.  















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2
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xf

,

,

,

 

 

2.    
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





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
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
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2

xx

xx

xx
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,

,
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 71 

 

3.  















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2
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xx

xx

xf

,

,

,

 

 

4.    















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0
2
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xx

xx
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,

,

,

 

    

 

5.  
 

 
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

0
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,

 

 

6.  















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0
2

xx

xx

xx

xf
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,
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 





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




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
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xx

xx

xf

,

,

,
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
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











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2
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xx
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,

 

    

 

9. 
 
















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01
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x

xx

xf

,

,

,
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 
















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xx

xx

xf

,
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,
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
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

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
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


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xx
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
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
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








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x
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13.  















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2

xx

xx

xx

xf

,

,

,

 

 

14.  















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2
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xx

xx
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,

,
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




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0
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,

,
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











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x
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








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,

x
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3

0
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18.  

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









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
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21.  
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












2
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xx

xx
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,

,
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22.    
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


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 
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








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xx

xx

xf

,

,

,

 

 

24.  









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


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2
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xf

,

,

,

 

    

 

25.  















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2
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xx

xx

xf

,

,
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26.  
















2
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2
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xx

x

xf

,

,
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27.  
















π,

π,cos

,

x
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x

xf

2

0
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28.  
















1

111

11
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xx

x

xf

,ln

,
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29.  
















24

20

0
3

xx

xx

xx

xf

,

,
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30.  















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101

01
2

x

xx

xx

xf

,

,

,

 

Завдання 8.  Знайти першу похідну  xy  

1. а)  452  xxarcctgy ln  

б) 
x

xx
y

5

2 243

cos


  

в)   x
xctgy

arcsin
3  

г)  xyxy sin 82
 

   

2. а)  523  xxctgy ln  

б) 
53

2




x

e
y

xarccos

 

в)    x
xy

ln
cos 2  

г) yx
yx


75

22
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3. а) 352  xexrcay cos  

б) 
 

 225

79






x

xarctg
y  

в)   xrca
xy

cos
sin 3  

г) 









x

y
arctgxy  

   

4. а) xxy  32arccos  

б) 
 752 


x

e
y

xsin

 

в)    1
5




x
xtgy

arcsin
 

г) xy
yx

cos
35

22

 

   

5. а) 
23 73 xxtgy sin  

б) 
 

 337

734






x

x
y

ln
 

в)    xtg
xy

2
2 sin  

г) xyxxy  22 425  

   

6. 
а) 335

2

xrcay x sin   

б) 
 
 2

534






x

x
y

sin

ln
 

в)   xarctgxy 5cos  

г)   yxxyarctg 54   

   

7. а)  37 2  xxarcctgy log  

б) 
 

 314

734






x

x
y

cos
 

в)   xarctg
xy

3
23   

г) xyxytg sin53   

   

8. а)   xrcaxy 35 cosln   

б) 
3 2

2

4


x

xctg
y  

в)    xxy sinln 3  

г) 
x

y
yx  53 sin  

   

9. а) xrcaey x 52sin 
 

б) 
 

743

74
2 




xx

x
y

sin
 

в)    xctg
xy

7
4 ln  

г)   32 xyxy  cos  

   

10. а)   xrcaxy 21 cosln   

б) 
23

2




x

x
y

sin
 

в)    2
3




xarctg
xy sin  

г) 









x

y
ctgyx  

   

 



 74 

11. а)   22
313 xarctgxy   

б)
 125

5
2 


xx

x
y

ln

arcsin
 

в)   xctg
xy

2
3cos  

г) 
34xeyx y   

   

12. а) 
33 24 xarctgxctgy   

б) 
574 2 


xx

e
y

xcos

 

в)   xtgxrcay 5sin  

г) x
x

y
y 7ln  

   

13. а) 
57xarcctgey x  cos

 

б) 
 

xtg

x
y

5

53 


ln
 

в)   x
xrcay

ln
sin 5  

г) 









x

y
xy sin22  

   

14. а)   43 31 xrcaxy cos  

б) 
 

xtg

x
y

57 


ln
 

в)   x
xarctgy

sin
2  

г) yxe yx 74   

   

15. а) 
42 xarctgy x  sin

 

б) 
 

25

23

x

x
y

cos

ln 
  

в)    xctg
xy

2
7 ln  

г)   yxyx 24sin  

   

16. 
а) 523

3

xarctgy x    

б) 
 

x

xx
y

3

23 2

cos

ln 
  

в)    3
47




x
xctgy  

г) yx
y

x
87 








sin  

   

17. а) xrcay x 33 2sincos   

б) 
 27

52




x

xctg
y

ln
 

в)    xarctg
xy

2
1 sin  

г) 
254 xxyytg   

   

18. а)   xxy 410 2cosln   

б) 
 2

5

23 


x

e
y

xsin

 

в) 

xrca

x
ctgy

7
1

sin









  

г)  yxctgxy  7  
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19. а)   xarctgxy  23ln  

б) 
 

32

53
3 




xx

xrca
y

cos
 

в)    xrca
xy

3
5

sin
cos   

г) 









x

y
yx cos6  

   

20. а)   xarcgxy 71 3 ln  

б) 
243 2

5






xx

e
y

xctg

 

в)   xrca
xy

3
5

cos
  

г) 
3373 yxxy   

   

21. а)   xarcctgxy 332 2 ln  

б) 
 

 343

32






x

x
y

arcsin
 

в)   xarctg
xy

4
4sin  

г) xyxy ln2  

   

22. а)   xrcaxy 32 22 sinln   

б) 
 
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24 



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x
y
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в)    x
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23. а) xarctgy x 34   sin
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 

4
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1
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y



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в)    x
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y

2

3 2

arcsin
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
x

xtgy  
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г) 
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б) 
 

 523
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
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

x
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в)    3
7




x
xctgy

sin
 

г) yxyx 533   
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27. а) xarctgy x 42 2   

б) 
534 2

3






xx

e
y
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в)    )ln(sin 25  xxy  

г)  yxtgyxxy   

   

28. а)   xrcaxy 34 2sinln   

б) 
 
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
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

x
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
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Завдання 9.  Знайти  xy  та  xxy  . 
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
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2

3

3

3

ty

ttx
 

 

18. 












2

3

2

2

ty

ttx
 

    

 

19. 













t
y

tctgx

2cos

1  

 

20. 














t

t
y

tx

1

ln
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21. 













t
t

y

tx

3

3

2

 

 

22. 








ty

ttx

cos1

sin
 

    

 

23. 













ty

t
x

cos

2
sin

 

 

24. 








tsiny

tcosx

3

3
 

    

 

25. 










ty

ex t

cos

2
 

 

26. 













tty

t
x

sin

2
cos

 

    

 

27.  







tctglny

ctgttgtx

2
 

 

28. 












2

12

tey

tx
 

    

 

29. 












ty

tx

3

2

sin2

cos3
 

 

30. 








tsinty

tcostx

2
 

Завдання 10.  Знайти границі функцій, використовуючи правило 

Лопіталя 

 

1.   x

x
exx 23 18lim 


  

2. 
xx

x
ln2lim 2

0



  0x   

    

 

3. 
x

x

x 4sin

2sin1
lim

2

4






 
 

4.   xx

xx

x ln1

ln1
lim

1 




 

    

 

5. 
x

x

x ex

ex

2

2

lim





 

6.   xctgee xx

x
3lim

0




  
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7. 
x

x

x
2

2

cos

sinln
lim




 
8.  xtgx

x

cos1lnlim

2






 

    

9. 
xxctg

x
coslnlim 2

0



 

 

10. 
x

x

x ex

e

23

2

lim


 

    

 

11. 
xx

ee xx

x sincos
lim

0 

 


 

 

12. 

1cos

1
lim

2

0 



 x

ex

x
 

    

 

13. 
tgxx

xx

x 





sin
lim

0
 

 

14. 














x
ln

xarctg
lim
x 1

1

2
 

    

 

15. xxtg

xx

x 





1cos
lim

0
 

 

16. xx e

x

30 55

4arcsin
lim

 
 

    

 

17. 
x

x

x

cosln
lim

0
 

 

18. 
1

12

0 



 x

x

x e
lim  

    

 

19. xx

xtgx

x sin5

3
lim

0 




 

 

20. 
xtg

x

x 2

8cos1
lim

20




 

    

 

21. 30
lim

x

arctgxx

x




 

 

22. 31 1

ln
lim

x

x

x 
 

    

 

23. 30

22

x
lim

xsinx

x




 

 

24. 










2

ln
lim

1 
xctg

x

x
 

    

 

25. 
x

x

x
3cos

sin21
lim

6






 
 

26. 
xtgx

xx

x 22

2sin2
lim

0 




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27. 
2

3

lim
x

e x

x 
 

 

28. 
 ctgxe x

x

2

0
1lim 


 

    

 

29. xx e

xarcsin
lim

30 33

4
 

 
 

30. 
x

ex

x cos1

1
lim

0 




 

Завдання 11. Провести повне дослідження функції та побудувати її 

графік 

 

1. 
 22


x

x
y  

 

2. 
x

x
y

32

3


  

    

 

3. 4

8

x
xy   

 

4. 2

23
1

xx
y   

    

 

5. 
 212

3




x

x
y  

 

6. 
 21

4






x

x
y  

    

 

7. 
 

1
3

2

2







x

x
y  

 

8. 2

14
1

x

x
y


  

    

 

9. 
 

1
1

1

2







x

x
y  

 

10. 
2

31

x

x
y


  

    

 

11. 
2

2

1

1

x

x
y




  

 

12. 
 

 3

2

1

1






x

x
y  

    

 

13. 
x

x
y

14 3 
  

 

14. 
 22


x

x
y  

    

 

15. 

 2

2

1


x

x
y  

 

16. 
 

 x

x
y






29

4 3
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17. 

 22

2
1






x

x
y  

 

18. 2

1

x

x
y


  

    

 

19. 
 22

4




x

x
y  

 

20. 2

3 23

x

xx
y


  

    

 

21. 
1

1
12




x
xy  

 

22. 
x

x
y

13 
  

    

 

23. 
22

1

2 




xx

x
y  

 

24. 

1

4

2

2






x

x
y  

    

 

25. 

 2

2

1

23






x

xx
y  

 

26. 
 

2
2

12

2







x

x
y  

    

 

27. 

 3

4

1


x

x
y  

 

28. 
 

2

3

12

3 2







x

x
y  

    

 

29. 
 21

2

2

1







x

x
y  

 

30. 
 21

12






x

x
y  

Завдання 12.  Знайти і побудувати область визначення функції 

 

1.  84ln 2  xyz  
 

2. 
224

1

yx

z



  

    

 

3. yxyxz   
 

4. 

x

y
z

1
arcsin


  

    

 

5.  yxz ln  
 

6. 422  yxz  
    

 

7. 

32 


yx

x
z  

 

8. yez x arccos
2
  
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9. 11 22  yxz

 

 

10.  221ln yxz   

    

 

11. 

 yx
z




2lg

1
 

 
12. 

xy

yx
z

2

422




  

    

13.  yxz 5ln    

14. 
2222 41 yxyxz 

 
    

 

15. 21
2

arcsin y
x

z 

 

 

16. 22 41 yxz   

    

 

17. yxz arccos1   
 

18. 24 yxz   
    

 

19. 22 9436 yxz   

 

20. 
2

arcsin
x

y
z   

    

 

21.  2arcsin  xyz

 

 

22. x
y

z 3
5

  

    

 

23. 

2

2

1

1

yx

yxz




 

 
24. 

 

 yxz  ln  

    

 

25.  2arcsin  yxz

 

 

26. 22 9436 yxz   

    

 

27.  yxz 632ln 2   
 

28. 229 yxz   
    

 

29. 22 14 yxz   

 

30.  y
x

z  1ln
3
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Завдання 13.  Знайти частинні похідні першого порядку xz   і yz  

для функції  

1. 
8823 2  xyyxxz  

2. 
yxyxyxz  222

 

3. 2261 yxyxxz   

4.  yxyxz  623
 

5.  222
22

yxez yx  
 

6. 
yxyxyxz 6322   

7.  yxxyz  12
 

8. 
yxyxz 1533   

9. 
206922  yxyxyxz  

10. 
168 33  yxyxz  

11. 
yxyxyz 62   

12. 24 24 yxyxz   

13. 
yyxxz 433 232   

14. 
yxyxz ln18ln222   

15. 2223 52 yxxyxz   

16. 3 222 yxz   

17.   22 21 yxz   

18. 
yxyyxxz  222

 

19. 2244 242 yxyxyxz   
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20. 
10232 22  yxxyz  

21.   224 yxyxz   

22. 
12322  yxyyxxz  

23.   22 22 yyxxz   

 
24.  22 yxez

x

  

25.  yxxyz  1  

26.   2223 yxyxz   

27. 2223 52 yxyxxz   

28. 
12422  yxxyxz  

29. 
362  xyxyxz  

30.   22 22 yxz   
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