
МІНІСТЕРСТВО ОСВІТИ І НАУКИ УКРАЇНИ 

Національний університет «Запорізька політехніка» 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

КОРОТКI ТЕОРЕТИЧНI ВIДОМОСТI 

I IНДИВIДУАЛЬНI ЗАВДАННЯ 

ДЛЯ САМОСТIЙНОЇ РОБОТИ 

З ЛIНIЙНОЇ АЛГЕБРИ I АНАЛIТИЧНОЇ ГЕОМЕТРIЇ 

 

 

для студентiв усiх спецiальностей 

денної та заочної форм навчання 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2024 



Короткi теоретичнi вiдомостi i iндивiдуальнi завдання для 

самостiйної роботи з лiнiйної алгебри i аналiтичної геометрiї для 

студентiв усiх спецiальностей денної та заочної форм навчання / Укл. : 

Д. I. Анпiлогов. – Запоріжжя: НУ «Запорізька політехніка», 2024. – 

65 с. 

 

 

 

 

 

 

Укладач:   Д. I. Анпiлогов, доцент, к.т.н. 

 

Експерт спеціальності: Н.І. Фурманова, доцент, к.т.н. 

 

Рецензент:   Г.А. Шишканова, доцент, к.ф.-м.н. 

 

Комп’ютерна верстка: Д. I. Анпiлогов, доцент, к.т.н. 

 

Відповідальний 

за випуск:   Д. I. Анпiлогов, доцент, к.т.н. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рекомендовано до видання НМК 

машинобудівного  факультету 

НУ «Запорізька політехніка» 

Протокол №  2   від 24 .  10 .2024 

 

Затверджено на засіданні 

кафедри математики  

НУ «Запорізька політехніка» 

Протокол №  2  від  04.10.2024 

 

 



3

З М I С Т

Вступ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1 Теоретичнi вiдомостi 5

1.1 Основи лiнiйної алгебри . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.1.1 Матрицi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.1.2 Визначники . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.1.3 Обернена матриця . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.1.4 Системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь . . . 9

1.2 Основи векторної алгебри . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.2.1 Операцiї з векторами . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.2.2 Операцiї з векторами в координатах . . . . . 15

1.3 Елементи аналiтичної геометрiї . . . . . . . . . . . . 18
1.3.1 Пряма на площинi . . . . . . . . . . . . . . . . 18
1.3.2 Площина в просторi . . . . . . . . . . . . . . . 20
1.3.3 Пряма в просторi . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
1.3.4 Кривi другого порядку . . . . . . . . . . . . . . 23
1.3.5 Поверхнi другого порядку . . . . . . . . . . . 25

2 Приклади розв’язування задач 29

3 Задачi для iндивiдуальної роботи 49

Лiтература . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65



4

Вступ

Пропонованi iндивiдуальнi завдання дiбрано у вiдповiдностi до
програми з курсу «Вища математика» багатоступеневої пiдго-
товки фахiвцiв.

Завданням передує стисле викладення теоретичних вiдомо-
стей та приклади розв’язкiв типових задач.

Метою виконання завдань є закрiплення технiки роботи з
матрицями, а також з векторами i їх координатами. Тому iнди-
вiдуальнi завдання дiбрано в такий спосiб, щоб промiжнi ре-
зультати розрахункiв i остаточнi вiдповiдi були якомога про-
стiшими: на думку авторiв, увагу треба придiляти формулам i
межам їх застосовностi, не маскуючи це арифметичною громi-
здкiстю.

Збiрник мiстить 15 рiвноцiнних варiантiв. Номер варiанту
студента вiдповiдає порядковому номеру в журналi академiчної
групи.



1 ТЕОРЕТИЧНI ВIДОМОСТI

1.1 Основи лiнiйної алгебри

1.1.1 Матрицi

Матриця – це прямокутна таблиця чисел. В загальному випад-
ку вона мiстить m рядкiв i n стовпцiв. Числа m, n називають
порядками матрицi. Матрицi позначають великими лiтерами.
На перетинi i-го рядка (i = 1,m) i k-го стовпця (k = 1, n) розта-
шовано матричний елемент, який позначають вiдповiдною ма-
лою лiтерою i супроводжують двома iндексами: номером рядка
i номером стовпця: Am×n = {aik}. В розширеному виглядi

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
am1 am2 · · · amn

 .

Сукупнiсть матричних елементiв aii утворює головну дiаго-
наль матрицi. При n = m матрицю називають квадратною по-
рядку m. При m = 1 отримують неквадратну матрицю-рядок,
а при n = 1 – неквадратну матрицю-стовпець.

Якщо всi матричнi елементи квадратної матрицi дорiвню-
ють нулю, її називають нульовою i позначають O. Якщо всi
матричнi елементи головної дiагоналi квадратної матрицi до-
рiвнюють одиницi, а решта матричних елементiв – нулю, то
матрицю називають одиничною матрицею вiдповiдного поряд-
ку i позначають E.

На множинi матриць визначено наступнi операцiї: додава-
ння матриць, множення матрицi на число, множення матрицi
на матрицю, транспонування матрицi, знаходження оберненої
матрицi.

Додавати можна довiльнi матрицi однакових порядкiв; це
роблять поелементно:

Am×n +Bm×n = Cm×n,

причому cik = aik + bik, i = 1,m, k = 1, n.

5
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Множити на число можна довiльну матрицю; це роблять
поелементно:

λAm×n = Bm×n,

причому bik = λaik, i = 1,m, k = 1, n.
Множити одна на одну можна лише матрицi, узгодженi за

порядками: Am×s ·Bs×n = Cm×n. Матричнi елементи результату
знаходять за формулою:

cik =

s∑
j=1

aijbjk. (1.1)

Ця формула є означенням i тому доведення не потребує. Ця
формула є доволi громiздкою, але її вигляд забезпечує насту-
пнi властивостi множення матриць. 1) асоцiативнiсть множен-
ня: (AB)C = A (BC); 2) дистрибутивнiсть множення вiдносно
додавання: A (B + C) = AB + AC. Комутативнiсть множення
не забезпечується, тобто в загальному випадку AB 6= BA. Втiм,
iснують окремi випадки, коли AB = BA. В цьому разi кажуть,
що матрицi A i B комутують одна з одною. Наприклад, одини-
чна матриця комутує з будь-якою квадратною матрицею вiд-
повiдного порядку.

Транспонування матрицi полягає в замiнi рядкiв на стовпцi,
а стовпцiв на рядки. Результатом транспонування довiльної ма-
трицi Am×n = {aik} є матриця B = AT, причому Bn×m = {bik}, де
bik = aki. Геометрично транспонування виглядає як здiйснення
осьової симетрiї вiдносно прямої, яка проходить через елемен-
ти головної дiагоналi. З використанням (1.1) неважко довести
цiкаву формулу

(AB)T = BTAT.

Ця формула є справедливою для будь-яких матриць довiльних
порядкiв (якщо добуток AB є визначеним).

Останню операцiю (знаходження оберненої матрицi) роз-
глягуто нижче.

1.1.2 Визначники

Для кожної квадратної матрицi можна обчислити визначник
(детермiнант), який є числовою характеристикою матрицi. Для
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матриць другого порядку за означенням

∆ ≡ |A| ≡ detA ≡
∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21.

Для матриць третього порядку за означенням∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32−

−a13a22a31 − a12a21a33 − a11a23a32.

Тут розподiл знакiв легко запам’ятати за допомогою мнемонi-
чного правила Саррю́са (правила трикутникiв).

Подальше узагальнення таке: визначник квадратної матрицi
дорiвнює сумi добуткiв матричних елементiв першого рядка на
їх алгебраїчнi доповнення:

det

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

n∑
k=1

a1kA1k. (1.2)

Тут алгебраїчне доповнення Aik для кожного матричного еле-
мента aik знаходять за формулою Aik = (−1)i+k ·Mik. Число Mik

називають мiнором, який вiдповiдає матричному елементу aik.
Мiнор Mik є визначником нової матрицi, яка виникає з вихiдної
матрицi при видаленнi з неї i-го рядка i k-го стовпця. Отже, об-
числення визначника квадратної матрицi порядку n зводиться
до обчислення n визначникiв порядку (n− 1) кожний.

Кажуть, що формула (1.2) є розкладанням визначника за
елементами першого рядка. В аналогiчний спосiб можна роз-
класти визначник за елементами будь-якого рядка, а також
будь-якого стовпця:

detA =

n∑
k=1

aikAik =

n∑
i=1

aikAik. (1.3)

Матрицю A називають виродженою, якщо |A| = 0, або неви-
родженою, якщо |A| 6= 0.

Можна довести наступну теорему: якщо матриця виродже-
на, то її рядки (стовпцi) лiнiйно залежнi, i навпаки, якщо рядки
(стовпцi) матрицi лiнiйно залежнi, то вона вироджена.

Основнi властивостi визначникiв:
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– detA = det
(
AT
)
, тобто при обчисленнi визначника рядки

i стовпцi є рiвноправними;

– якщо обмiняти мiсцями два будь-яких рядки (стовпцi), то
визначник змiнить знак на протилежний;

– якщо до j-го рядка поелементно додати i-й рядок, попе-
редньо домножений на довiльне число α, то визначник не
змiниться:

det



a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
ai1 ai2 · · · ain
· · · · · · · · · · · ·
aj1 aj2 · · · ajn
· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann


=

= det



a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
ai1 ai2 · · · ain
· · · · · · · · · · · ·

aj1 + αai1 aj2 + αai2 · · · ajn + αain
· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann


.

Якщо aik 6= 0, то остання властивiсть дозволяє, в певний спосiб
пiдбираючи число α для кожної пари рядкiв (i i j′, i i j′′ i
т.д.), зробити рiвними нулю всi матричнi елементи k-го стовпця
(крiм aik). Тодi при розкладаннi визначника за елементами k-го
стовпця сума (1.3) буде мiстити лише один доданок aikAik, що
значно спрощує подальшi обчислення.

Властивiсть 3 дозволяє також призвести матрицю до три-
кутного вигляду (нулi розташованi на кожному мiсцi пiд го-
ловною дiагоналлю). В цьому разi послiдовно здiйснюючи роз-
кладання визначника за елементами першого стовпця, легко
довести наступне: визначник матрицi, зведеної до дiагональ-
ного вигляду, дорiвнює добутку матричних елементiв головної
дiагоналi.
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Iншi властивостi визначникiв (наприклад, якщо матриця мi-
стить два однакових рядки, то вона вироджена) є наслiдками
вже перелiчених властивостей.

1.1.3 Обернена матриця

Кажуть, що матриця A−1 є оберненою до матрицi A, якщо
AA−1 = A−1A = E.

Якщо матриця A є невиродженою, то обернена до неї iснує
i є єдиною. Алгоритм пошуку матрицi, оберненої до матрицi
A, такий:

– обчислюють ∆ = detA i переконуються, що ∆ 6= 0;

– для кожного матричного елемента aik знаходять його мi-
нор Mik, i далi – вiдповiдне алгебраїчне доповнення Aik;

– розмiщують знайденi алгебраїчнi доповнення на вiдповiд-
них мiсцях, i дiлять кожне значення на ∆;

– транспонують отриману матрицю.

Отже:

A−1 =


a11

∆
a12

∆ · · · a1n

∆
a21

∆
a22

∆ · · · a2n

∆
· · · · · · · · · · · ·
an1

∆
an2

∆ · · · ann

∆


T

=
1

∆


a11 a21 · · · an1

a12 a22 · · · an2

· · · · · · · · · · · ·
a1n a2n · · · ann

 .

Неважко довести цiкаву формулу: (AB)−1 = B−1A−1.

1.1.4 Системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь

Система лiнiйних алгебраїчних рiвнянь (СЛАР) має вигляд:
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

· · ·
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

Позначимо Am×n = {aik}, i = 1,m, k = 1, n, а також

Xn×1 =
(
x1 x2 · · · xn

)T
, Bm×1 =

(
b1 b2 · · · bm

)T
.
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Тодi СЛАР набуває матричного вигляду

AX = B. (1.4)

Матрицю A називають матрицею СЛАР, а матрицю B – стов-
пцем вiльних членiв. Розв’язком СЛАР називають стовпець X,
при якому (1.4) виконано при даних матрицях A, B.

Якщо СЛАР має хоча б один розв’язок, її називають сумi-
сною. Якщо СЛАР не має жодного розв’язку взагалi, її назива-
ють несумiсною.

Iнтерес становлять три методи розв’язування СЛАР: матри-
чний метод, правила Крамера, метод Гаусса.

1◦. Припустимо, що A – квадратна невироджена (detA 6= 0)
матриця. Саму СЛАР в цьому разi також називають невиро-
дженою (при detA = 0 матриця A вироджена; в цьому разi вiд-
повiдну СЛАР також називають виродженою). Тодi A−1 iснує i
є єдиною. Помножимо (1.4) на A−1 матрично злiва:

X = A−1B.

Це i є розв’язок СЛАР, отримуваний матричним методом. От-
же, невиродженi СЛАР завжди сумiснi. Їх розв’язок є єдиним.

2◦. Розв’язок невиродженої СЛАР також можна отримати
за правилами Крамера:

xi =
∆i

∆
.

Тут ∆ = detA, а ∆i – визначник матрицi, яка виникає при
замiнi в матрицi СЛАР i-го стовпця стовпцем вiльних членiв.

3◦. Метод Гаусса полягає в послiдовному виключеннi невi-
домих. При його застосуваннi виписують розширену матрицю
СЛАР, доповнюючи матрицю СЛАР стовпцем вiльних членiв, i
приводять її до трикутного вигляду шляхом лiнiйної комбiна-
цiї рядкiв (прямий хiд). Потiм послiдовно знаходять невiдомi,
починаючи з останнього (зворотний хiд).

Перевага методу Гаусса полягає в тому, що його можна за-
стосувати до будь-яких СЛАР (навiть у випадку m 6= n).

Рангом матрицi називають найбiльшу кiлькiсть лiнiйно не-
залежних рядкiв.

Якщо матриця СЛАР порядку n невироджена, то лiнiйно
залежних рядкiв вона не мiстить; в цьому разi ранг матрицi
дорiвнює її порядку: rang(A) = n. Звичайно, в цьому разi ранг
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розширеної матрицi також rang(A|B) = n. Тодi пiсля приведе-
ння до трикутного вигляду отримаємо ann 6= 0. Отже, з остан-
нього рiвняння величина xn може бути знайденою. Подальший
зворотний хiд призведе до отримання однозначного розв’язку
системи.

Нехай тепер матриця СЛАР є виродженою i мiстить r лiнiй-
но незалежних рядкiв, r < n. В цьому разi rang(A) = r. Кiлькiсть
лiнiйно залежних рядкiв складає d = n−r. Тодi пiсля приведен-
ня до трикутного вигляду матриця СЛАР буде мiстити d рядкiв,
якi складаються лише з нулiв (зауважимо, це не обов’язково d
останнiх рядкiв). Якщо при цьому у вiдповiдних правих части-
нах також виникають нулi, то rang(A|B) = rang(A). Вiдповiднi
рiвняння набувають вигляду 0 = 0. Вони не мiстять протирiч-
чя, i тому можуть бути вiдкинутими. З тих r рiвнянь, що за-
лишились, можна знайти r невiдомих. Решту d невiдомих xi
можна перенести в правi частини рiвнянь i вважати довiльни-
ми незалежними параметрами (зауважимо, це не обов’язково
d останнiх невiдомих). Виникає безлiч розв’язкiв.

Якщо ж хоча б у однiй вiдповiднiй правiй частинi виникне
число C 6= 0, то rang(A) < rang(A|B). Вiдповiдне рiвняння на-
буває вигляду 0 = C, де C 6= 0. Воно мiстить протирiччя, яке
не може бути усуненим нi при якому виборi значень xi. Отже,
нiяких розв’язкiв немає взагалi, тобто СЛАР є несумiсно.

На наведених мiркуваннях базується доведення наступної
теореми, вiдомої як теорема Кронекера-Капеллi. Її формулюва-
ння таке: якщо ранг матрицi СЛАР дорiвнює рангу розширеної
матрицi, rang(A) = rang(A|B), то СЛАР є сумiсною. I навпаки,
якщо СЛАР є сумiсною, то ранг матрицi СЛАР дорiвнює рангу
розширеної матрицi, rang(A) = rang(A|B).

Теорема Кронекера-Капеллi не здатна визначити кiлькiсть
розв’язкiв СЛАР. Якщо rang(A) = rang(A|B) = n, то розв’язок
iснує i є єдиним, а якщо rang(A) = rang(A|B) < n, то розв’яз-
кiв безлiч. Для усунення можливих непорозумiнь наведемо на-
ступну таблицю 1.1, яка визначає кiлькiсть розв’язкiв СЛАР.
Звичайно, клiтинка «невироджена-несумiсна» залишається не-
заповненою, оскiльки невироджена СЛАР завжди є сумiсною.

4◦. Окремий iнтерес становлять однорiднi СЛАР. Так нази-
вають СЛАР, у яких b1 = b2 = · · · = bm = 0. Очевидно, однорi-
днi СЛАР завжди сумiснi: вони мають принаймнi тривiальний
розв’язок: x1 = x2 = · · · = xn = 0.
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Таблиця 1.1 – Кiлькiсть розв’язкiв СЛАР

невироджена вироджена
несумiсна 0
сумiсна 1 ∞

Якщо однорiдна СЛАР є невиродженою, то цей тривiаль-
ний розв’язок є єдиним. Отже, якщо потрiбно, щоб однорiдна
система мала принаймнi один нетривiальний розв’язок, то з
необхiднiстю вона має бути виродженою. Тому з iснування хо-
ча б одного нетривiального розв’язку однорiдної системи буде
випливати iснування безлiчi нетривiальних розв’язкiв.

1.2 Основи векторної алгебри

1.2.1 Операцiї з векторами

Вектор – це спрямований вiдрiзок. Якщо вiн сполучає початок
(точка A) з кiнцем (точка B), то його позначають −→a =

−−→
AB.

Вектор є носiєм двох властивостей: модуля |−→a | = a i напрям-
ку. Напрямок даного вектора характеризують кутами, утворю-
ваними даним вектором з iншими векторами або певними ко-
ординатними осями.

На множинi векторiв визначено наступнi операцiї: додава-
ння векторiв, множення вектора на число, скалярний добуток
векторiв, векторний добуток векторiв. При комбiнуваннi цих
операцiй можна утворити мiшаний i подвiйний векторний до-
буток.

Додавання векторiв визначається правилом трикутника:

−→
OA+

−−→
AB =

−−→
OB;

початки i кiнцi цих векторiв утворюють трикутник OAB. Будь-
який вектор

−−→
AB зручно описувати вiдносно певної системи

координат з початком в точцi O, використовуючи мнемонiчне
правило «кiнець мiнус початок»:

−−→
AB =

−−→
OB −

−→
OA.
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Тут положення точок A, B визначено за допомогою їх радiус-
векторiв −→rA =

−→
OA, −→rB =

−−→
OB.

Iснує нульовий вектор
−→
0 =

−→
AA – єдиний вектор, який не

має напрямку.
Множення числа на вектор вiдбувається за таким правилом:

якщо
−→
b = λ−→a , то 1)

∣∣∣−→b ∣∣∣ = |λ| · |−→a |; 2)
−→
b i −→a мають однаковий

напрямок при λ > 0, i
−→
b спрямований протилежно −→a при λ < 0;

якщо λ = 0, то
−→
b =

−→
0 i напрямком не характеризується.

Скалярним добутком векторiв −→a i
−→
b , якi утворюють кут ϕ

мiж собою, називається скаляр (число)

c = −→a ·
−→
b = |−→a | ·

∣∣∣−→b ∣∣∣ · cosϕ.

Це число виявляється додатним, якщо ϕ – гострий кут, або
вiд’ємним, якщо ϕ – тупий кут. Якщо −→a ⊥

−→
b , то −→a ·

−→
b = 0. Отже,

рiвнiсть нулю скалярного добутку двох ненульових векторiв є
ознакою їх ортогональностi (перпендикулярностi).

Властивостi скалярного добутку:

– −→a ·
−→
b =

−→
b · −→a ;

–
(−→a +

−→
b
)
· −→c = −→a · −→c +

−→
b · −→c ;

– (λ−→a ) ·
−→
b = λ

(−→a · −→b );
– −→a · −→a > 0, причому −→a · −→a = 0 ⇔ −→a =

−→
0 .

Остання властивiсть дозволяє знаходити довжину довiльного
вектора за формулою:

|−→a | =
√−→a · −→a .

Механiчний змiст скалярного добутку
−→
F · −→s – робота сили

−→
F на перемiщеннi −→s .

Орт вектора −→a – вектор −→a0, одиничний за довжиною i спря-
мований вздовж вектора −→a . Очевидно, −→a0 = 1

|−→a |
−→a .
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Проекцiя вектора −→a на напрямок вектора
−→
b – це скалярний

добуток вектора −→a на орт вектора
−→
b :

Пр−→
b
−→a = −→a ·

−→
b0 =

−→a ·
−→
b∣∣∣−→b ∣∣∣ =

ab cosϕ

b
= a cosϕ,

де ϕ – кут, на якй вiдхилено вектор −→a вiд напрямку його прое-
ктування. Звiдси випливає геометричний змiст скалярного до-
бутку: скалярний добуток вектора −→a на одиничний вектор до-
рiвнює проекцiї вектора −→a на напрямок одиничного вектора.

Векторним добутком векторiв −→a i
−→
b , якi утворюють кут

ϕ мiж собою, називається вектор −→c = −→a ×
−→
b , довжина якого

дорiвнює

|−→c | =
∣∣∣−→a ×−→b ∣∣∣ = |−→a | ·

∣∣∣−→b ∣∣∣ · sinϕ.
Напрямок −→c визначається трьома вимогами: 1) −→c ⊥−→a ; 2) −→c ⊥

−→
b ;

3) вектори −→a ,
−→
b , −→c , взятi саме в цiй послiдовностi, утворюють

правогвинтову систему (трiйку) векторiв. Очевидно, якщо ве-
ктори −→a ,

−→
b паралельнi, то кут мiж ними ϕ = 0 або ϕ = π, i тодi

−→a ×
−→
b =

−→
0 . Отже, рiвнiсть нулю векторного добутку двох не-

нульових векторiв є ознакою їх колiнеарностi (паралельностi).
Iнша форма умови колiнеарностi: ∃λ :

−→
b = λ−→a , −→a 6= −→0 .

Властивостi векторного добутку:

– −→a ×
−→
b = −

−→
b ×−→a ;

–
(−→a +

−→
b
)
×−→c = −→a ×−→c +

−→
b ×−→c ;

– (λ−→a )×
−→
b = λ

(−→a ×−→b ).
Механiчний змiст векторного добутку: якщо −→r – радiус-

вектор точки прикладання сили
−→
F , то −→r ×

−→
F – момент сили

−→
F

вiдносно початку координат.
Геометричний змiст векторного добутку очевидний: модуль

векторного добутку двох векторiв −→a i
−→
b дорiвнює площi па-

ралелограма, побудованого на цих векторах як на сумiжних

сторонах, S =
∣∣∣−→a ×−→b ∣∣∣.
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Мiшаний добуток трьох векторiв – скаляр
(−→a ×−→b ) ·−→c . Гео-

метричний змiст: модуль мiшаного добутку трьох векторiв до-
рiвнює об’єму паралелепiпеда, побудованого на цих векторах

як на сумiжних ребрах, V =
∣∣∣(−→a ×−→b ) · −→c ∣∣∣. Вiдповiдно, об’єм

тетраедра, побудованого на цих векторах як на сумiжних ре-

брах, дорiвнює Vтетр. = 1
6

∣∣∣(−→a ×−→b ) · −→c ∣∣∣.
Рiвнiсть нулю мiшаного добутку трьох ненульових векторiв,(−→a ×−→b ) · −→c = 0, є ознакою їх компланарностi (три вектори

паралельнi однiй площинi).

1.2.2 Операцiї з векторами в координатах

Простiр має розмiрнiсть n, якщо в ньому iснує n лiнiйно неза-
лежних векторiв, а будь-якi (n+ 1) вектори є лiнiйно залежни-
ми.

Площина є простором розмiрностi n = 2: будь якi два не-
колiнеарнi ненульовi вектори −→e1 i −→e2 є лiнiйно незалежними, i
будь-який третiй вектор −→a може бути виражений лiнiйно че-
рез них у виглядi −→a = α−→e1 + β−→e2 , притому в єдиний спосiб.
Кажуть, що сукупнiсть {−→e1 ,

−→e2} утворює базис на площинi, а
впорядкована пара чисел (α, β) є координатами вектора −→a в
цьому базисi.

Звичайний простiр має розмiрнiсть n = 3: будь якi три не-
компланарнi ненульовi вектори −→e1 ,

−→e2 i −→e3 є лiнiйно незале-
жними, i будь-який четвертий вектор −→a може бути виражений
лiнiйно через них у виглядi −→a = α−→e1 +β−→e2 +γ−→e3 , притому в єди-
ний спосiб. Кажуть, що сукупнiсть {−→e1 ,

−→e2 ,
−→e3} утворює базис у

просторi, а впорядкована трiйка чисел (α, β, γ) є координатами
вектора −→a в цьому базисi.

В будь-якому просторi iснує необмежена кiлькiсть теорети-
чно рiвноправних базисiв. Але з практичної точки зору зручно
обрати ортонормований базис – базис, вектори якого мають
одиничну довжину i є попарно ортогональними. В цьому разi
замiсть позначень −→e1 ,

−→e2 ,
−→e3 використовують позначення

−→
i ,
−→
j ,

−→
k , причому

∣∣∣−→i ∣∣∣ =
∣∣∣−→j ∣∣∣ =

∣∣∣−→k ∣∣∣ = 1,
−→
i ⊥−→j ,

−→
j ⊥
−→
k ,
−→
k ⊥−→i . Вiдпо-

вiдно замiсть позначень α, β, γ користуються позначеннями x,
y, z. Нехай початки векторiв

−→
i ,
−→
j ,
−→
k перенесенi в точку O,

i вздовж цих векторiв обрано вiсi Ox, Oy, Oz. Тодi x, y, z ста-
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ють звичайними декартовими координатами кiнця довiльного
вектора з початком в точцi O, i отже – координатами цього

вектора в базисi
{−→
i ,
−→
j ,
−→
k
}
. Iнакше, якщо точка A має коорди-

нати A(x, y, z), то розкладання вектора
−→
OA за ортонормованим

базисом
{−→
i ,
−→
j ,
−→
k
}

є

−→a =
−→
OA = x · −→i + y · −→j + z ·

−→
k = {x; y; z} . (1.5)

Тут i надалi в разi площини обмежуються першими двома до-
данками1. Доданки в формулi (1.5) називають компонентами
(або складовими) вектора −→a .

Завдяки формулi (1.5) подальшi дiї з векторами можна зве-
сти до дiй з їх координатами. В цьому i полягає перевага коор-
динатного методу. Розглянемо основнi операцiї з векторами в
координатах.

Додавання векторiв. Нехай −→a = {x1; y1; z1},
−→
b = {x2; y2; z2}.

Тодi
−→a +

−→
b = {x1 + x2; y1 + y2; z1 + z2} .

Добуток числа на вектор. Нехай −→a = {x; y; z}. Тодi

λ−→a = {λx;λy;λz} .

Скалярний добуток. Нехай −→a = {x1; y1; z1},
−→
b = {x2; y2; z2}.

Тодi
−→a ·
−→
b = x1x2 + y1y2 + z1z2.

Векторний добуток. Нехай −→a = {x1; y1; z1},
−→
b = {x2; y2; z2}.

Тодi

−→a ×
−→
b =

∣∣∣∣∣∣
−→
i
−→
j
−→
k

x1 y1 z1

x2 y2 z2

∣∣∣∣∣∣ .
Мiшаний добуток. Нехай −→a = {x1; y1; z1},

−→
b = {x2; y2; z2},−→c = {x3; y3; z3}. Тодi

(−→a ×−→b ) · −→c =

∣∣∣∣∣∣
x1 y1 z1

x2 y2 z2

x3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣ .
1Звичайно, векторний i мiшаний добутки при цьому не визначають.
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За наведеними формулами розв’язують наступнi задачi.
1◦. Знаходження координат вектора. Домножимо скалярно

розкладання (1.5) послiдовно на вектори
−→
i ,
−→
j ,
−→
k :

−→a · −→i = x, −→a · −→j = y, −→a ·
−→
k = z.

З урахуванням означення проекцiї встановлюємо: якщо базис
ортонормований, то координата вектора дорiвнює його прое-
кцiї на вiдповiдну вiсь. Це твердження дозволяє переходити вiд
покоординатного порiвняння векторiв до порiвняння проекцiй
цих векторiв. Саме на цьому i засновано розв’язування задач
фiзики i механiки, в яких переходять вiд векторного рiвняння
(наприклад, рiвняння другого закону Ньютона m−→a = Σ

−→
Fi) до

системи скалярних рiвнянь «в проекцiях».
2◦. Модуль вектора −→a = {x; y; z}:

|−→a | =
√−→a · −→a =

√
x2 + y2 + z2.

3◦. Кут мiж векторами −→a = {x1; y1; z1} i
−→
b = {x2; y2; z2}:

cosϕ =
−→a ·
−→
b

|−→a | ·
∣∣∣−→b ∣∣∣ =

x1x2 + y1y2 + z1z2√
x2

1 + y2
1 + z2

1 ·
√
x2

2 + y2
2 + z2

2

.

Зокрема, якщо в якостi вектора
−→
b виступає черговий базисний

вектор, то ϕ стає кутом мiж вектором i вiдповiдною вiссю. Не-
хай вектор −→a = {x; y; z} утворює кути α, β, γ з додатними
напрямками осей Ox, Oy, Oz вiдповiдно. Тодi

cosα =
−→a · −→i

|−→a | ·
∣∣∣−→i ∣∣∣ =

x

|−→a |
=

x√
x2 + y2 + z2

,

cosβ =
−→a · −→j

|−→a | ·
∣∣∣−→j ∣∣∣ =

y

|−→a |
=

y√
x2 + y2 + z2

,

cos γ =
−→a ·
−→
k

|−→a | ·
∣∣∣−→k ∣∣∣ =

z

|−→a |
=

z√
x2 + y2 + z2

.

З iншого боку, орт −→a0 вектора −→a :

−→a0 =
−→a
|−→a |

=
x · −→i + y · −→j + z ·

−→
k

|−→a |
=
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=
x

|−→a |
· −→i +

y

|−→a |
· −→j +

z

|−→a |
·
−→
k =

{
x

|−→a |
;
y

|−→a |
;
z

|−→a |

}
.

Порiвнюючи з попереднiми трьома формулами, отримуємо:

−→a0 = {cosα; cosβ; cos γ} .

З цiєї причини координати орта −→a0 вектора −→a називають на-
прямними косинусами вектора −→a (а також i вектора −→a0).

Цiкаво зауважити наступне. Оскiльки |−→a0| = 1, то

cos2 α+ cos2 β + cos2 γ = 1.

4◦. Подiл вiдрiзку в заданому вiдношеннi. Нехай вiдрiзок
AB задано координатами своїх кiнцiв. Знайдемо точку K ∈ AB
таку, що AK : KB = λ : 1. Маємо:

−−→
AK =

−−→
OK −

−→
OA,

−−→
KB =

−−→
OB −

−−→
OK.

За умовою
−−→
AK = λ

−−→
KB. Пiдставляючи сюди правi частини по-

переднiх формул i розв’язуючи утворене рiвняння, знаходимо:

−−→
OK =

−→
OA+ λ

−−→
OB

1 + λ
.

Для знаходження кожної координати точки K окремо доста-
тньо це рiвняння спроектувати на вiсi Ox, Oy, Oz.

1.3 Елементи аналiтичної геометрiї

1.3.1 Пряма на площинi

Побудуємо рiвняння прямої на площинi, яка проходить через
точку M0(x0, y0) перпендикулярно ненульовому вектору нор-
малi −→n {A;B}. Нехай M(x, y) – довiльна точка прямої. Тодi у
векторнiй формi

−→n ·
−−−→
M0M = 0.

В скалярнiй формi маємо: A(x− x0) +B(y − y0) = 0. Позначимо
C = −Ax0 −By0. Загальне рiвняння прямої:

Ax+By + C = 0.
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Якщо B 6= 0, то
y = y0 + k(x− x0).

Тут k = −A
B – кутовий коефiцiєнт (дорiвнює тангенсу кута,

який пряма утворює з додатним напрямком осi Ox). Останнє
рiвняння – рiвняння прямої, яка проходить через задану точку
пiд заданим кутом. При розкриттi дужок отримуємо:

y = kx+ b.

Тут b – вiльний член. Умови паралельностi i перпендикулярно-
стi двох прямих з кутовими коефiцiєнтами k1 i k2:

k2 = k1, 1 + k1k2 = 0.

Побудуємо рiвняння прямої на площинi, яка проходить че-
рез точку M0(x0, y0) паралельно ненульовому вектору

−→
` {u; v}

(його називають напрямним вектором). Нехай M(x, y) – довiль-
на точка прямої. Тодi у векторнiй формi

−−−→
M0M = t

−→
` .

В скалярнiй формi маємо:{
x− x0 = tu
y − y0 = tv

⇔
{
x = x0 + tu
y = y0 + tv

Остання система – параметричне рiвняння прямої на площи-
нi. Її механiчний змiст – рiвняння рiвномiрного прямолiнiйного
руху з начального положення M0(x0, y0) зi швидкiстю, прое-
кцiї якої на осi Ox, Oy дорiвнюють u, v вiдповiдно; параметр t
вiдiграє роль часу.

Виключаючи з останньої системи параметр t, отримуємо ка-
нонiчне рiвняння прямої:

x− x0

u
=
y − y0

v
.

Одна з координат напрямного вектора може дорiвнювати
нулю. Наприклад, нехай u = 0. Запис x−x0

0 = · · · вважають
припустимим. Але його розумiють в такий спосiб: якщо u = 0,
то x−x0 = t ·0, тобто x = x0. Це випадок прямої, яка паралельна
осi Oy.
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В якостi напрямного можна обрати вектор, який сполучає
двi точки на прямiй: M1(x1, y1) i M2(x2, y2). Тодi

−→
` =

−−−−→
M1M2 =

−−−→
OM2 −

−−−→
OM1 = {x2 − x1; y2 − y1} ,

i канонiчне рiвняння набуває вигляду рiвняння прямої, яка про-
ходить через двi заданi точки:

x− x1

x2 − x1
=

y − y1

y2 − y1
.

Зокрема, можна обрати точки M1(0, b) i M2(a, 0) перетину пря-
мої з координатними осями. Отримаємо рiвняння прямої «у
вiдрiзках»:

x

a
+
y

b
= 1.

1.3.2 Площина в просторi

Побудуємо рiвняння площини в просторi, яка проходить че-
рез задану точку M0(x0, y0, z0) перпендикулярно ненульовому
вектору нормалi −→n {A;B;C}. Нехай M(x, y, z) – довiльна точка
площини. Тодi у векторнiй формi

−→n ·
−−−→
M0M = 0.

Умова перпендикулярностi двох площин з нормалями −→n1,
−→n2:

−→n1⊥−→n2,
−→n1 · −→n2 = 0.

Умова паралельностi двох площин з нормалями −→n1,
−→n2:

−→n1‖−→n2,
−→n1 ×−→n2 =

−→
0 або −→n2 = λ−→n1.

Перетворюючи векторну форму рiвняння площини на ска-
лярну, отримуємо:

A(x− x0) +B(y − y0) + C(z − z0) = 0.

Це i є рiвняння площини, яка проходить через задану точку
перпендикулярно заданiй нормалi. З використанням позначен-
ня D = −Ax0−By0−Cz0 отримуємо загальне рiвняння площини:

Ax+By + Cz +D = 0.
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Це рiвняння передбачає такi окремi випадки.
1◦. Якщо D = 0, отримуємо в’язку площин, якi проходять

через початок системи координат.
2◦. Якщо B = C = 0, отримуємо стос площин, перпендику-

лярних осi Ox. Для випадкiв A = C = 0, A = B = 0 отримуємо
стоси площин, перпендикулярних вiсям Oy, Oz вiдповiдно.

3◦. Якщо A = 0, отримуємо площини, паралельнi осi Ox. Для
випадкiв B = 0, C = 0 отримуємо площини, паралельнi вiсям
Oy, Oz вiдповiдно.

Побудуємо рiвняння площини, яка проходить через три то-
чки, що не лежать на однiй прямiй. Нехай координати цих
точок M0(x0, y0, z0), M ′(x′, y′, z′), M ′′ = (x′′, y′′, z′′). Маємо:

−−−−→
M0M

′ =
−−−→
OM ′ −

−−−→
OM0 = {x′ − x0; y′ − y0; z′ − z0} ,

−−−−→
M0M

′′ =
−−−→
OM ′′ −

−−−→
OM0 = {x′′ − x0; y′′ − y0; z′′ − z0} .

Нехай −→n =
−−−−→
M0M

′ ×
−−−−→
M0M

′′. Якщо −→n =
−→
0 , то точки M0, M ′,

M ′′ лежать на однiй прямiй, i задача однозначного розв’язку
не має. Якщо −→n 6= −→0 , то за означенням векторного добутку
−→n⊥
−−−−→
M0M

′ i −→n⊥
−−−−→
M0M

′′. Тодi −→n – вектор нормалi. Залишається з
цiєю нормаллю провести площину через точку M0.

Вiдстань вiд точки M0(x0, y0, z0) до площини, яка має рiвня-
ння Ax+By + Cz +D = 0, обчислюють за формулою

d =
|Ax0 +By0 + Cz0 +D|√

A2 +B2 + C2
.

1.3.3 Пряма в просторi

Побудуємо рiвняння прямої в просторi, яка проходить через то-
чку M0(x0, y0, z0) паралельно ненульовому напрямному вектору
−→
` {p; q; r}. Нехай M(x, y, z) – довiльна точка прямої. Тодi у ве-
кторнiй формi

−−−→
M0M = t

−→
` .

В скалярнiй формi маємо:x− x0 = tp
y − y0 = tq
z − z0 = tr

⇔

x = x0 + tp
y = y0 + tq
z = z0 + tr
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Остання система – параметричне рiвняння прямої у просторi.
Її механiчний змiст – рiвняння рiвномiрного прямолiнiйного ру-
ху з начального положення M0(x0, y0, z0) зi швидкiстю, проекцiї
якої на осi Ox, Oy, Oz дорiвнюють p, q, r вiдповiдно; параметр
t вiдiграє роль часу.

Виключаючи з останньої системи параметр t, отримуємо ка-
нонiчне рiвняння прямої у просторi:

x− x0

p
=
y − y0

q
=
z − z0

r
.

Одне або два з трьох чисел p, q, r можуть2 дорiвнювати ну-
лю. Записи типу x−x0

0 = · · · вважають припустимим аналогiчно
до розглянутого вище.

В якостi напрямного можна обрати вектор, який сполучає
двi точки на прямiй: M1(x1, y1, z1) i M2(x2, y2, z2). Тодi

−→
` =

−−−−→
M1M2 =

−−−→
OM2 −

−−−→
OM1 = {x2 − x1; y2 − y1; z2 − z1} ,

i канонiчне рiвняння набуває вигляду рiвняння прямої у про-
сторi, яка проходить через двi заданi точки:

x− x1

x2 − x1
=

y − y1

y2 − y1
=

z − z1

z2 − z1
.

Пряму також можна задати перетином двох непаралельних
площин у виглядi{

A1x+B1y + C1z +D1 = 0
A2x+B2y + C2z +D2 = 0

Нормалi −→n1 {A1;B1;C1} i −→n2 {A2;B2;C2} неколiнеарнi, оскiльки
площини не паралельнi. Тодi вектор

−→
` = −→n1×−→n2 6=

−→
0 може бути

прийнятим в якостi напрямного, оскiльки
−→
` ⊥−→n1 i

−→
` ⊥−→n2. Отже,

пряму можна задати канонiчним рiвнянням, використовуючи
довiльний розв’язок системи M0(x0, y0, z0) (очевидно, вiн iснує,
оскiльки непаралельнi площини перетинаються).

2Не можуть дорiвнювати нулю усi три числа одночасно, оскiльки в цьому
разi

−→
` =

−→
0 , i напрямок прямої є невизначеним.
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1.3.4 Кривi другого порядку

Розглянемо рiвняння другого степеню вiдносно змiнних x, y.
Найбiльш загальний вигляд:

a11x
2 + (a12 + a21)xy + a22y

2 + b1x+ b2y + c = 0.

При введеннi лiнiйних замiн{
x = α11ξ + α12η
y = α21ξ + α22η

вигляд рiвняння залишиться таким самим; iншими стануть ли-
ше його коефiцiєнти. Приймемо без доведення, що завжди мо-
жна обрати таку замiну, при якiй пiсля зведення подiбних вда-
ється позбавитись доданку (a12 + a21)xy. Тому надалi без обме-
ження загальностi розглядатимемо рiвняння

a11x
2 + a22y

2 + b1x+ b2y + c = 0. (1.6)

Видiлимо повнi квадрати. Припускаючи, що a11 6= 0, маємо:

a11x
2 + b1x = a11

(
x2 +

b1x

a11

)
=

= a11

(
x2 + 2 · b1

2a11
· x+

(
b1

2a11

)2

−
(

b1
2a11

)2
)
.

Позначаючи x0 = − b1
2a11

, ξ = x− x0, отримуємо:

a11x
2 + b1x = a11 (x− x0)

2 − b21
4a11

= a11ξ
2 + const.

Отже, при a11 6= 0 змiщення початку координат на вiдстань x0

вздовж осi Ox дозволяє позбавитись першого степеню змiнної
x. Замiна змiнної y аналогiчна. Тому пiсля видiлення повних
квадратiв отримуємо:

a11x
2 + a22y

2 + c = 0.

При c = 0 отримуємо т.зв. виродженi випадки, що виплива-
ють з рiвняння a11x

2 + a22y
2 = 0. Якщо числа a11 i a22 мають

однаковi знаки, то впорядкована пара (0; 0) є єдиним розв’яз-
ком. Якщо числа a11 i a22 мають рiзнi знаки, отримуємо пару
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Рисунок 1.1 – Кривi другого порядку

прямих y = ±x
√
−a11

a22
. Якщо a11 = 0, a22 6= 0, то отримуємо рiв-

няння y = 0, яке є рiвнянням осi Ox. Якщо a11 6= 0, a22 = 0, то
отримуємо рiвняння x = 0, яке є рiвнянням осi Oy.

Серед невироджених розрiзняють три випадки: елiптичний,
гiперболiчний i параболiчний.

Елiптичний випадок виникає, якщо обидва коефiцiєнти a11,
a22 вiдмiннi вiд нуля i мають однаковий знак. В цьому разi
рiвняння (1.6) зводиться до вигляду

(x− x0)2

a2
+

(y − y0)2

b2
= 1.

Це рiвняння називається канонiчним рiвнянням елiпсу. Пара-
метри a, b – пiвосi елiпса, точка M(x0, y0) – його центр. Графiк
елiпса при x0 = y0 = 0 зображений на рис. 1.1 лiворуч.

Гiперболiчний випадок виникає, якщо обидва коефiцiєнти
a11, a22 вiдмiннi вiд нуля i мають рiзнi знаки. В цьому разi
рiвняння (1.6) зводиться до вигляду

(x− x0)2

a2
− (y − y0)2

b2
= ±1.

Це рiвняння називається канонiчним рiвнянням гiперболи. Па-
раметри a, b – пiвосi гiперболи, точка M(x0, y0) – її центр. Гiпер-
бола (на вiдмiну вiд елiпса) має асимптоти – прямi y = ± b

a · x,
до яких графiк необмежено наближається у нескiнченностi.
Графiк гiперболи при x0 = y0 = 0 зображений на рис. 1.1 в цен-
трi (суцiльна лiнiя у випадку знаку «плюс» i штрихова лiнiя у
випадку знаку «мiнус»).

Параболiчний випадок виникає, якщо один з коефiцiєнтiв
a11, a22 дорiвнює нулю. Наприклад, при a11 = 0 з рiвняння (1.6)
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отримуємо канонiчне рiвнянням параболи з параметром p:

y2 = 2px.

Графiк параболи зображений на рис. 1.1 праворуч.

1.3.5 Поверхнi другого порядку

Рiвняння
a11x

2 + a22y
2 + a33z

2+

+2a12xy + 2a23yz + 2a31zx+ b1x+ b2y + b3z + c = 0

другого степеню вiдносно трьох змiнних x, y, z задає в просторi
поверхню другого порядку. Можна довести, що iснує така нова
система координат (тобто iснує така вiдповiдна лiнiйна замiна
змiнних), що в цьому рiвняннi вдається позбавитись добуткiв
xy, yz, zx:

a1x
2 + a2y

2 + a3z
2 + b1x+ b2y + b3z + c = 0. (1.7)

Якщо деякий коефiцiєнт при другому степенi вiдмiнний вiд
нуля, то належним зсувом початку координат (при видiленнi
повного квадрату) вдається позбавитись також вiдповiдного лi-
нiйного доданку.

Для рiвняння, яке залишається, також можливi виродженi
випадки (розв’язком є пуста множина, або поодинока точка,
або сукупнiсть пари лiнiйних рiвнянь тощо). Надалi обмежи-
мось лише невиродженими випадками: елiптичним, гiперболi-
чними, параболiчними i цилiндричними.

Елiптичний випадок випадок виникає, коли усi коефiцiєнти
при других степенях додатнi. Єдиний представник цього ви-
падку – елiпсоїд (рис. 1.2). Його рiвняння

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1.

Зокрема, при a = b = c = R маємо сферу радiусу R з центром
в початку системи координат.

Уяву про форму просторової поверхнi можна отримати ме-
тодом перерiзiв. В елiптичному випадку перерiз поверхнi пло-
щинами x = const, y = const, z = const має форму елiпсу. Це
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Рисунок 1.2 – Елiпсоїд
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Рисунок 1.3 – Гiперболiчнi впадки

випливає з того, що рiвняння елiпсоїду при фiксацiї будь-якої
координати зводиться до канонiчного рiвняння елiпсу.

Гiперболiчний випадок виникає, коли коефiцiєнти при x2 i
y2 – додатнi, а при z2 – вiд’ємний. Залежно вiд знаку вiльного
члена маємо три ситуацiї.

1◦. Якщо в (1.7) c < 0, то це рiвняння зводиться до вигляду

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 1.

Маємо однопорожнинний гiперболоїд (рис. 1.3, лiворуч ). Пе-
рерiзи площиною z = const є елiпсами, а перерiзи площинами
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Рисунок 1.4 – Параболiчнi впадки

x = const, y = const – гiперболи.
2◦. Якщо в (1.7) c > 0, то це рiвняння зводиться до вигляду

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= −1.

Це випадок двопорожнинного гiперболоїда (рис. 1.3, в центрi).
Знову перерiзи горизонтальними площинами – елiпси, а вер-
тикальними – гiперболи.

3◦. Якщо в (1.7) c = 0, то це рiвняння зводиться до вигляду

x2

a2
+
y2

b2
=
z2

c2
.

Це випадок конуса (рис. 1.3, праворуч), який є промiжним мiж
одно- i двопорожнинним гiперболоїдами.

В елiптичному випадку коефiцiєнт при z2 був додатним, в гi-
перболiчних – вiд’ємним. Параболiчнi випадки виникають, ко-
ли вiн дорiвнює нулю (але перший степiнь z в рiвняннi (1.7) ще
мiститься). Представниками параболiчних випадкiв є елiпти-
чний параболоїд (рис. 1.4, лiворуч) та гiперболiчний параболоїд
(рис. 1.4, праворуч). Їх рiвняння

x2

a2
+
y2

b2
= z,

x2

a2
− y2

b2
= z

вiдповiдно.
Нарештi, може виявитись, що в рiвняннi (1.7) нулю дорiв-

нює одночасно i коефiцiєнт при z2, i коефiцiєнт при z, тобто
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Рисунок 1.5 – Цилiндричнi випадки

змiнна z в рiвняннi взагалi вiдсутня. В цьому разi перерiз по-
верхнi довiльною площиною z = const буде однаковим незале-
жно вiд z. Тодi достатньо зобразити потрiбну криву другого
порядку в площинi Oxy i здiйснити неперервний рух цiєї кри-
вої вздовж осi Oz. Поверхню, утворювану при цьому (як i сам
такий випадок) називають цилiндричною.

Означення цилiндра можна надати також в наступний спо-
сiб. На площинi Oxy зображаємо довiльну криву i обираємо
пряму, паралельну осi Oz, яка проходить через довiльну точку
кривої. Потiм здiйснюємо неперервний рух цiєї прямої вздовж
кривої так, щоб пряма залишалась перпендикулярною площинi
Oxy. Ця пряма в процесi руху утворить бiчну поверхню вiдпо-
вiдно до форми плоскої кривої. Таку поверхню i називають
цилiндричною. Пряму, яка рухалась, в цьому разi називають
твiрною.

При побудовi класифiкацiї цилiндрiв беруть до уваги фор-
му кривої, вздовж якої рухається твiрна. Тому розрiзняють елi-
птичний, гiперболiчний та параболiчний цилiндри (рис. 1.5, лi-
воруч, в центрi, праворуч вiдповiдно). Рiвняння цих цилiндрiв
вiдповiдно є:

x2

a2
+
y2

b2
= 1,

y2

b2
− x2

a2
= 1, x2 = 2py.



2 ПРИКЛАДИ

РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ

Задача 1. Знайти x з рiвняння

det

2 2 ex

2 4 3
1 2 2

+ det

(
x2 1
2 1

)
= 0.

Розв’язок. Перший визначник розкладемо за елементами пер-
шого рядка:

2 · (−1)1+1 · det

(
4 3
2 2

)
+ 2 · (−1)1+2 · det

(
2 3
1 2

)
+

+ex · (−1)1+3 · det

(
2 4
1 2

)
+ det

(
x2 1
2 1

)
= 0,

= 2 · (4 · 2− 3 · 2)− 2 · (2 · 2− 3 · 1)+

+ex · (2 · 2− 4 · 1) + (x2 · 1− 1 · 2) = 0,

ex · 0 + x2 = 0, x2 = 0, x = 0.

Вiдповiдь:x = 0.
Задача 2. На прикладi заданих матриць A, B перевiрити вико-
нання спiввiдношення (AB)

T
= BTAT:

A =

(
1 2 3
4 5 6

)
, B =

7
8
9

 .

Розв’язок. Маємо:

(AB)T =

(1 2 3
4 5 6

)7
8
9

T

=

=

[(
1 · 7 + 2 · 8 + 3 · 9
4 · 7 + 5 · 8 + 6 · 9

)]T

=

(
50
122

)T

=
(

50 122
)
.
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З iншого боку, маємо:

BTAT =

7
8
9

T(
1 2 3
4 5 6

)T

=
(

7 8 9
)1 4

2 5
3 6

 =

=
(

7 · 1 + 8 · 2 + 9 · 3 7 · 4 + 8 · 5 + 9 · 6
)

=
(

50 122
)
.

Як бачимо, результати збiгаються.
Задача 3. Для заданої матрицi A знайти обернену матрицю,
виконати перевiрку:

A =

1 2 2
2 1 2
3 1 2

 .

Розв’язок. 1◦. Знаходимо визначник матрицi A:

∆ = detA = det

1 2 2
2 1 2
3 1 2

 =

= 1 · 1 · 2 + 2 · 2 · 3 + 2 · 2 · 1− (2 · 1 · 3 + 2 · 2 · 2 + 1 · 2 · 1) =

= 2 + 12 + 4− (6 + 8 + 2) = 2 6= 0.

Отже, обернена матриця iснує i є єдиною.
2◦. Для кожного матричного елемента знаходимо його алге-

браїчне доповнення.

A11 =

∣∣∣∣1 2
1 2

∣∣∣∣ = 0, A12 = −
∣∣∣∣2 2
3 2

∣∣∣∣ = 2, A13 =

∣∣∣∣2 1
3 1

∣∣∣∣ = −1,

A21 = −
∣∣∣∣2 2
1 2

∣∣∣∣ = −2, A22 =

∣∣∣∣1 2
3 2

∣∣∣∣ = −4, A23 = −
∣∣∣∣1 2
3 1

∣∣∣∣ = 5,

A31 =

∣∣∣∣2 2
1 2

∣∣∣∣ = 2, A32 = −
∣∣∣∣1 2
2 2

∣∣∣∣ = 2, A33 =

∣∣∣∣1 2
2 1

∣∣∣∣ = −3.

3◦. Розмiщуємо знайденi алгебраїчнi доповнення на вiдпо-
вiднi мiсця й кожне з них дiлимо на визначник матрицi:

1

2

 0 2 −1
−2 −4 5
2 2 −3

 =

 0 1 − 1
2

−1 −2 5
2

1 1 − 3
2

 .
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4◦. Транспонуємо отриману матрицю:

A−1 =

 0 −1 1
1 −2 1
− 1

2
5
2 − 3

2

 .

Зробимо перевiрку:

AA−1 =

1 2 2
2 1 2
3 1 2

 0 −1 1
1 −2 1
− 1

2
5
2 − 3

2

 =

=

0 + 2− 1 −1− 4 + 5 1 + 2− 3
0 + 1− 1 −2− 2 + 5 2 + 1− 3
0 + 1− 1 −3− 2 + 5 3 + 1− 3

 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 = E.

Вiдповiдь:A−1 =

 0 −1 1
1 −2 1
− 1

2
5
2 − 3

2

.

Задача 4. За правилами Крамера розв’язати систему лiнiйних
алгебраїчних рiвнянь, подану розширеною матрицею:1 3 2 21

0 5 2 25
3 1 4 29

 .

Розв’язок. Маємо:

∆ = det

1 3 2
0 5 2
3 1 4

 = 6,

∆1 = det

21 3 2
25 5 2
29 1 4

 = 12, x1 =
∆1

∆
=

12

6
= 2,

∆2 = det

1 21 2
0 25 2
3 29 4

 = 18, x2 =
∆2

∆
=

18

6
= 3,

∆3 = det

1 3 21
0 5 25
3 1 29

 = 30, x3 =
∆3

∆
=

30

6
= 5.

Вiдповiдь:x1 = 2, x2 = 3, x3 = 5.
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Задача 5. Систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь подано роз-
ширеною матрицею. Дослiдити систему на сумiснiсть за допо-
могою теореми Кронекера-Капеллi. В разi сумiсностi розв’яза-
ти систему методом Гаусса:

а)

1 3 4 31
3 10 14 106
7 23 32 243

, б)

1 3 4 31
3 10 14 106
7 23 32 245

.

Розв’язок. a) Випишемо розширену матрицю системи i зведе-
мо її до трикутного вигляду шляхом лiнiйної комбiнацiї рядкiв:1 3 4 31

3 10 14 106
7 23 32 243

 +I · (−3)
+I · (−7)

∼

∼

1 3 4 31
0 1 2 13
0 2 4 26


+II · (−2)

∼

1 3 4 31
0 1 2 13
0 0 0 0

 .

Як бачимо, rang(A) = rang(A|B) (обидва ранги дорiвнюють двiй-
цi). Отже за теоремою Кронекера-Капеллi СЛАР є сумiсною.

Третiй рядок не мiстить протирiччя, i тому може бути вiд-
кинутий. З другого рядка маємо:

x2 + 2x3 = 13, x2 = 13− 2x3.

З першого рядка маємо:

x1 + 3x2 + 4x3 = 31,

x1 = 31− 3x2 − 4x3 = 31− 3(13− 2x3)− 4x3 = 2x3 − 8.

Позначаючи x3 = C – довiльне число, отримуємо:

X =

x1

x2

x3

 =

 2C − 8
13− 2C

C

 .

б) Випишемо розширену матрицю системи i зведемо її до
трикутного вигляду шляхом лiнiйної комбiнацiї рядкiв:1 3 4 31

3 10 14 106
7 23 32 245

 +I · (−3)
+I · (−7)

∼
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∼

1 3 4 31
0 1 2 13
0 2 4 28


+II · (−2)

∼

1 3 4 31
0 1 2 13
0 0 0 2

 .

Як бачимо, rang(A) = 2, а rang(A|B) = 3. Отже, за теоремою
Кронекера-Капеллi СЛАР є несумiсною. Зауважимо, в цьому
разi третiй рядок вiдкидати не можна, оскiльки вiн мiстить
протирiччя (0 = 2), яке не може бути усуненим нi при якому
виборi значень шуканих змiнних x1, x2, x3.

Вiдповiдь: а) X =

 2C − 8
13− 2C

C

 ; б) система є несумiсною.

Задача 6. Здiйснюючи еквiвалентнi перетворення, звести зада-
ну матрицю A до нижньотрикутного вигляду й знайти її ранг:

A =


1 3 2 6
4 13 3 2
5 16 5 8
9 29 8 10

 .

Розв’язок. Маємо:
1 3 2 6
4 13 3 2
5 16 5 8
9 29 8 10

 +I · (−4)
+I · (−5)
+I · (−9)

∼

∼


1 3 2 6
0 1 −5 −22
0 1 −5 −22
0 2 −10 −44

 +II · (−1)
+II · (−2)

∼


1 3 2 6
0 1 −5 −22
0 0 0 0
0 0 0 0

 .

Отже, rang(A) = 2.
Вiдповiдь: rang(A) = 2.
Задача 7. Методом Гаусса знайти загальний розв’язок одно-
рiдної системи чотирьох лiнiйних алгебраїчних рiвнянь з чо-
тирьма невiдомими. Матриця системи збiгається з поданою в
попереднiй задачi.
Розв’язок. Розширена матриця однорiдної СЛАР пiсля приве-
дення до трикутного вигляду є:
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
1 3 2 6 0
0 1 −5 −22 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 .

Два останнiх рiвняння не мiстять протирiччя i можуть бути
вiдкинутi. З другого рiвняння маємо:

x2 = 5x3 + 22x4.

Тодi з першого рiвняння знаходимо:

x1 = −3x2− 2x3− 6x4 = −3(5x3 + 22x4)− 2x3− 6x4 = −17x3− 72x4.

Позначаючи x3 = C1, x4 = C2 – довiльнi числа, отримуємо:

X =


x1

x2

x3

x4

 =


−17C1 − 72C2

5C1 + 22C2

C1

C2

 =


−17C1

5C1

C1

0

+


−72C2

22C2

0
C2

 =

= C1


−17

5
1
0

+ C2


−72
22
0
1

 = C1X1 + C2X2.

Тут стовпцi

X1 =


−17

5
1
0

 , X2 =


−72
22
0
1


утворюють фундаментальну систему розв’язкiв.
Вiдповiдь:X = C1X1 + C2X2, де

X1 =
(
−17 5 1 0

)T
, X2 =

(
−72 22 0 1

)T
– фундаментальна система розв’язкiв, C1, C2 ∈ R.
Задача 8. Задано три вектори

−→a = {2; 3; 5} ,
−→
b = {1; 2; 2} , −→c = {7; 12; 16} .
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Довести, що цi вектори є компланарними i виразити вектор −→c
через вектори −→a i

−→
b .

Розв’язок. Припустимо, iснують числа α, β такi, що

−→c = α−→a + β
−→
b .

Покоординатне порiвняння призводить до системи рiвнянь:7 = 2α+ β
12 = 3α+ 2β
16 = 5α+ 2β

Випишемо i перетворимо розширену матрицю цiєї системи:2 1 7
3 2 12
5 2 16

 +I · (−2)
+I · (−2)

∼

 2 1 7
−1 0 −2
1 0 2


+II
∼

 2 1 7
−1 0 −2
0 0 0

 .

За теоремою Кронекера-Капеллi система є сумiсною. Її єдиний
розв’язок α = 2, β = 3, отже −→c = 2−→a + 3

−→
b . Наявнiсть цiєї

лiнiйної залежностi доводить компланарнiсть векторiв.
Вiдповiдь:−→c = 2−→a + 3

−→
b .

Задача 9. Пiрамiду ABCD задано координатами своїх вершин:
A(1, 2, 2), B(1, 9,−2), C(0, 3, 2), D(−10, 11,−20). Знайти:
1) координати векторiв

−−→
AB,

−→
AC,

−−→
AD;

2) векторний добуток
−−→
AB ×

−→
AC;

3) площу SABC основи ∆ABC пiрамiди;

4) мiшаний добуток
(−−→
AB ×

−→
AC
)
·
−−→
AD;

5) об’єм пiрамiди;
6) висоту DD1 пiрамiди, де D1 – ортогональна проекцiя точки
D на площину ABC;
7) координати вектора

−−→
AD1;

8) координати точки D1.
9) Переконатись, що D1 ∈ ABC. Для цього переконатись, що
вектори

−−→
AB,

−→
AC,

−−→
AD1 є компланарними, i знайти коефiцiєнти

α, β лiнiйної залежностi
−−→
AD1 = α

−−→
AB + β

−→
AC.

Розв’язок. 1) Знайдемо координати векторiв
−−→
AB,

−→
AC,

−−→
AD:

−−→
AB =

−−→
OB −

−→
OA = {1; 9;−2} − {1; 2; 2} = {0; 7;−4} ,
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−→
AC =

−−→
OC −

−→
OA = {0; 3; 2} − {1; 2; 2} = {−1; 1; 0} ,

−−→
AD =

−−→
OD −

−→
OA = {−10; 11;−20} − {1; 2; 2} = {−11; 9;−22} .

2) Знайдемо векторний добуток
−−→
AB ×

−→
AC:

−−→
AB ×

−→
AC =

∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

0 7 −4
−1 1 0

∣∣∣∣∣∣ = 4
−→
i + 4

−→
j + 7

−→
k = {4; 4; 7} .

3) Знайдемо площу SABC основи пiрамiди:

SABC =
1

2

∣∣∣−−→AB ×−→AC∣∣∣ =
1

2

√
42 + 42 + 72 =

9

2
.

4) Знайдемо мiшаний добуток
(−−→
AB ×

−→
AC
)
·
−−→
AD:

(−−→
AB ×

−→
AC
)
·
−−→
AD =

∣∣∣∣∣∣
0 7 −4
−1 1 0
−11 9 −22

∣∣∣∣∣∣ = −162.

Мiшаний добуток в нашому разi також можна знайти як
скалярний добуток з використанням результатiв пункту 2):(−−→

AB ×
−→
AC
)
·
−−→
AD = 4 · (−11) + 4 · 9 + 7 · (−22) = −162.

5) Знайдемо об’єм пiрамiди:

V =
1

6

∣∣∣(−−→AB ×−→AC) · −−→AD∣∣∣ =
|−162|

6
= 27.

6) За формулою об’єму пiрамiди V = 1
3SH , звiдки

DD1 = H =
3V

SABC
=

3 · 27
9
2

= 18.

7) Очевидно,
−−→
AD1 =

−−→
AD+

−−−→
DD1. Позначимо −→n =

−−→
AB×

−→
AC. За

означенням векторного добутку вектор −→n перпендикулярний
площинi ABC. Але вектор

−−−→
DD1 також перпендикулярний цiй

площинi. Тому вектори
−−−→
DD1 i −→n колiнеарнi. Отже, iснує число

λ таке, що
−−−→
DD1 = λ−→n . Тодi

−−→
AD1 =

−−→
AD + λ−→n . Вектор −→n перпен-

дикулярний до кожного вектора, що лежить у площинi ABC, в
тому числi i до вектора

−−→
AD1. Тодi

−−→
AD1 · −→n = 0. Маємо:(−−→

AD + λ−→n
)
· −→n = 0,
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звiдки

λ = −
−−→
AD · −→n
−→n · −→n

= −−11 · 4 + 9 · 4− 22 · 7
4 · 4 + 4 · 4 + 7 · 7

= 2.

Тодi

−−→
AD1 =

−−→
AD + 2−→n = {−11; 9;−22}+ {8; 8; 14} = {−3; 17;−8} .

8) Тодi положення точки D1:

−−→
OD1 =

−→
OA+

−−→
AD1 = {1; 2; 2}+ {−3; 17;−8} = {−2; 19;−6} ,

тобто D1(−2, 19,−6).
9) Припустимо, iснують числа α, β такi, що

−−→
AD1 = α

−−→
AB + β

−→
AC.

Маємо:
{−3; 17;−8} = α {0; 7;−4}+ β {−1; 1; 0} .

Покоординатне порiвняння призводить до системи рiвнянь:−3 = 0 · α− β
17 = 7α+ β
−8 = −4α+ 0 · β

З першого i останнього рiвнянь знаходимо β = 3, α = 2.
Пiдставляючи цi значення в друге рiвняння, встановлюємо, що
воно теж задовiльнене. Отже, система рiвнянь є сумiсною; її
розв’зок α = 2, β = 3. Тодi

−−→
AD1 = 2

−−→
AB + 3

−→
AC. Наявнiсть цiєї

лiнiйної залежностi доводить компланарнiсть векторiв
−−→
AB,

−→
AC,−−→

AD1, тобто факт належностi точки D1 до площини ABC.
Вiдповiдь: 1)

−−→
AB = {0; 7;−4},

−→
AC = {−1; 1; 0},

−−→
AD = {−11; 9;−22};

2)
−−→
AB ×

−→
AC = {4; 4; 7}; 3) SABC = 9

2 ; 4)
(−−→
AB ×

−→
AC
)
·
−−→
AD = −162;

5) V = 27; 6) DD1 = 18; 7)
−−→
AD1 = {−3; 17;−8}; 8) D1(−2, 19,−6);

9)
−−→
AD1 = 2

−−→
AB + 3

−→
AC ⇒ D1 ∈ ABC.

Задача 10. Трикутник ABC задано координатами своїх вершин:
A(1, 2, 3), B(2, 4, 1), C(9, 1, 7). Знайти довжини сторiн AB i AC, а
також величину кута при вершинi A.
Розв’язок. Маємо:

−−→
AB =

−−→
OB −

−→
OA = {2; 4; 1} − {1; 2; 3} = {1; 2;−2} ,
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−→
AC =

−−→
OC −

−→
OA = {9; 1; 7} − {1; 2; 3} = {8;−1; 4} .

Далi:

AB =
∣∣∣−−→AB∣∣∣ =

√
−−→
AB ·

−−→
AB =

√
12 + 22 + (−2)2 = 3,

AC =
∣∣∣−→AC∣∣∣ =

√
−→
AC ·

−→
AC =

√
82 + (−1)2 + 42 = 9.

Тодi:

cos∠A =

−−→
AB ·

−→
AC∣∣∣−−→AB∣∣∣ · ∣∣∣−→AC∣∣∣ =

1 · 8 + 2 · (−1) + (−2) · 4
3 · 9

= − 2

27
, ∠A ≈ 94◦.

Вiдповiдь:AB = 3, AC = 9, ∠A ≈ 94◦.
Задача 11. Дано точки A(4, 8, 9), B(1, 2, 0) i число λ = 2. Знайти
точку K ∈ AB, яка дiлить вiдрiзок AB у вiдношеннi AK : KB =
= λ : 1.
Розв’язок. Маємо:

−−→
OK =

−→
OA+ λ

−−→
OB

1 + λ
=

1

3

(−→
OA+ 2

−−→
OB

)
=

=
1

3
({4; 8; 9}+ {2 · 1; 2 · 2; 2 · 0}) =

1

3
{6; 12; 9} = {2; 4; 3} .

Отже, K(2, 4, 3).
Вiдповiдь:K(2, 4, 3).
Задача 12. Трикутник ABC задано координатами своїх вершин:
A(−2, 1, 10), B(4, 1, 1), C(11, 3, 10). Знайти висоту CD.
Розв’язок. Нехай D ∈ AB – основа висоти CD. Тодi ∃λ :

−−→
AD =

= λ
−−→
AB. Очевидно,

−−→
CD =

−−→
AD −

−→
AC = λ

−−→
AB −

−→
AC.

За умовою
−−→
CD⊥

−−→
AB, тому

−−→
CD ·

−−→
AB = 0,

(
λ
−−→
AB −

−→
AC
)
·
−−→
AB = 0, λ =

−−→
AB ·

−→
AC

−−→
AB ·

−−→
AB

.

У нас:

−−→
AB =

−−→
OB −

−→
OA = {4; 1; 1} − {−2; 1; 10} = {6; 0;−9} ,
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−→
AC =

−−→
OC −

−→
OA = {11; 3; 10} − {−2; 1; 10} = {13; 2; 0} ,

λ =
6 · 13 + 0 · 2 + (−9) · 0

62 + 02 + (−9)2
=

2

3
,

−−→
CD =

2

3

−−→
AB −

−→
AC = {4; 0;−6} − {13; 2; 0} = {−9;−2;−6} ,

CD =
∣∣∣−−→CD∣∣∣ =

√
−−→
CD ·

−−→
CD =

√
(−9)2 + (−2)2 + (−6)2 = 11.

Вiдповiдь:CD = 11.
Задача 13. Трикутник ABC задано координатами своїх вершин:
A(−1, 4, 2), B(1, 6, 3), C(5,−2,−1). Знайти бiсектрису AD.
Розв’язок. Маємо:

−−→
AB =

−−→
OB −

−→
OA = {1; 6; 3} − {−1; 4; 2} = {2; 2; 1} ,∣∣∣−−→AB∣∣∣ =

√
22 + 22 + 12 = 3,

−→
AC =

−−→
OC −

−→
OA = {5;−2;−1} − {−1; 4; 2} = {6;−6;−3} ,∣∣∣−→AC∣∣∣ =

√
62 + (−6)2 + (−3)2 = 9.

Нехай D ∈ BC – основа бiсектриси. За властивiстю бiсектриси
BD : DC = AB : AC, BD : DC = 1

3 : 1. Тодi

−−→
AD =

−−→
AB + 1

3

−→
AC

1 + 1
3

=
1

4

(
3
−−→
AB +

−→
AC
)

= {3; 0; 0} ,

∣∣∣−−→AD∣∣∣ =
√

32 + 02 + 02 = 3.

Вiдповiдь:AD = 3.
Задача 14. Побудувати рiвняння площини, яка проходить пер-
пендикулярно до даного вектора

−→
N {3; 2;−1} через дану точку

M0(1, 4, 2). З’ясувати, належать данi точки M1 (3, 1, 2), M2 (4, 1, 2)
побудований площинi чи не належать.
Розв’язок. Скористаємось рiвнянням площини, яка проходить
через задану точку перпендикулярно заданiй нормалi:

3(x− 1) + 2(y − 4)− (z − 2) = 0, 3x+ 2y − z − 9 = 0.

Пiдставляючи сюди координати точки M1, переконуємося, що
це рiвняння задовiльнюється. Отже точка M1 належить данiй
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площинi. Пiдставляючи координати точки M2, переконуємося,
що це рiвняння не задовiльнюється. Отже точка M2 не нале-
жить данiй площинi.
Вiдповiдь:σ : 3x+ 2y − z − 9 = 0, M1 ∈ σ, M2 /∈ σ.
Задача 15. Задано точки A(1, 2, 2), B(3, 1, 4), C(2, 3, 1). Перекона-
тись, що вони не лежать на однiй прямiй, i побудувати рiвняння
площини, яка проходить через цi точки.
Розв’язок. Маємо

−−→
AB =

−−→
OB −

−→
OA = {3; 1; 4} − {1; 2; 2} = {2;−1; 2} ,

−→
AC =

−−→
OC −

−→
OA = {2; 3; 1} − {1; 2; 2} = {1; 1;−1} .

Маємо далi:

−→
N =

−−→
AB×

−→
AC =

∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

2 −1 2
1 1 −1

∣∣∣∣∣∣ = −−→i +4
−→
j +3

−→
k = {−1; 4; 3} 6= −→0 .

Отже, вектори
−−→
AB i

−→
AC неколiнеарнi, i тому точки A, B, C не

лежать на однiй прямiй.
За означенням векторного добутку

−→
N⊥
−−→
AB i

−→
N⊥
−→
AC, тому

вектор
−→
N може бути прийнятий в якостi нормалi. Скористає-

мось рiвнянням площини, яка проходить через задану точку A
перпендикулярно заданiй нормалi:

−(x− 1) + 4(y − 2) + 3(z − 2) = 0, x− 4y − 3z + 13 = 0.

Вiдповiдь:x− 4y − 3z + 13 = 0.
Задача 16. Знайти вiдстань мiж точкою M0(6, 6, 5) i площиною,
заданою рiвнянням 4x+ 7y + 4z − 5 = 0.
Розв’язок. За умовою маємо: x0 = 6, y0 = 6, z0 = 5, A = 4, B = 7,
C = 4, D = −5. Тодi:

d =
|Ax0 +By0 + Cz0 +D|√

A2 +B2 + C2
=
|4 · 6 + 7 · 6 + 4 · 5− 5|√

42 + 72 + 42
= 9.

Вiдповiдь: 9.
Задача 17. Двi площини σ1 i σ2 задано рiвняннями

2x− 2y + z − 1 = 0, 2x− 2y + z − 10 = 0.

Визначити вiдстань мiж площинами.
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Розв’язок. Нормальний вектор
−→
N {2;−2; 1} площин один i той

самий, отже вони паралельнi. Тодi достатньо на другiй площи-
нi обрати довiльну точку, наприклад M0(0, 0, 10), i обчислити
вiдстань вiд неї до першої площини:

d =
|2 · 0− 2 · 0 + 1 · 10− 1|√

22 + (−2)2 + 12
= 3.

Вiдповiдь: 3.
Задача 18. Знайти точку Q, симетричну точцi P (12,−5, 7) вiд-
носно площини 6x− 2y + 3z − 5 = 0.
Розв’язок. Оберемо на заданiй площинi довiльну точку, напри-
клад A(1, 2, 1). Тодi

−→
AP =

−−→
OP −

−→
OA = {12;−5; 7} − {1; 2; 1} = {11;−7; 6} .

Нехай R – проекцiя точки P на задану площину. Тодi ве-
ктор

−→
AR =

−→
AP +

−→
PR лежить в цiй площинi, i тому перпендику-

лярний до нормалi
−→
N {6;−2; 3} (цi координати взято з рiвняння

площини), тобто
(−→
AP +

−→
PR
)
·
−→
N = 0. Але вектор

−→
PR перпен-

дикулярний до площини, i тому колiнеарний до нормалi, тобто
iснує таке λ, що

−→
PR = λ

−→
N . Маємо:(−→
AP + λ

−→
N
)
·
−→
N = 0,

λ = −
−→
AP ·

−→
N

−→
N ·
−→
N

= −11 · 6 + (−7) · (−2) + 6 · 3
62 + (−2)2 + 32

= −2.

Тодi
−→
PR = −2

−→
N = {−12; 4;−6}. З мiркувань симетрiї

−→
PR =

−−→
RQ.

Тодi −−→
OQ =

−→
OA+

−→
AP +

−→
PR+

−−→
RQ =

−→
OA+

−→
AP + 2

−→
PR =

= {1; 2; 1}+ {11;−7; 6}+ 2 {−12; 4;−6} = {−12; 3;−5} .
Вiдповiдь:Q(−12, 3,−5).
Задача 19. Напрямний вектор прямої m, яка проходить через
точку M0(0, 2, 2), дорiвнює

−→
` {2; 2; 1}. Обчислити вiдстань мiж

точкою B(2, 7, 6) i цiєю прямою.
Розв’язок. Нехай точка A – проекцiя точки B на пряму m.
Оскiльки A ∈ m, то вектор

−−−→
M0A колiнеарний напрямному ве-

ктору. Отже, iснує число λ таке, що
−−−→
M0A = λ

−→
` . Маємо:

−−→
AB =

−−−→
M0B −

−−−→
M0A =

−−−→
M0B − λ

−→
` .
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Тут
−−−→
M0B =

−−→
OB −

−−−→
OM0 = {2; 7; 6} − {0; 2; 2} = {2; 5; 4} .

Очевидно,
−−→
AB⊥

−→
` ,
−−→
AB ·

−→
` = 0,

(−−−→
M0B − λ

−→
`
)
·
−→
` = 0,

λ =

−−−→
M0B ·

−→
`

−→
` ·
−→
`

=
2 · 2 + 5 · 2 + 4 · 1

22 + 22 + 12
= 2.

Тодi

−−→
AB =

−−−→
M0B − 2

−→
` = {2; 5; 4} − 2 {2; 2; 1} = {−2; 1; 2} ,

AB =
∣∣∣−−→AB∣∣∣ =

√
−−→
AB ·

−−→
AB =

√
(−2)2 + 12 + 22 = 3.

Вiдповiдь:AB = 3.
Задача 20. Знайти точку Q, симетричну данiй точцi P (9,−1, 1)
вiдносно прямої m, яка проходить через точку A(1, 4, 4) в на-
прямку вектора

−→
` {0; 1; 4}.

Розв’язок. Нехай R – проекцiя точки P на пряму m. Оскiльки
R ∈ m, то вектори

−→
AR i

−→
` колiнеарнi, тобто iснує число λ таке,

що
−→
AR = λ

−→
` . Маємо:

−→
RP =

−→
AP −

−→
AR =

−→
AP − λ

−→
` .

Тут

−→
AP =

−−→
OP −

−→
OA = {9;−1; 1} − {1; 4; 4} = {8;−5;−3} .

Очевидно,
−→
RP⊥

−→
` ,
−→
RP ·

−→
` = 0,

(−→
AP − λ

−→
`
)
·
−→
` = 0,

λ =

−→
AP ·

−→
`

−→
` ·
−→
`

=
8 · 0 + (−5) · 1 + (−3) · 4

02 + 12 + 42
= −1.

Тодi
−→
RP =

−→
AP +

−→
` = {8;−5;−3}+ {0; 1; 4} = {8;−4; 1}.

За мiркуваннями симетрiї
−−→
RQ = −

−→
RP . Тодi

−−→
PQ =

−−→
RQ−

−→
RP = −2

−→
RP = {−16; 8;−2} .

Остаточно отримуємо:

−−→
OQ =

−−→
OP +

−−→
PQ = {9;−1; 1}+ {−16; 8;−2} = {−7; 7;−1} .



43

Вiдповiдь:Q(−7, 7,−1).
Задача 21. Пряма m1 проходить через заданi точки A1 i B1,
а пряма m2 – через заданi точки A2 i B2. Встановити, яким є
взаємне розташування цих прямих.

а) A1(2, 3, 1), B1(5, 7, 3), A2(4, 0, 4), B2(10, 8, 8).
б) A1(2, 3, 1), B1(5, 7, 3), A2(17, 23, 11), B2(14, 19, 9).
в) A1(2, 3, 1), B1(5, 7, 3), A2(4, 3, 1), B2(6, 7, 3).
г) A1(2, 3, 1), B1(5, 7, 3), A2(4, 3, 1), B2(6, 7, 4).

Розв’язок. а) Напрямнi вектори прямих:

−→
`1 =

−−−→
A1B1 =

−−→
OB1 −

−−→
OA1 = {5; 7; 3} − {2; 3; 1} = {3; 4; 2} ,

−→
`2 =

−−−→
A2B2 =

−−→
OB2 −

−−→
OA2 = {10; 8; 8} − {4; 0; 4} = {6; 8; 4} .

Маємо:

−→
`1 ×

−→
`2 =

∣∣∣∣∣∣
−→
i
−→
j
−→
k

3 4 2
6 8 4

∣∣∣∣∣∣ =
−→
0 .

Отже, вектори
−→
`1 i

−→
`2 колiнеарнi. Тому прямi або паралельнi,

або збiгаються.
Маємо далi

−−−→
A1A2 =

−−→
OA2 −

−−→
OA1 = {4; 0; 4} − {2; 3; 1} = {2;−3; 3} ,

−→
`1 ×

−−−→
A1A2 =

∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

3 4 2
2 −3 3

∣∣∣∣∣∣ = {18;−5;−17} 6= −→0 .

Отже, вектори
−→
`1 i
−−−→
A1A2 неколiнеарнi. Тому A2 /∈ m1, i прямi не

можуть збiгатись, тобто вони паралельнi.
б) Напрямнi вектори прямих:

−→
`1 =

−−−→
A1B1 =

−−→
OB1 −

−−→
OA1 = {5; 7; 3} − {2; 3; 1} = {3; 4; 2} ,

−→
`2 =

−−−→
A2B2 =

−−→
OB2 −

−−→
OA2 = {14; 19; 9} − {17; 23; 11} = {−3;−4;−2} .

Маємо:

−→
`1 ×

−→
`2 =

∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

3 4 2
−3 −4 −2

∣∣∣∣∣∣ =
−→
0 .
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Отже, вектори
−→
`1 i

−→
`2 колiнеарнi. Тому прямi або паралельнi,

або збiгаються.
Маємо далi

−−−→
A1A2 =

−−→
OA2 −

−−→
OA1 = {17; 23; 11} − {2; 3; 1} = {15; 20; 10} ,

−→
`1 ×

−−−→
A1A2 =

∣∣∣∣∣∣
−→
i
−→
j
−→
k

3 4 2
15 20 10

∣∣∣∣∣∣ =
−→
0 .

Отже, вектори
−→
`1 i
−−−→
A1A2 колiнеарнi. Тому A2 ∈ m1. Отже, прямi

m1 i m2 мають принаймнi одну спiльну точку – точку A2. Але
прямi напрямленi однаково, i тому вони збiгаються.

в) Напрямнi вектори прямих:

−→
`1 =

−−−→
A1B1 =

−−→
OB1 −

−−→
OA1 = {5; 7; 3} − {2; 3; 1} = {3; 4; 2} ,

−→
`2 =

−−−→
A2B2 =

−−→
OB2 −

−−→
OA2 = {6; 7; 3} − {4; 3; 1} = {2; 4; 2} .

Маємо:

−→
`1 ×

−→
`2 =

∣∣∣∣∣∣
−→
i
−→
j
−→
k

3 4 2
2 4 2

∣∣∣∣∣∣ = {0;−2; 4} 6= −→0 .

Отже, вектори
−→
`1 i
−→
`2 неколiнеарнi. Тому прямi або перетина-

ються, або є мимобiжними.
Позначимо

−→
N =

−→
`1 ×

−→
`2 , маємо

−→
N = {0;−2; 4}. В разi мимо-

бiжних прямих iснує пара паралельних площин σ1, σ2 з нор-
маллю

−→
N , таких що m1 ∈ σ1, m2 ∈ σ2, σ2 6= σ1. В разi перетину

прямих цi площини збiгаються.
Маємо далi

−−−→
A1A2 =

−−→
OA2 −

−−→
OA1 = {4; 3; 1} − {2; 3; 1} = {2; 0; 0} ,

−→
N ·
−−−→
A1A2 = 0 · 2 + (−2) · 0 + 4 · 0 = 0.

Отже, вектори
−→
N i

−−−→
A1A2 перпендикулярнi. Але A1 ∈ σ1, тому

A2 ∈ σ1, тобто σ2 = σ1. Це i значить, що прямi перетинаються.
Можна довести факт перетину прямих i в явний спосiб.

Достатньо знайти точку перетину.
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Канонiчнi рiвняння прямих m1, m2, проведених через точки
A1, A2 вздовж векторiв

−→
`1 ,
−→
`2 вiдповiдно:

x− 2

3
=
y − 3

4
=
z − 1

2
= t,

x− 4

2
=
y − 3

4
=
z − 1

2
= λ.

Тодi параметричнi рiвняння набувають вигляду:x = 2 + 3t
y = 3 + 4t
z = 1 + 2t

x = 4 + 2λ
y = 3 + 4λ
z = 1 + 2λ

(∗)

Точка перетину виникає при сумiсному розв’язаннi цих шi-
стьох рiвнянь. Прирiвнюємо абсциси, ординати i аплiкати:2 + 3t = 4 + 2λ

3 + 4t = 3 + 4λ
1 + 2t = 1 + 2λ

Легко переконатись, що ця система сумiсна. Її єдиний розв’я-
зок t = λ = 2. Тодi координати точки перетину можуть бути
знайденi з будь-якої з систем (∗) i становлять M(8, 11, 5).

г) Напрямнi вектори прямих:

−→
`1 =

−−−→
A1B1 =

−−→
OB1 −

−−→
OA1 = {5; 7; 3} − {2; 3; 1} = {3; 4; 2} ,

−→
`2 =

−−−→
A2B2 =

−−→
OB2 −

−−→
OA2 = {6; 7; 4} − {4; 3; 1} = {2; 4; 3} .

Маємо:

−→
`1 ×

−→
`2 =

∣∣∣∣∣∣
−→
i
−→
j
−→
k

3 4 2
2 4 3

∣∣∣∣∣∣ = {4;−5; 4} 6= −→0 .

Отже, вектори
−→
`1 i
−→
`2 неколiнеарнi. Тому прямi або перетина-

ються, або є мимобiжними.
Позначимо

−→
N =

−→
`1 ×

−→
`2 , маємо

−→
N = {4;−5; 4}. В разi мимо-

бiжних прямих iснує пара паралельних площин σ1, σ2 з нор-
маллю

−→
N , таких що m1 ∈ σ1, m2 ∈ σ2, σ2 6= σ1. В разi перетину

прямих цi площини збiгаються.
Маємо далi

−−−→
A1A2 =

−−→
OA2 −

−−→
OA1 = {4; 3; 1} − {2; 3; 1} = {2; 0; 0} ,
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−→
N ·
−−−→
A1A2 = 4 · 2 + (−5) · 0 + 4 · 0 = 8 6= 0.

Отже, вектори
−→
N i

−−−→
A1A2 не перпендикулярнi. Тому оскiльки

A1 ∈ σ1, то A2 /∈ σ1, тобто σ2 6= σ1. Це i значить, що прямi є
мимобiжними.

Цей факт можна довести i в явний спосiб. Спробуємо зна-
йти точку перетину. Канонiчнi рiвняння прямих m1, m2, про-
ведених через точки A1, A2 вздовж векторiв

−→
`1 ,
−→
`2 вiдповiдно:

x− 2

3
=
y − 3

4
=
z − 1

2
= t,

x− 4

2
=
y − 3

4
=
z − 1

3
= λ.

Тодi параметричнi рiвняння набувають вигляду:x = 2 + 3t
y = 3 + 4t
z = 1 + 2t

x = 4 + 2λ
y = 3 + 4λ
z = 1 + 3λ

Точка перетину могла б виникнути при сумiсному розв’язаннi
цих шiстьох рiвнянь. Прирiвнюємо координати x, y, z:2 + 3t = 4 + 2λ

3 + 4t = 3 + 4λ
1 + 2t = 1 + 3λ

Легко переконатись, що ця система є несумiсною, тобто прямi
m1 i m2 не мають жодної спiльної точки. Отже, цi прямi не
перетинаються, i тому є мимобiжними.
Вiдповiдь: а) паралельнi; б) збiгаються; в) перетинаються в єди-
нiй точцi: m1 ∩m2 = M(8, 11, 5); г) мимобiжнi: m1 ∩m2 = ∅.
Задача 22. Прямi m1 i m2 проведено через точки A1(2, 3, 5),
B1(3, 3, 4) i A2(0, 18, 1), B2(3, 14, 5) вiдповiдно. Довести, що прямi
m1, m2 є мимобiжними i знайти вiдстань мiж ними
Розв’язок. Напрямнi вектори прямих

−→
`1 =

−−−→
A1B1 =

−−→
OB1 −

−−→
OA1 = {3; 3; 4} − {2; 3; 5} = {1; 0;−1} ,

−→
`2 =

−−−→
A2B2 =

−−→
OB2 −

−−→
OA2 = {3; 14; 5} − {0; 18; 1} = {3;−4; 4} .

Маємо:

−→
N =

−→
`1 ×

−→
`2 =

∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

1 0 −1
3 −4 4

∣∣∣∣∣∣ = {−4;−7;−4} 6= −→0 .
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Вектори
−→
`1 i

−→
`2 неколiнеарнi, отже, прямi не паралельнi i не

збiгаються.
Побудуємо рiвняння площини з нормаллю

−→
N , яка проходить

через точку A1:

−4(x− 2)− 7(y − 3)− 4(z − 5) = 0, 4x+ 7y + 4z − 49 = 0.

Знайдемо вiдстань вiд точки A2 до цiєї площини:

d =
|4 · 0 + 7 · 18 + 4 · 1− 49|√

42 + 72 + 42
= 9.

Оскiльки d 6= 0, то точка A2 не належить тiй площинi, яка
проходить через першу пряму паралельно другiй прямiй. Це
означає, що друга пряма вся цiлком не лежить у цiй площинi,
i отже, прямi не перетинаються. Тому вони є мимобiжними.

Для перевiрки можемо також обчислити вiдстань вiд точки
B2 до цiєї ж площини:

d =
|4 · 3 + 7 · 14 + 4 · 5− 49|√

42 + 72 + 42
= 9.

Вiдповiдь: 9.
Задача 23. Встановити тип кривої другого порядку i побудувати
її графiк: 16x2 + 9y2 − 96x− 36y + 36 = 0.
Розв’язок. Маємо:

16
(
x2 − 6x

)
+ 9

(
y2 − 4y

)
+ 36 = 0,

16
(
x2 − 6x+ 9− 9

)
+ 9

(
y2 − 4y + 4− 4

)
+ 36 = 0,

16 (x− 3)
2 − 16 · 9 + 9 (y − 2)

2 − 9 · 4 + 36 = 0,

16 (x− 3)
2

+ 9 (y − 2)
2

= 144, 16 · (x− 3)
2

144
+ 9 · (y − 2)

2

144
= 1,

(x− 3)
2

9
+

(y − 2)
2

16
= 1,

(x− 3)
2

32
+

(y − 2)
2

42
= 1.

Отримали канонiчне рiвняння елiпса з параметрами

x0 = 3, y0 = 2, a = 3, b = 4.

Вiдповiдь: елiпс, див. рис. 2.1.
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𝑥 
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0 

−2 

3 

6 

6 

Рисунок 2.1 – До задачi 23

Задача 24. Встановити тип поверхнi другого порядку:

x2 + 4y2 + 4z2 − 4x+ 8y + 4 = 0.

Розв’язок. Маємо:(
x2 − 4x+ 4

)
+ 4

(
y2 + 2y + 1− 1

)
+ 4z2 = 0,

(x− 2)
2

+ 4 (y + 1)
2

+ 4z2 = 4,

(x− 2)
2

22
+

(y + 1)
2

12
+

(z − 0)
2

12
= 1,

що збiгається з канонiчним рiвнянням елiпсоїда з параметрами

x0 = 2, y0 = −1, z0 = 0, a = 2, b = 1, c = 1.

Вiдповiдь: елiпсоїд з центром в точцi M0(2,−1, 0); пiвосi елiпсо-
їда дорiвнюють a = 2, b = 1, c = 1.



3 ЗАДАЧI ДЛЯ

IНДИВIДУАЛЬНОЇ РОБОТИ

Задача 1. Знайти x з рiвняння.

В-1. det

 1 3 4
4 6 8

sinx 1 1

+ det

(
1 2
x 6

)
= 2.

В-2. det

2 3 2
4 6 5
2 1 lnx

+ det

(
2 3
8 4x

)
= 4.

В-3. det

2 4 5
1 3 2x

1 2 4

+ det

(
1 x
3 15

)
= 3.

В-4. det

2 1 4
1 x4 0
3 2 6

+ det

(
x x
x 1

)
= 2.

В-5. det

 3
√
x 1 2

3 3 3
1 2 2

+ det

(
2 x
4 6

)
= 3.

В-6. det

2 x5 3
1 3 1
2 8 2

+ det

(
2 3
x 6

)
= 2.

В-7. det

2 7 x53

1 3 1
3 9 2

+ det

(
x2 x
x 2

)
= 1.

В-8. det

 1 2 5
cosx 3 6

1 4 10

+ det

(
2 x
x 8

)
= 3.

В-9. det

1 0 2
3 1 6
1 sinx 3

+ det

(
2 x
3 3

)
= 1.

В-10. det

 lnx 1 0
0 1 1
3 2 2

+ det

(
1 1
1 x

)
= 3.

В-11. det

0 3x 1
4 1 3
8 3 6

+ det

(
x x+ 4
2 6

)
= 4.
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В-12. det

0 1 cosx
3 1 3
6 2 5

+ det

(
2x 3
2 1

)
= 3.

В-13. det

 1 1 2
cosx 1 3

3 2 4

+ det

(
x3 1
1 1

)
= 1.

В-14. det

2 1 2
5 sinx 3
3 2 3

+ det

(
2x x+ 3
4 8

)
= 2.

В-15. det

2 3 2
2 4 5x

6 9 7

+ det

(
2 3x
3 2x

)
= 2.

Задача 2. На прикладi заданих матриць A, B перевiрити
виконання спiввiдношення (AB)

T
= BTAT.

В-1. A =

(
1 2 3
2 3 1

)
, B =

1 4
3 2
1 2

.

В-2. A =

(
1 3 2
2 0 4

)
, B =

1 0
1 2
5 2

.

В-3. A =

(
1 3 3
2 0 4

)
, B =

1 7
3 2
2 2

.

В-4. A =

(
1 0 4
2 0 4

)
, B =

1 3
3 2
1 0

.

В-5. A =

(
2 3 0
2 0 2

)
, B =

1 2
1 2
1 4

.

В-6. A =

(
4 3 0
2 0 1

)
, B =

1 3
1 2
1 5

.

В-7. A =

(
8 3 0
0 0 1

)
, B =

1 0
1 3
1 3

.

В-8. A =

(
6 5 4
3 2 1

)
, B =

1 2
2 3
3 4

.
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В-9. A =

(
2 3 3
2 4 1

)
, B =

1 5
3 0
2 4

.

В-10. A =

(
7 3 1
2 0 1

)
, B =

1 2
1 0
2 1

.

В-11. A =

(
5 2 1
2 0 1

)
, B =

1 5
5 0
2 1

.

В-12. A =

(
0 2 1
2 0 1

)
, B =

1 3
2 0
7 1

.

В-13. A =

(
0 3 1
2 1 1

)
, B =

1 0
2 0
1 1

.

В-14. A =

(
2 3 1
2 4 1

)
, B =

1 0
2 3
2 1

.

В-15. A =

(
1 3 2
2 8 1

)
, B =

5 6
0 4
0 1

.

Задача 3. Для заданої матрицi A знайти обернену матрицю.
Виконати перевiрку.

В-1. A =

6 4 1
5 4 1
1 7 2

. В-2. A =

1 1 1
5 4 3
3 2 2

.

В-3. A =

2 2 1
3 2 3
2 1 2

. В-4. A =

1 2 3
2 1 1
0 1 2

.

В-5. A =

1 0 3
2 1 8
2 1 7

. В-6. A =

3 4 3
2 1 8
2 3 1

.

В-7. A =

2 4 3
2 3 2
3 3 1

. В-8. A =

2 2 3
1 3 2
1 0 1

.

В-9. A =

2 5 3
3 8 4
1 0 3

. В-10. A =

4 3 1
2 7 4
1 5 3

.
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В-11. A =

4 2 1
5 3 2
8 5 3

. В-12. A =

0 2 1
5 3 3
8 5 5

.

В-13. A =

1 3 2
5 0 3
2 4 3

. В-14. A =

1 0 1
2 3 3
2 2 3

.

В-15. A =

1 3 1
2 3 4
2 5 3

.

Задача 4. За правилами Крамера розв’язати систему лiнiй-
них алгебраїчних рiвнянь, подану розширеною матрицею.

В-1.

6 4 1 15
5 4 1 13
1 7 2 7

. В-2.

1 1 1 2
5 4 3 3
3 2 2 2

.

В-3.

2 2 1 9
3 2 3 13
2 1 2 8

. В-4.

1 2 3 8
2 1 1 5
0 1 2 4

.

В-5.

1 0 3 3
2 1 8 9
2 1 7 7

. В-6.

3 4 3 7
2 1 8 9
2 3 1 4

.

В-7.

2 4 3 7
2 3 2 6
3 3 1 8

. В-8.

2 2 3 9
1 3 2 2
1 0 1 5

.

В-9.

2 5 3 2
3 8 4 1
1 0 3 9

. В-10.

4 3 1 6
2 7 4 1
1 5 3 0

.

В-11.

4 2 1 5
5 3 2 6
8 5 3 9

. В-12.

0 2 1 1
5 3 3 5
8 5 5 8

.

В-13.

1 3 2 2
5 0 3 2
2 4 3 3

. В-14.

1 0 1 2
2 3 3 5
2 2 3 5

.

В-15.

1 3 1 7
2 3 4 8
2 5 3 12

.

Задача 5. Систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь пода-
но розширеною матрицею. Дослiдити систему на сумiснiсть
за допомогою теореми Кронекера-Капеллi. В разi сумiсностi
розв’язати систему методом Гаусса.
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В-1. а)

1 2 2 3
2 3 1 5
5 8 4 13

, б)

1 2 2 3
2 3 1 5
5 8 4 14

.

В-2. а)

1 2 1 5
2 0 1 4
0 4 1 6

, б)

1 2 1 5
2 0 1 4
0 4 1 7

.

В-3. а)

 1 3 2 1
5 1 1 4
13 11 8 11

, б)

 1 3 2 1
5 1 1 4
13 11 8 12

.

В-4. а)

2 4 7 0
1 1 6 1
5 9 20 1

, б)

2 4 7 0
1 1 6 1
5 9 20 2

.

В-5. а)

1 2 2 2
2 2 1 9
5 8 7 15

, б)

1 2 2 2
2 2 1 9
5 8 7 16

.

В-6. а)

 2 1 2 1
3 1 1 3
12 5 8 9

, б)

 2 1 2 1
3 1 1 3
12 5 8 10

.

В-7. а)

 1 2 2 1
4 4 1 1
14 16 7 5

, б)

 1 2 2 1
4 4 1 1
14 16 7 6

.

В-8. а)

1 5 2 −2
4 2 1 7
7 17 7 1

, б)

1 5 2 −2
4 2 1 7
7 17 7 2

.

В-9. а)

1 7 8 9
1 2 2 4
3 11 12 17

, б)

1 7 8 9
1 2 2 4
3 11 12 18

.

В-10. а)

 2 9 1 3
3 3 2 5
11 18 7 18

, б)

 2 9 1 3
3 3 2 5
11 18 7 19

.

В-11. а)

1 3 1 3
3 2 1 4
7 14 5 16

, б)

1 3 1 3
3 2 1 4
7 14 5 17

.

В-12. а)

3 0 1 0
1 4 2 1
7 16 9 4

, б)

3 0 1 0
1 4 2 1
7 16 9 5

.

В-13. а)

 2 2 3 −1
1 0 1 2
11 8 15 2

, б)

 2 2 3 −1
1 0 1 2
11 8 15 3

.
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В-14. а)

5 1 2 7
5 1 1 9
5 1 3 5

, б)

5 1 2 7
5 1 1 9
5 1 3 6

.

В-15. а)

 3 3 4 2
1 0 2 −1
11 9 16 4

, б)

 3 3 4 2
1 0 2 −1
11 9 16 5

.

Задача 6. Здiйснюючи еквiвалентнi перетворення, звести
задану матрицю A до нижньотрикутного вигляду й знайти її
ранг.

В-1. A =


1 2 2 3
2 3 4 2
5 8 10 7
6 10 12 10

. В-2. A =


1 2 1 1
2 1 4 2
6 6 10 6
8 10 12 8

.

В-3. A =


2 0 1 1
1 3 1 2
5 3 3 4
9 3 5 6

. В-4. A =


1 2 3 4
1 3 2 1
1 4 1 −2
0 2 −2 −6

.

В-5. A =


3 3 2 2
2 1 1 3
1 2 1 −1
5 7 4 0

. В-6. A =


1 3 1 1
1 4 2 3
3 10 4 5
5 16 6 7

.

В-7. A =


1 5 3 1
2 1 1 2
6 12 8 6
8 22 14 8

. В-8. A =


1 2 2 0
2 0 1 3
6 4 6 6
8 8 10 6

.

В-9. A =


1 4 2 2
3 1 2 3
5 9 6 7
12 26 16 18

. В-10. A =


2 1 1 1
3 2 3 1
4 3 5 1
2 2 4 0

.

В-11. A =


1 7 5 4
2 6 4 3
3 5 3 2
5 3 1 0

. В-12. A =


1 1 1 1
2 1 2 1
6 4 6 4
8 6 8 6

.

В-13. A =


1 2 2 3
2 6 4 5
3 8 6 8
4 10 8 11

. В-14. A =


1 3 0 1
2 3 2 2
3 3 4 3
2 0 4 2

.
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В-15. A =


2 5 3 3
1 0 2 0
4 5 7 3
6 10 10 6

.

Задача 7. Методом Гаусса побудувати загальний розв’язок
однорiдної системи чотирьох лiнiйних алгебраїчних рiвнянь з
чотирьма невiдомими. Матриця системи збiгається з поданою
в попереднiй задачi.

Задача 8. Три вектори −→a ,
−→
b , −→c задано в деякому базисi

своїми координатами. Довести, що цi вектори є компланарни-
ми i виразити вектор −→c через вектори −→a i

−→
b .

В-1. −→a = {1; 2; 1},
−→
b = {2; 0; 1}, −→c = {0; 4; 1}.

В-2. −→a = {1; 3; 2},
−→
b = {5; 1; 1}, −→c = {13; 11; 8}.

В-3. −→a = {2; 4; 7},
−→
b = {1; 1; 6}, −→c = {5; 9; 20}.

В-4. −→a = {1; 2; 2},
−→
b = {2; 2; 1}, −→c = {5; 8; 7}.

В-5. −→a = {2; 1; 2},
−→
b = {3; 1; 1}, −→c = {12; 5; 8}.

В-6. −→a = {1; 2; 2},
−→
b = {4; 4; 1}, −→c = {14; 16; 7}.

В-7. −→a = {1; 5; 2},
−→
b = {4; 2; 1}, −→c = {7; 17; 7}.

В-8. −→a = {1; 7; 8},
−→
b = {1; 2; 2}, −→c = {3; 11; 12}.

В-9. −→a = {2; 9; 1},
−→
b = {3; 3; 2}, −→c = {11; 18; 7}.

В-10. −→a = {1; 3; 1},
−→
b = {3; 2; 1}, −→c = {7; 14; 5}.

В-11. −→a = {3; 0; 1},
−→
b = {1; 4; 2}, −→c = {7; 16; 9}.

В-12. −→a = {2; 2; 3},
−→
b = {1; 0; 1}, −→c = {11; 8; 15}.

В-13. −→a = {5; 1; 2},
−→
b = {5; 1; 1}, −→c = {5; 1; 3}.

В-14. −→a = {3; 3; 4},
−→
b = {1; 0; 2}, −→c = {11; 9; 16}.

В-15. −→a = {1; 2; 2},
−→
b = {2; 3; 1}, −→c = {5; 8; 4}.

Задача 9. Пiрамiду ABCD задано координатами своїх вер-
шин. Знайти:
1) координати векторiв

−−→
AB,

−→
AC,

−−→
AD;

2) векторний добуток
−−→
AB ×

−→
AC;

3) площу SABC основи ∆ABC пiрамiди;

4) мiшаний добуток
(−−→
AB ×

−→
AC
)
·
−−→
AD;

5) об’єм пiрамiди;
6) висоту DD1 пiрамiди, де D1 – ортогональна проекцiя точки
D на площину ABC;
7) координати вектора

−−→
AD1;

8) координати точки D1.
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9) Переконатись, що D1 ∈ ABC. Для цього переконатись, що
вектори

−−→
AB,

−→
AC,

−−→
AD1 є компланарними, i знайти коефiцiєнти

α, β лiнiйної залежностi
−−→
AD1 = α

−−→
AB + β

−→
AC.

В-1. A(3, 4, 1), B(5, 6, 1), C(5, 7, 3), D(5, 11, 2).
В-2. A(5, 2, 2), B(7, 4, 10), C(7, 5, 6), D(−3, 5, 7).
В-3. A(0, 2, 1), B(8, 6, 11), C(8, 10, 7), D(−7, 10, 1).
В-4. A(3, 3, 9), B(7, 1, 0), C(1, 5, 12), D(15, 11, 10).
В-5. A(6, 2, 1), B(18,−4, 9), C(0, 8, 0), D(7, 8,−12).
В-6. A(6, 2, 4), B(10,−4, 4), C(0, 12, 1), D(11, 16, 0).
В-7. A(5, 8,−2), B(−1, 0, 8), C(1, 2, 5), D(7, 6, 6).
В-8. A(5, 3, 1), B(2, 1, 5), C(3, 1, 9), D(4,−9, 12).
В-9. A(0, 3, 10), B(8, 7, 0), C(12, 11,−3), D(18,−1, 15).
В-10. A(0, 3, 2), B(4, 7, 8), C(4, 9, 14), D(3,−5,−2).
В-11. A(7, 8, 9), B(1, 2, 8), C(1,−4, 1), D(7, 9,−10).
В-12. A(1, 3, 12), B(5, 5,−12), C(3, 5,−3), D(12, 9, 5).
В-13. A(1, 3, 6), B(5, 5, 2), C(3, 5, 3), D(5, 1,−3).
В-14. A(4, 4, 0), B(12, 8,−15), C(8, 8,−7), D(8, 3, 12).
В-15. A(0,−3, 7), B(16, 1,−2), C(28, 5,−7), D(8,−10, 7).
Задача 10. Трикутник ABC задано координатами своїх

вершин. Знайти довжини сторiн AB i AC, а також величину
кута при вершинi A.
В-1. A(1, 2, 2), B(2, 1, 0), C(1,−2, 1).
В-2. A(2, 3, 7), B(1, 4, 2), C(0, 2, 5).
В-3. A(3, 4, 6), B(−3, 2, 9), C(1, 6, 5).
В-4. A(1, 7, 4), B(3, 5, 8), C(2, 5, 9).
В-5. A(4, 2, 6), B(2, 6, 4), C(−6,−5, 8).
В-6. A(4, 5, 7), B(2, 5, 4), C(2, 8, 6).
В-7. A(7, 4, 5), B(2, 7, 9), C(1, 3, 2).
В-8. A(3, 5, 7), B(2, 8, 5), C(4, 0, 5).
В-9. A(2, 3, 2), B(3, 5, 4), C(1, 1, 8).
В-10. A(2, 6, 7), B(4, 9, 0), C(2, 2, 2).
В-11. A(1, 2, 3), B(4, 5, 6), C(7, 8, 3).
В-12. A(2, 5, 3), B(2, 7, 5), C(2, 5, 6).
В-13. A(2, 6, 7), B(3, 3, 2), C(5, 7, 3).
В-14. A(2, 7, 8), B(2, 2, 5), C(3, 7, 5).
В-15. A(2, 3, 7), B(4, 4, 9), C(1, 2, 5).
Задача 11. Дано точки A, B i число λ. Знайти точку K ∈ AB,

яка дiлить вiдрiзок AB у вiдношеннi AK : KB = λ : 1.
В-1. A(−1, 0, 7), B(3, 4, 5), λ = 1.
В-2. A(−3,−2, 5), B(3, 4, 2), λ = 2.
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В-3. A(−3,−2, 4), B(5, 6, 0), λ = 3.
В-4. A(9,−4,−1), B(1, 4, 3), λ = 3.
В-5. A(7, 9,−3), B(−1, 1, 1), λ = 3.
В-6. A(−1,−4,−2), B(2, 2, 4), λ = 2.
В-7. A(−1, 1, 8), B(5, 4, 2), λ = 1

2 .
В-8. A(−3, 6, 4), B(3, 3,−2), λ = 2.
В-9. A(−4, 7, 4), B(4,−1, 0), λ = 3.
В-10. A(−1,−6,−2), B(7, 2, 2), λ = 3.
В-11. A(−1, 5,−3), B(5, 2, 3), λ = 2.
В-12. A(7, 6, 6), B(−5,−6, 0), λ = 1.
В-13. A(−3, 5,−1), B(3,−1, 2), λ = 2.
В-14. A(1, 4, 2), B(4,−2,−4), λ = 1

2 .
В-15. A(−7, 8,−2), B(5,−4, 4), λ = 2.
Задача 12. Трикутник ABC задано координатами своїх

вершин. Знайти висоту AD.
В-1. A(−4,−6, 5), B(6,−2, 6), C(8,−3, 8).
В-2. A(6, 4, 0), B(0, 1, 0), C(−2, 2,−2).
В-3. A(4, 2, 1), B(−2, 2,−2), C(0, 1, 0).
В-4. A(5,−3, 0), B(5, 3, 6), C(3, 2, 4).
В-5. A(−2, 4, 2), B(−4, 0,−3), C(−6,−1,−5).
В-6. A(9,−2,−1), B(−3, 1,−4), C(−1, 2,−2).
В-7. A(−5, 7, 0), B(−1, 0, 5), C(−3,−1, 7).
В-8. A(8,−2, 3), B(0, 0, 5), C(2, 1, 3).
В-9. A(7,−4, 3), B(7, 5,−6), C(5, 4,−4).
В-10. A(−3, 0, 4), B(5, 2, 6), C(3, 3, 4).
В-11. A(5, 4, 3), B(7, 0, 8), C(9,−1, 10).
В-12. A(−7,−5, 3), B(5,−2, 6), C(3,−1, 4).
В-13. A(4,−1, 9), B(4, 5, 6), C(6, 7, 7).
В-14. A(6, 0, 7), B(0, 0, 1), C(2, 2, 2).
В-15. A(4,−9, 6), B(9, 5, 4), C(7, 3, 3).
Задача 13. Трикутник ABC задано координатами своїх

вершин. Знайти бiсектрису CD.
В-1. A(32, 28, 8), B(−7,−14, 14), C(−26,−16,−20).
В-2. A(−8, 20, 16), B(10,−7,−2), C(−4,−2,−4).
В-3. A(0, 27, 27), B(8,−5,−1), C(−6,−3,−6).
В-4. A(−4, 13, 11), B(8, 1, 5), C(−6, 3, 0).
В-5. A(−10, 13, 8), B(6,−3, 0), C(−8, 2,−2).
В-6. A(−16, 40,−4), B(−7,−14, 14), C(22,−28,−8).
В-7. A(−12, 24, 0), B(9,−6,−6), C(−2,−4, 4).
В-8. A(−9, 36,−9), B(7,−4,−5), C(−3,−6, 6).
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В-9. A(−7, 16,−1), B(5, 4,−7), C(−5, 2, 4).
В-10. A(−11, 14, 4), B(5,−2,−4), C(−6, 0, 6).
В-11. A(28, 32,−8), B(−14,−7,−14), C(−16,−26, 20).
В-12. A(8, 16, 20), B(−10,−2,−7), C(4,−4,−2).
В-13. A(0, 27, 27), B(−8,−1,−5), C(6,−6,−3).
В-14. A(4, 11, 13), B(−8, 5, 1), C(6, 0, 3).
В-15. A(10, 8, 13), B(−6, 0,−3), C(8,−2, 2).
Задача 14. Побудувати рiвняння площини, яка проходить

перпендикулярно до даного вектора
−→
N {A;B;C} через дану то-

чку M0(x0, y0, z0). З’ясувати, належать данi точки M1 (x1, y1, z1),
M2 (x2, y2, z2) побудований площинi чи не належать.
В-1.

−→
N {2; 3; 1} , M0(1, 5, 2), M1(3, 5,−2), M2(4, 2, 8).

В-2.
−→
N {4;−2; 2} , M0(1, 5, 2), M1(3, 5,−2), M2(4, 2,−5).

В-3.
−→
N {4;−2;−1} , M0(1, 3, 2), M1(3, 5, 6), M2(4, 2, 14).

В-4.
−→
N {4;−6; 1} , M0(2, 6, 4), M1(3, 5,−6), M2(4, 2,−21).

В-5.
−→
N {6;−2; 2} , M0(2, 6, 9), M1(3, 5, 5), M2(4, 2, 8).

В-6.
−→
N {−2;−2; 2} , M0(1, 2, 7), M1(3, 5, 12), M2(4, 2, 15).

В-7.
−→
N {1; 1; 1} , M0(3, 6, 4), M1(3, 5, 5), M2(4, 2, 9).

В-8.
−→
N {14;−6; 1} , M0(2, 3, 1), M1(3, 5,−1), M2(4, 2,−40).

В-9.
−→
N {2; 0;−1} , M0(3, 6, 6), M1(3, 5, 2), M2(4, 2, 8).

В-10.
−→
N {1; 2; 1} , M0(7, 5, 3), M1(3, 5, 7), M2(4, 2, 13).

В-11.
−→
N {8; 8;−1} , M0(5, 2, 3), M1(3, 5, 11), M2(4, 2,−1).

В-12.
−→
N {4;−2; 1} , M0(4, 5, 7), M1(3, 5, 11), M2(4, 2, 6).

В-13.
−→
N {2;−2;−1} , M0(7, 4, 5), M1(3, 5,−5), M2(4, 2,−3).

В-14.
−→
N {4; 6;−2} , M0(1, 7, 0), M1(3, 5,−2), M2(4, 2, 2).

В-15.
−→
N {−5;−2;−1} , M0(3, 4,−6), M1(3, 5,−8), M2(4, 2, 5).

Задача 15. Три точки A, B, C задано в просторi своїми коор-
динатами. Переконатись, що вони не лежать на однiй прямiй,
i побудувати рiвняння площини, яка проходить через цi точки.
В-1. A(1, 4, 3), B(2, 6, 4), C(3, 7, 6).
В-2. A(1, 4, 3), B(4, 5, 6), C(7, 8, 9).
В-3. A(3, 6, 5), B(6, 7, 4), C(3, 5, 4).
В-4. A(3, 6, 5), B(6, 3, 6), C(3, 2, 6).
В-5. A(2, 6, 5), B(6, 7, 3), C(4, 8, 4).
В-6. A(1, 4, 5), B(5, 3, 6), C(5, 3, 5).
В-7. A(4, 4, 3), B(0, 9, 7), C(8, 4, 7).
В-8. A(6, 8, 4), B(9, 3, 6), C(2, 2, 4).
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В-9. A(1, 1, 4), B(4, 3, 5), C(4, 2, 4).
В-10. A(8, 4, 9), B(3, 4, 5), C(1, 6, 4).
В-11. A(3, 5, 6), B(9, 3, 7), C(6, 5, 2).
В-12. A(5, 4, 8), B(3, 1, 7), C(5, 6, 8).
В-13. A(2, 6, 5), B(6, 8, 5), C(6, 4, 3).
В-14. A(6, 7, 0), B(3, 8, 6), C(6, 4, 5).
В-15. A(3, 6, 5), B(5, 3, 6), C(6, 3, 2).
Задача 16. Знайти вiдстань вiд точки M0(x0; y0; z0) до пло-

щини σ : Ax+By + Cz +D = 0.
В-1. M0(5,−3, 4), σ: 2x− 2y + z − 2 = 0.
В-2. M0(−8,−2,−5), σ: 9x+ 2y + 6z − 15 = 0.
В-3. M0(6, 6, 4), σ: 4x+ 4y + 7z + 5 = 0.
В-4. M0(−3,−7, 1), σ: 4x+ 8y + z − 14 = 0.
В-5. M0(9, 8,−2), σ: 6x+ 6y − 7z + 5 = 0.
В-6. M0(6, 8,−2), σ: x+ 2y − 2z + 1 = 0.
В-7. M0(2,−6,−12), σ: 2x+ 9y + 6z + 1 = 0.
В-8. M0(8, 6, 0), σ: 7x+ 4y + 4z + 1 = 0.
В-9. M0(−10, 5,−2), σ: 8x+ y + 4z + 2 = 0.
В-10. M0(10, 8, 1), σ: 7x+ 6y + 6z − 3 = 0.
В-11. M0(8, 2, 1), σ: 2x− y + 2z + 2 = 0.
В-12. M0(9, 1, 7), σ: 6x− 2y + 9z + 6 = 0.
В-13. M0(−4, 5,−8), σ: 4x− 4y + 7z + 11 = 0.
В-14. M0(4,−7, 7), σ: x− 8y + 4z − 7 = 0.
В-15. M0(−3, 12,−5), σ: 6x− 6y + 7z + 4 = 0.
Задача 17. Двi паралельнi площини σ1 i σ2 задано рiвнян-

нями Ax+By + Cz +D1 = 0, Ax+By + Cz +D2 = 0. Визначити
вiдстань мiж площинами.
В-1. 2x− y + 2z − 9 = 0, 2x− y + 2z − 18 = 0.
В-2. 2x+ y + 2z − 9 = 0, 2x+ y + 2z + 18 = 0.
В-3. x+ 2y + 2z − 27 = 0, x+ 2y + 2z − 18 = 0.
В-4. x− 2y + 2z − 27 = 0, x− 2y + 2z + 9 = 0.
В-5. 2x+ 2y + z − 27 = 0, 2x+ 2y + z − 45 = 0.
В-6. 2x− 2y + z − 36 = 0, 2x− 2y + z − 45 = 0.
В-7. 2x− y + 2z − 27 = 0, 2x− y + 2z − 54 = 0.
В-8. 6x+ 3y + 2z − 196 = 0, 6x+ 3y + 2z − 343 = 0.
В-9. 6x+ 2y + 3z − 98 = 0, 6x+ 2y + 3z + 49 = 0.
В-10. 6x− 3y + 2z − 49 = 0, 6x− 3y + 2z − 98 = 0.
В-11. 6x+ 3y − 2z − 147 = 0, 6x+ 3y − 2z − 196 = 0.
В-12. 2x+ 3y + 6z − 147 = 0, 2x+ 3y + 6z − 294 = 0.
В-13. 2x+ 6y + 3z − 343 = 0, 2x+ 6y + 3z − 441 = 0.
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В-14. 3x+ 2y − 6z + 49 = 0, 3x+ 2y − 6z − 98 = 0.
В-15. 3x+ 6y − 2z + 294 = 0, 3x+ 6y − 2z + 196 = 0.
Задача 18. Знайти точку Q, симетричну заданiй точцi P

вiдносно площини σ, яку задано загальним рiвнянням.
В-1. P (0,−3,−1), σ : x+ 2y + 2z − 10 = 0.
В-2. P (9, 10, 7), σ : x+ 3y + z − 24 = 0.
В-3. P (−1, 0,−2), σ : 4x+ 3y + 3z − 24 = 0.
В-4. P (5, 11, 6), σ : 2x+ 2y − z − 17 = 0.
В-5. P (−1,−3, 2), σ : x+ 2y + z − 13 = 0.
В-6. P (6, 5,−15), σ : x− 3z − 21 = 0.
В-7. P (−5,−3, 3), σ : 3x+ 2y + 2z − 19 = 0.
В-8. P (7, 12, 3), σ : 4x+ 5y − 6 = 0.
В-9. P (0,−1, 3), σ : x+ 2y − 3 = 0.
В-10. P (1, 8, 6), σ : 2y + z − 17 = 0.
В-11. P (−4,−4,−2), σ : 2x+ 2y + 3z − 29 = 0.
В-12. P (18, 11, 9), σ : 5x+ y + z − 29 = 0.
В-13. P (−1,−5,−15), σ : 2x+ 4y + 5z + 7 = 0.
В-14. P (5, 8, 9), σ : 2x+ 2y + 7z + 25 = 0.
В-15. P (7, 2, 13), σ : x+ 3z − 6 = 0.
Задача 19. Напрямний вектор прямої m, яка проходить

через точку M0, дорiвнює
−→
` . Обчислити вiдстань мiж заданою

точкою A i цiєю прямою.
В-1. M0(1, 2, 2),

−→
` {2; 1;−2}, A(1, 5,−1).

В-2. M0(5, 2, 3),
−→
` {6;−5; 2}, A(19,−6, 6).

В-3. M0(5, 4, 3),
−→
` {−6; 8;−11}, A(−17, 25,−30).

В-4. M0(6, 2, 5),
−→
` {−2; 3;−2}, A(7,−3, 5).

В-5. M0(2, 6, 3),
−→
` {8;−2;−2}, A(−16, 6, 3).

В-6. M0(1, 5, 4),
−→
` {−12; 10; 4}, A(11,−9, 4).

В-7. M0(3, 5, 8),
−→
` {4; 3; 5}, A(14, 7, 18).

В-8. M0(3, 3, 2),
−→
` {−6; 6; 0}, A(−13, 11, 4).

В-9. M0(2, 6, 7),
−→
` {−2; 0; 4}, A(0, 2, 1).

В-10. M0(1, 6, 7),
−→
` {14;−4; 3}, A(−12, 12, 2).

В-11. M0(2, 5, 1),
−→
` {8; 4;−6}, A(−18,−1, 9).

В-12. M0(2, 6, 5),
−→
` {−2; 6; 8}, A(6,−10,−8).

В-13. M0(2, 6, 9),
−→
` {6; 8;−4}, A(−18,−4, 17).

В-14. M0(3, 6, 1),
−→
` {−2;−6;−8}, A(−7,−8,−25).

В-15. M0(3, 9, 1),
−→
` {6;−5;−2}, A(34,−14,−11).
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Задача 20. Знайти точку Q, симетричну данiй точцi P вiд-
носно прямої m, яка проходить через дану точку A в напрямку
даного вектора

−→
` .

В-1. P (4, 7, 9), A(1, 2, 2),
−→
` {1; 2; 2}.

В-2. P (6, 6, 6), A(2,−1, 1),
−→
` {1; 4; 2}.

В-3. P (10, 3, 9), A(6, 3, 4),
−→
` {3; 3; 2}.

В-4. P (3,−4, 9), A(2, 2, 8),
−→
` {2; 4; 1}.

В-5. P (1,−8, 1), A(4, 2, 5),
−→
` {2; 4; 3}.

В-6. P (−2,−3,−2), A(1, 4, 3),
−→
` {1; 2; 2}.

В-7. P (−9,−8,−1), A(2, 2, 7),
−→
` {4; 3; 6}.

В-8. P (1, 1, 5), A(2, 8, 4),
−→
` {3; 3; 2}.

В-9. P (−3, 12, 13), A(2, 7, 5),
−→
` {1;−1; 2}.

В-10. P (7,−1, 3), A(3, 3, 1),
−→
` {1;−1;−1}.

В-11. P (2, 4, 10), A(2, 2, 3),
−→
` {1; 1; 1}.

В-12. P (3,−3, 6), A(1, 1, 3),
−→
` {1;−3; 4}.

В-13. P (0, 9, 4), A(2, 3, 2),
−→
` {1; 2; 1}.

В-14. P (0,−3, 17), A(1,−2, 4),
−→
` {2; 5; 4}.

В-15. P (−1, 1, 4), A(2, 8, 6),
−→
` {1; 3; 2}.

Задача 21. Пряма m1 проходить через заданi точки A1 i B1,
а пряма m2 – через заданi точки A2 i B2. Встановити, яким є
взаємне розташування цих прямих.
В-1.

а) A1(2, 5, 4), B1(3, 7, 5), A2(1, 3, 3), B2(4, 9, 6).
б) A1(2,−1, 4), B1(4, 3, 2), A2(6, 1, 3), B2(2,−7, 7).
в) A1(4, 2, 3), B1(5, 2, 3), A2(2, 1, 3), B2(2, 5, 3).
г) A1(4, 2, 3), B1(5, 2, 3), A2(4, 4, 8), B2(4, 8, 8).

В-2.
а) A1(1, 1, 2), B1(3, 2, 1), A2(9, 5,−2), B2(5, 3, 0).
б) A1(2, 1, 1), B1(4, 2, 0), A2(7, 5,−3), B2(3, 3,−1).
в) A1(4, 2, 5), B1(5, 2, 6), A2(0, 1, 1), B2(8, 5, 9).
г) A1(4, 2, 5), B1(5, 2, 6), A2(2, 4, 6), B2(10, 8, 14).

В-3.
а) A1(5, 3, 4), B1(6, 5, 6), A2(7, 7, 8), B2(4, 1, 2).
б) A1(1, 0, 0), B1(2, 2, 2), A2(−1, 1,−1), B2(−4,−5,−7).
в) A1(6, 2, 1), B1(8, 2, 0), A2(1, 1, 2), B2(5, 5, 6).
г) A1(6, 2, 1), B1(8, 2, 0), A2(3, 4, 7), B2(7, 8, 11).

В-4.
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а) A1(8, 4, 1), B1(9, 2,−1), A2(7, 6, 3), B2(6, 8, 5).
б) A1(3, 1, 2), B1(4,−1, 0), A2(4,−3, 1), B2(3,−1, 3).
в) A1(0, 6, 3), B1(−1, 8, 3), A2(1,−1, 2), B2(5, 11, 6).
г) A1(0, 6, 3), B1(−1, 8, 3), A2(3, 2, 7), B2(7, 14, 11).

В-5.
а) A1(−1, 1, 0), B1(1, 9, 6), A2(2, 13, 9), B2(−2,−3,−3).
б) A1(1,−2, 1), B1(3, 6, 7), A2(6, 9, 3), B2(2,−7,−9).
в) A1(6, 2, 5), B1(8, 2, 6), A2(2, 1, 2), B2(2, 5, 6).
г) A1(6, 2, 5), B1(8, 2, 6), A2(4, 4, 7), B2(4, 8, 11).

В-6.
а) A1(3, 5, 1), B1(−5,−1,−1), A2(7, 8, 2), B2(−1, 2, 0).
б) A1(1, 1, 2), B1(−7,−5, 0), A2(7, 1, 6), B2(−1,−5, 4).
в) A1(4, 6, 3), B1(5, 8, 3), A2(0, 1, 2), B2(8, 5, 6).
г) A1(4, 6, 3), B1(5, 8, 3), A2(2, 4, 7), B2(10, 8, 11).

В-7.
а) A1(4, 3, 2), B1(6,−1, 0), A2(6,−1, 0), B2(3, 5, 3).
б) A1(3, 2, 2), B1(5,−2, 0), A2(5, 0, 3), B2(2, 6, 6).
в) A1(6, 4, 3), B1(8, 5, 3), A2(0, 2, 2), B2(8, 2, 6).
г) A1(6, 4, 3), B1(8, 5, 3), A2(2, 5, 7), B2(10, 5, 11).

В-8.
а) A1(2, 2, 7), B1(6, 4, 1), A2(8, 5,−2), B2(4, 3, 4).
б) A1(0, 0, 2), B1(4, 2,−4), A2(3,−1,−4), B2(−1,−3, 2).
в) A1(0, 4, 5), B1(−1, 5, 6), A2(1, 4, 1), B2(5,−4, 9).
г) A1(0, 4, 5), B1(−1, 5, 6), A2(3, 7, 6), B2(7,−1, 14).

В-9.
а) A1(3, 2, 9), B1(5, 6, 15), A2(4, 4, 12), B2(2, 0, 6).
б) A1(7, 2, 3), B1(9, 6, 9), A2(1, 2, 1), B2(−1,−2,−5).
в) A1(4, 6,−1), B1(5, 8,−3), A2(1, 3, 2), B2(5,−1, 6).
г) A1(4, 6,−1), B1(5, 8,−3), A2(3, 6, 7), B2(7, 2, 11).

В-10.
а) A1(4, 3, 1), B1(6, 5,−1), A2(5, 4, 0), B2(3, 2, 2).
б) A1(4, 5, 2), B1(6, 7, 0), A2(7, 5, 1), B2(5, 3, 3).
в) A1(4, 4, 7), B1(5, 5, 9), A2(−1, 0, 2), B2(11, 8, 6).
г) A1(4, 4, 7), B1(5, 5, 9), A2(1, 3, 7), B2(13, 11, 11).

В-11.
а) A1(1, 1, 4), B1(3, 7, 2), A2(−1,−5, 6), B2(0,−2, 5).
б) A1(2,−2, 4), B1(4, 4, 2), A2(2,−6, 6), B2(3,−3, 5).
в) A1(−2, 6, 3), B1(−4, 8, 3), A2(1, 1, 4), B2(5, 5, 0).
г) A1(−2, 6, 3), B1(−4, 8, 3), A2(3, 4, 9), B2(7, 8, 5).

В-12.
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а) A1(2, 4, 1), B1(6, 8,−1), A2(4, 6, 0), B2(0, 2, 2).
б) A1(2, 1, 4), B1(6, 5, 2), A2(6, 3, 6), B2(2,−1, 8).
в) A1(2, 6, 5), B1(2, 8, 6), A2(0, 1, 1), B2(8, 5, 9).
г) A1(2, 6, 5), B1(2, 8, 6), A2(2, 4, 6), B2(10, 8, 14).

В-13.
а) A1(2, 5, 4), B1(0, 9, 2), A2(5,−1, 7), B2(3, 3, 5).
б) A1(2, 0, 4), B1(0, 4, 2), A2(7,−4, 3), B2(5, 0, 1).
в) A1(4, 6, 3), B1(5, 8, 3), A2(0, 3, 2), B2(8,−1, 6).
г) A1(4, 6, 3), B1(5, 8, 3), A2(2, 6, 7), B2(10, 2, 11).

В-14.
а) A1(5, 6, 3), B1(7, 12, 1), A2(3, 0, 5), B2(4, 3, 4).
б) A1(2,−2, 4), B1(4, 4, 2), A2(2,−6, 9), B2(3,−3, 8).
в) A1(4, 2, 7), B1(5, 2, 9), A2(4, 3, 2), B2(−4,−1, 6).
г) A1(4, 2, 7), B1(5, 2, 9), A2(6, 6, 7), B2(−2, 2, 11).

В-15.
а) A1(2, 2, 1), B1(4, 6,−3), A2(5, 8,−5), B2(3, 4,−1).
б) A1(2, 2, 4), B1(4, 6, 0), A2(7, 2, 1), B2(5,−2, 5).
в) A1(4,−4, 5), B1(5,−7, 6), A2(0, 1, 0), B2(8, 5, 12).
г) A1(4,−4, 5), B1(5,−7, 6), A2(2, 4, 5), B2(10, 8, 17).
Задача 22. Прямi m1 i m2 проведено через пари (A1, B1),

(A2, B2) точок, заданих в просторi своїми координатами. Дове-
сти, що прямi m1, m2 є мимобiжними i знайти вiдстань мiж
ними.
В-1. A1(−2,−1, 6), B1(4,−4, 6), A2(5, 8,−2), B2(1,−10, 18).
В-2. A1(2,−1,−4), B1(2,−4, 2), A2(−5,−4,−3), B2(5, 2, 5).
В-3. A1(0,−3,−4), B1(3,−3, 2), A2(−1, 4,−1), B2(9,−6,−1).
В-4. A1(2, 2, 4), B1(3, 0, 4), A2(9, 5, 3), B2(7, 5, 9).
В-5. A1(3,−1,−2), B1(1,−1, 4), A2(18, 16, 3), B2(−2,−24, 3).
В-6. A1(1,−1, 3), B1(1, 2, 0), A2(16,−3,−1), B2(0, 13, 11).
В-7. A1(3, 0,−2), B1(0, 0, 1), A2(−1, 15,−4), B2(11,−1, 12).
В-8. A1(−1, 2, 3), B1(2, 2, 0), A2(−3,−13,−1), B2(13, 3, 11).
В-9. A1(2, 1, 2), B1(2,−5, 5), A2(−1, 2, 9), B2(9,−6, 3).
В-10. A1(−2,−3, 2), B1(4,−3,−1), A2(3,−6, 7), B2(3, 4,−3).
В-11. A1(4, 3, 1), B1(0, 3, 3), A2(5, 2, 9), B2(5, 8, 7).
В-12. A1(3, 4, 0), B1(1,−2, 0), A2(0, 5, 23), B2(16,−7,−17).
В-13. A1(−2, 2, 0), B1(4,−1, 0), A2(1, 3,−7), B2(1,−7, 3).
В-14. A1(−2, 3, 0), B1(4, 0, 0), A2(−3,−4,−3), B2(5, 2, 7).
В-15. A1(−3, 4,−3), B1(3, 4, 0), A2(0,−3,−4), B2(0, 7, 6).
Задача 23. Встановити тип кривої другого порядку i побу-

дувати її графiк.
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В-1. 16x2 − 9y2 − 96x+ 36y − 36 = 0.
В-2. 4x2 − 9y2 − 16x+ 18y + 43 = 0.
В-3. x2 + 4y2 + 2x− 16y + 13 = 0.
В-4. x2 − 16y2 − 6x− 64y − 71 = 0.
В-5. x2 − 4y2 − 4x− 8y + 4 = 0.
В-6. x2 + 4y2 − 6x+ 5 = 0.
В-7. x2 − 4y2 − 4x− 24y − 36 = 0.
В-8. 4x2 − y2 − 32x− 4y + 64 = 0.
В-9. 25x2 + 9y2 − 100x+ 54y − 44 = 0.
В-10. x2 − 9y2 − 36y − 45 = 0.
В-11. x2 − y2 − 4x− 10y − 20 = 0.
В-12. x2 + 25y2 − 4x+ 200y + 379 = 0.
В-13. 25x2 − y2 + 100x+ 6y + 66 = 0.
В-14. x2 − 4y2 + 8x− 24y − 16 = 0.
В-15. 9x2 + 4y2 + 54x− 16y + 61 = 0.
Задача 24. Встановити тип поверхнi другого порядку.

В-1. 9x2 + 4y2 + 36z2 − 8y − 32 = 0.
В-2. x2 + y2 − 2x− 4y − z = 0.
В-3. x2 + 4y2 − 4z2 + 2x+ 5 = 0.
В-4. x2 + y2 − z2 + 6z − 10 = 0.
В-5. 4x2 + 9y2 + 24x− 36z + 36 = 0.
В-6. x2 − y2 + z2 + 10x− 21 = 0.
В-7. x2 − y2 − z2 − 2x+ 2 = 0.
В-8. x2 − y2 + 2y − z − 1 = 0.
В-9. 9x2 − 9y2 − z2 − 4z − 13 = 0.
В-10. 9x2 + y2 − 9z2 − 4y − 5 = 0.
В-11. x2 − y2 − 4x− 2y + z + 3 = 0.
В-12. x2 + y2 − z2 − 2y + 2z = 0.
В-13. x2 + 9y2 − 9z2 + 4x+ 4 = 0.
В-14. x2 + 4y2 − 4z2 − 2x+ 24z − 35 = 0.
В-15. x2 + y2 − z2 − 4x+ 6z − 5 = 0.
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