
 

Д
.І

. 
А

н
п

іл
о
го

в
, 

 Н
.В

. 
С

н
іж

к
о
  

  
  
 І

н
те

гр
ал

ь
н

е 
ч
и

сл
ен

н
я
 

 

 

Д.І. Анпілогов – доцент кафедри 

прикладної математики 

національного університету 

«Запорізька політехніка». 
 

Н.В. Сніжко – доцент кафедри 

вищої математики 

національного університету 

«Запорізька політехніка». 
Інтегральне 

числення 

 

Д.І. Анпілогов 

Н.В. Сніжко 



МІНІСТЕРСТВО ОСВІТИ І НАУКИ УКРАЇНИ 
НАЦІОНАЛЬНИЙ УНІВЕРСИТЕТ 

«ЗАПОРІЗЬКА ПОЛІТЕХНІКА» 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Д. І. Анпілогов 
Н. В. Сніжко 

 
 
 

ІНТЕГРАЛЬНЕ ЧИСЛЕННЯ 
 

Навчальний посібник 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Запоріжжя • НУ «Запорізька політехніка» • 2021 
 



УДК 517.3 (075.8) 
А69 

 
Рекомендовано до друку вченою радою 

національного університету «Запорізька політехніка» 
(протокол № 1 від 11.10.2021) 

 
 

Р е ц е н з е н т и: 
 

С.В.Чопоров – професор кафедри програмної інженерії 
Запорізького національного університету, 

доктор технічних наук, 
 

Ю. В. Мастиновський – завідувач кафедри прикладної 
математики НУ «Запорізька політехніка», 

кандидат технічних наук, професор 
 
 
 

Анпілогов Д.І., Сніжко Н.В. 
А69      Інтегральне числення: навч. посібник / Д.І. Анпілогов, 

Н.В. Сніжко. – Запоріжжя : НУ «Запорізька політехніка», 
2021. – 254 с. 

ISBN 978-617-529-334-8 
Посібник містить теоретичні відомості і значну кількість ілюстративних 

прикладів та розв’язаних задач з інтегрального числення у відповідності до 
програми курсу «Вища математика» багатоступеневої підготовки фахівців 
інженерно-технічних спеціальностей. В посібнику містяться також індивідуальні 
завдання в кількості 15 варіантів та приклади їх розв'язку, які не потребують 
застосування обчислювальної техніки. 

Видання може бути корисним для студентів, педагогів вищої школи, 
докторантів та аспірантів, які працюють у сфері педагогіки вищої школи. 

УДК 517.3 (075.8) 
 

 
ISBN  978-617-529-334-8   © Анпілогов Д. І. 
     © Сніжко Н. В. 
     © Національний університет 
     «Запорізька політехніка», 2021 



З М I С Т

Вступ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1 Невизначений iнтеграл 8

1.1 Означення i властивостi невизначеного iнтегралу . 8
1.1.1 Означення невизначеного iнтегралу . . . . . 8
1.1.2 Властивостi невизначеного iнтегралу . . . . . 8

1.2 Елементи технiки iнтегрування . . . . . . . . . . . . 9
1.2.1 Таблиця первiсних . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.2.2 Замiна змiнної у невизначеному iнтегралi . 11
1.2.3 Застосування замiни змiнної . . . . . . . . . . 14
1.2.4 Iнтегрування частинами . . . . . . . . . . . . . 19

1.3 Класи iнтегровних функцiй . . . . . . . . . . . . . . . 21
1.3.1 Iнтегрування рацiональних виразiв . . . . . . 21

1.3.1.1 Iнтегрування елементарних
правильних дробiв . . . . . . . . . . . 22

1.3.1.2 Видiлення цiлої частини . . . . . . . 30
1.3.1.3 Розкладання правильного дробу

на елементарнi . . . . . . . . . . . . . 33
1.3.1.4 Заключне зауваження . . . . . . . . . 38

1.3.2 Iнтегрування деяких iррацiональних виразiв 39
1.3.3 Iнтегрування тригонометричних виразiв . . 47

1.3.3.1 Основнi формули тригонометрiї . . 47
1.3.3.2 Елементарнi випадки . . . . . . . . . 50
1.3.3.3 Унiверсальна тригонометрична

пiдстановка . . . . . . . . . . . . . . . 50
1.3.3.4 Подальшi приклади . . . . . . . . . . 52

1.4 Питання для перевiрки . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

3



2 Визначений iнтеграл 59

2.1 Означення i властивостi визначеного iнтегралу . . 59
2.1.1 Означення визначеного iнтегралу . . . . . . . 59
2.1.2 Формула Ньютона-Лейбнiца . . . . . . . . . . 62
2.1.3 Властивостi визначеного iнтегралу . . . . . . 65

2.2 Обчислення визначеного iнтегралу . . . . . . . . . . 67
2.2.1 Iнтегрування частинами . . . . . . . . . . . . . 67
2.2.2 Замiна змiнної . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
2.2.3 Випадок вiд’ємної площi . . . . . . . . . . . . . 71
2.2.4 Випадок симетричних меж . . . . . . . . . . . 74

2.3 Застосування визначеного iнтегралу . . . . . . . . . 75
2.3.1 Приклади фiзичних застосувань . . . . . . . . 75

2.3.1.1 Схема застосування iнтегралу . . . . 75
2.3.1.2 Iнтегральне середнє . . . . . . . . . . 78
2.3.1.3 Подальшi приклади . . . . . . . . . . 82

2.3.2 Приклади геометричних застосувань . . . . . 91
2.3.2.1 Три способи задати функцiю . . . . 92
2.3.2.2 Площi плоских фiгур . . . . . . . . . 103
2.3.2.3 Довжина плоскої кривої . . . . . . . 108
2.3.2.4 Об’єм тiла обертання . . . . . . . . . 114
2.3.2.5 Площа поверхнi тiла обертання . . . 121
2.3.2.6 Узагальнюючi результати . . . . . . . 125

2.4 Питання для перевiрки . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

3 Невласнi iнтеграли 129

3.1 Невласнi iнтеграли першого роду . . . . . . . . . . . 129
3.1.1 Означення i приклади . . . . . . . . . . . . . . 129
3.1.2 Деякi елементарнi теореми . . . . . . . . . . . 131
3.1.3 Ознаки порiвняння . . . . . . . . . . . . . . . . 132

3.1.3.1 Перша ознака порiвняння . . . . . . 133
3.1.3.2 Друга ознака порiвняння . . . . . . . 134

3.1.4 Про абсолютну збiжнiсть . . . . . . . . . . . . 135
3.1.5 Заключнi зауваження . . . . . . . . . . . . . . 138

3.2 Невласнi iнтеграли другого роду . . . . . . . . . . . . 138
3.3 Питання для перевiрки . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143

4 Iнтеграл Рiмана 144

4.1 Криволiнiйнi iнтеграли . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144
4.1.1 Криволiнiйнi iнтеграли першого роду . . . . 144

4



4.1.1.1 Означення криволiнiйного
iнтегралу першого роду . . . . . . . . 144

4.1.1.2 Обчислення криволiнiйного
iнтегралу першого роду . . . . . . . . 147

4.1.1.3 Властивостi криволiнiйного
iнтегралу першого роду . . . . . . . . 148

4.1.1.4 Узагальнення на тривимiрний
випадок . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149

4.1.2 Криволiнiйнi iнтеграли другого роду . . . . . 151
4.1.2.1 Означення криволiнiйного

iнтегралу другого роду . . . . . . . . 151
4.1.2.2 Обчислення криволiнiйного

iнтегралу другого роду . . . . . . . . 154
4.1.2.3 Властивостi криволiнiйного

iнтегралу другого роду . . . . . . . . 159
4.1.2.4 Про повноту диференцiалу . . . . . 160
4.1.2.5 Випадок замкненого контуру . . . . 165

4.2 Подвiйнi iнтеграли . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169
4.2.1 Означення i змiст подвiйного iнтегралу . . . 169
4.2.2 Властивостi подвiйного iнтегралу . . . . . . . 177
4.2.3 Обчислення подвiйного iнтегралу . . . . . . . 177
4.2.4 Замiна змiнних у подвiйному iнтегралi . . . 185
4.2.5 Формула Грiна . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 195
4.2.6 Застосування подвiйного iнтегралу . . . . . . 201

4.2.6.1 Центр мас неоднорiдної пластини . 201
4.2.6.2 Моменти iнерцiї неоднорiдної

пластини . . . . . . . . . . . . . . . . . 204
4.2.6.3 Iншi застосування . . . . . . . . . . . 207

4.3 Питання для перевiрки . . . . . . . . . . . . . . . . . . 209

5 Iндивiдуальнi завдання 213

6 Розв’язок типового варiанту 228

Лiтература. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .253

5



Вступ

Даний посiбник є продовженням посiбника «Диференцiаль-
не числення» авторiв Д.I. Анпiлогова, Н.В. Снiжко i охоплює
наступнi теми курсу математичного аналiзу: «Невизначений
iнтеграл», «Визначений iнтеграл та його застосування», «Не-
власнi iнтеграли», «Криволiнiйнi iнтеграли та їх застосування»,
«Подвiйнi iнтеграли та їх застосування». Тематичний обсяг та
рiвень викладення вiдповiдають сучасним вимогам, у вiдповiд-
ностi до програми курсу вищої математики багатоступеневої
пiдготовки фахiвцiв iнженерно-технiчних спецiальностей.

Переважну бiльшiсть тверджень доведено з дотриманням
досить високого рiвня математичної строгостi. Це дозволяє роз-
глядати матерiал як викладений системно. Крiм того, з практи-
чної точки зору мати в наявностi доведення зручно, оскiльки
при цьому легше прийняти рiшення про вiдповiднiсть конкре-
тної ситуацiї до меж застосування тих чи iнших ознак, власти-
востей, формул тощо.

Усi основнi теоретичнi положення iлюструються великою
кiлькiстю вiдповiдних прикладiв. Значний об’єм посiбника зу-
мовлений значною кiлькiстю наведених прикладiв, якi поясню-
ють специфiку принципово нових термiнiв. Автори, зокрема,
ретельно добирали приклади, якi iлюструють хiд постановки
математичних задач для опису фiзичних процесiв або станiв.
В багатьох прикладах також розв’язано низку типових задач
курсу вищої математики для студентiв iнженерно-технiчних
спецiальностей.

Певнi фрагменти матерiалу набрано дрiбним шрифтом. Як
правило, при першому читаннi цi фрагменти можна пропусти-
ти, але автори настiйливо рекомендують повернутись до них
пiзнiше при повторному читаннi. В кiнцi кожного роздiлу на-
ведено список контрольних питань. За їх допомогою можна си-
стематизувати опанований матерiал та перевiрити рiвень його
засвоєння.

В посiбнику мiстяться також iндивiдуальнi завдання в кiль-
костi 15 варiантiв i приклад розв’язку одного варiанта. Жодна
задача не потребує застосування обчислювальної технiки. Зав-
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дання дiбрано в такий спосiб, щоб розрахунки були простими
в обчислювальному планi. На думку авторiв, зручнiсть розра-
хункiв дозволяє не вiдволiкатись на громiздкi арифметичнi дiї,
а зосередитись на iдеях i практичних аспектах застосування
математичного аналiзу.

В кiнцi посiбника наведений список лiтератури. Цей список,
звичайно, не є повним. Автори свiдомо обмежились лише кла-
сичними фундаментальними пiдручниками, якi перевидаються
та не втрачають актуальностi впродовж десятилiть.

В посiбнику прийнято наступнi умовнi позначення. Означе-
ння супроводжуються символом �. Приклади та їх розв’язання
мiстяться мiж бiлими трикутниками: C текст прикладу B.

Матерiали посiбника можуть використовуватись студента-
ми для самостiйної роботи при вивченнi курсу математичного
аналiзу i виконаннi практичних розрахунково-графiчних зав-
дань. Посiбник може бути корисним i для викладачiв при ор-
ганiзацiї та плануваннi лекцiйних та практичних занять з ма-
тематичного аналiзу; зокрема, задачi iндивiдуальних завдань
можуть бути використанi для створення банкiв задач в систе-
мах дистанцiйного навчання.

Автори будуть вдячнi за будь-якi зауваження та пропозицiї
щодо задуму, плану та змiсту даного посiбника.
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1 НЕВИЗНАЧЕНИЙ IНТЕГРАЛ

1.1 Означення i властивостi

невизначеного iнтегралу

1.1.1 Означення невизначеного iнтегралу

Розглянемо функцiю f(x). Кажуть, що диференцiйовна фун-
кцiя F (x) є первiсною для функцiї f(x), якщо F ′(x) = f(x). На-
приклад, первiсною для функцiї f(x) = 2x є функцiя F (x) = x2,
оскiльки F ′(x) =

(
x2
)′

= 2x = f(x).
Нехай функцiя F (x) є первiсною для функцiї f(x). Тодi фун-

кцiя F1(x) = F (x) + C, C = const – також первiсна. Справдi:

F ′1(x) = (F (x) + C)′ = F ′(x) + C ′ = f(x) + 0 = f(x).

Доведемо також обернене твердження: якщо F (x) i F1(x) –
первiснi, то F (x)− F1(x) = const. Припустимо, це не так, i

F (x)− F1(x) = ϕ(x).

Диференцiюючи, отримуємо:

ϕ′(x) = (F (x)− F1(x))
′

= F ′(x)− F ′1(x) = f(x)− f(x) ≡ 0.

Але це можливо лише в разi ϕ(x) ≡ const.
Отже, функцiя f(x) має безлiч первiсних, але вони вiдрiзня-

ються одна вiд одної лише адитивною1 константою.
� Означення 1.1. Невизначеним iнтегралом функцiї f(x)

називають сукупнiсть усiх її первiсних:∫
f(x) dx = F (x) + C, якщо F ′(x) = f(x).

1.1.2 Властивостi невизначеного iнтегралу

1◦. Основна властивiсть має вигляд

d

dx

(∫
f(x) dx

)
= f(x)

1Так називають величину, яку додають.
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i випливає безпосередньо з означення iнтегралу. Вона означає,
що iнтегрування є операцiєю, оберненою до диференцiювання.
2◦. Властивiсть∫

[αf(x) + βg(x)] dx = α

∫
f(x) dx+ β

∫
g(x) dx, ∀α, β ∈ R,

називають лiнiйнiстю. Ця властивiсть доводиться безпосере-
днiм диференцiюванням правої частини.

Лiнiйнiйсть передбачає два аспекти. По-перше, покладемо
α = β = 1: ∫

[f(x) + g(x)] dx =

∫
f(x) dx+

∫
g(x) dx,

тобто iнтеграл вiд суми функцiй дорiвнює сумi iнтегралiв вiд
цих функцiй.

По-друге, покладемо β = 0:∫
αf(x) dx = α

∫
f(x) dx,

тобто мультиплiкативну2 константу можна виносити за знак
iнтегралу.
3◦. Вигляд первiсної не залежить вiд позначення змiнної iнте-
грування: якщо

∫
f(x) dx = F (x) + C, то

∫
f(t) dt = F (t) + C.

Властивостi невизначеного iнтегралу вiдкривають широкi
можливостi для його знаходження.

1.2 Елементи технiки iнтегрування

Спочатку сформуємо таблицю первiсних для основних еле-
ментарних функцiй, а потiм розробимо на додаток до неї при-

йоми iнтегрування. Вкажемо на два основнi прийоми: iнтегру-

вання частинами i замiна змiнної. За їх допомогою можна в
подальшому поповнювати таблицю первiсних.

1.2.1 Таблиця первiсних

Наведемо таблицю первiсних (табл. 1.1). Бiльшiсть її рядкiв ви-

2Так називають величину, на яку множать.
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Таблиця 1.1 – Таблиця первiсних

№ Первiсна Прим.

1
∫
xn dx = xn+1

n+1 + C n 6= −1

1a
∫
x0 dx =

∫
1 · dx =

∫
dx = x+ C Окремий

випадок n = 0

1b
∫
x−1 dx =

∫
dx
x = ln |x|+ C Особливий

випадок n = −1

2
∫
ax dx = ax

ln a + C a > 0, a 6= 1

2a
∫
ex dx = ex + C Окремий

випадок a = e

3
∫

cosx dx = sinx+ C

4
∫

sinx dx = − cosx+ C

5
∫

dx
cos2 x = tg x+ C

6
∫

dx
sin2 x

= − ctg x+ C

7
∫

dx
x2+a2 = 1

a arctg x
a + C a 6= 0

7a
∫

dx
1+x2 = arctg x+ C Окремий

випадок a = 1

8
∫

dx√
a2−x2

= arcsin x
a + C a > 0

8a
∫

dx√
1−x2

= arcsinx+ C Окремий
випадок a = 1

9
∫

dx
x2−a2 = 1

2a ln
∣∣∣x−ax+a

∣∣∣+ C «Високий
логарифм»

10
∫

dx√
x2+a2

= ln
(
x+
√
x2 + a2

)
+ C «Довгий

логарифм»

11
∫

dx√
x2−a2 = ln

(
x+
√
x2 − a2

)
+ C При x > a,

де a > 0

10



никає при використаннi таблицi похiдних. Кожен рядок табли-
цi первiсних легко перевiрити безпосереднiм диференцiюван-
ням правої частини. Однак, виникнення деяких рядкiв таблицi
первiсних потребує додаткових пояснень. Ми надамо їх нижче,
але для зручностi користування вiдповiднi результати наведе-
мо вже зараз, складаючи повну3 таблицю.

1.2.2 Замiна змiнної у невизначеному iнтегралi

У символi
∫
f(x) dx функцiю f(x) називають пiдiнтегральною

функцiєю, а добуток f(x) dx називають пiдiнтегральним вира-

зом. Нехай пiдiнтегральна функцiя f(x) є добутком двох мно-
жникiв, з яких один є похiдною деякої функцiї ϕ, а iнший є
складною функцiєю, причому внутрiшня функцiя – це ϕ:

f(x) = g(ϕ(x)) · ϕ′(x).

Введемо замiну: t = ϕ(x), тодi dt = ϕ′(x) dx. Пiдiнтегральний
вираз матиме вигляд

f(x) dx = g(ϕ(x)) · ϕ′(x) dx = g(t) dt.

Отже, переходячи до нової змiнної, ми переходимо вiд задачi
iнтегрування функцiї f до задачi iнтегрування функцiї g. Якщо
розбиття функцiї f на спiвмножники зроблено вдало, то нова
задача є бiльш простою порiвняно зi старою. Нехай її розв’язок∫

g(t) dt = G(t) + C.

Тодi ∫
f(x) dx = G(ϕ(x)) + C.

Справдi:

(G(ϕ(x)) + C)
′
x = G′ϕ · ϕ′x = g(ϕ) · ϕ′x = f(x).

3Насправдi поняття «повна» слiд розглядати як вiдносне: таблицi первiсних
можуть налiчувати декiлька тисяч позицiй [1] (iснує i багато iнших видань;
ми посилаємось на найвiдомiше). Наша таблиця є «повною» в суб’єктивному
розумiннi: автори вважають, що таблиця 1.1 мiстить мiнiмальну iнформацiю,
яку слiд запам’ятати. В бiльш складних випадках можна звертатись до бiльш
повних таблиць, або застосовувати рiзнi методи i прийоми iнтегрування.
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Отже, при введеннi замiни слiд замiняти: 1) аргумент x в пi-
дiнтегральнiй функцiї; 2) диференцiал аргументу dx в пiдiн-
тегральному виразi. При цьому пiдiнтегральний вираз f(x) dx
слiд розумiти як добуток функцiї f(x) i диференцiалу аргумен-
ту dx.

Окремим важливим випадком розглянутої технiки є такий:
пiдiнтегральна функцiя є складною, причому внутрiшня фун-
кцiя лiнiйна, а iнтеграл вiд зовнiшної – вiдомий: якщо∫

f(x) dx = F (x) + C,

то ∫
f(kx+ b) dx =

1

k
F (kx+ b) + C.

Справдi4:

∫
f(kx+ b) dx =

∥∥∥∥∥∥
t = kx+ b
dt = k dx
dx = dt

k

∥∥∥∥∥∥ =

∫
f(t)

dt

k
=

=
1

k

∫
f(t) dt =

1

k
(F (t) + C1) =

1

k
F (kx+ b) + C,

де позначено C = C1

k .
Розглянемо вiдповiднi приклади.
C Приклад 1.1.

∫
e2x+3 dx =

∥∥∥∥∥∥
t = 2x+ 3
dt = 2 dx
dx = dt

2

∥∥∥∥∥∥ =

∫
et
dt

2
=

=
1

2

∫
et dt =

1

2
et + C =

1

2
e2x+3 + C. B

C Приклад 1.2.

∫
cos (ωt+ ϕ0) dt =

∥∥∥∥∥∥
z = ωt+ ϕ0

dz = ω dt
dt = dz

ω

∥∥∥∥∥∥ =

∫
cos z

dz

ω
=

4Подвiйними вертикальними рисками
∥∥ · · · ∥∥ зручно позначати тимчасове

вiдволiкання вiд основного тексту.
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=
1

ω

∫
cos z dz =

1

ω
sin z + C =

1

ω
sin (ωt+ ϕ0) + C. B

C Приклад 1.3.∫
dz√

2z + 7
=

∥∥∥∥∥∥
u = 2z + 7
du = 2 dz
dz = du

2

∥∥∥∥∥∥ =

∫
du

2
√
u

=
√
u+ C =

√
2z + 7 + C. B

В наведених прикладах i стару, i нову змiннi можна позна-
чати довiльними лiтерами. Треба лише пам’ятати: при введен-
нi замiни в пiдiнтегральному виразi повиннi зникнути i стара
змiнна, i її диференцiал (якою б лiтерою вони не були позначе-
нi). Замiсть них повиннi з’являтись нова змiнна i її диференцiал
(якою б лiтерою вони не були позначенi).

Замiна змiнної є, мабуть, найпотужнiшим прийомом iнте-
грування. Цей прийом не вичерпується випадками, коли вну-
трiшня функцiя лiнiйна. Розглянемо наступнi приклади.
C Приклад 1.4.∫

ctg x dx =

∫
cosx dx

sinx
=

∥∥∥∥t = sinx
dt = cosx dx

∥∥∥∥ =

=

∫
dt

t
= ln |t|+ C = ln |sinx|+ C. B

C Приклад 1.5.∫
2xex

2

dx =

∥∥∥∥t = x2

dt = 2x dx

∥∥∥∥ =

∫
et dt = et + C = ex

2

+ C. B

C Приклад 1.6.∫
(2x+ 5)(x2 + 5x− 8)3 dx =

∥∥∥∥t = x2 + 5x− 8
dt = (2x+ 5) dx

∥∥∥∥ =

=

∫
t3 dt =

t4

4
+ C =

(x2 + 5x− 8)4

4
+ C. B

Одним iз рiзновидiв замiни змiнної є прийом «внесення пiд

знак диференцiалу». Нiякий новий математичний змiст в цьо-
му разi не з’являється. Змiнюється лише форма викладок, при-
чому вiдмовляються вiд використання нової лiтери для позна-
чення нової змiнної. Так, три останнiх приклади можна офор-
мити в такий спосiб:∫

ctg x dx =

∫
cosx dx

sinx
=

∫
d(sinx)

sinx
= ln |sinx|+ C.
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Тут пiд знак диференцiалу внесли косинус (i вiн перетворився
на синус), тобто врахували, що

d(sinx) = (sinx)′x dx = cosx dx.

Аналогiчно, ∫
2xex

2

dx =

∫
ex

2

d
(
x2
)

= ex
2

+ C.

Тут пiд знак диференцiалу внесли 2x (з перетворенням на x2),
тобто врахували, що

d
(
x2
)

=
(
x2
)′
x
dx = 2x dx.

Аналогiчно, ∫
(2x+ 5)(x2 + 5x− 8)3 dx =

=

∫ (
x2 + 5x− 8

)3
d
(
x2 + 5x− 8

)
=

(x2 + 5x− 8)4

4
+ C.

Тут пiд знак диференцiалу внесли 2x + 5 (з перетворенням на
вiдповiдний квадратний тричлен), тобто врахували, що

d
(
x2 + 5x− 8

)
=
(
x2 + 5x− 8

)′
x
dx = (2x+ 5) dx.

1.2.3 Застосування замiни змiнної

Настав час надати коментарi до таблицi первiсних. Зробимо це,
розглядаючи вiдповiднi приклади.

1◦. Замiна змiнних дозволяє узагальнити формулу 7a табли-
цi первiсних до вигляду 7. В наступному i аналогiчних прикла-
дах домовляються вважати, що a > 0.
C Приклад 1.7. Обчислимо iнтеграл 7 в таблицi первiсних.

Маємо: ∫
dx

x2 + a2
=

∥∥∥∥∥∥
t = x

a
x = at
dx = a dt

∥∥∥∥∥∥ =

∫
a dt

a2t2 + a2
=

=
1

a

∫
dt

t2 + 1
=

1

a
arctg t+ C =

1

a
arctg

x

a
+ C. B
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2◦. Замiна змiнних дозволяє узагальнити формулу 8a табли-
цi первiсних до вигляду 8.
C Приклад 1.8. Обчислимо iнтеграл 8 в таблицi первiсних

при a > 0. Маємо:

∫
dx√
a2 − x2

=

∥∥∥∥∥∥
t = x

a
x = at
dx = a dt

∥∥∥∥∥∥ =

∫
a dt√

a2 − a2t2
=

∫
a dt

|a|
√

1− t2
=

=

∫
dt√

1− t2
= arcsin t+ C = arcsin

x

a
+ C. B

3◦. Отримаємо формулу 9 таблицi первiсних. При обчислен-
нi цього iнтегралу користуються методом невизначених кое-

фiцiєнтiв. В нашому випадку вiн полягає в наступному: якщо
два многочлени однакових степенiв тотожно (при будь-яких x)
дорiвнюють один одному, то дорiвнюють один одному коефi-
цiєнти при однакових степенях x вiдповiдно.
C Приклад 1.9. Обчислимо iнтеграл

∫
dx

x2−a2 , a 6= 0. Для цього
спочатку розкладемо дрiб 1

x2−a2 на елементарнi методом неви-
значених коефiцiєнтiв:

1

x2 − a2
=

1

(x− a)(x+ a)
=

A

x− a
+

B

x+ a
.

Тут A i B є деякими (поки що невизначеними) коефiцiєнтами.
Розкласти дрiб в цьому випадку i означає знайти A i B. Маємо:

1

x2 − a2
=
A(x+ a) +B(x− a)

(x− a)(x+ a)
=
x(A+B) + a(A−B)

x2 − a2
.

Отже, достатньо виконати тотожнiсть

x(A+B) + a(A−B) ≡ 1 = 0 · x1 + 1 · x0.

Прирiвнюючи коефiцiєнти при однакових степенях x, отриму-
ємо систему5

x1 : A+B = 0
x0 : a(A−B) = 1

}
5Тут i далi символи «xn :», якi вiдокремлюються вертикальною рискою, є

елементами коментаря i до складу вiдповiдних рiвнянь, звичайно, не входять.
Вони лише пояснюють, при яких степенях x вiдбувається прирiвнювання кое-
фiцiєнтiв.
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Її розв’язок A = 1
2a , B = − 1

2a . Тодi∫
dx

x2 − a2
=

∫ ( 1
2a

x− a
+
− 1

2a

x+ a

)
dx =

1

2a

∫ (
1

x− a
− 1

x+ a

)
dx =

=
1

2a

(∫
dx

x− a
−
∫

dx

x+ a

)
=

∥∥∥∥∥∥
t = x− a z = x+ a
x = t+ a x = z − a
dx = dt dx = dz

∥∥∥∥∥∥ =

=
1

2a

(∫
dt

t
−
∫
dz

z

)
=

1

2a
(ln |t| − ln |z|) + C =

=
1

2a
ln

∣∣∣∣ tz
∣∣∣∣+ C =

1

2a
ln

∣∣∣∣x− ax+ a

∣∣∣∣+ C.

В середовищi математикiв таку конструкцiю жаргонно назива-
ють «високий логарифм». B

4◦. Отримаємо формулу 10 таблицi первiсних.
Перед цим розглянемо елементи гiперболiчної тригонометрiї. Функцiї

shx =
ex − e−x

2
, chx =

ex + e−x

2

називають гiперболiчним синусом i гiперболiчним косинусом. Цi назви ста-
нуть очевидними пiсля вивчення компексних чисел.

По-перше, отримаємо основну тригонометричну тотожнiсть гiперболiчної
тригонометрiї: ch2 x− sh2 x ≡ 1.

ch2 x− sh2 x =

(
ex + e−x

2

)2

−
(
ex − e−x

2

)2

=

=

(
e2x + 2e0 + e−2x

)
−
(
e2x − 2e0 + e−2x

)
4

=
2 + 2

4
= 1.

По-друге, отримаємо вирази для похiдних цих функцiй:

(shx)′ =

(
ex − e−x

2

)′
=
ex + e−x

2
= chx;

(chx)′ =

(
ex + e−x

2

)′
=
ex − e−x

2
= shx.

C Приклад 1.10. Обчислимо iнтеграл
∫

dx√
x2+a2

.∫
dx√
x2 + a2

=

∥∥∥∥x = a sh t
dx = a ch t dt

∥∥∥∥ =

∫
a ch t dt√
a2 sh2 t+ a2

=

=

∫
ch t dt√
sh2 t+ 1

=

∫
ch t dt√

ch2 t
=

∫
ch t dt

|ch t|
=

∫
dt = t+ C1.
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Врахували, що ch t > 0,∀t ∈ R, i тому |ch t| = ch t. Власне, iнте-
грування завершене. Введемо зворотну замiну, тобто знайдемо
t з рiвняння x = a sh t. Покладемо et = z, z > 0. Тодi e−t = 1

et = 1
z .

Маємо:

a sh t = a · e
t − e−t

2
= a ·

z − 1
z

2
= a · z

2 − 1

2z
.

Тодi з замiни отримуємо:

x = a sh t = a · z
2 − 1

2z
, 2xz = az2 − a, az2 − 2xz − a = 0.

Дискримiнант цього квадратного рiвняння D = 4x2 +4a2, коренi

z1,2 =
2x±

√
4x2 + 4a2

2a
=
x±
√
x2 + a2

a
.

Оскiльки z > 0, то перед знаком радикалу обираємо «плюс»:

z = et =
x+
√
x2 + a2

a
,

t = ln z = ln
x+
√
x2 + a2

a
= ln

(
x+

√
x2 + a2

)
− ln a.

Тодi ∫
dx√
x2 + a2

= t+ C1 = ln
(
x+

√
x2 + a2

)
− ln a+ C1.

Позначаючи C = C1 − ln a, остаточно отримуємо:∫
dx√
x2 + a2

= ln
(
x+

√
x2 + a2

)
+ C.

В середовищi математикiв таку конструкцiю жаргонно назива-
ють «довгий логарифм». B

5◦. Отримаємо формулу 11 таблицi первiсних.
C Приклад 1.11. Обчислимо iнтеграл

∫
dx√
x2−a2 .∫

dx√
x2 − a2

=

∥∥∥∥x = a ch t
dx = a sh t dt

∥∥∥∥ =

∫
a sh t dt√
a2 ch2 t− a2

=

=

∫
sh t dt√
ch2 t− 1

=

∫
sh t dt√

sh2 t
=

∫
sh t dt

|sh t|
=

[∫
dt, sh t > 0
−
∫
dt, sh t < 0

=
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=

[
t+ C1 t > 0
−t+ C1, t < 0

= |t|+ C1.

Знайдемо t з рiвняння x = a ch t. Покладемо et = z, z > 0.
Тодi e−t = 1

et = 1
z . Маємо:

a ch t = a · e
t + e−t

2
= a ·

z + 1
z

2
= a · z

2 + 1

2z
.

Тодi з замiни отримуємо:

x = a ch t = a · z
2 + 1

2z
, 2xz = az2 + a, az2 − 2xz + a = 0.

Дискримiнант цього квадратного рiвняння D = 4x2−4a2. Отже,
розв’язки виникають лише за умови |x| > a. Втiм, i пiдiнте-
гральна функцiя визначена саме на цьому промiжку. Коренi

z1,2 =
2x±

√
4x2 − 4a2

2a
=
x±
√
x2 − a2

a
.

Обмежимось випадком x > a. Тодi:

t1 = ln z1 = ln
x+
√
x2 − a2

a
, t2 = ln z2 = ln

x−
√
x2 − a2

a
.

Побудуємо суму t1 + t2. З використанням теореми Вiєта маємо:

t1 + t2 = ln z1 + ln z2 = ln (z1z2) = ln
a

a
= ln 1 = 0.

Отже, t2 = −t1. Якщо x > a, то t1 > 0, а t2 < 0. Тодi

|t| = t1 = ln
(
x+

√
x2 − a2

)
− ln a.

Остаточно∫
dx√
x2 − a2

= |t|+ C1 = ln
(
x+

√
x2 − a2

)
+ C, x > a.

Тут знову позначено C = C1 − ln a. Ми отримали ще один рi-
зновид «довгого логарифму». B

В двох останнiх прикладах при введеннi зворотної замiни ми фактично
розв’язували рiвняння sh t = x

a
, ch t = x

a
, знаходячи з них t. Прямий шлях

розв’язати цi рiвняння – знайти оберненi функцiї при аргументi x
a
. Цi функцiї

називають арксинусом гiперболiчним (арккосинусом гiперболiчним), або ареа-
синусом (ареакосинусом). Отже, «довгий логарифм» описує оберненi функцiї
гiперболiчної тригонометрiї. Але видається за доцiльне бiльш детально вивчати
означення i властивостi цих функцiй в теорiї комплексної змiнної.
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1.2.4 Iнтегрування частинами

Нехай f(x) = u(x) ·v(x). Тодi f ′ = u′v+uv′. Домножимо це рiвня-
ння на dx. Оскiльки df = f ′ dx, du = u′ dx, dv = v′ dx, отримуємо:
df = v du + u dv, звiдки u dv = df − v du = d(uv) − v du. Пiсля
iнтегрування маємо: ∫

u dv = uv −
∫
v du.

Це i є формула iнтегрування частинами. При iнтегруваннi ча-
стинами допомiжнi функцiї u, v треба вводити так, щоб пiдiн-
тегральний вираз f(x) dx був вичерпаний добутком u dv.

Найчастiше iнтегрують частинами, коли u є многочленом
(при цьому його степiнь знижується на одиницю).
C Приклад 1.12.

∫
xex dx =

∫
x︸︷︷︸
u

dv︷ ︸︸ ︷
ex dx =

∥∥∥∥u = x du = dx
dv = ex dx v =

∫
dv =

∫
ex dx = ex

∥∥∥∥ =

= xex −
∫
ex dx = xex − ex + C. B

Якщо u є многочленом бiльш високого степеня, нiж перший,
то знадобиться iнтегрувати частинами вiдповiдну кiлькiсть ра-
зiв поспiль.
C Приклад 1.13.∫

x2 cosx dx =

∥∥∥∥u = x2 du = 2x dx
dv = cosx dx v = sinx

∥∥∥∥ =

= x2 sinx− 2

∫
x sinx dx =

∥∥∥∥u = x du = dx
dv = sinx dx v = − cosx

∥∥∥∥ =

= x2 sinx− 2

(
−x cosx+

∫
cosx dx

)
=

= x2 sinx+ 2x cosx− 2 sinx+ C. B

Iнодi частинами iнтегрують i за вiдсутностi многочлена.
C Приклад 1.14.∫

lnx dx =

∥∥∥∥u = lnx du = dx
x

dv = dx v = x

∥∥∥∥ =
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= x lnx−
∫
x · dx

x
= x lnx−

∫
dx = x lnx− x+ C. B

C Приклад 1.15.∫
arctg x dx =

∥∥∥∥u = arctg x du = dx
1+x2

dv = dx v = x

∥∥∥∥ =

= x arctg x−
∫

x dx

1 + x2
=

∥∥∥∥∥∥
t = 1 + x2

dt = 2x dx
x dx = 1

2 dt

∥∥∥∥∥∥ =

= x arctg x− 1

2

∫
dt

t
= x arctg x− 1

2
ln |t|+ C =

= x arctg x− 1

2
ln
(
1 + x2

)
+ C. B

Узагальнюючи наведенi приклади, перелiчимо випадки, ко-
ли iнтегрування частинами є зручним.

1◦. Iнтеграли
∫
Pn(x) cosαxdx,

∫
Pn(x) sinαxdx,

∫
Pn(x)eαx dx, де

Pn(x) – многочлен n-го степеня, обчислюють частинами, покла-
даючи u = Pn(x); dv = cosαxdx, dv = sinαxdx, dv = eαx dx вiд-
повiдно. Кожного разу пiсля iнтегрування частинами степiнь
многочлена зменшується на одиницю, доки iнтеграл не буде
зведено до табличного.

2◦. Iнтеграли
∫
Pn(x) lnx dx,

∫
Pn(x) arcsinx dx,

∫
Pn(x) arctg x dx,

де Pn(x) – многочлен n-го степеня, обчислюють частинами, по-
кладаючи dv = Pn(x) dx; u = lnx, u = arcsinx, u = arctg x вiдпо-
вiдно. В цьому разi, переходячи пiд знаком iнтегралу вiд u до
du, позбавляються трансцедентних функцiй.

3◦. Наведемо ще один цiкавий приклад, який мiстить по-
вторне iнтегрування частинами.
C Приклад 1.16. Нехай J =

∫
eax cos bx dx. Маємо:

J =

∥∥∥∥ u = eax du = aeax dx
dv = cos bx dx v = 1

b
sin bx

∥∥∥∥ =
1

b
eax sin bx−

a

b

∫
eax sin bx dx =

=

∥∥∥∥ u = eax du = aeax dx
dv = sin bx dx v = − 1

b
cos bx

∥∥∥∥ =

=
1

b
eax sin bx−

a

b

(
−

1

b
eax cos bx+

a

b

∫
eax cos bx dx

)
=

=
1

b
eax sin bx−

a

b

(
−

1

b
eax cos bx+

a

b
J

)
.
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Iнтеграл J виявився вираженим сам через себе. Розв’яжемо отримане рiвнян-
ня:

J =
1

b
eax sin bx+

a

b2
eax cos bx−

a2

b2
J,

J

(
1 +

a2

b2

)
=

(
1

b
sin bx+

a

b2
cos bx

)
eax,

J
(
a2 + b2

)
= (b sin bx+ a cos bx) eax,

J =
eax

a2 + b2
(b sin bx+ a cos bx) .

Остаточно отримуємо:∫
eax cos bx dx =

eax

a2 + b2
(b sin bx+ a cos bx) + C.

В аналогiчний спосiб можна також обчислити iнтеграл
∫
eax sin bx dx.

Iснують i iншi випадки, коли iнтегрування частинами ви-
правдане.

1.3 Класи iнтегровних функцiй

При iнтегруваннi функцiї f(x) виникає нова функцiя F (x). На-
вiть якщо функцiя f(x) є елементарною, її первiсна F (x) може
такою i не бути. Це не означає, що iнтеграл

∫
f(x) dx не iснує.

Це лише означає, що такий iнтеграл не вдається виразити у
виглядi комбiнацiї скiнченної кiлькостi елементарних функцiй.
В якостi прикладiв можна навести iнтеграли∫

e−x
2

dx,

∫
sin
(
x2
)
dx,

∫
sinx

x
dx,

∫
ex

x
dx,

∫
x

lnx
dx,

i подiбнi до них, якi неможливо виразити аналiтично в скiн-
ченному виглядi.

Тому виявляється, що не iснує унiверсального алгоритму
знаходження первiсної. Iншою мовою, клас функцiй, iнтегру-
вання яких можна здiйснити аналiтично, є достатньо вузьким.
Тим бiльш важливо розглянути основнi гiлки цього класу. Та-
кими є: рацiональнi вирази, деякi iррацiональнi вирази, деякi
тригонометричнi вирази.

1.3.1 Iнтегрування рацiональних виразiв

Рацiональним виразом називають вiдношення двох многочле-
нiв (в загальному випадку – рiзних степенiв): f(x) = Pm(x)

Qn(x) . Iн-
дексами m, n тут i далi позначено степенi многочленiв. Дрiб
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називають правильним, якщо m < n, i неправильним, якщо
m > n.

Як буде показано в цьому пунктi, рацiональнi вирази можна
проiнтегрувати за будь-яких обставин. Для цього потрiбно: 1)
навчитись iнтегрувати елементарнi правильнi дроби; 2) навчи-
тись перетворювати неправильний дрiб на правильний; 3) на-
вчитись розкладати правильний дрiб на елементарнi правильнi
дроби. Цим трьом дiям присвячено наступнi пiдпункти 1.3.1.1,
1.3.1.2, 1.3.1.3 вiдповiдно.

1.3.1.1 Iнтегрування елементарних правильних дробiв

Спочатку розглянемо iнтегрування елементарних правильних

дробiв. Так називають чотири дроби вигляду

1

x− a
,

1

(x− a)k
,

Mx+N

ax2 + bx+ c
,

Mx+N

(ax2 + bx+ c)
k
.

1◦. Нехай f(x) = 1
x−a . Тодi∫

f(x) dx =

∫
dx

x− a
= ln |x− a|+ C.

2◦. Нехай f(x) = 1
(x−a)k

, k 6= 1. Тодi∫
f(x) dx =

∫
(x− a)−k dx =

=
(x− a)−k+1

−k + 1
+ C =

1

(1− k)(x− a)k−1
+ C.

3◦. Нехай

f(x) =
Mx+N

ax2 + bx+ c
, (1.1)

причому a 6= 0. Тут потрiбно розглянути три випадки залежно
вiд знаку дискримiнанту знаменника.

3◦a). Випадок додатного дискримiнанту. Нехай дискримi-
нант D = b2 − 4ac квадратного тричлена у знаменнику (1.1) є
додатним, D > 0. Тодi коренi x1, x2 знаменника є дiйсними i
рiзними, причому

ax2 + bx+ c = a(x− x1)(x− x2). (1.2)
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Формулою (1.2) подається розкладання квадратного тричлена

на множники. Розкладемо дрiб (1.1) на елементарнi дроби ме-
тодом невизначених коефiцiєнтiв:

f(x) =
Mx+N

a(x− x1)(x− x2)
=

1

a

(
A

x− x1
+

B

x− x2

)
=

=
1

a
· A(x− x2) +B(x− x1)

(x− x1)(x− x2)
=
x(A+B) + (−Ax2 −Bx1)

a(x− x1)(x− x2)
.

Порiвнюючи з чисельником (1.1), отримуємо систему

x1 : A+B = M
x0 : −Ax2 −Bx1 = N

}
Оскiльки x2 6= x1, то визначник матрицi цiєї системи∣∣∣∣ 1 1

−x2 −x1

∣∣∣∣ = x2 − x1 6= 0.

Отже, розв’язок (A;B) iснує i є єдиним. Тодi

f(x) =
1

a

(
A

x− x1
+

B

x− x2

)
при вже вiдомих A, B, i тому iнтегрування f(x) зводиться до
iнтегрування дробiв A

x−x1
, B
x−x2

, тобто до п. 1◦.
C Приклад 1.17. Проiнтегруємо функцiю f(x) = 6x−10

x2−4x+3 . Ко-
ренi знаменника знаходимо з рiвняння x2 − 4x + 3 = 0, отри-
муємо x1 = 1, x2 = 3. Тодi розкладання дробу на елементарнi
шукаємо у виглядi

f(x) =
6x− 10

x2 − 4x+ 3
=

A

x− 1
+

B

x− 3
=

=
A(x− 3) +B(x− 1)

(x− 1)(x− 3)
=
x(A+B) + (−3A−B)

x2 − 4x+ 3
.

Методом невизначених коефiцiєнтiв отримуємо систему лiнiй-
них алгебраїчних рiвнянь для знаходження коефiцiєнтiв A, B:

x1 : A+B = 6
x0 : −3A−B = −10

}
23



Її розв’язки A = 2, B = 4. Тодi 6x−10
x2−4x+3 = 2

x−1 + 4
x−3 ,∫

f(x) dx =

∫ (
2

x− 1
+

4

x− 3

)
dx = 2 ln |x− 1|+ 4 ln |x− 3|+ C. B

Розглянемо скорочений алгоритм розкладання дробу на

елементарнi. Нехай f(x) = Mx+N
ax2+bx+c , a 6= 0, D = b2 − 4ac > 0.

Очевидно, коренi x1, x2 знаменника є дiйсними i рiзними. Роз-
кладання дробу на елементарнi шукаємо у виглядi

f(x) =
Mx+N

ax2 + bx+ c
=

Mx+N

a(x− x1)(x− x2)
=

A

x− x1
+

B

x− x2
.

Домножимо це рiвняння на «дужку» (x− x1):

Mx+N

a(x− x2)
= A+

B(x− x1)

x− x2
.

Ми шукаємо такi коефiцiєнти A, B, за яких розкладання вико-
нано при довiльних x, в тому числi i при довiльних x з проколо-
того околу точки x1. Здiйснимо граничний перехiд при x→ x1.
Оскiльки завдяки множенню на «дужку» (x − x1) невизначе-
ностi

[
0
0

]
ми позбавились, то граничний перехiд зводиться до

пiдстановки x = x1. Отримуємо:

Mx+N

a(x− x2)

∣∣∣∣
x=x1

= A+
B · 0
x1 − x2

, A =
Mx1 +N

a(x1 − x2)
.

Аналогiчно, домножаючи на «дужку» (x− x2), отримуємо:

Mx+N

a(x− x1)
=
A(x− x2)

x− x1
+B.

Пiдставляємо x = x2:

Mx+N

a(x− x1)

∣∣∣∣
x=x2

=
A · 0
x2 − x1

+B, B =
Mx2 +N

a(x2 − x1)
,

i розкладання можна вважати знайденим.
Для розглянутого скороченого алгоритму характерно, що

можна знайти A окремо вiд B, а також B окремо вiд A. Iнакше
кажучи, зникає потреба не тiльки в розв’язуваннi системи лi-
нiйних рiвнянь для знаходження невизначених коефiцiєнтiв, а
навiть потреба в складаннi такої системи.
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C Приклад 1.18. Розкладемо дрiб 6x−10
(x−1)(x−3) на елементарнi

за скороченим алгоритмом. Розкладання шукаємо у виглядi

6x− 10

(x− 1)(x− 3)
=

A

x− 1
+

B

x− 3
.

Домножимо на «дужку» (x− 1):

6x− 10

x− 3
= A+

B(x− 1)

x− 3
.

При пiдстановцi x = 1 маємо:

A =
6 · 1− 10

1− 3
= 2.

Домножимо на «дужку» (x− 3):

6x− 10

x− 1
=
A(x− 3)

x− 1
+B.

При пiдстановцi x = 3 маємо:

B =
6 · 3− 10

3− 1
= 4.

Отже, результат розкладання має вигляд

6x− 10

(x− 1)(x− 3)
=

2

x− 1
+

4

x− 3

i збiгається з отриманим в попередньому прикладi. B
Якщо скорочений алгоритм розкладання дробу на елемен-

тарнi не модифiкувати, то область його застосування залиша-
ється обмеженою: коренi знаменника повиннi бути простими6.
Проте, їх кiлькiсть нiчим не обмежена. I чим вона бiльша, тiм
бiльш очевидною стає перевага скороченого алгоритму.
C Приклад 1.19. Розкладемо дрiб 10x2−37x+31

(x−1)(x−2)(x−3) на елемен-
тарнi за скороченим алгоритмом. Розкладання шукаємо у ви-
глядi

10x2 − 37x+ 31

(x− 1)(x− 2)(x− 3)
=

A

x− 1
+

B

x− 2
+

C

x− 3
.

6Число x0 називають простим коренем многочлена Pn(x), якщо цей много-
член можна подати у виглядi Pn(x) = (x−x0)Qn−1(x), причому Qn−1(x0) 6= 0.
Число x0 називають кратним коренем многочлена Pn(x) кратностi k, якщо
цей многочлен можна подати у виглядi Pn(x) = (x − x0)kQn−k(x), причому
Qn−k(x0) 6= 0.
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Домножимо на «дужку» (x− 1):

10x2 − 37x+ 31

(x− 2)(x− 3)
= A+

B(x− 1)

x− 2
+
C(x− 1)

x− 3
.

При пiдстановцi x = 1 маємо:

A =
10 · 12 − 37 · 1 + 31

(1− 2)(1− 3)
= 2.

Домножимо на «дужку» (x− 2):

10x2 − 37x+ 31

(x− 1)(x− 3)
=
A(x− 2)

x− 1
+B +

C(x− 2)

x− 3
.

При пiдстановцi x = 2 маємо:

B =
10 · 22 − 37 · 2 + 31

(2− 1)(2− 3)
= 3.

Домножимо на «дужку» (x− 3):

10x2 − 37x+ 31

(x− 1)(x− 2)
=
A(x− 3)

x− 1
+
B(x− 3)

x− 2
+ C.

При пiдстановцi x = 3 маємо:

C =
10 · 32 − 37 · 3 + 31

(3− 1)(3− 2)
= 5.

Остаточна вiдповiдь:

10x2 − 37x+ 31

(x− 1)(x− 2)(x− 3)
=

2

x− 1
+

3

x− 2
+

5

x− 3
. B

3◦б). Випадок нульового дискримiнанту. Нехай дискримiнант
D = b2−4ac квадратного тричлена у знаменнику (1.1) дорiвнює
нулю, D = 0. Тодi коренi x1, x2 знаменника є дiйсними i одна-
ковими. Позначаючи кожен з них через x0, отримуємо:

x0 = x1 = x2 =
−b±

√
0

2a
= − b

2a
.

При цьому знаменник (1.1) – повний квадрат. Справдi, з вико-
ристанням (1.2) маємо:

ax2 + bx+ c = a(x− x1)(x− x2) = a(x− x0)(x− x0) = a(x− x0)2.
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Якщо тепер M = 0, то

f(x) =
0 +N

ax2 + bx+ c
=

N

a (x− x0)
2 ,

i вся справа зводиться до п. 2◦. Якщо ж M 6= 0, то

f(x) =
Mx−Mx0 +N +Mx0

a (x− x0)
2 =

M

a (x− x0)
+

N +Mx0

a (x− x0)
2 ,

i вся справа зводиться до сумiсного використання п.п. 1◦, 2◦.
C Приклад 1.20.∫

2x− 3

x2 − 8x+ 16
dx =

∫
2x− 3

(x− 4)2
dx =

∫
2x− 8 + 5

(x− 4)2
dx =

=

∫
2(x− 4) + 5

(x− 4)2
dx =

∫ (
2

x− 4
+

5

(x− 4)2

)
dx =

= 2 ln |x− 4| − 5

x− 4
+ C. B

3◦в). Випадок вiд’ємного дискримiнанту. Нехай дискримi-
нант D = b2 − 4ac квадратного тричлену у знаменнику (1.1)
вiд’ємний, D < 0. В цьому разi здiйснюють операцiю видiлення

повного квадрату7. Зауважимо, операцiю розкладання квадра-
тного тричлена на множники у виглядi (1.2) можна здiйснити
лише з квадратними тричленами, якi мають дiйснi коренi. В
той же час, видiлити повний квадрат можна з будь-якого ква-
дратного тричлена. Це роблять так:

ax2 + bx+ c = a

(
x2 +

b

a
x+

c

a

)
=

= a

[(
x2 + 2x

b

2a
+

b2

4a2

)
+

(
c

a
− b2

4a2

)]
=

= a

[(
x+

b

2a

)2

+
4ac− b2

4a2

]
.

7Власне, вперше цю операцiю роблять ще в середнiй школi, при доведеннi
формули коренiв квадратного рiвняння.
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Позначимо x0 = − b
2a . Позначимо також t = x− x0. Тодi

ax2 + bx+ c = a

[
(x− x0)

2
+

4ac− b2

4a2

]
= a

[
t2 +

4ac− b2

4a2

]
.

Отже, повний квадрат видiлено, оскiльки нова змiнна t прису-
тня тепер лише у другому степенi.

Маємо далi:

4ac− b2 = −
(
b2 − 4ac

)
= −D > 0,

оскiльки зараз D < 0. Тодi 4ac−b2
4a2 > 0. Позначимо p =

√
4ac−b2

4a2 .

Тодi ax2 + bx + c = a
(
t2 + p2

)
. Далi, враховуючи, що dx = dt,

отримуємо∫
f(x) dx =

∫
Mx+N

ax2 + bx+ c
dx =

∫
M(t+ x0) +N

a (t2 + p2)
dt =

=
M

2a

∫
2t dt

t2 + p2
+
Mx0 +N

a

∫
dt

t2 + p2
=

=
M

2a
ln
(
t2 + p2

)
+
Mx0 +N

a
· 1

p
arctg

t

p
+ C,

де залишається ввести обернену замiну t = x− x0 = x+ b
2a .

C Приклад 1.21.∫
8x− 35

x2 − 8x+ 25
dx =

∫
8x− 35

x2 − 8x+ 16 + 9
dx =

∫
8x− 35

(x− 4)2 + 9
dx =

=

∫
(8x− 32) + 32− 35

(x− 4)2 + 9
dx =

∫
8(x− 4)− 3

(x− 4)2 + 9
dx =

∥∥∥∥∥∥
x− 4 = t
x = t+ 4
dx = dt

∥∥∥∥∥∥ =

=

∫
8t− 3

t2 + 9
dt = 4

∫
2t dt

t2 + 9
− 3

∫
dt

t2 + 33
=

= 4 ln
(
t2 + 9

)
− 3 · 1

3
arctg

t

3
+ C =

= 4 ln
(
(x− 4)2 + 9

)
− arctg

x− 4

3
+ C =

= 4 ln
(
x2 − 8x+ 25

)
− arctg

x− 4

3
+ C. B
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4◦. Нехай

f(x) =
Mx+N

(ax2 + bx+ c)k
, k > 2, (1.3)

причому a 6= 0 i D = b2−4ac < 0. Тут випадки D = 0 i D > 0 ми не розглядаємо,
оскiльки, як i вище, вся справа буде зводитись до попереднiх пунктiв.

Iнтеграли вiд функцiй (1.3), якi виникають при рiзних k, позначатимемо
символом

Ik =

∫
Mx+N

(ax2 + bx+ c)k
dx. (1.4)

Видiлимо у знаменнику повний квадрат. З використанням замiн п. 3◦:

x0 = −
b

2a
, t = x− x0, dx = dt, p =

√
4ac− b2

4a2

отримаємо:

Ik =

∫
Mx+N

(ax2 + bx+ c)k
dx =

∫
M(t+ x0) +N

ak (t2 + p2)k
dt =

=
M

2ak

∫
2t dt

(t2 + p2)k
+
Mx0 +N

ak

∫
dt

(t2 + p2)k
.

Тут перший iнтеграл легко обчислити замiною z = t2 + p2, dz = 2t dt:∫
2t dt

(t2 + p2)k
=

∫
dz

zk
=

z−k+1

−k + 1
=

1

(1− k)zk−1
=

1

(1− k) (t2 + p2)k−1
.

Другий iнтеграл обчислимо частинами. Покладаючи

u = 1

(t2+p2)k
, du = − 2kt dt

(t2+p2)k+1 ,

dv = dt, v = t,

отримуємо: ∫
dt

(t2 + p2)k
=

t

(t2 + p2)k
+ 2k

∫
t2 dt

(t2 + p2)k+1
.

Тут останнiй iнтеграл згiдно з позначенням (1.4)∫
t2 dt

(t2 + p2)k+1
=

∫ (
t2 + p2

)
− p2

(t2 + p2)k+1
dt =

=

∫
dt

(t2 + p2)k
− p2

∫
dt

(t2 + p2)k+1
= Ik − p2Ik+1.

Тодi

Ik =
M

2ak
·

1

(1− k) (t2 + p2)k−1
+
Mx0 +N

ak

[
t

(t2 + p2)k
+ 2k

(
Ik − p2Ik+1

)]
.

З цього рiвняння легко виразити8 Ik+1 через Ik. Але I1 вже вiдомо з п. 3◦, i
за його допомогою можна знайти I2. Потiм при вiдомому I2 можна знайти I3

8Будь-яку формулу, яка дозволяє виразити кожний наступний результат
через попереднiй, називають рекурентною.
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i т.д. Отже, починаючи з цього моменту питання iнтегрування елементарних
правильних дробiв є вичерпаним.
C Приклад 1.22. Обчислимо iнтеграл J =

∫
dx

(x2+1)2
.

Утворимо послiдовнiсть iнтегралiв Ik =
∫

dx

(x2+1)k
. При k = 1 iнтеграл I1 є

вiдомим:

I1 =

∫
dx

(x2 + 1)1
=

∫
dx

x2 + 1
= arctg x,

а при k = 2 цей iнтеграл є шуканим: J = I2. Отже, потрiбно виразити I2 через
I1. Iнтегруємо частинами:

u = 1

(x2+1)k
, du = − 2kx dx

(x2+1)k+1 ,

dv = dx, v = x.

Отримуємо:

Ik =
x

(x2 + 1)k
+ 2k

∫
x2 dx

(x2 + 1)k+1
=

x

(x2 + 1)k
+ 2k

∫ (
x2 + 1

)
− 1

(x2 + 1)k+1
dx =

=
x

(x2 + 1)k
+ 2k

(∫
dx

(x2 + 1)k
−
∫

dx

(x2 + 1)k+1

)
=

x

(x2 + 1)k
+ 2k (Ik − Ik+1) ,

Ik =
x

(x2 + 1)k
+ 2k (Ik − Ik+1) .

При k = 1 остання формула набуває вигляду

I1 =
x

x2 + 1
+ 2 (I1 − I2) .

Звiдси знаходимо:

J = I2 =
1

2

(
x

x2 + 1
+ I1

)
=

1

2

(
x

x2 + 1
+ arctg x

)
+ C. B

1.3.1.2 Видiлення цiлої частини

Розглянемо неправильний дрiб f(x) = Pm(x)
Qn(x) , m > n. Очевидно,

результатом цього дiлення повинен бути многочлен (m− n)-го
степеня9. Дiлення многочлена Pm(x) на многочлен Qn(x) може
вiдбутися нацiло або з остачею. Як i в арифметицi, спрацьовує
правило

дiлене
дiльник

= частка +
остача
дiльник

.

Нехай Rm−n(x) – частка (результат дiлення), а Sν(x) – остача
вiд дiлення. Тодi

Pm(x)

Qn(x)
= Rm−n(x) +

Sν(x)

Qn(x)
. (1.5)

9В тому числi при m = n отримаємо многочлен нульового степеня, тобто
константу.
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Степiнь ν многочлена Sν заздалегiдь невiдомий. Вiдомо лише,
що ν < n. Якщо це не так, то дiлення ще не закiнчене, i з дробу
S
Q треба продовжувати видiляти цiлу частину. Може вияви-
тись, що ν = 0, тобто Sν = S0 = const. Може навiть виявитись,
що Sν ≡ 0; так буде при дiленнi без остачi.

Отже, постановка задачi цього пункту така: за двома много-
членами Pm(x), Qn(x), m > n, знайти два многочлени Rm−n(x),
Sν(x), ν < n, за яких справджується (1.5). Тодi i буде виконано
перехiд вiд неправильного дробу P

Q до правильного дробу S
Q .

Iнодi видiлення цiлої частини є очевидним, як в наступних
прикладах.
C Приклад 1.23.

x2 − 5x+ 6

x− 2
=

(x− 2)(x− 3)

x− 2
= x− 3.

Отримали: R1 = x − 3, S0 ≡ 0. Дiлення вiдбулось нацiло (без
остачi). B
C Приклад 1.24.

x4 + 3

x
=
x4

x
+

3

x
= x3 +

3

x
.

Отримали: R3 = x3, S0 = 3. Перевiрка (1.5) здiйснюється безпо-
середньо:

x3 +
3

x
=
x3 · x+ 3

x
=
x4 + 3

x
. B

C Приклад 1.25.

x5 + 1

x2 + 1
=
x5 + x3 + 1− x3

x2 + 1
=
x3(x2 + 1) + 1− x3

x2 + 1
=

= x3 − x3 − 1

x2 + 1
= x3 − x3 + x− 1− x

x2 + 1
= x3 − x(x2 + 1)− 1− x

x2 + 1
=

= x3 − x+
x+ 1

x2 + 1
.

Отримали: R3 = x3 − x, S1 = x+ 1. Перевiрка (1.5) здiйснюється
безпосередньо:

x3 − x+
x+ 1

x2 + 1
=

(x3 − x)(x2 + 1) + x+ 1

x2 + 1
=
x5 + 1

x2 + 1
. B
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C Приклад 1.26.

x2 − 5x+ 7

x− 2
=
x2 − 2x− 3x+ 7

x− 2
=
x(x− 2)− 3x+ 7

x− 2
=

= x− 3x− 7

x− 2
= x− 3x− 6− 1

x− 2
= x− 3(x− 2)− 1

x− 2
=

= x− 3− −1

x− 2
= x− 3 +

1

x− 2
.

Отримали: R1 = x − 3, S0 = 1. Перевiрка (1.5) здiйснюється
безпосередньо:

x− 3 +
1

x− 2
=

(x− 3)(x− 2) + 1

x− 2
=
x2 − 5x+ 7

x− 2
. B

Якщо видiлення цiлої частини не є очевидним, то многочле-
ни дiлять у стовпчик. Алгоритм дiлення такий самий, як i в
разi арифметичного дiлення в стопчик. Рiзниця лише в тому,
що при арифметичному дiленнi ставлять за мету позбавлен-
ня в дiленому числових розрядiв в напрямку вiд старших до
молодших, а при дiленнi многочленiв – позбавлення степенiв
аргументу в напрямку вiд старших до молодших.
C Приклад 1.27. З дробу x5+5x4−3x3+2x2+x+52

x2+2x+3 видiлимо цiлу
частину. Роздiлимо цi многочлени в стовпчик:

x5 + 5x4 − 3x3 + 2x2 + x+ 52 x2 + 2x+ 3

x5 + 2x4 + 3x3 x3 + 3x2 − 12x+ 17

3x4 − 6x3 + 2x2

3x4 + 6x3 + 9x2

−12x3 − 7x2 + x
−12x3 − 24x2 − 36x

17x2 + 37x+ 52
17x2 + 34x+ 51

3x+ 1

Отримали:
P5(x) = x5 + 5x4 − 3x3 + 2x2 + x+ 52 – дiлене,
Q2(x) = x2 + 2x+ 3 – дiльник,
R3(x) = x3 + 3x2 − 12x+ 17 – частка,
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S1(x) = 3x+ 1 – остача вiд дiлення.
Тому вiдповiдно до (1.5) отримуємо:

x5 + 5x4 − 3x3 + 2x2 + x+ 52

x2 + 2x+ 3
= x3 + 3x2 − 12x+ 17 +

3x+ 1

x2 + 2x+ 3
.

Перевiрку легко зробити, здiйснюючи додавання в правiй ча-
стинi. B

1.3.1.3 Розкладання правильного дробу на елементарнi

Нехай Pm(x)
Qn(x) – правильний дрiб. Нехай x0 є коренем знаменни-

ка кратностi k. Це означає наступне: iснує многочлен Q∗n−k(x)

такий, що Qn(x) = (x − x0)k · Q∗n−k(x), причому Q∗n−k(x0) 6= 0,
тобто x0 є коренем многочлена Qn(x), але вже не є коренем10

многочлена Q∗n−k(x) (див. також виноску 6 на с. 25). Доведемо,
що iснують число A i многочлен P ∗(x) такi, що справджується
тотожнiсть:

Pm(x)

Qn(x)
=

A

(x− x0)k
+

P ∗(x)

(x− x0)k−1Q∗n−k(x)
. (1.6)

Маємо:

Pm(x)

(x− x0)kQ∗n−k(x)
=

A

(x− x0)k
+

P ∗(x)

(x− x0)k−1Q∗n−k(x)
.

Домножимо на (x− x0)k:

Pm(x)

Q∗n−k(x)
= A+

(x− x0)P ∗(x)

Q∗n−k(x)
.

Покладаючи тут x = x0, отримуємо:

A =
Pm(x0)

Q∗n−k(x0)
.

10Якщо Q∗n−k(x0) = 0, то x0 є коренем не тiльки многочлена Qn(x), а ще i
многочлена Q∗n−k(x). В цьому разi для многочлена Qn(x) корiнь x0 має кра-
тнiсть бiльшу за k. Тому при розкладаннi многочлена Qn(x) на множники
число k треба збiльшувати, доки не виконається вимога Q∗n−k(x0) 6= 0. Для
цього потрiбно продовжувати розкладання многочлена Q∗n−k(x) на множни-
ки з метою виявити усi множники вигляду (x − x0). Їх повна кiлькiсть i буде
кратнiстю k кореня x0.
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Тодi
Pm(x)

Q∗n−k(x)
=

Pm(x0)

Q∗n−k(x0)
+

(x− x0)P ∗(x)

Q∗n−k(x)
.

Домножимо на Q∗n−k(x):

(x− x0)P ∗(x) = Pm(x)− Pm(x0)

Q∗n−k(x0)
·Q∗n−k(x).

Тут Pm(x0)
Q∗n−k(x0) = A = const, тому вся права частина є многочле-

ном. Його степiнь дорiвнює11 max {m;n − k}. Очевидно, x0 є
коренем цього многочлену:(

Pm(x)− Pm(x0)

Q∗n−k(x0)
·Q∗n−k(x)

)∣∣∣∣
x=x0

=

= Pm(x0)− Pm(x0)

Q∗n−k(x0)
·Q∗n−k(x0) = Pm(x0)− Pm(x0) = 0.

Тодi цей многочлен пiсля розкладання на множники повинен12

мiстити «дужку» (x− x0). Тодi

P ∗(x) =
Pm(x)− Pm(x0)

Q∗n−k(x0) ·Q
∗
n−k(x)

(x− x0)
,

причому дiлення повинно вiдбутися нацiло (без остачi) через
скорочення на (x − x0). Отже, многочлен P ∗(x) пред’явлено.
Його степiнь за рахунок зменшення на одиницю в результатi
дiлення на (x− x0) стає рiвним s = max {m;n− k} − 1.

Тепер, коли вiдомi число A i многочлен P ∗s (x) ≡ P ∗(x), мо-
жна стверджувати наступне. Формула (1.6) гарантує можли-
вiсть переходу вiд дробу

Pm(x)

Qn(x)
=

Pm(x)

(x− x0)k ·Q∗n−k(x)

11Якщо a, b – рiзнi дiйснi числа, то вираз max {a; b} позначає бiльше з цих
двох чисел. Якщо ж a = b, то max {a; b} = a = b.

12Це твердження є наслiдком вiдомої теореми Безу́: остача вiд дiлення много-
члена на двочлен (x−a) дорiвнює значенню многочлена в точцi x = a. Справдi,

з (1.5) маємо: Pm(x)
x−a = Rm−1(x) + A

x−a , де A i є остачею. Домножаючи на дво-
член (x − a), знаходимо: Pm(x) = (x − a)Rm−1(x) + A. Пiдставляючи x = a,
отримуємо: Pm(a) = A, що i треба було довести.

Уявiмо тепер, що a = x0 – корiнь многочлена Pm(x). Тодi Pm(a) = Pm(x0) =

= 0. Тодi i A = 0, отже, Pm(x)
x−a = Rm−1(x) + 0. Але це i означає, що многочлен

Pm(x) дiлиться на двочлен (x− x0) нацiло (тобто без остачi).
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до дробу
P ∗s (x)

(x− x0)k−1Q∗n−k(x)
,

який має такий самий вигляд, але кратнiсть k кореня x0 змен-
шується на одиницю.

Доведемо, що останнiй дрiб також є правильним. Степiнь
многочлена в знаменнику дорiвнює (k − 1) + (n − k) = n − 1.
Отже, потрiбно довести, що s < n− 1, max {m;n− k}− 1 < n− 1,
max {m;n− k} < n.

Якщо кратнiсть k кореня велика, то цiлком може статись,
що m > n − k. Тодi max {m;n − k} = m. Тодi потрiбно довести,
що m < n. Але це так i є, бо вихiдний дрiб є правильним.

Якщо ж m < n − k, то max {m;n − k} = n − k. Тодi потрiбно
довести, що n − k < n. Але це так i є, бо k > 0. Отже, зниже-
ння кратностi кореня знаменника за допомогою формули (1.6)
залишає дрiб правильним.

Тепер можна, послiдовно застосовуючи формулу (1.6) k ра-
зiв поспiль, знизити кратнiсть аж до її вичерпання, тобто «пе-
ренести дужки» (x − x0) з вихiдного дробу до елементарних
дробiв. Iнакше кажучи, якщо число x0 є k-кратним коренем
многочлену Qn(x), то гарантується можливiсть розкладання:

Pm(x)

Qn(x)
=

A1

x− x0
+

A2

(x− x0)2
+ · · ·+ Ak

(x− x0)k
+

P ∗s (x)

Q∗n−k(x)
.

Практично числа A1, A2, · · · , Ak i многочлен P ∗s (x) знаходять ме-
тодом невизначених коефiцiєнтiв. При цьому степiнь s заздале-
гiдь невiдомий; вiдомо лише, що s < n − k. Тому в практичних
розрахунках покладають s = smax = n − k − 1. Якщо «поща-
стить», то може виявитись, що старший коефiцiєнт многочлена
P ∗ (або навiть декiлька старших коефiцiєнтiв) дорiвнює нулю.
Ми отримаємо випадок s < smax (саме так i буде в наступно-
му прикладi). Але заздалегiдь це невiдомо, тому в загальному
випадку треба покладати s = smax.
C Приклад 1.28. Дрiб 5x3+5x2+5x+3

x2(x2+1) розкласти на елементарнi.
Тут x0 = 0 – корiнь кратностi k = 2, тому розкладання шукаємо
у виглядi

5x3 + 5x2 + 5x+ 3

x2(x2 + 1)
=
A

x
+
B

x2
+
Cx+D

x2 + 1
.
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Тут степiнь знаменника x2 + 1 дорiвнює 2, тому максимальний
степiнь чисельника smax = 1. Тому чисельнику i надано вигляд
Cx + D. Домножимо лiву i праву частини на знаменник лiвої
частини:

5x3 + 5x2 + 5x+ 3 = Ax(x2 + 1) +B(x2 + 1) + (Cx+D)x2,

5x3 + 5x2 + 5x+ 3 = (A+ C)x3 + (B +D)x2 +Ax+B.

Методом невизначених коефiцiєнтiв отримуємо систему:

x3 : A+ C = 5
x2 : B +D = 5
x1 : A = 5
x0 : B = 3


Її розв’язок A = 5, B = 3, C = 0, D = 2. Отже, шукане розкла-
дання має вигляд

5x3 + 5x2 + 5x+ 3

x2(x2 + 1)
=

5

x
+

3

x2
+

2

x2 + 1
.

В цьому прикладi нам просто «пощастило», що C «зникло»,
i многочлен P ∗ = Cx + D виявився нульового степеня, а не
першого, s = 0 < smax = 1. Але дiзнатись про це можна тiльки
пiсля складання i розв’язування вiдповiдної системи. B
C Приклад 1.29. Дрiб 3x4−8x3+11x2−4x+4

(x−1)3(x2+1) розкласти на елемен-
тарнi. Тут x0 = 1 – корiнь кратностi k = 3, тому розкладання
шукаємо у виглядi

3x4 − 8x3 + 11x2 − 4x+ 4

(x− 1)3(x2 + 1)
=

A

x− 1
+

B

(x− 1)2
+

C

(x− 1)3
+
Dx+ E

x2 + 1
.

Домножимо лiву i праву частини на знаменник лiвої частини:

3x4 − 8x3 + 11x2 − 4x+ 4 =

= A(x−1)2(x2 + 1) +B(x−1)(x2 + 1) +C(x2 + 1) + (Dx+E)(x−1)3.

Методом невизначених коефiцiєнтiв отримуємо систему:

x4 : A+D = 3
x3 : −2A+B − 3D + E = −8
x2 : 2A+B + C + 3D − 3E = 11
x1 : −2A+B −D + 3E = −4
x0 : A+B + C − E = 4


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Її розв’язок A = 1, B = 0, C = 3, D = 2, E = 0. Отже, шукане
розкладання має вигляд

3x4 − 8x3 + 11x2 − 4x+ 4

(x− 1)3(x2 + 1)
=

1

x− 1
+

3

(x− 1)3
+

2x

x2 + 1
. B

Припустимо тепер, що з дробу Pm
Qn

видiлено вже всi елемен-

тарнi дроби вигляду Ar
(x−xj)r . Тодi знаменник Qn дiйсних коре-

нiв вже не має (нi простих, анi кратних), а отже є добутком
скiнченної кiлькостi множникiв вигляду

(a1x
2 + b1x+ c1)k1 , (a2x

2 + b2x+ c2)k2 ,

i т.д., причому кожний квадратний тричлен має вiд’ємний дис-
кримiнант i далi на множники вже не розкладається. Нехай

Qn(x) = (ax2 + bx+ c)k ·Q∗n−2k(x).

По аналогiї з (1.6) можна довести iснування чисел M , N i мно-
гочлена P ∗(x), таких, що

Pm(x)

(ax2 + bx+ c)k ·Q∗n−2k(x)
=

=
Mx+N

(ax2 + bx+ c)k
+

P ∗(x)

(ax2 + bx+ c)k−1Q∗n−2k(x)
. (1.7)

При цьому останнiй дрiб буде залишатись правильним. Повто-
рюючи процедуру (1.7) потрiбну кiлькiсть разiв, позбавляються
множника (ax2 +bx+c)k. Далi в такий же спосiб позбавляються
решти множникiв, з яких складається многочлен Q∗n−2k(x).

C Приклад 1.30. Розкладемо дрiб 2x3+3x2+3x+7
(x2+1)2 на елементар-

нi. Розкладання шукаємо у виглядi

2x3 + 3x2 + 3x+ 7

(x2 + 1)2
=
Mx+N

x2 + 1
+

Ax+B

(x2 + 1)2
.

Домножимо лiву i праву частини на знаменник лiвої частини:

2x3 + 3x2 + 3x+ 7 = (Mx+N)(x2 + 1) +Ax+B,

2x3 + 3x2 + 3x+ 7 = Mx3 +Nx2 + (M +A)x+ (N +B).
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Методом невизначених коефiцiєнтiв отримуємо систему:

x3 : M = 2
x2 : N = 3
x1 : M +A = 3
x0 : N +B = 7


Її розв’язок M = 2, N = 3, A = 1, B = 4. Отже, шукане розкла-
дання має вигляд

2x3 + 3x2 + 3x+ 7

(x2 + 1)2
=

2x+ 3

x2 + 1
+

x+ 4

(x2 + 1)2
. B

1.3.1.4 Заключне зауваження

Отже, iнтегрування рацiональних виразiв можна вважати роз-
глянутим вичерпно. Враховуючи викладене, сформулюємо за-
гальний алгоритм iнтегрування рацiональних виразiв.

1. У виразi f(x) = Pm(x)
Qn(x) порiвнюють m i n. Якщо m > n,

видiляють цiлу частину. Вона є многочленом i iнтегрує-
ться безпосередньо. Дрiб перетворюється на правильний.
Якщо m < n, то дрiб вже спочатку правильний.

2. Розкладають знаменник Qn(x) на множники. Це можуть
бути або множники вигляду (x − x0)k, або множники ви-
гляду (ax2 + bx+ c)k, b2 − 4ac < 0.

3. Кожному множнику вигляду (x−x0)k ставлять у вiдповiд-
нiсть групу з k доданкiв

A1

x− x0
,

A2

(x− x0)2
,

A3

(x− x0)3
,

i т.д. аж до вичерпання кратностi k.

4. Кожному множнику вигляду (ax2 + bx+ c)k ставлять у вiд-
повiднiсть групу з k доданкiв

M1x+N1

ax2 + bx+ c
,

M2x+N2

(ax2 + bx+ c)2
,

M3x+N3

(ax2 + bx+ c)3
,

i т.д. аж до вичерпання кратностi k.

38



5. Методом невизначених коефiцiєнтiв знаходять Ai, Mi, Ni.
При цьому виникає розкладання правильного дробу на
елементарнi.

6. Iнтегрують кожний елементарний дрiб окремо за методи-
кою, викладеною вище.

1.3.2 Iнтегрування деяких iррацiональних виразiв

Нехай R(x, y) – деяка рацiональна функцiя двох змiнних. Нехай
в якостi y виступає iррацiональний вираз y = n

√
ϕ(x). Отже,

маємо пiдiнтегральний вираз R
(
x, n
√
ϕ(x)

)
dx. Очевидна iдея –

позбутися знаку радикалу.
Покладемо (t(x))

n
= ϕ(x). Тодi n

√
ϕ(x) = n

√
tn = t. Маємо далi:

ntn−1 dt = ϕ′(x) dx, dx =
ntn−1 dt

ϕ′(x)
=
n
(
n
√
ϕ(x)

)n−1

ϕ′(x)
dt.

Тодi

R
(
x, n
√
ϕ(x)

)
dx = R (x, t)

n
(
n
√
ϕ(x)

)n−1

ϕ′(x)
dt.

Тут в правiй частинi x потрiбно виразити через t з рiвняння
tn = ϕ(x). Як бачимо, знаку радикалу вдалося позбавитись все-
рединi функцiї R, але не в пiдiнтегральнiй функцiї, яка тепер
набула вигляду

R̃ = R ·
n
(
n
√
ϕ(x)

)n−1

ϕ′(x)
.

Iншими словами, проблема не розв’язалась, а лише перемiсти-
лась зсередини виразу для функцiї R назовнi. Отже, потрiбна
замiна змiнної, яка дозволяє позбутися знаку радикалу в пiдiн-
тегральнiй функцiї, але так, щоб цей знак не виникав у виразi
для диференцiалу старого аргументу. Тодi вся справа зводила-
ся б до iнтегрування рацiонального виразу. Якщо така замiна
iснує, кажуть що вона рацiоналiзує iррацiональний вираз.

Але така замiна можлива не при будь-яких функцiях ϕ(x).
Отже, iррацiональний вираз, на вiдмiну вiд рацiонального, не
завжди може бути проiнтегрований в елементарних функцiях.
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Тому важливо перелiчити тi окремi випадки, коли рацiоналiза-
цiя пiдiнтегрального виразу стає можливою.

1◦. Нехай ϕ(x) = ax+ b, a 6= 0. Покладемо ax+ b = tn. Тодi

x =
tn

a
− b

a
, dx =

ntn−1 dt

a
.

Маємо: n
√
ax+ b = n

√
tn = t. Тодi

R
(
x, n
√
ϕ(x)

)
dx = R

(
tn

a
− b

a
, t

)
· nt

n−1

a
dt.

Як бачимо, пiдiнтегральний вираз перетворився на рацiональ-
ний. Отже, якщо ϕ(x) – лiнiйна функцiя, то iнтегрування (в
елементарних функцiях) гарантовано можливе (тобто первiсна
є елементарною функцiєю).
C Приклад 1.31.

∫ √
x+ 1

1 +
(√
x+ 1

)3 dx =

∥∥∥∥∥∥
x+ 1 = t2

dx = 2t dt√
x+ 1 =

√
t2 = t

∥∥∥∥∥∥ =

∫
t

1 + t3
· 2t dt =

=
2

3

∫
3t2 dt

1 + t3
=

∥∥∥∥z = 1 + t3

dz = 3t2 dt

∥∥∥∥ =
2

3

∫
dz

z
=

2

3
ln |z|+ C =

=
2

3
ln
∣∣1 + t3

∣∣+ C =
2

3
ln
∣∣∣1 +

(√
x+ 1

)3∣∣∣+ C. B

2◦. Досi функцiя ϕ(x) була лiнiйною. Нехай тепер вона є
дробово-лiнiйною, тобто нехай ϕ(x) = ax+b

px+q . Введемо замiну

змiнної: ax+b
px+q = tn. Тодi

ax+ b = pxtn + qtn, x =
qtn − b
a− ptn

.

Очевидно, диференцiювання цього виразу залишає його ра-
цiональним. Отже, якщо ϕ(x) – дробово-лiнiйна функцiя, то
iнтегрування гарантовано можливе.

C Приклад 1.32. Знайдемо iнтеграл J =
∫ √

x
x+1 dx. Тут пiд

знаком радикалу ϕ(x) = x
x+1 – дробово-лiнiйна функцiя. Тому

покладемо

x

x+ 1
= t2, x = xt2 + t2, x =

t2

1− t2
,
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dx =
2t(1− t2)− t2(−2t)

(1− t2)2
dt =

2t dt

(t2 − 1)2
=

2t dt

(t− 1)2(t+ 1)2
.

Тодi

J =

∫ √
x

x+ 1
dx =

∫ √
t2 · 2t dt

(t− 1)2(t+ 1)2
=

∫
2t2 dt

(t− 1)2(t+ 1)2
.

Розкладемо пiдiнтегральну функцiю на елементарнi дроби ме-
тодом невизначених коефiцiєнтiв:

f(t) =
2t2

(t− 1)2(t+ 1)2
=

A

t− 1
+

B

(t− 1)2
+

C

t+ 1
+

D

(t+ 1)2
.

Домножимо на знаменник лiвої частини:

2t2 = A(t− 1)(t+ 1)2 +B(t+ 1)2 + C(t+ 1)(t− 1)2 +D(t− 12).

Методом невизначених коефiцiєнтiв отримуємо систему:

x3 : A+ C = 0
x2 : A+B − C +D = 2
x1 : −A+ 2B − C − 2D = 0
x0 : −A+B + C +D = 0


Її розв’язок: A = 1

2 , B = 1
2 , C = − 1

2 , D = 1
2 . Тодi

J =
1

2

∫ (
1

t− 1
+

1

(t− 1)2
− 1

t+ 1
+

1

(t+ 1)2

)
dt =

=
1

2

(
ln |t− 1| − 1

t− 1
− ln |t+ 1| − 1

t+ 1

)
+ C.

Остаточна вiдповiдь виникає звiдси при t =
√

x
x+1 . B

3◦. Нехай тепер ϕ(x) = ax2 + bx+ c – квадратична функцiя. В
цьому пунктi накладемо додаткове обмеження: нехай iррацiо-
нальнiсть зумовлена наявнiстю тiльки одного знаку радикалу,
i вiн – другого степеня.

З квадратного тричлена ϕ(x) видiлимо повний квадрат i ви-
несемо за дужки модуль старшого коефiцiєнта |a|. Тодi при
вiд’ємному дискримiнантi отримаємо iррацiональний вираз

R
(
x,
√
x2 + p2

)
,
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а при додатному13 – один iз виразiв

R
(
x,
√
x2 − p2

)
, R

(
x,
√
p2 − x2

)
залежно вiд знаку a. Нагадаємо, схожi iнтеграли ми вже об-
числювали при доведеннi формули «довгого логарифму». Там
ми користались замiнами гiперболiчної тригонометрiї. В той же
час, iснують алгебраїчнi замiни, якi запропонував Л. Ейлер.

В разi додатного старшого коефiцiєнту покладемо√
x2 ± p2 = t− x.

Маємо:

x2±p2 = t2−2tx+x2, x =
t2 ∓ p2

2t
=
t

2
∓ p

2

2t
, dx =

(
1

2
± p2

2t2

)
dt.

Тодi

R
(
x,
√
x2 ± p2

)
dx = R

(
t2 ∓ p2

2t
, t− t2 ∓ p2

2t

)(
1

2
± p2

2t2

)
dt,

i вираз рацiоналiзовано. Пiсля завершення iнтегрування обер-
нена замiна t = x+

√
x2 ± p2.

C Приклад 1.33. Обчислимо iнтеграл
∫ √

x2 + 1 dx. Введемо
замiну

√
x2 + 1 = t− x, x2 + 1 = t2 − 2tx+ x2, x =

t2 − 1

2t
=
t

2
− 1

2t
,

dx =

(
1

2
+

1

2t2

)
dt =

t2 + 1

2t2
dt.

Маємо:

∫ √
x2 + 1 dx =

∫ (
t− t2 − 1

2t

)
︸ ︷︷ ︸
√
x2+1=t−x

dx︷ ︸︸ ︷
t2 + 1

2t2
dt =

∫
t2 + 1

2t
· t

2 + 1

2t2
dt =

13Випадок D = 0 нас зараз не цiкавить, оскiльки в цьому разi ϕ(x) є повним
квадратом, корiнь здобувається нацiло i вираз стає рацiональним.
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=

∫ (
t2 + 1

)2
4t3

dt =

∫
t4 + 2t2 + 1

4t3
dt =

1

4

∫ (
t+

2

t
+

1

t3

)
dt =

=
1

4

(
t2

2
+ 2 ln |t| − 1

2t2

)
+ C =

1

8
t2 +

1

2
ln |t| − 1

8t2
+ C =

=
1

8

(
x+

√
x2 + 1

)2

+
1

2
ln
(
x+

√
x2 + 1

)
− 1

8
(
x+
√
x2 + 1

)2 +C. B

В разi вiд’ємного старшого коефiцiєнту покладемо√
p2 − x2 = tx− p.

Маємо:

p2 − x2 = t2x2 − 2txp+ p2, −x = t2x− 2tp, x =
2tp

t2 + 1
,

dx = 2p · (t2 + 1)− t · 2t
(t2 + 1)2

dt = 2p · 1− t2

(t2 + 1)2
dt.

При цьому√
p2 − x2 = tx− p = t · 2tp

t2 + 1
− p = p

(
2t2

t2 + 1
− 1

)
= p · t

2 − 1

t2 + 1
.

Тодi

R
(
x,
√
p2 − x2

)
dx = R

(
2tp

t2 + 1
, p · t

2 − 1

t2 + 1

)
2p · 1− t2

(t2 + 1)2
dt,

i вираз рацiоналiзовано. Пiсля завершення iнтегрування обер-

нена замiна t =
p+
√
p2−x2

x . Отже, гарантовано можливе знахо-
дження iнтегралiв∫

R
(
x,
√
x2 ± p2

)
dx,

∫
R
(
x,
√
p2 − x2

)
dx.

Замiна Ейлера – не завжди найкращий вихiд. Iнтеграли∫
R
(
x,
√
x2 + p2

)
dx,

∫
R
(
x,
√
x2 − p2

)
dx,

∫
R
(
x,
√
p2 − x2

)
dx

можна також рацiоналiзувати пiдстановками

x = p tg t, x =
p

cos t
, x = p sin t
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вiдповiдно. Специфiку iнтегрування тригонометричних вира-
зiв розглянуто нижче.
C Приклад 1.34.

∫ √
1− x2 dx =

∥∥∥∥∥∥∥∥
x = sin t
t = arcsinx
dx = cos t dt√

1− x2 =
√

1− sin2 t = cos t

∥∥∥∥∥∥∥∥ =

∫
cos2 t dt =

=

∫
1 + cos 2t

2
dt =

1

2
t+

1

4
sin 2t+ C =

1

2
t+

1

2
sin t cos t+ C =

=
1

2
t+

1

2
sin t

√
1− sin2 t+ C =

1

2
arcsinx+

1

2
x
√

1− x2 + C.

Скористались формулою зниження степеня cos2 t = 1+cos 2t
2 i

формулою синуса подвiйного кута sin 2t = 2 sin t cos t. B
4◦. Розглянемо iнтегрування бiномiального диференцiалу (його називають

також диференцiальним бiномом). Таку назву закрiпили за конструкцiєю ви-
гляду

df = xm (a+ bxn)p dx.

Тут a, b – довiльнi дiйснi числа, а m, n, p – рацiональнi числа, тобто звичайнi
дроби з натуральними знаменниками.

Iснують лише три випадки, коли бiномiальний диференцiал може бути
рацiоналiзовано.
1) Якщо p цiле, то рацiоналiзацiю здiйснює замiна x = tM , M ∈ Z, де M –
найменше спiльне кратне знаменникiв дробiв m i n (при цьому mM,nM ∈ Z).
Справдi, маємо: dx = MtM−1 dt,

df = xm (a+ bxn)p dx =
(
tM
)m (

a+ b
(
tM
)n)p

·MtM−1 dt =

= MtmM
(
a+ btnM

)p
tM−1 dt = M

(
a+ btnM

)p
tmM+M−1 dt.

Тут в правiй частинi усi показники степеня є цiлими, i отже цей вираз –
рацiональний.

C Приклад 1.35. Розглянемо iнтеграл J =
∫ 6√x dx

1+ 4√x . Це бiномiальний дифе-

ренцiал з параметрами m = 1
6
, n = 1

4
, a = b = 1, p = −1 ∈ Z. Отже, трапився

перший випадок бiномiального диференцiалу. Знаменники дробiв m, n – чи-
сла 6 i 4. Їх найменше спiльне кратне M = 12. Тодi вводимо замiну x = t12,
dx = 12t11 dt:

J =

∫ 6
√
t12 · 12t11 dt

1 +
4
√
t12

= 12

∫
t13 dt

1 + t3
,

i iнтеграл рацiоналiзовано. Подальшi обчислення, як принципово можливi, ми
за мету зараз не маємо. B

2) Введемо замiну xn = t, x = t
1
n , dx = 1

n
t
1
n
−1 dt. Тодi

df = t
m
n (a+ bt)p ·

1

n
t
1
n
−1 dt =

1

n
(a+ bt)p t

m+1
n
−1 dt.
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Позначимо

q =
m+ 1

n
− 1.

Тодi

df =
1

n
(a+ bt)p tq dt.

Якщо q ∈ Z, то iррацiональнiсть в цьому виразi може мiститись лише за раху-
нок знаменника дробу p. Нехай знаменник дробу p дорiвнює M , M ∈ N, тодi
pM ∈ Z. Введемо замiну z = M

√
a+ bt:

a+ bt = zM , t =
1

b

(
zM − a

)
, dt =

M

b
zM−1 dz.

Отримуємо:

df =
1

n

(
zM
)p [1

b

(
zM − a

)]q
·
M

b
zM−1 dz =

=
M

nbq+1

(
zM − a

)q
· zpM+M−1 dz.

Тепер усi показники степеня є цiлими, i отже, вираз рацiоналiзовано. Заува-
жимо, двi використанi в цьому разi замiни можна об’єднати в одну. Остаточно,
якщо q = m+1

n
− 1 цiле, то рацiоналiзацiю здiйснює замiна a + bxn = zM , де

M – знаменник дробу p.
Розглянемо рацiональну функцiю двох змiнних R(x, y) = xy. Покладемо

y =
√
x2 ± p2, отримаємо: R = x

√
x2 ± p2. Це i є розглядуваний зараз ди-

ференцiальний бiном з параметрами m = 1, n = 2, p = 1
2
, b = 1, a = ±p2.

Справдi, маємо: q = m+1
n
− 1 = 1+1

2
− 1 = 0 ∈ Z. На принциповiй можливостi

iнтегрування такого виразу ми вже наголошували вище.

C Приклад 1.36. Розглянемо iнтеграл J =
∫ 5
√
x3 · 9

√
2 + 3

5
√
x4 dx. Це бiно-

мiальний диференцiал з параметрами m = 3
5
, n = 4

5
, a = 2, b = 3, p = 1

9
.

Оскiльки

q =
m+ 1

n
− 1 =

3
5

+ 1
4
5

− 1 = 1 ∈ Z,

то трапився другий випадок бiномiального диференцiалу. Знаменник дробу p

дорiвнює M = 9. Тодi вводимо замiну 2 + 3
5
√
x4 = z9, x =

(
z9−2

3

) 5
4 . Диферен-

цiюючи, отримуємо:

dx =
5

4

(
z9 − 2

3

) 5
4
−1

·
9z8 dz

3
=

15

4

(
z9 − 2

3

) 1
4

z8 dz.

Тодi:

J =

∫ ( z9 − 2

3

) 5
4

 3
5

· 9
√
z9 ·

15

4

(
z9 − 2

3

) 1
4

z8 dz =
15

4

∫
z9 − 2

3
z9 dz =

=
5

4

∫ (
z18 − 2z9

)
dz =

5

4

(
z19

19
−
z10

5

)
+ C =

=
5

4


(

9
√

2 + 3
5
√
x4
)19

19
−

(
9
√

2 + 3
5
√
x4
)10

5

+ C. B
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3) Вираз для df можна також подати у виглядi

df =
1

n
(a+ bt)p tq dt =

1

n

(
a+ bt

t
· t
)p

tq dt =
1

n

(
a+ bt

t

)p
tp+q dt =

=
1

n

(a
t

+ b
)p
tp+q dt =

1

n

(
at−1 + b

)p
tp+q dt.

Якщо (p + q) ∈ Z, то iррацiональнiсть в цьому виразi може мiститись лише
за рахунок знаменника дробу p. Нехай знаменник дробу p дорiвнює M . То-
дi аналогiчно до попереднього пункту рацiоналiзацiя здiйснюється замiною
at−1 + b = zM . Знову поєднуючи двi замiни, покладемо замiсть цього:

ax−n + b = zM .

C Приклад 1.37. Розглянемо iнтеграл J =
∫

4
√
x · 3
√

1 +
4
√
x3 dx. Це бiномi-

альний диференцiал з параметрами m = 1
4
, n = 3

4
, a = b = 1, p = 1

3
/∈ Z. Отже,

це не перший випадок. Оскiльки

q =
m+ 1

n
− 1 =

1
4

+ 1
3
4

− 1 =
2

3
/∈ Z,

то це не другий випадок. Але

p+ q =
1

3
+

2

3
= 1 ∈ Z.

Отже, трапився третiй випадок бiномiального диференцiалу. Знаменник дро-

бу p дорiвнює M = 3. Тодi вводимо замiну x−
3
4 + 1 = z3, x =

(
z3 − 1

)− 4
3 .

Диференцiюючи, отримуємо:

dx = −
4

3

(
z3 − 1

)− 7
3 · 3z2 dz.

Тодi:

J = −
∫

4
√

(z3 − 1)−
4
3 ·

3

√
1 +

4

√[
(z3 − 1)−

4
3

]3
·

4

3

(
z3 − 1

)− 7
3 · 3z2 dz =

= −4

∫ (
z3 − 1

)− 1
3 · 3
√

1 + (z3 − 1)−1 ·
(
z3 − 1

)− 7
3 · z2 dz =

= −4

∫ (
z3 − 1

)− 8
3 · 3

√
1 +

1

z3 − 1
· z2 dz = −4

∫ (
z3 − 1

)− 8
3 ·

z
3
√
z3 − 1

· z2 dz =

= −4

∫ (
z3 − 1

)− 9
3 · z3 dz = −4

∫
z3 dz

(z3 − 1)3
,

i iнтеграл рацiоналiзовано. B
Узагальнення викладених вiдомостей наведено в таблицi 1.2.
Власне, цi три випадки, коли диференцiальний бiном можна рацiоналiзува-

ти (i в подальшому обчислити), були вiдомi ще I. Ньютону. Але лише в серединi
ХIХ сторiччя П.Л. Чебишов змiг довести, що нi в якому iншому разi (крiм цих
трьох випадкiв) проiнтегрувати диференцiальний бiном з отриманням вiдпо-
вiдi у виглядi комбiнацiї скiнченної кiлькостi елементарних функцiй неможливо.
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Таблиця 1.2 – Рацiоналiзацiя виразу xm (a+ bxn)
p
dx

№ Параметри Замiна Коментар

1) p ∈ Z x = tM M – найменше спiль-
не кратне знаменникiв
дробiв m, n

2) q = m+1
n ∈ Z a+ bxn = zM M – знаменник дробу p

3) p+ q ∈ Z ax−n + b = zM M – знаменник дробу p

1.3.3 Iнтегрування тригонометричних виразiв

1.3.3.1 Основнi формули тригонометрiї

Формули цього пiдпункту вiдомi зi шкiльного курсу математи-
ки. Ми наводимо цi формули для того, щоб позбавити читача
необхiдностi шукати їх в iнших джерелах.

1◦. Основна тригонометрична тотожнiсть має вигляд

sin2 x+ cos2 x = 1.

Якщо x 6= π
2 +kπ, k ∈ Z, то cosx 6= 0. Враховуючи, що tg x = sin x

cos x ,
дiлимо основну тригонометричну тотожнiсть на cos2 x:

tg2 x+ 1 =
1

cos2 x
.

2◦. Формули додавання мають вигляд

cos (α+ β) = cosα cosβ − sinα sinβ, (1.8)

cos (α− β) = cosα cosβ + sinα sinβ, (1.9)

sin (α+ β) = sinα cosβ + cosα sinβ, (1.10)

sin (α− β) = sinα cosβ − cosα sinβ. (1.11)

Цi формули виконуються для довiльних i незалежних α, β.
Важливим окремим випадком формул додавання є т.зв. фор-

мули зведення. Вони виникають, якщо покласти β = kπ
2 , k ∈ Z.

Якщо k – парне, то sinβ = 0, cosβ = ±1. Якщо k – непарне,
то cosβ = 0, sinβ = ±1. В будь-якому разi формули (1.8)–(1.11)
значно спрощуються.
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3◦. Отримаємо формули функцiй подвiйних кутiв. В (1.10)
покладемо: α = x, β = x:

sin 2x = 2 sinx cosx.

В (1.8) покладемо: α = x, β = x:

cos 2x = cos2 x− sin2 x.

Використовуючи основну тригонометричну тотожнiсть, звiдси
легко також отримати iнший вигляд цiєї формули:

cos 2x = 2 cos2 x− 1 = 1− 2 sin2 x.

4◦. З двох останнiх формул легко отримати формули зни-

ження степеня:

sin2 x =
1− cos 2x

2
, cos2 x =

1 + cos 2x

2
.

5◦. Отримаємо формули перетворення суми на добуток. По-
кладемо {

α+ β = x,
α− β = y.

Розв’язок цiєї системи {
α = x+y

2 ,
β = x−y

2 .

Додамо (1.10) i (1.11):

sinx+ sin y = 2 sin
x+ y

2
cos

x− y
2

.

Вiднiмемо (1.11) з (1.10):

sinx− sin y = 2 cos
x+ y

2
sin

x− y
2

.

Додамо (1.8) i (1.9):

cosx+ cos y = 2 cos
x+ y

2
cos

x− y
2

.

Вiднiмемо (1.9) з (1.8):

cosx− cos y = −2 sin
x+ y

2
sin

x− y
2

.

48



6◦. Отримаємо формули перетворення добутку на суму. До-
дамо (1.8) i (1.9). Роздiливши на 2 i помiнявши частини мiсцями,
отримуємо:

cosα cosβ =
1

2
[cos (α− β) + cos (α+ β)] .

Вiднiмемо (1.8) з (1.9). Роздiливши на 2 i помiнявши частини
мiсцями, отримуємо:

sinα sinβ =
1

2
[cos (α− β)− cos (α+ β)] .

Додамо (1.10) i (1.11). Роздiливши на 2 i помiнявши частини
мiсцями, отримуємо:

sinα cosβ =
1

2
[sin (α− β) + sin (α+ β)] .

7◦. Розглянемо метод введення допомiжного кута. Нехай

f(x) = A cosx+B sinx.

Маємо:

f(x) =
√
A2 +B2

(
A√

A2 +B2
cosx+

B√
A2 +B2

sinx

)
.

Легко довести, що
∣∣∣ A√

A2+B2

∣∣∣ 6 1. Тодi має сенс вираз

ϕ = arccos
A√

A2 +B2
.

При цьому cosϕ = A√
A2+B2

, i з означення арккосинусу випли-
ває, що ϕ ∈ [0;π]. Тодi sinϕ > 0, i отже

sinϕ = +
√

1− cos2 ϕ =

√
1− A2

A2 +B2
=

√
B2

A2 +B2
=

|B|√
A2 +B2

.

Тодi
B√

A2 +B2
=

[
sinϕ, B > 0;
− sinϕ, B < 0.

Тодi

f(x) =
√
A2 +B2 (cosϕ cosx± sinϕ sinx) =

√
A2 +B2 cos (x∓ ϕ) .
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При цьому

tgϕ =
sinϕ

cosϕ
= ±B

A
.

Отже, лiнiйну комбiнацiю двох функцiй вдається звести до
однiєї функцiї.

1.3.3.2 Елементарнi випадки

Застосовуючи наведенi вище формули, можна зводити iнтегра-
ли до табличних. Розглянемо це на наступних прикладах.
C Приклад 1.38.∫

cos2 x dx =

∫
1 + cos 2x

2
dx =

1

2

∫
(1 + cos 2x) dx =

1

2

(
x+

1

2
sin 2x

)
+ C =

x

2
+

1

4
sin 2x+ C. B

C Приклад 1.39.∫
ctg x dx =

∫
cosx dx

sinx
=

∥∥∥∥t = sinx
dt = cosx dx

∥∥∥∥ =

=

∫
dt

t
= ln |t|+ C = ln |sinx|+ C. B

C Приклад 1.40.∫
cos 3x cosx dx =

1

2

∫
(cos 2x+ cos 4x) dx =

=
1

2

(
1

2
sin 2x+

1

4
sin 4x

)
+ C =

1

4
sin 2x+

1

8
sin 4x+ C. B

1.3.3.3 Унiверсальна тригонометрична пiдстановка

Розглянемо вираз R(sinx, cosx) dx. Маємо:

sinx =
sin
(
2x2
)

1
=

2 sin x
2 cos x2

sin2 x
2 + cos2 x

2

=
2 tg x

2

tg2 x
2 + 1

,

cosx =
cos
(
2x2
)

1
=

cos2 x
2 − sin2 x

2

sin2 x
2 + cos2 x

2

=
1− tg2 x

2

tg2 x
2 + 1

.
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Введемо замiну

t = tg
x

2
, x = 2 arctg t, dx =

2 dt

t2 + 1
.

Тодi

R(sinx, cosx) dx = R

(
2 tg x

2

tg2 x
2 + 1

,
1− tg2 x

2

tg2 x
2 + 1

)
2 dt

t2 + 1
= R1(t) dt.

Отже, використана замiна t = tg x
2 рацiоналiзує розглядуваний

вираз, i вiн може бути проiнтегрований за будь-яких обста-
вин. Тому таку замiну називають унiверсальною тригономе-

тричною пiдстановкою.

C Приклад 1.41.

∫
dx

sinx
=

∥∥∥∥∥∥∥∥
t = tg x

2
x = 2 arctg t
dx = 2 dt

t2+1

sinx = 2t
t2+1

∥∥∥∥∥∥∥∥ =

∫ 2 dt
t2+1

2t
t2+1

=

=

∫
dt

t
= ln |t|+ C = ln

∣∣∣tg x
2

∣∣∣+ C. B

C Приклад 1.42.

∫
dx

cosx
=

∥∥∥∥∥∥∥∥
t = tg x

2
x = 2 arctg t
dx = 2 dt

t2+1

cosx = 1−t2
t2+1

∥∥∥∥∥∥∥∥ =

∫ 2 dt
t2+1

1−t2
t2+1

=

= −2

∫
dt

t2 − 1
= −2 · 1

2
ln

∣∣∣∣ t− 1

t+ 1

∣∣∣∣+ C = ln

(∣∣∣∣ t− 1

t+ 1

∣∣∣∣)−1

+ C =

= ln

∣∣∣∣ t+ 1

t− 1

∣∣∣∣+ C = ln

∣∣∣∣ tg x
2 + 1

tg x
2 − 1

∣∣∣∣+ C.

Цей приклад можна розв’язати i iнакше:∫
dx

cosx
=

∫
dx

sin
(
x+ π

2

) =

∥∥∥∥x+ π
2 = t

dx = dt

∥∥∥∥ =

∫
dt

sin t
=

= ln

∣∣∣∣tg t2
∣∣∣∣+ C = ln

∣∣∣tg (x
2

+
π

4

)∣∣∣+ C.
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Звичайно, ми отрималу ту ж саму вiдповiдь (щоправда, в дещо
iншiй формi):∣∣∣tg (x

2
+
π

4

)∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ sin
(
x
2 + π

4

)
cos
(
x
2 + π

4

) ∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ sin x
2 cos π4 + cos x2 sin π

4

cos x2 cos π4 − sin x
2 sin π

4

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣ sin x
2 + cos x2

cos x2 − sin x
2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ tg x
2 + 1

1− tg x
2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ tg x
2 + 1

tg x
2 − 1

∣∣∣∣ .
Врахували, що sin π

4 = cos π4 =
√

2
2 , i почленно роздiлили чисель-

ник i знаменник на cos x2 . B
C Приклад 1.43.∫

2 dx

cos 2x+
√

3 sin 2x− 4
=

∫
dx

1
2 cos 2x+

√
3

2 sin 2x− 2
=

=

∫
dx

cos π3 cos 2x+ sin π
3 sin 2x− 2

=

∫
dx

cos
(
2x− π

3

)
− 2

=

=

∫
dx

cos 2
(
x− π

6

)
− 2

=

∥∥∥∥x− π
6 = z

dx = dz

∥∥∥∥ =

∫
dz

cos 2z − 2
=

=

∥∥∥∥∥∥∥∥
tg z = t
z = arctg t
dz = dt

1+t2

cos 2z = 1−t2
1+t2

∥∥∥∥∥∥∥∥ =

∫
dt

(1 + t2)
[

1−t2
1+t2 − 2

] =

∫
dt

1− t2 − 2− 2t2
=

= −
∫

dt

3t2 + 1
= −1

3

∫
dt

t2 +
(

1√
3

)2 = −1

3

√
3 arctg

(
t
√

3
)

+ C =

= − 1√
3

arctg
(√

3 tg z
)

+ C = − 1√
3

arctg
[√

3 tg
(
x− π

6

)]
+ C. B

1.3.3.4 Подальшi приклади

1◦. Нехай тепер R – рацiональна функцiя однiєї змiнної. Вираз
R(sinx) cosx dx рацiоналiзується замiною

sinx = t, cosx dx = dt, R(sinx) cosx dx = R(t) dt.

C Приклад 1.44.∫
sin2 x cosx dx

sin3 x+ 1
=

∥∥∥∥sinx = t
cosx dx = dt

∥∥∥∥ =

∫
t2 dt

t3 + 1
=
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=

∥∥∥∥∥∥
t3 + 1 = z
3t2 dt = dz
t2 dt = 1

3 dz

∥∥∥∥∥∥ =

∫ 1
3 dz

z
=

1

3
ln |z|+ C =

=
1

3
ln
∣∣t3 + 1

∣∣+ C =
1

3
ln
∣∣sin3 x+ 1

∣∣+ C. B

Вираз R(cosx) sinx dx рацiоналiзується замiною

cosx = t, − sinx dx = dt, R(cosx) sinx dx = −R(t) dt.

C Приклад 1.45.∫
sin 2x

(
cos5 x+

1

cos2 x

)
dx = 2

∫
sinx cosx

(
cos5 x+

1

cos2 x

)
dx =

= 2

∫
sinx

(
cos6 x+

1

cosx

)
dx =

∥∥∥∥cosx = t
− sinx dx = dt

∥∥∥∥ =

= −2

∫ (
t6 +

1

t

)
dt = −2

(
t7

7
+ ln |t|

)
+ C =

= −2

(
cos7 x

7
+ ln |cosx|

)
+ C. B

Вираз R(tg x) dx рацiоналiзується замiною

tg x = t, x = arctg t, dx =
dt

1 + t2
, R(tg x) dx =

R(t) dt

1 + t2
.

C Приклад 1.46.

∫
tg3 x

(
1 + tg2 x

)2
dx =

∥∥∥∥∥∥
tg x = t
x = arctg t
dx = dt

1+t2

∥∥∥∥∥∥ =

∫
t3
(
1 + t2

)2 · dt

1 + t2
=

=

∫
t3
(
1 + t2

)
dt =

∫ (
t3 + t5

)
dt =

1

4
t4 +

1

6
t6 + C =

=
1

4
tg4 x+

1

6
tg6 x+ C. B

2◦. Розглянемо iнтеграл
∫

sinm x cosn x dx. Обмежимось ви-
падком m,n ∈ Z.

Нехай обидва числа m,n є парними: m = 2µ, n = 2ν, µ, ν ∈ Z.
Маємо:

1 + tg2 x =
1

cos2 x
, cos2 x =

1

1 + tg2 x
,
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sin2 x = 1− cos2 x = 1− 1

1 + tg2 x
=

tg2 x

1 + tg2 x
.

Тодi рацiоналiзуючою є замiна

t = tg x, x = arctg t, dx =
dt

1 + t2
.

Справдi:

sinm x cosn x dx = sin2µ x cos2ν x dx =
(
sin2 x

)µ (
cos2 x

)ν
dx =

=

(
tg2 x

1 + tg2 x

)µ(
1

1 + tg2 x

)ν
dx =

(
t2

1 + t2

)µ(
1

1 + t2

)ν
· dt

1 + t2
=

=
t2µ dt

(1 + t2)
µ+ν+1 .

C Приклад 1.47.∫
sin6 x dx

cos8 x
=

∫
sin6 x

cos6 x
· dx

cos2 x
=

∫
tg6 x · dx

cos2 x
=

∥∥∥∥tg x = t
dx

cos2 x = dt

∥∥∥∥ =

=

∫
t6dt =

t7

7
+ C =

tg7 x

7
+ C. B

Примiтка. Якщо обидва числа m,n є парними i додатни-
ми, то можна рекомендувати зниження степеня за вiдомими
формулами тригонометрiї.

Нехай тепер принаймнi одне з чисел m,n є непарним. То-
дi новою лiтерою позначають функцiю, яка входить в iншому
степенi (який може бути довiльним за парнiстю).

Наприклад, нехай m – непарне, m = 2k + 1, k ∈ Z. Тодi
рацiоналiзуючою є замiна cosx = t. Справдi, маємо:

sinm x cosn x dx = sin2k+1 x cosn x dx = sin2k x cosn x sinx dx =

=
(
sin2 x

)k
cosn x sinx dx =

(
1− cos2 x

)k
cosn x sinx dx =

=

∥∥∥∥cosx = t
− sinx dx = dt

∥∥∥∥ = −
(
1− t2

)k
tn dt,

i вираз рацiоналiзовано.
Навпаки, нехай тепер n – непарне, n = 2k + 1, k ∈ Z. Тодi

рацiоналiзуючою є замiна sinx = t. Справдi, маємо:

sinm x cosn x dx = sinm x cos2k+1 x dx = sinm x cos2k x cosx dx =
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= sinm x
(
cos2 x

)k
cosx dx = sinm x

(
1− sin2 x

)k
cosx dx =

=

∥∥∥∥sinx = t
cosx dx = dt

∥∥∥∥ = tm
(
1− t2

)k
dt,

i вираз рацiоналiзовано.
C Приклад 1.48.∫

sin8 x cos5 x dx =

∫
sin8 x cos4 x cosx dx =

=

∫
sin8 x

(
cos2 x

)2
cosx dx =

∫
sin8 x

(
1− sin2 x

)2
cosx dx =

=

∥∥∥∥sinx = t
cosx dx = dt

∥∥∥∥ =

∫
t8
(
1− t2

)2
dt =

∫
t8
(
1− 2t2 + t4

)
dt =

=

∫ (
t8 − 2t10 + t12

)
dt =

t9

9
− 2t11

11
+
t13

13
+ C =

=
sin9 x

9
− 2 sin11 x

11
+

sin13 x

13
+ C. B

3◦. Розглянемо iнтеграл
∫
R (sinx, cosx) dx. Його можна ра-

цiоналiзувати замiною t = tg x
2 . В той же час, замiна t = tg x

iнодi може вести до результату швидше. Можна довести на-
ступне: замiна t = tg x рацiоналiзує вираз R (sinx, cosx) dx, якщо
функцiя R (sinx, cosx) залишається незмiнною при одночаснiй
замiнi sinx на (− sinx) i cosx на (− cosx).
C Приклад 1.49.

J =

∫
5− tg x

sin2 x− 3 sinx cosx+ 2 cos2 x
dx =

=

∫
5− tg x

tg2 x− 3 tg x+ 2
· dx

cos2 x
=

∥∥∥∥tg x = t
dx

cos2 x = dt

∥∥∥∥ =

∫
5− t

t2 − 3t+ 2
dt.

Розкладаючи пiдiнтегральну функцiю на елементарнi методом
невизначених коефiцiєнтiв, легко отримати:

J =

∫ (
3

t− 2
− 4

t− 1

)
dt = 3 ln |t− 2| − 4 ln |t− 1|+ C =

= 3 ln |tg x− 2| − 4 ln |tg x− 1|+ C. B
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1.4 Питання для перевiрки

1. Що таке первiсна?

2. Що таке невизначений iнтеграл?

3. Що таке адитивна константа?

4. Як, знаючи первiсну, написати вираз для невизначеного
iнтегралу?

5. Властивостi невизначеного iнтегралу.

6. Чому кажуть, що iнтегрування є операцiєю, оберненою
до диференцiювання?

7. Що таке лiнiйнiсть невизначеного iнтегралу? Якi два аспе-
кти передбачає ця властивiсть?

8. Що таке мультиплiкативна константа?

9. Що таке таблиця первiсних? Як перевiрити її рядки? На-
ведiть приклади.

10. Як провадять замiну змiнної у невизначеному iнтегралi?

11. Як iнтегрують складну функцiю, якщо внутрiшня фун-
кцiя лiнiйна, а iнтеграл вiд зовнiшної – вiдомий?

12. Що таке синус гiперболiчний, косинус гiперболiчний?

13. Як виглядає основна тригонометрична тотожнiсть гiпер-
болiчної тригонометрiї?

14. Чому дорiвнює похiдна синусу гiперболiчного, косинусу
гiперболiчного?

15. Формула iнтегрування частинами.

16. Перелiчiть випадки, коли iнтегрування частинами є доре-
чним.

17. Якi класи iнтегровних функцiй вам вiдомi?

18. Що таке правильний дрiб?
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19. Що таке елементарний правильний дрiб? Напишiть чоти-
ри типи таких дробiв.

20. Якi три випадки можуть виникнути при iнтегруваннi дро-
бу Mx+N

ax2+bx+c?

21. Як iнтегрують дрiб Mx+N
ax2+bx+c при додатному дискримiнантi

знаменника?

22. В чому полягає скорочений алгоритм розкладання дробу
Mx+N
ax2+bx+c на елементарнi дроби першого типу при додатно-
му дискримiнантi знаменника? В чому полягає перевага
такого пiдходу перед методом невизначених коефiцiєн-
тiв?

23. Як видiлити повний квадрат з квадратного тричлену? Чи
для довiльних квадратних тричленiв це можна зробити?

24. Як видiлити цiлу частину з неправильного дробу Pm(x)
Qn(x) ?

25. Який степiнь мають частка i остача вiд дiлення при видi-
леннi цiлої частини дробу Pm(x)

Qn(x) , m > n?

26. Що таке кратнiсть кореня многочлена?

27. Скiльки доданкiв мiстить розкладання правильного дробу
Pm(x)

(x−x0)k
на елементарнi при Pm(x0) 6= 0? Напишiть вигляд

цих доданкiв.

28. Як iнтегрують дробово-рацiональнi функцiї? Сформулюй-
те алгоритм їх iнтегрування. Чи в довiльному випадку вiн
спрацьовує?

29. Що таке рацiоналiзацiя iррацiонального виразу?

30. Як рацiоналiзувати вираз R
(
x, n
√
ϕ(x)

)
dx, якщо функцiя

ϕ(x) лiнiйна? дробово-лiнiйна?

31. Як рацiоналiзувати вираз R
(
x,
√
ax2 + bx+ c

)
dx замiною

Ейлера при a > 0? при a < 0?

32. Як рацiоналiзувати вираз R
(
x,
√
ax2 + bx+ c

)
dx за допо-

могою тригонометричних функцiй? гiперболiчних триго-
нометричних функцiй?
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33. Диференцiальний бiном: три випадки iнтегровностi.

34. Рацiоналiзацiя виразу R (sinx, cosx) dx за допомогою унi-
версальної тригонометричної пiдстановки.

35. Iнтегрування добутку цiлих степенiв синусу i косинусу.

36. В яких випадках вираз R (sinx, cosx) dx може бути рацiо-
налiзований замiною t = tg x?
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2 ВИЗНАЧЕНИЙ IНТЕГРАЛ

2.1 Означення i властивостi

визначеного iнтегралу

2.1.1 Означення визначеного iнтегралу

Нехай функцiю f(x) задано на iнтервалi x ∈ [a; b]. Фiгуру, утво-
рену її графiком, вертикалями x = a, x = b i вiссю Ox, нази-
вають криволiнiйною трапецiєю (рис. 2.1). Поставимо за мету
обчислення площi криволiнiйної трапецiї.

Задамося системою точок xk, k = 0;N , якi задовольняють
систему нерiвностей

a = x0 < x1 < x2 < · · · < xk < xk+1 < · · · < xN−1 < xN = b.

Цi точки (їх усього N + 1 штук) розбивають iнтервал [a; b] на N
елементiв, довжина яких

∆x1 = x1 − x0, ∆x2 = x2 − x1, · · · , ∆xN = xN − xN−1.

В загальному випадку ширина ∆xk може бути рiзною при рi-
зних k.

Всерединi чергової вертикальної смужки ∆xk = xk − xk−1

оберемо деяку точку1 ξk. В загальному випадку точка ξk мо-
же бути розташованою в довiльному мiсцi iнтервалу [xk−1;xk]
(i навiть збiгатись з одним iз його кiнцiв xk−1, xk). Значення
функцiї в цiй точцi дорiвнює f(ξk).

Протягом iнтервалу [xk−1;xk] функцiя f(x) встигає змiнюва-
ти своє значення. Але якщо цей iнтервал достатньо вузький,
то такою змiною можна знехтувати. Тому (звичайно, наближе-
но!) будемо вважати, що функцiя в межах кожного окремого
iнтервалу залишає своє значення сталим i рiвним f(ξk). Гео-
метрично таке припущення значить, що ми пiдмiняємо графiк
функцiї f(x) графiком iншої (кусково-сталої) функцiї, а криво-
лiнiйну трапецiю – ступiнчастою фiгурою. При цьому площа
ступiнчастої фiгури i є наближеним значенням площi криволi-
нiйної трапецiї.

1Грецьку лiтеру ξ читають як «ксi».
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Рисунок 2.1 – До означення визначеного iнтегралу

Кожна смужка, утворена в описаний спосiб, є прямокутни-
ком висотою f(ξk) i шириною ∆xk. Тому її площа є добутком
цих величин. Тодi площу ступiнчастої фiгури отримаємо як су-
му таких добуткiв. Вираз

N∑
k=1

f(ξk) ∆xk = f(ξ1) ∆x1 + f(ξ2) ∆x2 + · · ·+ f(ξN ) ∆xN , (2.1)

який дорiвнює площi ступiнчастої фiгури, називають iнтеграль-

ною сумою.

В загальному випадку всерединi кожної смужки виника-
ють2 два криволiнiйнi трикутники. За їх рахунок площа сту-
пiнчастої фiгури вiдрiзняється вiд шуканої площi криволiнiйної
трапецiї. З одного боку, площа ступiнчастої фiгури є оцiнкою
площi криволiнiйної трапецiї з надлишком за рахунок трику-
тникiв ∆S+

k , а з iншого – з нестачею за рахунок трикутникiв
∆S−k (див. рис. 2.1). Тодi кожна смужка вносить похибку δk =
= ∆S+

k −∆S−k . Очевидно,

|δk| =
∣∣∆S+

k −∆S−k
∣∣ 6 ∆S+

k + ∆S−k .

2Якщо покласти ξk = xk−1 або ξk = xk, то один з трикутникiв не виникає.
Якщо f = const, вони обидва не виникають. Але ми продовжимо вважати, що
вони обидва наявнi. Зрештою, якщо трикутник зник, можна вважати, що вiн
залишився, але його площа дорiвнює нулю.
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З метою спрощення надамо мiркування лише якiсного ха-
рактеру, побудувавши оцiнку швидкостi прямування похибки
до нуля. Порядок сумарної похибки (сумованої за усiма смуж-
ками) становить

∆Stotal =
∑
(k)

δk ∼ Nδk.

З метою зменшення сумарної похибки має сенс збiльшува-
ти кiлькiсть N смужок, оскiльки при цьому площi трикутникiв
∆S±k будуть зменшуватись. Але тодi вираз для ∆Stotal буде мi-
стити невизначенiсть типу [∞ · 0].

Нехай функцiя f(x) не набуває нескiнченно великих зна-
чень (тобто є обмеженою). Тодi обидва катети кожного трику-
тника ∆S±k одночасно прямують до нуля. При цьому невизна-
ченiсть [∞ · 0] розкривається на користь малої δk, оскiльки вона
є малою бiльш високого (другого) порядку малостi. Справдi, ка-
тети трикутника мають порядок ∆xk ∼ b−a

N , а площа – порядок
∆S±k ∼

1
2∆x2

k ∼ const
N2 . Тодi

∆Stotal ∼ N ·∆S±k ∼ N ·
const
N2

∼ const
N

→ 0.

Отже, подальше згущення розбиття iнтервалу [a; b] дозволяє
позбавитись похибки ∆Stotal, оскiльки при N → ∞ границя цi-
єї похибки становить нуль рiвно в точностi. При цьому пло-
ща ступiнчастої фiгури пiсля граничного переходу стає рiвною
площi криволiнiйної трапецiї.
� Означення 2.1. Визначеним iнтегралом функцiї f(x) на

iнтервалi x ∈ [a; b] називається границя iнтегральної суми

b∫
a

f(x) dx = lim
max ∆xk→0

N∑
k=1

f(ξk) ∆xk,

якщо вона 1) iснує i є скiнченною; 2) не залежить вiд а) способу
розбиття iнтервалу [a; b] на елементи довжини ∆xk i б) способу
вибору точок ξk всерединi цих елементiв. Числа a, b називають
нижньою i верхнею межами iнтегрування.

З огляду на порядок формування iнтегральної суми стає
зрозумiлим, чому пишуть

∫
f(x) dx, а не просто

∫
f(x). Символ∫

є стилiзованою лiтерою «S», що i позначає суму. Отже, запис
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∫
f(x) dx просто повторює структуру виразу iнтегральної суми:

«сума–значення функцiї–диференцiал аргументу».
C Приклад 2.1. Обчислимо за означенням

∫ 1

0
x dx. Здiйснимо,

наприклад, рiвномiрне розбиття iнтервалу [0; 1] на N однакових
елементiв довжиною ∆x = b−a

N = 1−0
N = 1

N . Отже, розбиття
здiйснюється системою точок xk = k∆x = k

N , k = 0;N . В якостi
точки ξk оберемо абсцису правого кiнця кожної смужки, тобто
покладемо ξk = xk. Оскiльки пiдiнтегральна функцiя f(x) = x,
то iнтегральна сума має вигляд

N∑
k=1

f(ξk) ∆xk =

N∑
k=1

f(xk) ∆xk =

N∑
k=1

xk ∆xk =

=

N∑
k=1

(
k

N
· 1

N

)
=

1

N2

N∑
k=1

k =
1

N2
(1 + 2 + · · ·+N) =

=
1

N2
· 1 +N

2
·N =

1 +N

2N
=

1

2N
+

1

2
.

Скористались формулою суми арифметичної прогресiї. Тодi

1∫
0

x dx = lim
N→∞

(
1

2N
+

1

2

)
=

1

2
.

Очевидно, саме такою i є площа трикутника, обмеженого пря-
мими y = 0, x = 1, y = x. B

Кожного разу виводити вираз для iнтегральної суми – за-
надто важка процедура. Практично користуються формулою
Ньютона-Лейбнiца, яку ми отримаємо в наступному пунктi.

2.1.2 Формула Ньютона-Лейбнiца

Розглянемо iнтеграл S(x) =
x∫
a

f(ξ) dξ. Тут нижня межа iнтегру-

вання дорiвнює a i є сталою, верхня межа iнтегрування дорiв-
нює x i є незалежною змiнною. Цей iнтеграл треба розумiти
як функцiю змiнної верхньої межi iнтегрування. Справдi, до-
ки x дорiвнює значенню, яке вiдповiдає положенню точки C
(рис. 2.2), S(x) дорiвнює площi криволiнiйної трапецiї ABCD.

62



 

𝑥 + Δx 𝑎 𝑥 𝑥 

𝐷1 

𝐴 

𝑦 

𝑓ሺ𝑥ሻ 

𝐵 𝐶 

𝐷 

𝐶1 

𝐸 

Рисунок 2.2 – До виводу формули Ньютона-Лейбнiца

Якщо x отримає прирiст ∆x, то точка C перемiститься в по-
ложення C1, i величина S(x + ∆x) дорiвнюватиме площi нової
криволiнiйної трапецiї ABC1D1. Отже, S залежить вiд x, оскiль-
ки при збiльшеннi x вiдбувається подальше накопичення площi
пiд графiком функцiї f(x).

Зауважимо, ми пишемо саме S(x) =
∫ x
a f(ξ) dξ, а не S(x) =

∫ x
a f(x) dx,

оскiльки аргумент x в верхнiй межi i в пiдiнтегральному виразi треба роз-
рiзняти. Аргумент x у верхнiй межi – це довiльне значення, а аргумент ξ у
пiдiнтегральному виразi – це сукупнiсть усiх значень з iнтервалу ξ ∈ [a;x].

Задача полягає в знаходженнi функцiї S(x), але технiчно
простiше знайти її похiдну. При цьому ми будемо виходити з
уявлення про iнтеграл як про площу пiд графiком:

dS

dx
= lim

∆x→0

S(x+ ∆x)− S(x)

∆x
= lim

∆x→0

SABC1D1 − SABCD
∆x

=

= lim
∆x→0

SDCC1D1

∆x
= lim

∆x→0

SDCC1E + SDD1E

∆x
=

= lim
∆x→0

CD · CC1 + SDD1E

∆x
= lim

∆x→0

f(x) ·∆x+ SDD1E

∆x
=

= f(x) + lim
∆x→0

SDD1E

∆x
= f(x).

Тут остання границя дорiвнює нулю, оскiльки площа SDD1E є
нескiнченно малою бiльш високого (другого) порядку малостi:
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разом з прямуванням CC1 = ∆x → 0 вiдбувається також i пря-
мування ED1 = ∆f → 0. Отже,

dS

dx
= f(x). (2.2)

Але тодi за означенням 1.1 отримуємо S(x) =
∫
f(x) dx, або

x∫
a

f(ξ) dξ = F (x) + C,

де F (x) є первiсною пiдiнтегральної функцiї f .
Знайдемо константу C. Покладемо x = a. При цьому висота

BC (а разом з нею i площа) криволiнiйної трапецiї ABCD стає
рiвною нулю. Тодi

a∫
a

f(ξ) dξ = 0 = F (a) + C, C = −F (a).

Маємо:
x∫
a

f(ξ) dξ = F (x)− F (a).

Починаючи з цього мiсця, подальша змiна верхньої межi iнте-
грування не передбачається, тому замiсть лiтери x можна вико-
ристати лiтеру b. Лiтера x вивiльняється, i її можна використа-
ти замiсть лiтери ξ. Остаточно отримуємо формулу Ньютона-
Лейбнiца у виглядi

b∫
a

f(x) dx = F (b)− F (a).

Отже, визначений iнтеграл дорiвнює рiзницi значень первi-

сної, обчислених у верхнiй i нижнiй межах iнтегрування.

Часто формулу Ньютона-Лейбнiца пишуть у виглядi

b∫
a

f(x) dx = F (x)|ba = F (b)− F (a).
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Фрагмент |ba читають «обчислене в межах вiд a до b», або «об-
числене в пiдстановцi вiд a до b».

При застосуваннi формули Ньютона-Лейбнiца можна оби-
рати довiльну первiсну, оскiльки первiснi F (x) i F1(x) = F (x)+C
призводять до однакових результатiв:

F1(x)|ba = F1(b)− F1(a) =

= (F (b) + C)− (F (a) + C) = F (b)− F (a) = F (x)|ba .
Найчастiше буває зручно покласти C = 0.
C Приклад 2.2.

1∫
0

x dx =
x2

2

∣∣∣∣1
0

=
12

2
− 02

2
=

1

2
,

що збiгається з результатом попереднього прикладу 2.1. B

2.1.3 Властивостi визначеного iнтегралу

Границя iнтегральної суми не завжди iснує. В разi iснування
такої границi функцiю f(x) називають iнтегровною на iнтерва-
лi x ∈ [a; b].

Приймемо без доведення наступне твердження. Якщо фун-
кцiя f(x) 1) є обмеженою на iнтервалi x ∈ [a; b] i 2) має лише
скiнченну кiлькiсть3 точок розриву4, то вона є iнтегровною на
цьому iнтервалi. Геометрично це означає: навiть якщо вiдбува-
ються розриви першого роду, площа пiд графiком залишається
визначеною i скiнченною.

Далi в цьому пунктi матимемо на увазi лише iнтегровнi
функцiї.

3Зокрема, ця кiлькiсть може дорiвнювати нулю, тобто функцiя може бути
неперервною.

4Маються на увазi розриви або усувнi, або першого роду (типу «стрибка»).
Тi й iншi, узятi разом, називають розривами «не бiльш нiж першого роду».
Розриви другого роду (з прямуванням функцiї на нескiнченнiсть) зараз не
обговорюються, оскiльки при таких розривах функцiя не може бути обмеже-
ною.

Зауважимо також, наведенi умови iнтегровностi є достатнiми, але не є не-
обхiдними. Це значить, що iнтегровними (в деякому сенсi) можуть виявитись
навiть деякi функцiї, якi цим умовам не задовольняють (зокрема, розривнi з
розривом другого роду). Бiльш детально про це йдеться в роздiлi, присвячено-
му невласним iнтегралам.
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1◦. Визначений iнтеграл є сталою, яка не залежить вiд по-
значення змiнної iнтегрування:

b∫
a

f(x) dx =

b∫
a

f(t) dt = const.

Справдi, при застосування формули Ньютона-Лейбнiца не має
значення, числа a, b пiдставляти замiсть x чи замiсть t.

2◦. Лiнiйнiсть:

b∫
a

[αf(x) + βg(x)] dx = α

b∫
a

f(x) dx+ β

b∫
a

g(x) dx, ∀α, β ∈ R.

Ця властивiсть доводиться безпосереднiм застосуванням фор-
мули Ньютона-Лейбнiца до лiвої i правої частин.

3◦. Адитивнiсть:

b∫
a

f(x) dx =

c∫
a

f(x) dx+

b∫
c

f(x) dx.

Ця властивiсть також доводиться безпосереднiм застосуванням
формули Ньютона-Лейбнiца до лiвої i правої частини.

Геометричний змiст адитивностi визначеного iнтегралу – це
додавання площ. Якщо c – внутрiшня точка iнтервалу [a; b], то
адитивнiсть означає: площа криволiнiйної трапецiї з основою
[a; b] дорiвнює сумi площ криволiнiйних трапецiй з основами
[a; c] i [c; b].

4◦. Досi ми обчислювали iнтеграл
∫ b
a
f(x) dx при a < b. Про-

довжуючи вважати, що цю нерiвнiсть виконано, розглянемо
iнтеграл

∫ a
b
f(x) dx. «Пробiгання» iнтервалу iнтегрування вiд-

бувається в зворотному напрямку, i кожний елемент довжини
∆xk змiнює свiй знак на протилежний. Отже,

b∫
a

f(x) dx = −
a∫
b

f(x) dx.

Це спiввiдношення можна також перевiрити i формально за
допомогою формули Ньютона-Лейбнiца.
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Зокрема, покладаючи b = a, отримаємо:

a∫
a

f(x) dx = −
a∫
a

f(x) dx⇒
a∫
a

f(x) dx = 0.

Геометрично це означає: площа пiд графiком зникає за раху-
нок того, що висота криволiнiйної трапецiї стає рiвною нулю.

2.2 Обчислення визначеного iнтегралу

2.2.1 Iнтегрування частинами

В разi визначеного iнтегралу формула iнтегрування частинами
набуває вигляду

b∫
a

u dv = (uv)|ba −
b∫
a

v du.

Тут добуток uv є складовою первiсної, i при використаннi фор-
мули Ньютона-Лейбнiца до нього теж треба пiдставляти межi
iнтегрування.
C Приклад 2.3.

π
2∫

0

x cosx dx =

∥∥∥∥u = x du = dx
dv = cosx dx v = sinx

∥∥∥∥ = (x sinx)|
π
2
0 −

−

π
2∫

0

sinx dx =
(π

2
sin

π

2

)
− (0 · sin 0) + cosx|

π
2
0 =

=
π

2
− 0 + cos

π

2
− cos 0 =

π

2
− 1. B

2.2.2 Замiна змiнної

Нехай дано iнтеграл
∫ b
a
f(x) dx, i функцiя f(x) неперервна на

вiдрiзку x ∈ [a; b]. Введемо нову змiнну t за формулою x = ϕ(t).
Нехай виконано три умови.
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1) Нова змiнна t змiнюється в деяких межах t ∈ [t1; t2], причому
ϕ(t1) = a i ϕ(t2) = b.
2) Функцiї ϕ(t) i ϕ′(t) неперервнi на iнтервалi t ∈ [t1; t2].
3) Складна функцiя f [ϕ(t)] визначена i неперервна на iнтервалi
t ∈ [t1; t2].

Тодi має мiсце формула замiни змiнної у визначеному iн-

тегралi:
b∫
a

f(x) dx =

t2∫
t1

f [ϕ(t)]ϕ′(t) dt. (2.3)

Справдi, нехай F (x) є первiсною для f(x), тобто F ′(x) = f(x).
Тодi складна функцiя F [ϕ(t)] є первiсною для пiдiнтегральної
функцiї правої частини (2.3):

(F [ϕ(t)])
′

= f [ϕ(t)]ϕ′(t).

Це випливає з теореми про похiдну складної функцiї. Тодi лiва
частина (2.3) дорiвнює

F (x)|ba = F (b)− F (a).

Права частина (2.3) дорiвнює

F [ϕ(t)]|t2t1 = F [ϕ(t2)]− F [ϕ(t1)] = F (b)− F (a),

i (2.3) доведено.
Нагадаємо, при введеннi замiни у невизначеному iнтегралi

iснувало два мiсця, куди вводилась замiна: пiдiнтегральна фун-
кцiя i диференцiал аргументу. Тепер таких мiсць три: пiдiнте-
гральна функцiя, диференцiал аргументу i межi iнтегрування.

Новi межi t1, t2 iнтегрування знаходять як розв’язки рiвня-
ння ϕ(t) = x при x = a i x = b вiдповiдно.
C Приклад 2.4. Обчислимо площу кола радiуса R. Рiвняння

кола x2 + y2 = R2, звiдки для верхнього пiвкола y =
√
R2 − x2.

Площа половини кола дорiвнює площi пiд графiком, тобто iн-
тегралу

1

2
S =

R∫
−R

√
R2 − x2 dx.

Введемо замiну x = R sin t, dx = R cos t dt. Для покриття iнтер-
валу x ∈ [−R;R] потрiбно нову змiнну t змiнювати в межах

68



t ∈
[
−π2 ; π2

]
. Справдi t1 = −π2 є розв’язком рiвняння R sin t = −R,

а t2 = π
2 – розв’язком рiвняння R sin t = R. Тодi

1

2
S =

π
2∫

−π2

√
R2 −R2 sin2 t ·R cos t dt =

= R2

π
2∫

−π2

cos2 t dt =
R2

2

π
2∫

−π2

(1 + cos 2t) dt,

S = R2

π
2∫

−π2

(1 + cos 2t) dt = R2

(
t+

1

2
sin 2t

)∣∣∣∣π2
−π2

= πR2. B

Порiвняно з невизначеним iнтегралом, ми тепер повиннi ви-
конувати додаткову дiю – знаходження нових меж iнтегрува-
ння t1 i t2. Але тепер шуканий iнтеграл – число (а не функцiя-
первiсна). I це число можна знайти за допомогою формули
Ньютона-Лейбнiца з використанням нових меж t1 i t2; повер-
нення до старих меж a, b не потрiбно. Iнакше кажучи, при вве-
деннi замiни у визначеному iнтегралi потреби повертатись до
старої змiнної немає.

Наведемо приклад, який демонструє, що вимога неперервностi функцiй ϕ,
ϕ′ є суттєвою. В розглядуваному прикладi ця вимога порушиться, що призведе
до помилки.

Розглянемо iнтеграл
∫ 1
−1 f(x) dx, де

f(x) =

 a, x < −1;
b, −1 < x < 1;
c, x > 1.

Очевидно,
1∫
−1

f(x) dx =

1∫
−1

b dx = bx|1−1 = 2b

i не залежить вiд a i c. Введемо розривну замiну змiнної:

x = ϕ(t) =
2 |t|
t
−

1

2
t,

визначивши її лише на множинi t ∈ [−2; 0) ∪ (0; 2] (рис. 2.3). Маємо:

x = ϕ(t) =

[
ϕ1(t) = −2− 1

2
t, t < 0;

ϕ2(t) = 2− 1
2
t, t > 0.
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Рисунок 2.3 – Графiк розривної замiни

Формально для нових меж iнтегрування можна покласти t1 = −2, t2 = 2,
оскiльки ϕ(−2) = ϕ1(−2) = −1, ϕ(2) = ϕ2(2) = 1, i iнтервал x ∈ [−1; 1] нiбито
покрито. Насправдi ж спочатку t збiльшиться вiд t1 = −2 до t0 = 0. Оскiльки
при цьому «працює» перша гiлка ϕ(t) = ϕ1(t), то аргумент x = ϕ(t) зменши-
ться вiд ϕ(t1) = −1 до5 ϕ(t0 − 0) = −2. Оскiльки весь цей час аргумент x
менший за −1, то f залишається сталою i рiвною a. Далi вiдбувається пере-
хiд через точку t0 = 0. Йому вiдповiдає стрибкоподiбна змiна функцiї ϕ(t) вiд
лiвобiчного граничного значення ϕ(t0 − 0) = −2 до правобiчного граничного
значення ϕ(t0 + 0) = 2. Пiсля цього стрибка t збiльшується вiд t0 = 0 до t2 = 2.
Але тепер «працює» друга гiлка ϕ(t) = ϕ2(t), i аргумент x = ϕ(t) зменшується
вiд ϕ(t0 + 0) = 2 до ϕ(t2) = 1. Оскiльки весь цей час аргумент x бiльший за 1,
то f залишається сталою i рiвною c. Тодi вiдповiдь залежатиме вiд a i c, а не
вiд b, як повинно бути.

Отже, розрив функцiї ϕ(t) в точцi t0 = 0 призвiв до того, що при «про-
бiганнi» iнтервалу t ∈ [−2; 2] ми органiзували перебiр значень аргументу з
множини x ∈ (−2;−1] ∪ [1; 2) замiсть потрiбного iнтервалу x ∈ [−1; 1].

Для запобiгання таких помилок i вимагають неперервнiсть функцiй ϕ(t) i
ϕ′(t). При знаходженнi нових меж iнтегрування слiд переконуватись, що при
змiнi нової змiнної t в межах вiд t1 до t2 буде перебрано усi тi i лише тi
значення старої змiнної, якi вiдповiдають старим межам iнтегрування. Iнакше
кажучи, замiна x = ϕ(t) повинна бути такою, щоб змiна t в нових межах
t ∈ [t1; t2] забезпечувала покриття iнтервалу x ∈ [a; b].

5При t = t0 = 0 функцiя ϕ(t0) не визначена. Втiм, iснують i є скiнченними
її однобiчнi границi: ϕ(t0 − 0) = lim

t→0−0
ϕ1(t) = −2, ϕ(t0 + 0) = lim

t→0+0
ϕ2(t) = 2.
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Рисунок 2.4 – Криволiнiйна трапецiя

2.2.3 Випадок вiд’ємної площi

Визначений iнтеграл може набувати вiд’ємних значень. Напри-
клад:

π∫
π
2

cosx dx = sinx|ππ
2

= sinπ − sin
π

2
= 0− 1 = −1.

Це вiдбувається за рахунок вiд’ємностi значень пiдiнтегральної
функцiї (нагадаємо, f(ξk) вiдiграє роль висоти чергової смужки,
площа якої є черговим внеском до iнтегральної суми). Знак
«мiнус» у вiдповiдi вказує на те, що обчислено площу не пiд
графiком, а над ним.

Узагальнимо поняття криволiнiйної трапецiї. Обмежимо її
вертикалями x = a, x = b i графiками двох функцiй: f(x), g(x).
Нехай для кожного x з iнтервалу x ∈ [a; b] виконано нерiвнiсть
g(x) > f(x). Тодi в межах цього iнтервалу будь-яка точка гра-
фiку g(x) розташована вище за точку графiку f(x) з такою
ж абсцисою. Тому графiк g(x) будемо називати «верхнiм», а
графiк f(x) – «нижнiм». Цi графiки утворюють криволiнiйну
трапецiю DCC1D1 (рис. 2.4). Її площа

SDCC1D1
= SABC1D1

− SABCD =
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Рисунок 2.5 – Криволiнiйний трикутник

=

b∫
a

g(x) dx−
b∫
a

f(x) dx =

b∫
a

[gверх.(x)− fниж.(x)] dx.

Якщо заздалегiдь невiдомо, який з графiкiв є «верхнiм», мо-
жна написати

S =

b∫
a

[gверх.(x)− fниж.(x)] dx =

b∫
a

|g(x)− f(x)| dx. (2.4)

В прикладi, з якого ми почали цей пункт, фактично обчи-
слювалась площа криволiнiйного трикутника, обмеженого вер-
тикаллю x = π, графiком косинусоїди i вiссю Ox (рис. 2.5). При
цьому роль «нижнього» виконував графiк функцiї f(x) = cosx,
а роль «верхнього» – графiк функцiї g(x) ≡ 0 (тобто вiсь Ox).
Тому для площi над графiком косинусоїди (i пiд вiссю Ox) з
використанням (2.4) отримуємо:

S =

π∫
π
2

[g(x)− f(x)] dx =

π∫
π
2

[0− cosx] dx = +1.

Уявiмо тепер, що замiсть функцiй f(x), g(x) задано функцiї
f1(x) = f(x) + C, g1(x) = g(x) + C. Графiк кожної з них лише
пересувається на C догори. Тому криволiнiйна трапецiя зберi-
гає свої форму i розмiри, i формула (2.4) залишається справе-
дливою. Якщо C < 0, то пересування трапецiї вiдбувається в
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Рисунок 2.6 – До обчислення площi пелюстка

напрямку донизу. Очевидно, при достатньо великих C обидвi
площi,

∫ b
a
f(x) dx i

∫ b
a
g(x) dx, стануть вiд’ємними, але формула

(2.4) все одно надасть додатне значення i залишиться справе-
дливою.

Зауважимо також, числа a, b можуть бути невiдомими. В
цьому разi їх знаходять як абсциси точок перетину графiкiв.

C Приклад 2.5. Обчислимо площу пелюстка, який утворено
кривими y = x2 i y =

√
x. З рiвняння x2 =

√
x знайдемо абсциси

точок перетину графiкiв: x1 = 0, x2 = 1. Очевидно, при x ∈ [0; 1]
виконано нерiвнiсть

√
x > x2. Тому y =

√
x задає верхнiй графiк,

а y = x2 – нижнiй (рис. 2.6). Тодi

S =

1∫
0

(√
x− x2

)
dx =

(
2

3
x

3
2 − x3

3

)∣∣∣∣1
0

=

(
2

3
− 1

3

)
− (0− 0) =

1

3
. B

До речi, цей результат був вiдомий ще Архiмеду, про що ми дiзнаємося з
«Послання до Ератосфена про механiчнi теореми».
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Рисунок 2.7 – Iнтегрування парних i непарних функцiй

2.2.4 Випадок симетричних меж

Розглянемо iнтеграл
∫ a
−a f(x) dx, a > 0. За властивiстю адитив-

ностi маємо:

a∫
−a

f(x) dx =

0∫
−a

f(x) dx+

a∫
0

f(x) dx. (∗)

1◦. Припустимо, функцiя f(x) є непарною. Тодi її графiк є цен-
трально симетричним вiдносно початку координат (рис. 2.7, лi-
воруч). Тодi iнтеграли в правiй частинi (∗) рiвнi за модулем
як площi рiвних фiгур та протилежнi за знаком. Тому їх сума
дорiвнює нулю. Отже, якщо f(x) – непарна функцiя, то

a∫
−a

f(x) dx = 0.

C Приклад 2.6.

1∫
−1

(
3x2 +

x3 cos 3x

1 + ex2

)
dx =

1∫
−1

3x2 dx+

1∫
−1

x3 cos 3x dx

1 + ex2

︸ ︷︷ ︸
=0

=

= x3
∣∣1
−1

= 1− (−1) = 2. B

Зауважимо, у випадку останнього iнтегралу потреба шука-
ти первiсну зникає. Достатньо лише переконатись, що межi
iнтегрування симетричнi i пiдiнтегральна функцiя є непарною.
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2◦. Припустимо тепер, що функцiя f(x) є парною. Тодi її графiк
є осесиметричним вiдносно осi Oy (рис. 2.7, праворуч). Тодi
iнтеграли в правiй частинi (∗) рiвнi як площi рiвних фiгур, що
лежать по один бiк вiд осi Ox. Тому достатньо обчислити лише
один з них. Отже, якщо f(x) – парна функцiя, то

a∫
−a

f(x) dx = 2

a∫
0

f(x) dx.

Мати нижньою межею нуль – зручнiше, нiж вiд’ємне число.
Хоча первiсну шукати цього разу все ж потрiбно.

Попереднiй приклад можна розв’язати ще так:
C Приклад 2.7.

1∫
−1

(
3x2 +

x3 cos 3x

1 + ex2

)
dx = 2

1∫
0

3x2 dx = 2x3
∣∣1
0

= 2− 0 = 2. B

2.3 Застосування визначеного iнтегралу

Розрiзняють фiзичнi i геометричнi застосування визначеного
iнтегралу. Але i в тому, i в iншому разi визначений iнтеграл по-
стає в якостi унiкального iнструменту, здатного враховувати
змiну значень певних параметрiв пiд час здiйснення вiдповiд-
них процесiв. Так, при обчисленнi площi криволiнiйної трапецiї
за допомогою iнтегралу було враховано змiну висоти смужки
(рис. 2.1). Така висота може вiдiгравати роль величини, змiна
якої i буде врахована.

2.3.1 Приклади фiзичних застосувань

2.3.1.1 Схема застосування iнтегралу

Нехай стан деякої системи описано параметром x, який змiню-
ється з плином часу: x = x(t). Швидкiсть цiєї змiни, середня
за iнтервал часу ∆t, становить 〈v〉 = ∆x

∆t . Якби фактична швид-
кiсть була сталою (незалежною вiд ∆t) та рiвною цiй середнiй,
то змiна параметру x з плином часу накопичувалась би за за-
коном прямої пропорцiйностi згiдно з формулою

∆x = 〈v〉∆t. (2.5)
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Якщо в початковий момент часу t0 = 0 значення параметру
вiдоме, x(0) = x0, то його значення в довiльний наступний мо-
мент T становить

x(T ) = x0 + ∆x = x0 + 〈v〉∆t = x0 + 〈v〉 (T − t0) = x0 + 〈v〉T,

i стан системи описано6.
Проблема полягає як раз у тому, що швидкiсть не є ста-

лою, i отже, ми втрачаємо право застосовувати формулу (2.5).
Перейдемо до миттєвої швидкостi, спрямовуючи ∆t до нуля:

v(t) = lim
∆t→0

〈v〉 = lim
∆t→0

∆x

∆t
= v′(t) =

dx

dt
,

dx = v(t) dt. (2.6)

Отримана формула (2.6) формально збiгається з (2.5). Отже,
при переходi вiд середньої швидкостi до миттєвої ми вiдновлю-
ємо своє право застосовувати мiркування прямої пропорцiй-
ностi мiж iнтервалом часу dt i приростом параметру dx. Але
необхiдно зробити два зауваження. По-перше, ця пропорцiй-
нiсть поширюється лише на нескiнченно малi iнтервали dt→ 0,
оскiльки рiвнiсть ∆x ≈ dx виконується лише з точнiстю до ма-
лих вищих порядкiв. По-друге, коефiцiєнт пропорцiйностi v(t)
для кожного iнтервалу dt є iндивiдуальним.

Розiб’ємо весь iнтервал часу [0;T ] на малi промiжки ∆tk.
Нехай черговий промiжок t ∈ [tk; tk + ∆tk] малий настiльки, що
змiною швидкостi протягом нього можна знехтувати. Тодi все-
рединi цього iнтервалу v = v(tk) = const, i рiзниця мiж (2.5) i
(2.6) зникає. Тодi для кожного малого промiжку ∆tk, взятого
окремо, згiдно (2.5), (2.6) i наближеної рiвностi ∆x ≈ dx маємо:

∆xk ≈ v(tk)∆tk.

Саме тепер вiдбувається врахування змiни швидкостi пiд час
процесу, оскiльки швидкiсть v(tk) є специфiчною для кожно-
го iнтервалу ∆tk, взятого окремо. Тодi величина x послiдовно
накопичує своє значення:

x(T ) = x0 + ∆x = x0 + ∆x1 + ∆x2 + · · · ≈ x0 +
∑
(k)

v(tk)∆tk.

6Точнiше кажучи, миттєвий стан системи описано конкретним значенням
x, а отримане нами рiвняння x(T ) описує еволюцiю цього стану з плином часу.
Це рiвняння дозволяє будувати прогноз щодо стану на довiльний майбутнiй
момент часу T .
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Але це i є iнтегральна сума. Вона дорiвнює площi ступiнча-
стої фiгури в координатах (t; v) в межах t ∈ [0;T ]. Здiйснюємо
граничний перехiд при max ∆tk → 0:

x(T ) = x0 +

T∫
0

v(t) dt.

Тут iнтеграл дорiвнює площi пiд графiком v(t) в межах iнте-
грування t ∈ [0;T ].

Зауважимо, в момент здiйснення граничного переходу на-
ближена рiвнiсть перетворюється на точну. Справдi, величини
dxk i ∆xk збiгаються з точнiстю до малих вищих порядкiв, але,
як ми вже доводили, границя цiєї похибки, навiть просумованої
за всiма iнтервалами ∆tk, дорiвнює нулю.

Наведена схема дозволяє стверджувати, що визначений iн-

теграл є унiкальним iнструментом, який дозволяє враховува-

ти змiну параметрiв процесу в ходi цього процесу.

C Приклад 2.8. Нехай швидкiсть прямолiнiйного руху мате-
рiальної точки змiнюється за лiнiйним законом v(t) = v0 + at.
Обчислимо шлях, пройдений за час T , з урахуванням змiни
швидкостi з плином часу.

Розiб’ємо весь iнтервал часу [0;T ] на диференцiально7 малi
промiжки dt. Тодi елементарний шлях ds = v(t) dt. Тодi

S =

∫
ds =

T∫
0

(v0 + at) dt =

(
v0t+

at2

2

)∣∣∣∣T
0

= v0T +
aT 2

2
. B

В цьому прикладi термiн «швидкiсть» буквально i значив
«швидкiсть механiчного руху». Але наведенi мiркування не
обмежуються суто механiчним рухом, оскiльки поняття швид-
костi припускає певнi узагальнення. Наприклад, миттєве при-
скорення a = dv

dt – це швидкiсть змiни швидкостi руху, миттєва
механiчна потужнiсть P = dA

dt – це швидкiсть виконання робо-
ти, миттєва сила струму I = dQ

dt – це швидкiсть витрат кiлькостi
електричного заряду, миттєва ЕРС iндукцiї E = −dΦ

dt – це швид-
кiсть зменшення магнiтного потоку i т.д.

7Тут i далi фразу «диференцiально малий» розумiють як «малий настiльки,
що змiною вiдповiдного параметру (в нашому разi змiною швидкостi) можна
знехтувати». Замiсть «диференцiально малий» кажуть також «елементарний».
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C Приклад 2.9. Нехай електричний струм коливається за
законом I(t) = I0 cosωt. Обчислити заряд, перенесений через
поперечний перерiз ланцюга за першу чверть перiоду, враху-
вавши змiну сили струму з плином часу.

Перiод коливань T = 2π
ω . За означенням сила струму є швид-

кiстю витрат кiлькостi електричного заряду: I = dQ
dt . Тодi за час

dt переноситься заряд dQ = I(t) dt. Тодi

Q =

∫
dQ =

T
4∫

0

I0 cosωt dt =
I0
ω

sinωt|
T
4
0 =

=
I0
ω

[
sin

(
ω · 2π

4ω

)
− sin 0

]
=
I0
ω

sin
π

2
=
I0
ω
. B

C Приклад 2.10. Нехай замкнений контур опором R прони-
зується змiнним магнiтним потоком Φ(t), який за час t ∈ [0;T ]
змiнюється вiд Φ1 = Φ(0) до Φ2 = Φ(T ). Обчислимо електри-
чний заряд, перенесений по контуру.

За законом Фарадея ЕРС iндукцiї E(t) = −dΦ
dt . За законом

Ома iндукцiйний струм I(t) = E(t)
R = − 1

R ·
dΦ
dt . З означення сили

струму елементарний8 заряд dQ = I(t) dt = − 1
R dΦ. Фактично в

цей момент ми робимо замiну змiнної, переходячи вiд змiнної
t до змiнної Φ. Тодi

Q =

∫
dQ = − 1

R

Φ2∫
Φ1

dΦ = − 1

R
Φ|Φ2

Φ1
= −Φ2 − Φ1

R
.

Цiкаво зауважити, що цей результат не залежить вiд вигляду
функцiї Φ(t). B

2.3.1.2 Iнтегральне середнє

Нехай y = f(x), x ∈ [a; b], a = const. Тодi S(b) =
∫ b
a
f(x) dx – пло-

ща криволiнiйної трапецiї. При цьому f(b) дорiвнює миттєвiй
швидкостi, з якою накопичується ця площа в останнiй момент
перебiгу iнтервалу [a; b]. Справдi, dSdb = f(b) згiдно з (2.2). Звiдси
маємо dS = f(b) db.

8Звичайно, тут термiн «елементарний» використано в сенсi «диференцiаль-
но малий», а не у фiзичному сенсi «заряд одного електрона e = 1,6 ·10−19 Кл».
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Знайдемо середню швидкiсть 〈y〉, яка стосувалась би усього
iнтервалу [a; b], а не його приросту [b; b + ∆b]. Її потрiбно ви-
значити так, щоб усю площу S цiлком (а не її елементарний
прирiст dS) можна було знайти в такий самий спосiб:

S = 〈y〉 · (b− a). (2.7)

Очевидно, достатньо покласти 〈y〉 · (b− a) =
∫ b
a
f(x) dx, звiдки

〈y〉 =
1

b− a

b∫
a

f(x) dx.

Це значення називають iнтегральним середнiм функцiї f(x) на
iнтервалi x ∈ [a; b]. На вiдмiну вiд миттєвої швидкостi y(x), яка
змiнюється протягом iнтервалу x ∈ [a; b], iнтегральне середнє
〈y〉 є константою для даного iнтервалу. Її геометричний змiст –
висота прямокутника з основою [a; b], рiвновеликого вiдповiд-
ний криволiнiйнiй трапецiї.

Якщо функцiя лiнiйна, y(x) = kx+c, то її iнтегральне середнє
на iнтервалi [a; b] збiгається iз середнiм арифметичним значень
y(a) = ka+ c, y(b) = kb+ c, якi досягаються на кiнцях iнтервалу:

〈y〉 =
1

b− a

b∫
a

(kx+ c) dx =
1

b− a

(
kx2

2
+ cx

)∣∣∣∣b
a

=

=
1

b− a

[(
kb2

2
+ bc

)
−
(
ka2

2
+ ac

)]
=

k
2

(
b2 − a2

)
+ c(b− a)

b− a
=

=
k

2
(b+ a) + c =

(ka+ c) + (kb+ c)

2
=
y(a) + y(b)

2
,

що i треба було довести.
Таким чином, якщо функцiя є лiнiйною, то при обчислен-

нi площi криволiнiйної трапецiї за формулою (2.7) iнтеграль-
не середнє можна пiдмiнити середнiм арифметичним значень
функцiї на кiнцях iнтервалу.
C Приклад 2.11. Нехай швидкiсть прямолiнiйного руху ма-

терiальної точки змiнюється за лiнiйним законом v(t) = v0 + at.
Обчислити шлях, пройдений за час T , з урахуванням змiни
швидкостi з плином часу. Подати вiдповiдь у виглядi, який не
мiстить a явно.
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Маємо:

S =

T∫
0

(v0 + at) dt = v0T +
aT 2

2
=

=
2v0T + aT 2

2
=
v0 + (v0 + aT )

2
· T =

v(0) + v(T )

2
· T.

Як i очiкувалось, S = 〈v〉T , де 〈v〉 = v(0)+v(T )
2 . B

Зауважимо, обернене твердження є хибним. А саме: якщо
iнтегральне середнє дорiвнює середньому арифметичному зна-
чень функцiї на кiнцях iнтервалу, то це ще не значить, що фун-
кцiя повинна бути лiнiйною. Очевидно, достатньо розглянути
наступний контрприклад.
C Приклад 2.12. Розглянемо функцiю f(x) = (x − x0)3 + b

на iнтервалi [x0 − δ;x0 + δ]. Очевидно, її значення на кiнцях
iнтервалу f(x0−δ) = (−δ)3 +b = b−δ3, f(x0 +δ) = b+δ3. Середнє
арифметичне

f(x0 − δ) + f(x0 + δ)

2
=

(
b− δ3

)
+
(
b+ δ3

)
2

= b.

Iнтегральне середнє

〈f(x)〉 =
1

(x0 + δ)− (x0 − δ)

x0+δ∫
x0−δ

[
(x− x0)3 + b

]
dx =

=

∥∥∥∥∥∥
x− x0 = t
dx = dt
t ∈ [−δ; δ]

∥∥∥∥∥∥ =
1

2δ

δ∫
−δ

(
t3 + b

)
dt =

1

2δ

δ∫
−δ

b dt = b.

Тут доданок t3 видалено, оскiльки вiн веде до iнтегралу вiд
непарної функцiї в симетричних межах, який дорiвнює нулю.
Отже, f(x0−δ)+f(x0+δ)

2 = 〈f(x)〉 = b, хоча функцiя f(x) при цьому
не є лiнiйною. B

Як бачимо, суто випадково трапилось, що для нелiнiйної
функцiї середнє арифметичне на кiнцях iнтервалу i iнтеграль-
не середнє на цьому iнтервалi збiгаються. Це легко збагнути
з урахуванням центральної симетрiї графiку вiдносно точки
(x0; b). Втiм, пiдмiна iнтегрального середнього формальним се-
реднiм арифметичним, як правило, веде до помилки.

80



C Приклад 2.13. Нехай електричний струм коливається за
законом I(t) = I0 cosωt. Обчислити середнiй струм за першу
чверть перiоду i порiвняти його з формальним середнiм ари-
фметичним значень сили струму на кiнцях iнтервалу.

Маємо:

〈I〉 =
1

T
4 − 0

T
4∫

0

I0 cosωt dt =
4

T
· I0
ω

=
4I0
2π

=
2I0
π
.

В той же час, формальне середнє арифметичне на кiнцях iн-
тервалу становить

I(0) + I
(
T
4

)
2

=
I0 cos 0 + I0 cos π2

2
=
I0
2
,

що менше вiд правильної вiдповiдi в 4
π ≈ 1,27 разiв. B

Розглянемо ще один важливий приклад.
C Приклад 2.14. Напруга в мережi коливається за законом

U(t) = U0 cos(ωt+ ϕ0). Знайти дiюче значення напруги.
Дiючим значенням напруги змiнного9 струму називають по-

стiйну напругу штучно вигаданого джерела, при дiї якого в
ланцюгу протягом перiоду видiляється така ж теплова енергiя,
як i при дiї джерела змiнного струму.

Приєднаємо до джерела резистор опором R. Нехай за дифе-
ренцiально малий час dt в ланцюгу видiляється теплова енер-
гiя dW . За означенням миттєвої потужностi P (t) = dW

dt , звiдки
dW = P (t) dt. За законом Джоуля-Ленца

P (t) =
U2(t)

R
=
U2

0 cos2(ωt+ ϕ0)

R
=
U2

0

2R
[1 + cos(2ωt+ 2ϕ0)].

Тодi теплова енергiя за перiод

W =

∫
dW =

∫
P (t) dt =

U2
0

2R

T∫
0

[1 + cos(2ωt+ 2ϕ0)] dt =

9У вузькому сенсi змiнним називають струм, який змiнюється за гармонi-
чним законом: I(t) = I0 cos(ωt + ϕ0). В широкому сенсi змiнним називають
струм, який взагалi залежить вiд часу, тобтог I = I(t), в тому числi навiть
неперiодично. Означення дiючого значення ми подаємо саме для цього довiль-
ного випадку. Але розв’язуємо задачу лише для випадку змiнного струму у
вузькому сенсi.
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=
U2

0

2R

(
t+

1

2ω
sin(2ωt+ 2ϕ0)

)∣∣∣∣T
0

=
U2

0T

2R
,

оскiльки ωT = 2π.
Розглянемо штучно вигадане джерело постiйного струму з

дiючою напругою Uд. При приєднаннi резистора R воно видi-

ляє постiйну потужнiсть Pштуч. =
U2

д

R . Тодi теплова енергiя за
перiод

Wштуч. = Pштуч.T =
U2

дT

R
.

З рiвняння Wштуч. = W отримуємо:

U2
дT

R
=
U2

0T

2R
, U2

д =
U2

0

2
, Uд =

U0√
2
.

Отже, дiюче значення Uд змiнної напруги в
√

2 разiв менше
вiд амплiтудного значення U0. Звичайно, цей результат стосує-
ться лише змiнного струму у вузькому сенсi: для iншої форми
залежностi U(t) вiн буде iншим.

Додамо також, вольтметр змiнного струму вимiрює саме Uд.
Отже, амплiтуда коливань напруги в розетцi

U0 = Uд

√
2 = 220 ·

√
2 ≈ 311 В. B

2.3.1.3 Подальшi приклади

В попередньому пiдпунктi ми розбивали на елементарнi про-
мiжки деякий iнтервал часу, оскiлькi певна величина (швид-
кiсть, струм, потужнiсть тощо) змiнювалась з плином часу. Ви-
значений iнтеграл дозволяє враховувати не тiльки часовi, а й
iншi змiни параметрiв процесу. Так, можна врахувати зале-
жнiсть параметрiв вiд просторових координат або iнших фiзи-
чних величин.
C Приклад 2.15. Пружину жорсткiстю k, попередньо видов-

жену на вiдстань x1, продовжують повiльно розтягати, доки
видовження не досягне значення x2. Обчислити роботу зовнi-
шньої сили по розтяганню пружини.

Спрямуємо вiсь Ox вздовж пружини i оберемо початок ко-
ординат в нейтральному положеннi рухомого кiнця. Розiб’ємо
iнтервал x ∈ [x1;x2] руху рухомого кiнця пружини на дифе-
ренцiально малi елементи dx. За законом Гука сила пружно-
стi Fпружн.(x) = kx. Оскiльки рух повiльний, будемо вважати,
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що зовнiшня сила кожної митi врiвноважується силою пру-
жностi, тодi F (x) = kx. Елементарна робота зовнiшньої сили
dA = F (x) dx. Тодi

A =

∫
dA =

x2∫
x1

F (x) dx =

x2∫
x1

kx dx =
kx2

2

∣∣∣∣x2

x1

=
kx2

2

2
− kx2

1

2
.

До речi, саме цей результат спонукає потенцiальну енергiю
пружної деформацїї вважати рiвною W = kx2

2 .
Iнтегральне середнє сили збiгається з середнiм арифмети-

чним значень сили на кiнцях iнтервалу:

〈F 〉 =
A

x2 − x1
=

k
2 (x2

2 − x2
1)

x2 − x1
=
k(x1 + x2)

2
=
F1 + F2

2
,

оскiльки залежнiсть сили вiд видовження за законом Гука лi-
нiйна. B
C Приклад 2.16. Електричний заряд Q закрiплено в точцi

з координатою x = 0, а електричний заряд q пiд дiєю сили
Кулона перемiщується вздовж осi Ox iз точки x1 в точку x2.
Обчислити роботу сили Кулона.

Розiб’ємо iнтервал x ∈ [x1;x2] на елементарнi «шматочки»
dx. Протягом окремого iнтервалу [x;x + dx] сила Кулона до-
рiвнює F (x) = kQq

x2 i залишається сталою. Тодi її елементарна
робота dA = F (x) dx. Тодi

A =

∫
dA =

x2∫
x1

F (x) dx =

x2∫
x1

kQq

x2
dx = − kQq

x

∣∣∣∣x2

x1

=
kQq

x1
− kQq

x2
.

До речi, саме цей результат спонукає потенцiальну енергiю
електростатичної взаємодiї в системi двох точкових електри-
чних зарядiв вважати рiвною W = kQq

x (а електричний потен-
цiал поля точкового заряду Q – рiвним ϕ = W

q = kQ
x ).

Iнтегральне середнє сили

〈F 〉 =
A

x2 − x1
=

kQq
x1
− kQq

x2

x2 − x1
=
kQq

x1x2
.

Цього разу 〈F 〉 виявляється меншим за середнє арифметичне
значень сили на кiнцях iнтервалу:

〈F 〉 < F1 + F2

2
,

kQq

x1x2
<

kQq
x2
1

+ kQq
x2
2

2
,
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2

x1x2
<

1

x2
1

+
1

x2
2

,
x2

x1
+
x1

x2
> 2.

Введемо замiну z = x2

x1
> 1. Залишається довести елементарну

нерiвнiсть:

z +
1

z
> 2, z2 + 1 > 2z, z2 − 2z + 1 > 0, (z − 1)2 > 0,

що очевидно. Так i повинно бути, оскiльки фактична робота
сили, тобто площа пiд графiком F (x), за рахунок опуклостi
графiка донизу менша порiвняно з площею прямолiнiйної тра-
пецiї, яка виникала би при лiнiйнiй залежностi F (x). B
C Приклад 2.17. Нехай матерiальна точка масою m рухає-

ться вздовж осi Ox пiд дiєю змiнної сили F , спрямованої також
вздовж осi Ox. Обчислити роботу сили при перемiщеннi точки
з одного положення в iнше, якщо швидкiсть руху змiнюється
при цьому вiд v1 до v2.

За другим законом Ньютона F = ma = mdv
dt . Тодi елементар-

на робота

dA = F dx = m
dv

dt
· dx = mdv · dx

dt
= mv dv.

Тодi

A =

∫
dA =

v2∫
v1

mv dv =
mv2

2

∣∣∣∣v2
v1

=
mv2

2

2
− mv2

1

2
.

До речi, саме цей результат спонукає кiнетичну енергiю руху
матерiальної точки вважати рiвною W = mv2

2 . B
Обчислимо енергiю обертання твердого тiла. Проблема по-

лягає в тому, що рiзнi частини тiла обертаються по колах рi-
зних радiусiв, i за однаковий час проходять рiзнi вiдстанi, тому
мають рiзнi швидкостi. Отже, формула W = mv2

2 безпосередньо
незастосовна.

Розiб’ємо тiло на велику кiлькiсть диференцiально малих
елементiв об’єму ∆Vk. Кожний з них можна вважати матерi-
альною точкою. Нехай густина тiла дорiвнює ρ. Тодi маса k-ої
матерiальної точки ∆mk = ρ∆Vk.

Тiло може бути неоднорiдним, а величина ρ – змiнною. Тому
кожному елементу ∆Vk може бути притаманним iндивiдуальне
значення ρ = ρk. Отже, для врахування неоднорiдностi тiла
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(для врахування того, що густина є змiнною) треба написати
∆mk = ρk ∆Vk.

Нехай кутова швидкiсть обертання дорiвнює ω. Кут пово-
роту за час dt складає dα = ω dt. Нехай k-та матерiальна точка
∆mk обертається по колу радiуса rk. Нехай шлях точки за час
dt становить dsk. За означенням величини кута dα = dsk

rk
. Оче-

видно, цей дрiб не залежить10 вiд k. Маємо: dsk = rk dα = rkω dt.
Тодi швидкiсть цiєї точки vk = dsk

dt = rkω, а її кiнетична енергiя

∆Wk =
∆mkv

2
k

2
=
ρk ∆Vkr

2
kω

2

2
.

Сумуючи за всiма елементами об’єму, отримуємо вираз для
iнтегральної суми:

W ≈
∑
(k)

∆Wk =

(∑
(k)

r2
kρk ∆Vk

)
ω2

2
.

Ця наближена рiвнiсть перетворюється на точну при здiйснен-
нi граничного переходу при max ∆Vk → 0, i ми отримуємо:

W =
Jω2

2
.

Тут величину

J = lim
max ∆Vk→0

∑
(k)

r2
kρk ∆Vk =

∫
r2ρ dV

називають моментом iнерцiї. Ця величина виконує таку ж роль
для обертального руху, як i маса для поступального руху. Зиск
вiд використання моменту iнерцiї полягає в тому, що бiльше не
потрiбно враховувати вiдмiннiсть лiнiйних швидкостей v рiзних
точок тiла: кутова швидкiсть ω у всiх точок однакова.

Диференцiюючи останню формулу, знаходимо внесок окре-
мого «шматочку» тiла в загальний момент iнерцiї:

dJ = r2ρ dV = r2 dm. (2.8)

10Оскiльки тiло тверде, то кут повороту для всiх точок ∆mk однаковий.
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Рисунок 2.8 – До обчислення моменту iнерцiї стержня

C Приклад 2.18. Обчислити момент iнерцiї тонкого стержня
масою M i довжиною L при обертаннi навколо осi, яка про-
ходить через один з кiнцiв стержня перпендикулярно площинi
обертання.

Оберемо вiсь Ox i видiлимо елемент довжиною dx (рис. 2.8).
Маса одиницi довжини дорiвнює M

L . Тодi маса довжини dx є
в dx разiв бiльшою, тобто маса видiленого елементу дорiвнює
dm = M

L dx. Цей елемент обертається по колу радiуса x, тому

його внесок в момент iнерцiї становить dJ = x2 dm = Mx2

L dx.
Тодi

J =

∫
dJ =

L∫
0

Mx2

L
dx =

Mx3

3L

∣∣∣∣L
0

=
1

3
ML2. B

Обчислимо момент iнерцiї перерiзу. Нехай з матерiалу гу-
стиною ρ виготовлено тонкий лист товщиною h. Видiлимо еле-
мент поверхнi площею dS. Йому вiдповiдає об’єм dV = h dS, i
отже, маса dm = ρ dV = ρh dS. Позначимо σ = ρh. Тодi

dm = σ dS.

Величину σ = dm
dS називають поверхневою густиною.

Зауважимо, лист мiг бути неоднорiдним: як його густина,
так i його товщина могли бути рiзними в рiзних точках. Саме
цьому ми видiляли диференцiально малий елемент площi, тоб-
то малий настiльки, щоб змiною густини i товщини можна було
знехтувати. Отже, поверхневу густину σ слiд вважати фун-
кцiєю точки на поверхнi. Зокрема, для однорiдного матерiалу
сталої товщини отримуємо σ = const. Наприклад, для стандар-
тного паперу А4 поверхнева густина дорiвнює 80 г

м2 .
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Нехай криволiнiйну трапецiю, обмежену графiком функцiї
f(x), x ∈ [a; b], виготовлено з однорiдного листового матерiалу
поверхневою густиною σ. Розiб’ємо iнтервал [a; b] на елементи
dx. Виникає система «смужок». Довжина чергової «смужки»
дорiвнює L = f(x), ширина dx, площа dS = Ldx = f(x) dx, маса
dm = σ dS = σf(x) dx, внесок «смужки» в момент iнерцiї при
обертаннi навколо осi Ox згiдно з останнiм прикладом

dJ =
1

3
L2 dm =

1

3
f2(x) · σf(x) dx =

σ

3
f3(x) dx.

Остаточно маємо

J =

∫
dJ =

σ

3

b∫
a

f3(x) dx.

C Приклад 2.19. Розглянемо прямокутник з розмiрами b× h,
виготовлений з листового матерiалу з поверхневою густиною
σ. Обчислимо його момент iнерцiї при обертаннi вiдносно осi,
яка проходить через середини сторiн h (рис. 2.9).

Розiб’ємо iнтервал x ∈
[
−h2 ; h2

]
на «смужки» висотою dx.

Ширина «смужки» дорiвнює b, площа dS = b dx, маса

dm = σ dS = σb dx.

Радiус обертання становить x (змiна саме цього радiусу i вра-
ховується визначеним iнтегралом). Усi точки маси dm оберта-
ються за цим радiусом, тому внесок в момент iнерцiї становить
dJ = x2 dm = σbx2 dx. Тодi

J =

∫
dJ = σb

h
2∫

−h2

x2 dx = 2σb

h
2∫

0

x2 dx = 2σb
x3

3

∣∣∣∣h2
0

=
σbh3

12
.

Врахували парнiсть пiдiнтегральної функцiї.
В курсi опору матерiалiв при вивченнi згину балки вважа-

ють момент iнерцiї перерiзу його геометричною характеристи-
кою, i тому покладають σ = 1. Для моменту iнерцiї перерiзу
виникає вiдома формула J = bh3

12 . B
Обчислимо положення центру мас плоского твердого тiла.

Нехай плоске тверде тiло, виготовлене з однорiдного листового
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Рисунок 2.9 – До обчислення моменту iнерцiї перерiзу
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Рисунок 2.10 – До обчислення абсциси центру мас
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матерiалу з поверхневою густиною σ, має форму криiволiнiй-
ної трапецiї, обмеженої графiком функцiї y = f(x), x ∈ [a; b] i
розташоване у вертикальнiй площинi (рис. 2.10). Нехай абсци-
са центру мас C дорiвнює xC . Тодi при розмiщеннi опори в
точцi xC моменти сил тяжiння повиннi врiвноважитись.

Розiб’ємо iнтервал x ∈ [a; b] на «смужки» шириною dx. Ви-
сота «смужки» дорiвнює f(x), площа dS = f(x) dx, маса

dm = σ dS = σf(x) dx.

Тодi елементарна сила тяжiння

dF = g dm = gσf(x) dx.

Тут g – прискорення вiльного падiння.
Сили тяжiння, прикладенi до «смужок», розташованих пра-

воруч вiд точки xC , намагаються повернути тiло за годинни-
ковою стрiлкою. Плече чергової сили дорiвнює d1 = x − xC , i
внесок в момент сили

dM1 = d1 · dF = gσ(x− xC)f(x) dx.

В цьому разi визначений iнтеграл враховує змiну плеча сили,
оскiльки сила тяжiння є розподiленою, а не прикладеною до
якоїсь однiєї точки. Тодi загальний момент сил тяжiння, який
намагається повернути тiло за годинниковою стрiлкою, дорiв-
нює

M1 =

∫
dM1 = gσ

b∫
xC

(x− xC)f(x) dx.

Сили тяжiння, прикладенi до «смужок», розташованих лi-
воруч вiд точки xC , намагаються повернути тiло проти годин-
никової стрiлки. Плече чергової сили дорiвнює d2 = xC − x, i
внесок в момент сили

dM2 = d2 · dF = gσ(xC − x)f(x) dx.

Тодi загальний момент сил тяжiння, який намагається повер-
нути тiло проти годинникової стрiлки, дорiвнює

M2 =

∫
dM2 = gσ

xC∫
a

(xC − x)f(x) dx.
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Умова рiвноваги має вигляд M2 = M1, i ми отримуємо:

gσ

xC∫
a

(xC − x)f(x) dx = gσ

b∫
xC

(x− xC)f(x) dx,

xC∫
a

(xC − x)f(x) dx = −
b∫

xC

(xC − x)f(x) dx,

b∫
a

(xC − x)f(x) dx = 0,

xC =

b∫
a

xf(x) dx

b∫
a

f(x) dx

. (2.9)

Таку вiдповiдь ми б i отримали, якби в механiчному означеннi
радiус-вектора центру мас

−→rC =

∑
(k)
−→rk ∆mk∑

(k) ∆mk
(2.10)

здiйснили проектування на вiсь Ox i наступний за цим грани-
чний перехiд при max ∆mk → 0.
C Приклад 2.20. Розглянемо трикутник, обмежений прями-

ми y = 0, x = b, y = kx. Абсциса центру мас:

xC =

b∫
0

x · kx dx

b∫
0

kx dx

=

x3

3

∣∣∣b
0

x2

2

∣∣b
0

=
2

3
b

незалежно вiд k. Це вiдповiдає вiдомому твердженню: центр
мас суцiльного однорiдного трикутника лежить в точцi пере-
тину його медiан. B

Формула (2.9) придатна для обчислення абсциси центру мас
криволiнiйної трапецiї. В разi фiгур бiльш складної форми ця
формула потребує певної модифiкацiї. Наприклад, розглянемо
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Рисунок 2.11 – До знаходження центру мас неопуклої фiгури

неопуклий криволiнiйний чотирикутник ABCD (рис. 2.11). Не-
хай його утворено графiками функцiй f(x) (крива AB), ϕ(x)
(крива BC), ψ(x) (крива CD), g(x) (крива DA). Виходячи з мiр-
кувань рiвноваги моментiв сил тяжiння, отримуємо:

xC =

x1∫
a

x(f − g) dx+
x2∫
x1

x [(f − ϕ) + (ψ − g)] dx+
b∫
x2

x(ψ − g)g dx

x1∫
a

(f − g) dx+
x2∫
x1

[(f − ϕ) + (ψ − g)] dx+
b∫
x2

(ψ − g)g dx

.

Тут межi iнтегрування i рiзницi функцiй пiдiбрано в такий спо-
сiб, щоб в процесi iнтегрування було перебрано усi тi i лише
тi точки, якi належать криволiнiйному чотирикутнику ABCD.
В наведеному прикладi масса в iнтервалi dx, обраному все-
рединi iнтервалу [x1;x2], виявляється «розривною». Тому при
x1 < x < x2 окремо враховується висота (f−ϕ) верхньої «смуж-
ки», i окремо – висота (ψ − g) нижньої (обидвi на рис. 2.11
зафарбовано). Бiльш детально розстановку меж iнтегрування
в таких випадках зручно розглянути в темi «подвiйний iнте-
грал».

2.3.2 Приклади геометричних застосувань

Тепер мова пiде про обчислення довжин, площ i об’ємiв деяких
геометричних фiгур. Обмежимось випадками, коли цi фiгури

91



обмеженi або графiками функцiй, або поверхнями, утворени-
ми при їх обертаннi. Ми розглянемо випадки, коли цi функцiї
задано або явно, або параметрично, або в полярних координа-
тах.

2.3.2.1 Три способи задати функцiю

1◦. Кажуть, що функцiю задано явно за допомогою формули
y = f(x).

2◦. Кажуть, що функцiю задано параметрично за допомо-
гою системи рiвнянь {

x = x(t);
y = y(t).

(2.11)

Тут t, принаймнi, в принципi, можна виразити через x з пер-
шого рiвняння i пiдставити до другого. Ми отримаємо складну
функцiю y = y(t(x)). Отже, параметр t вiдiграє роль «посере-
дника».
C Приклад 2.21. Тiло кинуто з початковою швидкiстю v0 пiд

кутом α до горизонту. Встановити траєкторiю руху.
Сила тяжiння зумовлює рiвноприскорений рух тiла з при-

скоренням g вiльного падiння. Проекцiї рiвняння рiвноприско-
реного руху на осi Ox, Oy мають вигляд{

x(t) = v0 cosαt;
y(t) = v0 sinαt− gt2

2 .

Це i є параметричне задання траєкторiї y(x). З першого рiвня-
ння системи маємо t(x) = x

v0 cosα . Пiдставляємо це до другого
рiвняння системи:

y = v0 sinα · x

v0 cosα
−
g
(

x
v0 cosα

)2

2
= x tgα− x2 · g

2v2
0 cos2 α

.

Отримали рiвняння параболи з вiтками донизу.
Iнтерес становить не парабола цiлком, а лише її дуга, яка

вiдповiдає фiзичному руху тiла. Очевидно, достатньо покласти
y > 0. З нерiвностi v0 sinαt − gt2

2 > 0 отримуємо t ∈ [0;T ], де
T = 2v0 sinα

g – час польоту. B
Часто рiвняння x = x(t) не вдається розв’язати однозначно

вiдносно t. Проте, мета залишається попередньою: в системi
(2.11) потрiбно позбутись параметру t.
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C Приклад 2.22. Нехай{
x(t) = R cosωt;
y(t) = R sinωt.

Пiдносячи обидва рiвняння до квадрату i додаючи їх, отриму-
ємо: x2 + y2 = R2. Це рiвняння кола радiусу R з центром в
початку координат.

Фiзично задану систему можна розумiти як сукупнiсть рiв-
нянь руху, якi задають два гармонiчних коливання, що вiдбува-
ються у взаємно перпендикулярних напрямках. Тому цей при-
клад встановлює тiсний зв’язок коливального i обертального
рухiв.

При t = 0 отримуємо x = R, y = 0. Отже, рух починається
в точцi з координатами M0(R; 0). При збiльшеннi t вiд нуля x
починає зменшуватись, а y – збiльшуватись. Отже, обертання
вiдбувається з початкової точки в напрямку проти годиннико-
вої стрiлки. До речi, легко показати, що це обертання вiдбува-
ється зi сталою швидкiстю:

v =
√
v2
x + v2

y =

√(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

=

=
√
R2ω2 sin2 ωt+R2ω2 cos2 ωt = Rω = const.

Обираючи рiзнi iнтервали змiни параметру t, можна описа-
ти рiзнi частини кола. Очевидно, перiод обертання становить
T = 2π

ω . Для отримання повного кола достатньо дочекатись мо-
менту t = T . За рахунок перiодичностi синусу i косинусу ми
повернемось в початкову точку M0.

При t = T
4 отримаємо x = 0, y = R, тобто за час t ∈

[
0; T4

]
вiдбулось проходження першої координатної чвертi.

Якщо потрiбно задати верхнє пiвколо y > 0, достатньо по-
класти t ∈

[
0; T2

]
. Аналогiчно, якщо потрiбно задати праве пiв-

коло x > 0, достатньо покласти t ∈
[
−T4 ; T4

]
.

При параметричному заданнi функцiї можна керувати не

лише геометрiєю контуру, а ще й напрямком його обходу. На-
приклад, подамо те саме коло параметрично у виглядi{

x(t) = R sinωt;
y(t) = R cosωt.
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Рисунок 2.12 – Астроїда

Тепер, обмежуючись iнтервалом t ∈
[
0; T4

]
, отримаємо дугу в

першiй координатнiй чвертi, але з обходом в напрямку за го-
динниковою стрiлкою. Справдi, рух почнеться з точки M1(0;R),
яка виникає при t = 0, в напрямку точки M0(R; 0), яка виникає
при t = T

4 . B
Якщо точка гармонiчно коливається в двох взаємно перпендикулярних на-

прямках одночасно, то траєкторiю її руху називають фiгурою Лiссажу. В по-
передньому прикладi амплiтуди R i часто́ти ω коливань були однаковими, а
рiзниця фаз становила π

2
. Траєкторiя виявлялась колом. Можлива безлiч iн-

ших варiантiв.
C Приклад 2.23. Нехай {

x(t) = cos t;
y(t) = cos 2t.

Маємо: y = cos 2t = 2 cos2 t− 1 = 2x2− 1. Отже, вихiдна система параметрично
задає параболу вiтками догори. B

C Приклад 2.24. Система{
x(t) = R cos3 t;
y(t) = R sin3 t

задає криву, вiдому як астроїда (зiркоподiбна). Її зображено на
рис. 2.12. Для переходу вiд параметричної форми до неявної
виключимо з рiвнянь системи параметр t. Для цього кожне
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рiвняння пiднесемо до степеня 2
3 i додамо їх: x

2
3 + y

2
3 = R

2
3 .

Тепер перехiд до явної форми y(x) труднощiв не становить. B
Нехай деяку криву задано явно рiвнянням y = y(x). Перехiд

вiд явної форми до параметричної називають параметризацiєю

кривої. Важливим окремим випадком є параметризацiя прямо-
лiнiйного вiдрiзку.

Нехай на координатнiй площинi задано двi точки A1(x1; y1),
A2(x2; y2). Знайдемо чотири числа α, β, γ, δ, за допомогою яких
пряма A1A2 задається параметрично у виглядi11{

x(t) = αt+ β;
y(t) = γt+ δ,

причому при змiнi параметру t в iнтервалi t ∈ [t1; t2] вiдбува-
ється спрямований перехiд вiд точки A1 («початок») до точки
A2 («кiнець»). Тому при пiдстановцi в параметризацiю значе-
ння t = t1 ми повиннi отримати координати точки A1, а при
пiдстановцi значення t = t2 – координати точки A2:

x1 = αt1 + β;
y1 = γt1 + δ,
x2 = αt2 + β;
y2 = γt2 + δ,

Вiднiмаючи з третього рiвняння перше, маємо:

x2 − x1 = α(t2 − t1), α =
x2 − x1

t2 − t1
.

Тодi з першого рiвняння β = x1−αt1 при вже вiдомому α. Числа
γ, δ знаходять в аналогiчний спосiб з iншої пари рiвнянь.

Зазвичай покладають t1 = 0, t2 = 1, i знаходження чисел α,
β, γ, δ спрощується.
C Приклад 2.25. Дано точки A(4; 3), B(2; 5). Параметризувати

вiдрiзок AB, вважаючи точку A його початком, а точку B –
кiнцем.

Нехай шукана параметризацiя має вигляд{
x(t) = αt+ β;
y(t) = γt+ δ.

11Цей вигляд i справдi задає пряму: при виключеннi з цих рiвнянь параметра
t величина y стає лiнiйною функцiєю величини x.
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Нехай t ∈ [0; 1]. Тодi шуканi числа α, β, γ, δ повиннi бути таки-
ми, щоб виконались умови:

x(0) = xA, y(0) = yA, x(1) = xB , y(1) = yB .

В розширеному виглядi маємо:
4 = α · 0 + β;
3 = γ · 0 + δ;
2 = α · 1 + β;
5 = γ · 1 + δ.

Очевидний розв’язок: β = 4, α = −2, δ = 3, γ = 2. Тодi шукана
параметризацiя має вигляд{

x(t) = −2t+ 4;
y(t) = 2t+ 3.

Справдi, спочатку при t = 0 ми отримуємо з останньої системи
координати точки A. Потiм, збiльшуючи t, ми збiльшуємо y i
зменшуємо x. Саме цим i забезпечене «пробiгання» вiдрiзку в
напрямку вiд A до B. Насамкiнець, при t = 1 ми отримуємо
координати точки B. B

Вкажемо також на один тривiальний спосiб переходу вiд
явної форми до параметричної: якщо y = f(x), то{

x(t) = t;
y(t) = f(t).

3◦. Кажуть, що функцiю задано в полярних координатах,

якщо її рiвняння вдалося призвести до вигляду ρ = ρ(ϕ), де ρ,
ϕ – так званi полярнi координати.

Визначити положення деякої точки M на координатнiй пло-
щинi можна за допомогою впорядкованої пари чисел – декар-
тових координат M(x; y). Але це положення можна визначити i
за допомогою iншої впорядкованої пари чисел – полярних коор-
динат M(ϕ, ρ). Перша з них є кутом ϕ = ∠xOM (в радiанах), на
який потрiбно повернутись в додатному напрямку (проти го-
динникової стрiлки), рахуючи вiд додатного напрямку осi Ox, а
друга – вiдстанню ρ = OM , на яку потрiбно перемiститись вiд
точки O вздовж обраного напрямку (рис. 2.13). З вiдповiдного
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Рисунок 2.13 – Полярнi координати

прямокутного трикутника маємо:{
x = ρ cosϕ;
y = ρ sinϕ.

(2.12)

З геометричного змiсту очевидно, що ρ > 0. На кут ϕ обме-
жень немає. Але при даному ρ кути, якi вiдрiзняються на цiлу
кiлькiсть повних обертiв (ϕ2 = ϕ1 + 2kπ, k ∈ Z), вказуватимуть
на одну й ту саму точку на площинi. Тому достатньо обмежи-
тись iнтервалом ϕ ∈ [0; 2π], або iнтервалом ϕ ∈ [−π;π].

Система (2.12) однозначно розв’язує задачу: «за вiдомими
полярними координатами (ϕ, ρ) знайти декартовi координати
(x; y)». Обернена задача («за вiдомими декартовими координа-
тами (x; y) знайти полярнi координати (ϕ, ρ)») також може бути
розв’язаною однозначно. Справдi, пiдносячи рiвняння системи
до квадрату i додаючи їх, отримаємо x2 + y2 = ρ2, ρ =

√
x2 + y2.

При знаходженнi ϕ спочатку припустимо, що x = 0. Якщо
x = 0 i y > 0, то точка лежить на осi Oy в верхнiй пiвплощинi.
В цьому разi достатньо покласти ϕ = π

2 . Якщо x = 0 i y < 0,
то точка лежить на осi Oy в нижнiй пiвплощинi. В цьому разi
достатньо покласти ϕ = −π2 або ϕ = 3π

2 . Якщо x = 0 i y = 0,
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то точка є початком координат. В цьому разi полярний кут ϕ
залишається невизначеним (оскiльки в цьому разi ρ = 0, то не-
має сенсу питати: «в якому напрямку потрiбно перемiститись
на нуль метрiв?»). Втiм, при ρ = 0 потреба в такiй визначеностi
зникає. Тому далi в текстi розглянуто випадки, коли x 6= 0, i
дрiб y

x iснує.
Роздiлимо друге рiвняння системи на перше: tgϕ = y

x , звiдки
ϕ = arctg y

x + kπ, k ∈ Z. Очевидно, достатньо обрати або k = 0,
або k = 1, оскiльки усi iншi розв’язки вiдрiзнятимуться вiд цих
на цiлу кiлькiсть повних обертiв.

З означення арктангенса випливає нерiвнiсть
∣∣arctg y

x

∣∣ < π
2 .

Кути з iнтервалу ϕ ∈
(
−π2 ; π2

)
вiдповiдають першiй i четвер-

тiй координатним чвертям. Тому для x > 0 обираємо k = 0 i
отримуємо:

ϕ = arctg
y

x
.

В другiй i третiй координатних чвертях, тобто при x < 0, слiд
обрати k = 1, i ми отримуємо:

ϕ = π + arctg
y

x
.

В тому числi в другiй чвертi y
x < 0, −π2 < arctg y

x < 0. Тодi

π

2
< ϕ = π + arctg

y

x
< π,

тобто кут ϕ є тупим, як i повинно бути в другiй чвертi. В третiй
чвертi y

x > 0, 0 < arctg y
x <

π
2 . Тодi

π < ϕ = π + arctg
y

x
<

3π

2
,

тобто кут ϕ є бiльш нiж розгорнутим, як i повинно бути в
третiй чвертi.

Остаточно, розв’язок оберненої задачi:

ρ =
√
x2 + y2,

а також

ϕ =


arctg y

x , x > 0;
π + arctg y

x , x < 0;
π
2 , x = 0, y > 0;
−π2 або 3π

2 , x = 0, y < 0;
не визначено, x = 0, y = 0.

98



 

0 𝑥 

𝑦 

2𝑅 𝑅 

𝑂1 

𝑂2 
𝑅 

2𝑅 

Рисунок 2.14 – До рiвняння кола в полярних координатах

В декартовiй системi координат можна провести родину лi-
нiй x = const i родину лiнiй y = const. Цi родини утворю-
ють координатну сiтку. Декартову систему координат назива-
ють прямолiнiйною ортогональною, оскiльки координатнi лiнiї
є прямими, i кожна лiнiя однiєї родини перетинається з ко-
жною лiнiєю другої родини пiд прямим кутом.

Аналогiчно, координатнi лiнiї в полярнiй системi коорди-
нат – це концентричнi кола ρ = const i в’язка променiв ϕ = const
зi спiльною вершиною в точцi O. Цi системи лiнiй також утво-
рюють координатну сiтку (рис. 2.13). Полярну систему коор-
динат називають криволiнiйною ортогональною, оскiльки деякi
координатнi лiнiї є кривими, але кожна пара лiнiй рiзних ро-
дин, як i ранiше, перетинається пiд прямим кутом.

Розглянемо деякi приклади кривих, заданих в полярних ко-
ординатах.
C Приклад 2.26. Рiвняння кола радiуса R з центром в по-

чатку координат має вигляд x2 + y2 = R2. Пiдставляючи сюди
рiвняння системи (2.12), отримуємо ρ2 = R2, або ρ = R (оскiльки
ρ > 0). Це i є рiвняння кола радiуса R. Саме тому ρ i називають
полярним радiусом. B

C Приклад 2.27. Розглянемо коло радiуса R з центром в точцi
O1(R; 0) (рис. 2.14). Його рiвняння є (x−R)2 + y2 = R2, або
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x2 + y2 = 2Rx.

Пiдставимо сюди рiвняння системи (2.12):

ρ2 = 2Rρ cosϕ, ρ(ϕ) = 2R cosϕ.

Це i є рiвняння кола радiуса R з центром в точцi O1.
В цьому прикладi ми вперше стикаємось зi специфiкою по-

няття областi визначення функцiї, заданої в полярних коор-
динатах. Проблема тепер не лише в тому, щоб виключити з
цiєї областi значення ϕ, якi тягнуть за собою труднощi обчи-
слювального характеру (на кшталт дiлення на нуль, або лога-
рифмування нуля тощо), тобто унеможливлюють знаходження
залежної величини ρ(ϕ). На додаток до цього, з областi визна-
чення також треба виключити значення ϕ, якi призводять до
вiд’ємних значень ρ, оскiльки точку (ϕ, ρ) при ρ < 0 зобразити
в полярних координатах неможливо (величина ρ є вiдстанню i
тому не може бути вiд’ємною). Отже, область визначення ви-
никає при розв’язуваннi нерiвностi ρ(ϕ) > 0. В нашому випад-
ку маємо cosϕ > 0. Обмежуючись одним перiодом, знаходимо:
ϕ ∈

[
−π2 ; π2

]
. Це кути четвертої i першої чвертей, що узгоджує-

ться з рис. 2.14.
Аналогiчно, розглянемо коло радiуса R з центром в точцi

O2(0;R) (рис. 2.14). Його рiвняння є x2 + (y −R)2 = R2, або

x2 + y2 = 2Ry.

Пiдставимо сюди рiвняння системи (2.12):

ρ2 = 2Rρ sinϕ, ρ(ϕ) = 2R sinϕ.

Отримали рiвняння кола радiуса R з центром в точцi O2.
Область визначення виникає з нерiвностi sinϕ > 0. Обме-

жуючись одним перiодом, знаходимо: 0 6 ϕ 6 π. Це вiдповiдає
першiй i другiй чвертям, що узгоджується з рис. 2.14. B
C Приклад 2.28. Розглянемо спiраль Архiмеда. Її рiвняння в

полярних координатах ρ(ϕ) = Aϕ. Якщо покласти A > 0, то
область визначення ϕ ∈ [0; +∞). При збiльшеннi полярного ку-
та вiдбувається пропорцiйне збiльшення полярного радiусу. На
рис. 2.15 лiворуч спiраль Архiмеда побудовано при A = 0,07 в
iнтервалi ϕ ∈

[
0; 39π

8

]
. Крок координатної сiтки за полярним ра-

дiусом становить ∆ρ = 0,5, а за полярним кутом – ∆ϕ = π
8 .
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Рисунок 2.15 – Спiраль Архiмеда

Крок спiралi визначається як вiдстань мiж сусiднiми витками,
вимiряна в радiальному напрямку. В нашому випадку

h = ρ(ϕ0 + 2π)− ρ(ϕ0) = A(ϕ0 + 2π)−Aϕ0 =

= 2Aπ = 2 · 0,07 · π ≈ 0,44

i не залежить вiд кута ϕ0. Для iнших спiралей крок може бути
змiнним (залежним вiд ϕ). Наприклад, для спiралi ρ(ϕ) = Aeαϕ

вiн буде швидко зростати.
Якщо модифiкувати рiвняння спиралi Архiмеда до вигля-

ду ρ(ϕ) = A |ϕ|, A > 0, то область визначення не обмежується:
ϕ ∈ R. Виникає можливiсть «накручувати» спiраль i в зворотно-
му напрямку. На рис. 2.15 праворуч в полярних координатах
побудовано графiк модифiкованого рiвняння спiралi Архiмеда
при ϕ ∈

[
− 39π

8 ; 39π
8

]
. Звичайно, утворена крива є iнфiнiтною

(необмеженою в обидва боки) i симетричною вiдносно поляр-
ної осi. B
C Приклад 2.29. Вже вiдому нам астроїду (див. рис. 2.12)

також можна подати в полярних координатах. Надамо параме-
тру t сенс полярного кута ϕ. Пiднесемо рiвняння астроїди до
квадрату: {

x2 = R2 cos6 ϕ;
y2 = R2 sin6 ϕ.

Додаючи цi рiвняння, отримуємо:

ρ2 = R2 cos6 ϕ+R2 sin6 ϕ, ρ = R

√
cos6 ϕ+ sin6 ϕ. B
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Рисунок 2.16 – Кардiоїда

C Приклад 2.30. Розглянемо кардiоїду (серцеподiбну). Її рiв-
няння в полярних координатах ρ(ϕ) = 2a(1 − cosϕ), a > 0.
Область визначення знову виникає з нерiвностi ρ > 0 i складає
ϕ ∈ R. Кардiоїду при a = 0,5 подано на рис. 2.16. Використано
полярнi кути ϕ ∈ [0; 2π]. Цього достатньо для побудови кривої
з урахуванням перiодичностi косинусу.

Узагальненням кардiоїди є крива ρ(ϕ) = ` − a cosϕ, вiдома12

як равлик Паскаля. B
C Приклад 2.31. Розглянемо лемнiскату Бернуллi. Її рiвняння

в полярних координатах ρ(ϕ) = a
√

cos 2ϕ, a > 0. Лемнiскату
Бернуллi при a = 1 подано на рис. 2.17. Область визначення
знову виникає з нерiвностi ρ > 0, але цього разу, обмежуючись
перiодом 0 6 ϕ 6 2π, маємо:

cos 2ϕ > 0, ϕ ∈
[
−π

4
;
π

4

]
∪
[

3π

4
;

5π

4

]
.

Отже, сектори π
4 < ϕ < 3π

4 , 5π
4 < ϕ < 7π

4 графiка не мiстять. B
Можна навести ще багато цiкавих прикладiв – багатопелюс-

ткова троянда, локон Марiї Аньєзi, листок Декарта та iншi13.
Нижче будуть розглянутi чотири питання: площi плоских

фiгур, довжина плоскої кривої, об’єм тiла обертання, площа
поверхнi тiла обертання. В межах кожного питання вiдповiд-
но до цього пункту ми розглянемо три випадки: 1) випадок

12https://uk.wikipedia.org/wiki/Равлик_Паскаля
13Наприклад, https://books.ifmo.ru/file/pdf/2233.pdf
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Рисунок 2.17 – Лемнiската Бернуллi

функцiї, заданої явно формулою y = y(x); 2) випадок функцiї,
заданої параметрично системою (2.11); 3) випадок функцiї, за-
даної в полярних координатах формулою ρ = ρ(ϕ).

2.3.2.2 Площi плоских фiгур

Випадок функцiї, заданої явно. Цей аспект вже детально роз-
глянуто. Вiн вичерпується формулою (2.4). Зокрема, якщо по-
класти f(x) ≡ 0, то згiдно з геометричним змiстом визначеного
iнтегралу ми отримуємо площу криволiнiйної трапецiї, обме-
женої графiком функцiї g(x).

Випадок функцiї, заданої параметрично. Нехай криволiнiйна
трапецiя обмежена графiком функцiї y = g(x), заданої параме-
трично системою (2.11), графiком функцiї f(x) ≡ 0 (тобто вiссю
Ox) i вертикалями x = a, x = b, a < b. Нехай числа t1, t2 є таки-
ми, що x(t1) = a, x(t2) = b. Переходячи в (2.4) до нової змiнної
t, отримуємо:

S =

t2∫
t1

y(t) · x′(t) dt. (2.13)

Може виявитись, що x(t) є спадною функцiєю, i x′(t) < 0.
Але за рахунок спадання при a < b отримаємо t1 > t2. Тодi
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формулi (2.13) зручно надати вигляду

S = −
t1∫
t2

y(t) · x′(t) dt.

Оскiльки x′(t) < 0, то ця формула при y > 0, t ∈ [t2; t1], призведе
до додатної вiдповiдi, S > 0.
C Приклад 2.32. Обчислимо площу частини кола x2+y2 = R2,

розташованої в першiй чвертi. Параметризацiя кола:{
x = R sin t;
y = R cos t.

Переконатись в цьому легко, пiдносячи цi рiвняння до квадрату
i додаючи їх. Для видiлення потрiбної частини кола покладемо
t1 = 0, t2 = π

2 . При t ∈ [t1; t2] як раз i забезпечимо «пробiган-
ня» потрiбної дуги вiд точки (0;R) до точки (R; 0), тобто в бiк
збiльшення x. Цi межi iнтегрування можна знайти i формаль-
но як розв’язки рiвнянь x(t1) = a = 0, x(t2) = b = R, тобто як
розв’язки рiвнянь R sin t1 = 0, R sin t2 = R. Тодi маємо:

S =

π
2∫

0

R cos t · (R sin t)′ dt = R2

π
2∫

0

cos2 t dt =

=
R2

2

π
2∫

0

(1 + cos 2t) dt =
R2

2

(
t+

1

2
sin 2t

)∣∣∣∣π2
0

=
πR2

4
,

як i повинно бути для чвертi кола.
Як ми вже зазначали, при параметричному заданнi функцiї

можна керувати не лише геометрiєю контуру, а ще й напрям-
ком його обходу. Оберемо для того самого кола iншу параме-
тризацiю: {

x = R cos t;
y = R sin t.

Тепер функцiя x(t) спадає на iнтервалi t ∈
[
0; π2

]
. Якщо ми збе-

режемо змiну параметру t вiд нуля до π
2 , то це призведе до

спадання x вiд R до нуля, тобто до обходу контуру в протиле-
жному напрямку – вiд точки (R; 0) до точки (0;R). Звичайно,
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вiдповiдь стає вiд’ємною:

S =

π
2∫

0

R sin t · (R cos t)′ dt = −R2

π
2∫

0

sin2 t dt = −πR
2

4
.

Для отримання правильної вiдповiдi треба зберегти напрямок
обходу контуру. Для цього потрiбно змiнювати t, зменшуючи
його вiд π

2 до нуля. Справдi, з рiвняння x(t1) = a, R cos t1 = 0,
знаходимо t1 = π

2 . Вiдповiдно, з рiвняння x(t2) = b, R cos t2 = R,
знаходимо t2 = 0. Тодi за (2.13) отримуємо правильну вiдповiдь

S =

0∫
π
2

R sin t · (R cos t)′ dt = +
πR2

4
. B

Як випливає з розглянутого прикладу, формальне застосу-
вання (2.13) є припустимим, але потрiбно слiдкувати за насту-
пним. Величина t повинна змiнюватись в таких межах, щоб
з рiвняння x = x(t) при даному напрямку змiни t вiдбувалось
зростання x. Зокрема, якщо t1 < t2, то параметризацiя має бути
заданою зростаючою функцiєю x = x(t), тобто повинна вико-
натись нерiвнiсть x′(t) > 0.
C Приклад 2.33. Знайдемо площу частини елiпса x2

a2 + y2

b2 = 1,
розташованої в першiй чвертi. Параметризацiя елiпса:{

x = a sin t;
y = b cos t.

Переконатись в цьому легко. Достатньо перше рiвняння роздi-
лити на a, друге – на b, потiм пiднести їх до квадрату i додати
одне до одного. Для видiлення потрiбної частини елiпса покла-
демо t1 = 0, t2 = π

2 . При t ∈ [t1; t2] як раз i забезпечимо «про-
бiгання» потрiбної дуги вiд точки (0; b) до точки (a; 0), тобто в
напрямку збiльшення x. Так i мало бути, оскiльки x = a sin t є
зростаючою функцiєю при t ∈ [t1; t2]. Тодi маємо:

S =

π
2∫

0

b cos t · (a sin t)′ dt = ab

π
2∫

0

cos2 t dt =
πab

4
.

Зокрема, покладаючи a = b = R, отримаємо результат попере-
днього прикладу для кола. B
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Рисунок 2.18 – Площа в полярних координатах

Випадок функцiї, заданої в полярних координатах. Обчисли-
мо площу (некругового) сектора, обмеженого графiком функцiї
ρ(ϕ), заданої на вiдрiзку ϕ ∈ [α;β] (рис. 2.18). Розiб’ємо цей
вiдрiзок променями ϕ = ϕk на диференцiально малi сектори
кутової величини ∆ϕk = ϕk − ϕk−1 i оберемо всерединi кожно-
го сектору точку ψk. Значення функцiї в цiй точцi дорiвнює
ρk = ρ(ψk). Пiдмiнимо графiк ρ(ϕ) ступiнчастою фiгурою, скла-
деною з (тепер вже) кругових секторiв з радiусами ρk i кутами
∆ϕk. Саме зараз ми враховуємо змiну полярного радiуса ρ при
змiнi полярного кута ϕ, оскiльки кожному куту ∆ϕk вiдповiд-
ає iндивiдуальне значення ρk. Натомiсть, кут ∆ϕk є настiльки
малим, що змiною радiуса ρk в його межах можна знехтува-
ти. Площа кола радiуса ρk дорiвнює πρ2

k. Тодi на один радiан

припадає площа πρ2k
2π =

ρ2k
2 , а на кут ∆ϕk – площа, в ∆ϕk разiв

бiльша. Отже, площа одного сектора дорiвнює 1
2ρ

2
k ∆ϕk. Тодi

площа ступiнчастої фiгури

1

2

∑
(k)

[ρ(ψk)]
2

∆ϕk.

Очевидно, вона є iнтегральною сумою.
При пiдмiнi некругового сектора ступiнчастою фiгурою, скла-

деною з кругових секторiв, ми припускаємось похибки. Внесок
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Рисунок 2.19 – Пряма в полярних координатах

чергового сектора ∆ϕk в цю похибку дорiвнює рiзницi площ
двох криволiнiйних трикутникiв (на рис. 2.18 вони зафарбо-
ванi). Цей внесок аналогiчний до похибки

∣∣∆S+
k −∆S−k

∣∣, яка
виникала при обговореннi рис. 2.1. Тому при граничному пе-
реходi похибка зникає.

Здiйснимо граничний перехiд при max ∆ϕk → 0 в отриманiй
нами iнтегральнiй сумi. Iнтеграл, який при цьому виникає, i є
площею некругового сектору. Остаточно маємо:

S =
1

2

β∫
α

ρ2(ϕ) dϕ. (2.14)

C Приклад 2.34. Нехай пряма AB проходить через точки з
координатами A(a; 0), B(0; b) (рис. 2.19). Побудуємо її рiвняння
в полярних координатах i обчислимо площу трикутника AOB.

Нехай M(ϕ, ρ) – поточна точка прямої. Нехай ∠OAM = β.
Тодi кут при вершинi M становить π − (ϕ + β). За теоремою
синусiв:

OM

sinβ
=

OA

sin(π − (ϕ+ β))
,

ρ

sinβ
=

a

sin(ϕ+ β)
,

ρ(ϕ) =
a sinβ

sin(ϕ+ β)
.

Очевидно, для «пробiгання» вiдрiзку AB кут ϕ потрiбно змiни-
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ти в iнтервалi ϕ ∈
[
0; π2

]
. Тодi

SAOB =
1

2

π
2∫

0

ρ2 dϕ =
a2 sin2 β

2

π
2∫

0

dϕ

sin2(ϕ+ β)
=

=
a2 sin2 β

2
(− ctg(ϕ+ β))

∣∣∣∣
π
2

0

=
a2 sin2 β

2
ctg(ϕ+ β)

∣∣∣∣0
π
2

=

=
a2 sin2 β

2

(
ctg β − ctg

(π
2

+ β
))

=
a2 sin2 β

2
(ctg β + tg β) =

=
a2 sin2 β

2

(
cosβ

sinβ
+

sinβ

cosβ

)
=
a2 sin2 β

2
· cos2 β + sin2 β

sinβ cosβ
=

=
a2 sinβ

2
· 1

cosβ
=
a2 tg β

2
=

1

2
a · a tg β =

1

2
OA ·OB,

як i повинно бути. Звичайно, це не найкращий спосiб обчи-
слення площi трикутника; в цьому прикладi ми мали за мету
продемонструвати роботу формули (2.14). B
C Приклад 2.35. Обчислимо площу, обмежену лемнiскатою

Бернуллi. З мiркувань симетрiї достатньо обчислити лише пло-
щу частини, яка знаходиться у першiй координатнiй чвертi. З
використанням рiвняння ρ(ϕ) = a

√
cos 2ϕ маємо:

1

4
S =

1

2

π
4∫

0

(
a
√

cos 2ϕ
)2

dϕ =
a2

2

π
4∫

0

cos 2ϕdϕ =

=
a2

4
sin 2ϕ

∣∣∣∣π4
0

=
a2

4

(
sin

π

2
− sin 0

)
=
a2

4
,

звiдки S = a2. B

2.3.2.3 Довжина плоскої кривої

Випадок функцiї, заданої явно. Обчислимо довжину кривої,
яка є графiком функцiї y = f(x), x ∈ [a; b]. Розiб’ємо цей вiд-
рiзок точками xk на елементи довжини ∆xk = xk − xk−1 i об-
числимо значення функцiї в мiсцях сполучення цих елементiв:
yk = f(xk). Послiдовно з’єднуючи точки (xk; yk), отримуємо ла-
ману, вписану в криву (рис. 2.20). Довжина k-ї ланки ламаної
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Рисунок 2.20 – До обчислення довжини кривої

з вiдповiдного прямокутного трикутника ∆`k =
√

∆x2
k + ∆y2

k.
Довжина ламаної стає iнтегральною сумою:

∑
(k)

∆`k =
∑
(k)

√
∆x2

k + ∆y2
k =

∑
(k)

√
1 +

(
∆yk
∆xk

)2

∆xk.

Припустимо, функцiя y = f(x) є диференцiйовною. Отже,
в кожнiй точцi iснує єдина дотична. Кожна ланка ламаної є
сiчною, але при прямуваннi max ∆xk → 0 вона стає дотичною,
а вiдношення ∆yk

∆xk
перетворюється на похiдну, обчислену в да-

нiй точцi. За довжину кривої приймемо за означенням грани-
цю довжини вписаної ламаної. Тому, здiйснюючи граничний
перехiд при max ∆xk → 0, остаточно отримуємо:

d` =
√
dx2 + dy2 =

√
1 +

(
dy

dx

)2

dx, (2.15)

L =

∫
d` =

b∫
a

√
1 +

(
dy

dx

)2

dx.

C Приклад 2.36. Обчислити довжину кривої y = chx при
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x ∈ [0; 1]. Маємо: dydx = shx,

L =

1∫
0

√
1 + sh2 x dx =

1∫
0

√
ch2 x dx =

1∫
0

chx dx =

= shx|10 = sh 1− sh 0 = sh 1 ≈ 1,2. B

Випадок функцiї, заданої параметрично. Нехай функцiю за-
дано параметрично системою (2.11). Нехай видiлено iнтервал
t ∈ [t1; t2] i виконано рiвностi x(t1) = a, x(t2) = b. Якщо x(t) є
неперервною i монотонною, то при змiнi параметру t у вказа-
ному iнтервалi матимемо x ∈ [a; b].

Знайдемо диференцiали координат з рiвнянь системи (2.11):

dx =
dx

dt
dt, dy =

dy

dt
dt.

Пiдставимо це до (2.15):

d` =

√√√√[(dx
dt

)2

+

(
dy

dt

)2
]
dt2 =

√(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

dt,

L =

∫
d` =

t2∫
t1

√(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

dt. (2.16)

Фактично ми вводимо замiну змiнної, отже, в тому числi пере-
ходимо i до нових меж iнтегрування.

Як ми вже зазначали, при параметричному заданнi функцiї
можна керувати не лише геометрiєю контуру, а ще й напрям-
ком його обходу. Але в попередньому пiдпунктi, обчислюю-
чи площу, ми визначали межi t1, t2 iнтегрування в такий спо-
сiб, щоб при данiй параметризацiї забезпечити рух точки в бiк
збiльшення x (навiть якщо для цього доводилося зменшувати
параметр t). При порушеннi цього правила (тобто при змен-
шеннi x) вiдрiзок x ∈ [a; b] «пробiгався» в напрямку проти осi
Ox, i площа виявлялась вiд’ємною. Тепер же ми обчислюємо
довжину кривої. Пiдiнтегральна функцiя в (2.16), на вiдмiну вiд
(2.13), завжди є додатною незалежно вiд характеру монотонно-
стi функцiї x(t). Тому для отримання додатної довжини кривої
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Рисунок 2.21 – До врахування напряму обходу

потрiбно її початком вважати точку x = a, якiй вiдповiдає мен-
ше значення t1, а кiнцем – точку x = b, якiй вiдповiдає бiльше
значення t2, навiть якщо при цьому виявиться, що a > b. Втiм,
фактично iнтегрувати буде потрiбно вздовж iнтервалу [t1; t2],
а не вздовж iнтервалу [a; b]. Отже, немає потреби з’ясовувати,
що бiльше: a чи b. Натомiсть, необхiдно прослiдкувати, щоб
виконувалась нерiвнiсть t2 > t1.

Можна запропонувати i iнший пiдхiд до розв’язання проблеми вiд’ємної
довжини кривої. Домовимось формально знаходити кiнцi t1, t2 iнтервалу iн-
тегрування з рiвнянь x(t1) = a, x(t2) = b, вважаючи, що a < b. Якщо t2 > t1,
то проблема застосування (2.16) взагалi не виникає. Якщо ж виявиться, що
t2 < t1, то це свiдчить, що функцiя x(t) є спадною, x′(t) < 0. Але dx = x′(t) dt,
тому dx i dt мають протилежнi знаки. При цьому x зростає вiд a до b, тодi
dx > 0, i dt < 0. Тодi при виведеннi формули (2.16) треба було вважати, що√
dt2 = |dt| = −dt. Наявнiсть саме цього мiнусу i вирiшує проблему.

C Приклад 2.37. Розглянемо пряму x
x0

+ y
y0

= 1. Вона пере-
тинає координатнi осi в точках A(x0; 0), B(0; y0) (рис. 2.21). З
4AOB за теоремою Пiфагора маємо: AB =

√
x2

0 + y2
0 . Отримає-

мо тепер цей результат за допомогою iнтегралу.
Приймемо параметризацiю у виглядi:{

x(t) = x0t;
y(t) = y0(1− t).

У справедливостi цiєї параметризацiї легко переконатись, роз-
дiлиши перше рiвняння на x0, друге на y0 i потiм додавши їх.
Покладемо t ∈ [0; 1]. При t1 = 0 маємо: x(0) = 0, y(0) = y0. Отже,
B(0; y0) – початок контуру. Аналогiчно, якщо покласти t2 = 1,
отримуємо: x(1) = x0, y(1) = 0. Отже, A(x0; 0) – кiнець контуру.
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Враховуючи, що dx
dt = x0,

dy
dt = −y0, отримуємо:

L =

1∫
0

√
x2

0 + (−y0)2 dt =
√
x2

0 + y2
0 · t
∣∣∣∣1
0

=
√
x2

0 + y2
0 .

Приймемо тепер параметризацiю у виглядi:{
x(τ) = x0(1− τ);
y(τ) = y0τ .

У справедливостi цiєї параметризацiї теж легко переконатись
в аналогiчний спосiб. Знову покладемо τ ∈ [0; 1]. При τ1 = 0
маємо: x(0) = x0, y(0) = 0. Отже, тепер навпаки A(x0; 0) – поча-
ток контуру. При τ2 = 1, отримуємо: x(1) = 0, y(1) = y0, тому
B(0; y0) – кiнець контуру. Враховуючи, що dx

dτ = −x0,
dy
dτ = y0,

отримуємо:

L =

1∫
0

√
(−x0)2 + y2

0 dτ =
√
x2

0 + y2
0 · τ

∣∣∣∣1
0

=
√
x2

0 + y2
0 .

Як бачимо, в обидвох випадках можна отримати правильну
вiдповiдь, хоча цi випадки вiдрiзняються напрямом обходу. B
C Приклад 2.38. Обчислимо довжину астроїди (див. при-

клад 2.24 на с. 94). В рiвняннi x
2
3 + y

2
3 = R

2
3 можна без наслiд-

кiв змiнювати знаки змiнних. Тому астроїда є симетричною як
вiдносно осi Ox, так i вiдносно осi Oy. Отже, достатньо розпо-
всюдити обчислення лише на частину кривої в першiй чвертi.
Маємо: {

x(t) = R cos3 t;
y(t) = R sin3 t,

⇒
{
dx
dt = −3R cos2 t sin t;
dy
dt = 3R sin2 t cos t.

Тодi (
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

= 9R2 cos4 t sin2 t+ 9R2 sin4 t cos2 t =

= 9R2 sin2 t cos2 t
(
cos2 t+ sin2 t

)
=

=
9R2

4
(2 sin t cos t)

2
=

9R2

4
sin2 2t.
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Тодi пiдiнтегральна функцiя в (2.16) дорiвнює 3R
2 |sin 2t|.

Обмежимось частиною кривої всерединi першої координа-
тної чвертi: 0 6 t 6 π

2 . При цьому за формулою x = R cos3 t
абсциса x буде зменшуватись вiд a = x(t1) = R cos3 0 = R до
b = x(t2) = R cos3 π

2 = 0, i a > b. Отже, для отримання дода-
тної довжини потрiбно початком кривої вважати точку (R; 0),
а кiнцем – точку(0;R). Саме при цьому виборi параметр t буде
збiльшуватись. Маємо: 0 6 2t 6 π, sin 2t > 0, |sin 2t| = sin 2t. Тодi:

L

4
=

∫
d` =

3R

2

π
2∫

0

sin 2t dt =
3R

4
cos 2t

∣∣∣∣0
π
2

=
3R

4
(1− (−1)) =

3R

2
,

звiдки L = 4 · 3R
2 = 6R. B

Випадок функцiї, заданої в полярних координатах. Знайдемо
диференцiали координат з рiвнянь системи (2.12):{

dx = ∂x
∂ρ dρ+ ∂x

∂ϕ dϕ = cosϕdρ− ρ sinϕdϕ;
dy = ∂y

∂ρ dρ+ ∂y
∂ϕ dϕ = sinϕdρ+ ρ cosϕdϕ.

Додаючи квадрати цих виразiв, отримуємо:

dx2 + dy2 = dρ2 + ρ2 dϕ2 =

((
dρ

dϕ

)2

+ ρ2

)
dϕ2.

Отже, елемент довжини в полярних координатах дорiвнює

d` =

√
ρ2 +

(
dρ

dϕ

)2

dϕ. (2.17)

Якщо криву розташовано всерединi сектору ϕ ∈ [α;β], то ми
отримуємо:

L =

∫
d` =

β∫
α

√
ρ2 +

(
dρ

dϕ

)2

dϕ.

C Приклад 2.39. Обчислимо довжину кардiоїди, заданої рiв-
нянням ρ = 2a(1− cosϕ). Маємо: dρ

dϕ = 2a sinϕ,

ρ2 +

(
dρ

dϕ

)2

= 4a2(1− cosϕ)2 + 4a2 sin2 ϕ =
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Рисунок 2.22 – Утворення елементу об’єму при обертаннi

= 4a2(1− 2 cosϕ+ cos2 ϕ+ sin2 ϕ) = 4a2(2− 2 cosϕ) =

= 16a2 · 1− cosϕ

2
= 16a2 sin2 ϕ

2
,

L =

∫
d` =

2π∫
0

4a sin
ϕ

2
= 8a cos

ϕ

2

∣∣∣0
2π

8a(1− (−1)) = 16a. B

2.3.2.4 Об’єм тiла обертання

Випадок функцiї, заданої явно. Роглянемо обертання графi-
ка функцiї y = f(x) > 0, x ∈ [a; b], навколо осi Ox (рис. 2.22).
Через точки x0 i x0 + dx проведемо двi площини перендику-
лярно осi Ox. Вони вирiзають криволiнiйну трапецiю AA0C0B.
Через половину оберту вона займе положення A′A0C0B

′. При
цьому утворюється дископодiбна фiгура обертання. Висота ди-
ску становить h = A0C0 = dx. Лiва основа диску – коло радiуса
R = A0A = y0 = f(x0). Права основа – коло iншого радiуса
C0B = f(x0 + dx). Знехтуємо змiною радiусу протягом вiдрiзку
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Рисунок 2.23 – До обчислення об’єму конусу

dx. Геометрично це означає, що дугу AB графiка ми пiдмiня-
ємо горизонталлю AC. При обертаннi прямокутника AA0C0C
виникає цилiндр, вписаний14 всередину диску. Об’єм цього ци-
лiндру дорiвнює ∆V = πR2h i є оцiнкою об’єму диска. Похиб-
ка цiєї оцiнки зумовлена вiдкиданням кiльця, яке утворюється
при обертаннi криволiнiйного трикутника ABC. Об’єм кiльця
пропорцiйний площi цього трикутника, i тому є величиною
бiльш високого порядку малостi: разом з прямуванням AC → 0
маємо також BC → 0, i вiдкидання кiльця є обгрунтованим.

Пiдсумовуючи тепер об’єми усiх таких цилiндрiв, отримує-
мо iнтегральну суму:∑

(k)

∆Vk =
∑
(k)

πR2
khk = π

∑
(k)

f2(xk)∆xk.

Здiйснюючи граничний перехiд при max ∆xk → 0, остаточно
отримуємо:

V = π

b∫
a

y2(x) dx. (2.18)

C Приклад 2.40. Нехай y = kx, x ∈ [0;H]. Графiк – вiдрiзок
OA, A(H; kH) (рис. 2.23). При його обертаннi навколо осi Ox
утворюється конус висотою H i радiусом R = H tgα = kH ,

14Якби функцiя f(x) була спадною, ми б отримали f(x0 + dx) < f(x0), тобто
C0B < A0A. В цьому разi, навпаки, диск був би вписаний всередину цилiндру.
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причому вiдрiзок OA вiдiграє роль твiрної. Маємо:

V = π

H∫
0

(kx)2 dx =
πk2

3
x3

∣∣∣∣H
0

=
πk2H3

3
=

1

3
π(kH)2 ·H =

1

3
πR2H,

що збiгається з вiдомою вiдповiддю. B
C Приклад 2.41. Обчислимо об’єм кулi радiуса R. Вона утво-

рюється при обертаннi кола x2+y2 = R2 навколо осi Ox. Маємо:

V = π

R∫
−R

y2 dx = π

R∫
−R

(
R2 − x2

)
dx = 2π

R∫
0

(
R2 − x2

)
dx =

= 2π

(
R2x− x3

3

)∣∣∣∣R
0

= 2π

(
R3 − R3

3

)
=

4

3
πR3,

що збiгається з вiдомою вiдповiддю. В цьому прикладi ми змi-
нили нижню межу iнтегрування, врахувавши парнiсть пiдiнте-
гральної функцiї. B

Нехай для функцiї y = f(x) на iнтервалi x ∈ [a; b] вдалось
побудувати обернену функцiю x = ϕ(y), яка є однозначною.
Нехай f(a) = c, f(b) = d. Якщо функцiя f(x) зростає, то d > c, i
функцiю x = ϕ(y) задано на iнтервалi y ∈ [c; d]. Якщо функцiя
f(x) спадає, то d < c, i функцiю x = ϕ(y) задано на iнтервалi
y ∈ [d; c]. Нехай тепер вiдбувається обертання графiка функцiї
x = ϕ(y) навколо осi Oy. Ми отримаємо той самий результат,
тiльки роль радiуса вписаного цилiндру буде вiдiгравати x, а
роль його висоти – dy. Маємо:

V = π

d∫
c

x2(y) dy, d > c, або V = π

c∫
d

x2(y) dy, c > d.

Випадок функцiї, заданої параметрично. Розглянемо графiк
функцiї, заданої параметрично системою (2.11). Нехай x ∈ [a; b],
a < b, i числа t1, t2 є такими, що x(t1) = a, x(t2) = b. Переходячи
в (2.18) до нової змiнної t, отримуємо:

V = π

t2∫
t1

y2(t) · x′(t) dt. (2.19)
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Нагадаємо, при параметричному заданнi функцiї можна ке-
рувати не лише геометрiєю контуру, а ще й напрямком його
обходу. При a < b цей напрямок повинен бути таким, щоб x в
(2.18) збiльшувався. Тодi в разi спадання функцiї x(t) виявляє-
ться, що t1 > t2.
C Приклад 2.42. Нехай елiпс x2

a2 + y2

b2 = 1 обертається навколо
осi Ox. При цьому утворюється елiпсоїд обертання. Обчислимо
його об’єм.

Покладемо {
x = a cos t;
y = b sin t.

В справедливостi цiєї параметризацiї легко переконатись, якщо
роздiлити перше рiвняння на a, друге на b, а потiм пiднести
цi рiвняння до другого степеня i додати їх. Для «пробiгання»
вiдрiзку x ∈ [0; a] в додатному напрямку (вздовж осi Ox) покла-
демо t1 = π

2 , t2 = 0. Для половини елiпсоїду отримуємо:

1

2
V = π

0∫
π
2

(b sin t)
2

(a cos t)
′
dt = πab2

0∫
π
2

sin2 t · (− sin t) dt =

= πab2
0∫
π
2

(
1− cos2 t

)
· (− sin t) dt =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
cos t = z
− sin t dt = dz
z1 = cos π2 = 0
z2 = cos 0 = 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
=

= πab2
1∫

0

(1− z2) dz = πab2
(
z − z3

3

)∣∣∣∣1
0

=
2

3
πab2.

Тодi V = 4
3πab

2. Зокрема, покладаючи a = b = R, отримаємо
об’єм кулi радiусу R. B

Якщо обертання вiдбувається навколо осi Oy, то x i y мiня-
ються ролями; ми отримуємо:

V = π

t2∫
t1

x2(t) · y′(t) dt,

причому зауваження про напрямок обходу кривої зберiгається.
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Випадок функцiї, заданої в полярних координатах. Розгля-
немо коло радiуса ρ з центром в початку координат. Спочатку
розв’яжемо допомiжну задачу знаходження об’єму кульового
сектору, який виникає при обертаннi криволiнiйного трику-
тника A0OB з кутом ∠A0OB = ϕ навколо осi Ox (рис. 2.24).
Функцiю, графiк якої обертається, задамо кусково:

 

𝜑 

𝜌 cos𝜑 𝜌 𝑥 
𝐵 

𝑂 

𝑦 

𝐴0 

𝐴′ 
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𝑑𝜑 

Рисунок 2.24 – До обчислення об’єму кульового сектору

y(x) =

[
kx, 0 6 x 6 ρ cosϕ;√
ρ2 − x2, ρ cosϕ 6 x 6 ρ.

Тут k = tgϕ – тангенс кута нахилу прямої OA0. Вираз ρ cosϕ
є абсцисою точки A0, в якiй вiдбувається перехiд мiж части-
нами графiка. Цей вираз можна отримати з трикутника A0OC
(OA0 = ρ – гiпотенуза).

Кульовий сектор виникає при обертаннi сектора A0OA
′
0. За
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формулою (2.18) з використанням адитивностi iнтегралу маємо:

V (ϕ) = π

ρ∫
0

y2 dx = π

ρ cosϕ∫
0

k2x2 dx+ π

ρ∫
ρ cosϕ

(ρ2 − x2) dx =

=

∥∥∥∥∥∥∥∥
x = ρt
dx = ρ dt
t ∈ [0; cosϕ]
t ∈ [cosϕ; 1]

∥∥∥∥∥∥∥∥ = πρ3

k2

cosϕ∫
0

t2 dt+

1∫
cosϕ

(1− t2) dt

 =

= πρ3

[
k2 t

3

3

∣∣∣∣cosϕ

0

+

(
t− t3

3

)∣∣∣∣1
cosϕ

]
=

= πρ3

[
1

3
k2 cos3 ϕ+

(
1− 1

3

)
−
(

cosϕ− cos3 ϕ

3

)]
=

=
πρ3

3

[
tg2 ϕ cos3 ϕ+ 2− 3 cosϕ+ cos3 ϕ

]
.

Нехай кут ϕ збiльшується на dϕ. Тепер обертатиметься се-
ктор AOA′ бiльшого об’єму V (ϕ + dϕ). Обчислимо об’єм тiла,
утвореного при обертаннi «додаткового» сектора A0OA:

V (ϕ+ dϕ)− V (ϕ) = ∆V ≈ dV = V ′(ϕ) dϕ.

Тут наближена рiвнiсть перетворюється на точну при пряму-
ваннi dϕ→ 0. Маємо:

V ′(ϕ) =
πρ3

3

[
2 tgϕ · 1

cos2 ϕ
· cos3 ϕ+ tg2 ϕ · 3 cos2 ϕ · (− sinϕ)+

+ 3 sinϕ+ 3 cos2 ϕ · (− sinϕ)

]
=

=
πρ3

3

[
2 sinϕ− 3 sin3 ϕ+ 3 sinϕ(1− cos2 ϕ)

]
=

2π

3
ρ3 sinϕ.

Отже,

dV =
2π

3
ρ3 sinϕdϕ. (2.20)

Нехай тепер криву задано в полярних координатах рiвня-
нням ρ = ρ(ϕ) в iнтервалi ϕ ∈ [α;β]. Як i у випадку рис. 2.18,
розiб’ємо цей iнтервал променями ϕ = ϕk на диференцiально
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малi сектори (змiною полярного радiусу всерединi кожного з
них, взятого окремо, можна нехтувати). При обертаннi навколо
осi Ox кожен з них утворить тiло обертання об’ємом (2.20). Су-
ма усiх таких внескiв i буде iнтегральною сумою, а її границя
при max ∆ϕk → 0 – шуканим iнтегралом:

V =
2π

3

β∫
α

ρ3(ϕ) sinϕdϕ. (2.21)

C Приклад 2.43. Обчислимо об’єм кулi, яка виникає при
обертаннi кола ρ(ϕ) = 2R cosϕ навколо осi Ox. Маємо:

V =
2π

3

π
2∫

0

(2R cosϕ)
3

sinϕdϕ =
16πR3

3

π
2∫

0

cos3 ϕ sinϕdϕ =

=

∥∥∥∥∥∥∥∥
t = cosϕ
dt = − sinϕdϕ
t1 = 1
t2 = 0

∥∥∥∥∥∥∥∥ =
16πR3

3

0∫
1

t3 (−dt) =
16πR3

3

1∫
0

t3 dt =

=
16πR3

3
· t

4

4

∣∣∣∣1
0

=
16πR3

3
· 1

4
=

4

3
πR3. B

Нехай тепер крива AB, задана рiвнянням ρ = ρ(ϕ), ϕ ∈ [α;β],
обертається навколо осi Oy. Через половину оберту крива AB
займе положення A′B′ (рис. 2.25). Очевидно, сектори AOB i
A′OB′ рiвнi. Тому формулу (2.21) можна застосувати до тiла
обертання, яке виникає при обертаннi сектора A′OB′:

V =
2π

3

α′∫
β′

r3(ϕ′) sinϕ′ dϕ′.

Тут полярний кут ϕ′ тепер вiдмiряється вiд осi Oy i змiнюється
в межах ϕ′ ∈ [β′;α′], причому α + α′ = π

2 , β + β′ = π
2 . Функцiя

r(ϕ′) задає змiну полярного радiусу при русi вздовж кривої
B′A′. Принципово, що ρ i r є рiзними функцiями. Наприклад, з
рис. 2.25 можна бачити, що перша з них може бути спадною:

ϕ > α⇒ ρ(ϕ) = OM < ρ(α) = OA.
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Рисунок 2.25 – Випадок обертання сектора вiдносно осi Oy

Тодi друга з мiркувань симетрiї повинна бути зростаючою:

ϕ′ > β′ ⇒ r(ϕ′) = OM ′ > r(β′) = OB′.

Однак, для довiльної поточної точки M маємо OM ′ = OM ,
r(ϕ′) = ρ(ϕ), тобто рiзнi функцiї в рiзних (але вiдповiдних) то-
чках набули однакових значень.

Для поточного кута ϕ i вiдповiдного йому кута ϕ′ маємо
ϕ + ϕ′ = π

2 . Вiднiмаючи звiдси аналогiчне спiввiдношення для
пари кутiв α, α′, знаходимо: (ϕ− α) + (ϕ′ − α′) = 0. Отже, якщо
ϕ′ = α′, то ϕ = α. Аналогiчно встановлюємо: якщо ϕ′ = β′, то
ϕ = β. Тепер усе пiдготовлено для введення в останнiй iнтеграл
замiни ϕ′ = π

2 − ϕ, dϕ′ = −dϕ. Отримуємо:

V =
2π

3

α∫
β

ρ3(ϕ) sin
(π

2
− ϕ

)
(−dϕ) =

2π

3

β∫
α

ρ3(ϕ) cosϕdϕ.

2.3.2.5 Площа поверхнi тiла обертання

Iдея обчислення, як i в попередньому пунктi, полягає в роз-
биттi тiла на диференцiально тонкi диски системою площин,
перпендикулярних осi обертання.
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Випадок функцiї, заданої явно. Нехай крива, яка є графiком
функцiї y = f(x), f(x) > 0, x ∈ [a; b], обертається навколо осi
Ox. Проведемо двi площини перпендикулярно цiй осi в точках
з координатами x0 i x0 + dx. При цьому видiляється крива AB
(рис. 2.26). При її обертаннi утворюється диск AA′B′B. Ранiше
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Рисунок 2.26 – До обчислення площi поверхнi тiла обертання

при обчисленнi об’єму такого диску ми вiдкидали криволiнiй-
ний трикутник ABC i пiдмiняли дугу AB горизонталлю AC.
Фактично ми пiдмiняли диск цилiндром радiусом AA0 i висо-
тою AC. Об’єми диска i цилiндра є малими першого порядку
малостi (∼ dx), а похибка пiдмiни – другого порядку малостi
(AC → 0 i BC → 0).

Тепер же мова йде про порiвняння площ бiчних поверхонь
цилiндра i диска. Цi площi прямо пропорцiйнi твiрним цилiн-
дра AC та диска AB вiдповiдно. Але AC = dx,

AB ∼ AB1 =
AC

cosα
=

dx

cosα
.

Тут AB1 – дотична, проведена до графiка функцiї в точцi x0.
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Кут нахилу дорiвнює α, де tgα = f ′(x0). Спiввiдношення еквi-
валентностi AB ∼ AB1 ми пояснили при обговореннi довжини
кривої. Маємо:

AB −AC ∼ AC

cosα
−AC =

(
1

cosα
− 1

)
dx.

Тому рiзниця площ бiчних поверхонь цилiндра i диска, яка
пропорцiйна рiзницi твiрних, також є малою першого порядку
малостi. Отже, при обчисленнi бiчної поверхнi тiла обертання
пiдмiна диска цилiндром веде до похибки, яка не усувається
при dx→ 0. Тому твiрну AB потрiбно пiдмiнити не горизонта-
ллю AC, а вiдрiзком AB1. Вiдповiдно, диск пiдмiняємо зрiзаним
конусом, який виникає при обертаннi трапецiї AA0A1B1. Оче-
видно, тепер оцiнка похибки AB −AB1 = o(AB).

Нехай дотична AB1 перетинає вiсь Ox в точцi N . При обер-
таннi трикутника AA0N утворюється конус, твiрна якого дорiв-
нює L(x0) = NA, а радiус основи R = AA0 = y0. Площа бiчної
поверхнi конусу становить S = πRL = πL2 sinα, α = const. На-
дамо абсцисi точки A0 приросту dx. Тодi площа бiчної поверхнi
зрiзаного конусу дорiвнює приросту площi бiчної поверхнi не-
зрiзаного конусу i становить:

dS = 2πL sinαdL = 2πRdL. (2.22)

Геометричний змiст цього результату дуже простий. Розгортка
зрiзаного конусу є фрагментом кiльця з внутрiшнiм радiусом
L i шириною dL. Оскiльки dL � L, то цей фрагмент можна
«розпрямити» в плоский15 прямокутник розмiрами 2πR× dL.

Тодi, враховуючи, що R = y0, i використовуючи (2.15), маємо
типовий внесок розглядуваного диску в шукану площу:

dS = 2πy0

√√√√1 +

(
dy

dx

∣∣∣∣
x=x0

)2

dx.

Пiдсумовуючи усi такi доданки i здiйснюючи граничний пере-

15Якщо L i dL мають порiвнянi розмiри, то внутрiшнiй i зовнiшнiй радiуси
кiльця суттєво вiдрiзняються. Тому спроба «розпрямити» викривленi сторони
призведе до того, що фiгура перестане бути плоскою.
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хiд при max ∆x→ 0, остаточно отримуємо:

S = 2π

b∫
a

y(x)

√
1 + (y′x)

2
dx. (2.23)

C Приклад 2.44. Обчислимо поверхню сфери радiуса R. За-
дамося рiвнянням кола x2 +y2 = R2. Рiвняння пiвкола при y > 0
має вигляд y =

√
R2 − x2, звiдки y′x = −2x

2
√
R2−x2

= −xy . При обер-
таннi пiвкола утворюється потрiбна сфера, половина площi по-
верхнi якої

1

2
S = 2π

R∫
0

y

√
1 +

(
−x
y

)2

dx = 2π

R∫
0

√
y2 + x2 dx =

= 2π

R∫
0

Rdx = 2πRx|R0 = 2πR2,

звiдки S = 4πR2. B
Нехай тепер крива y = f(x), x ∈ [a; b], a > 0, обертається нав-

коло осi Oy. Позначимо значення функцiї на кiнцях iнтервалу
через c = f(a), d = f(b). Якщо f(x) є зростаючою функцiєю,
то d > c. В цьому разi аналогiчнi мiркування призводять до
результату

S = 2π

d∫
c

x(y)

√
1 +

(
x′y
)2
dx,

де x(y) є функцiєю, оберненою до f(x). Якщо функцiя f(x) є
спадною, то достатньо межi iнтегрування c, d помiняти ролями.

Випадок функцiї, заданої параметрично. При використаннi
замiн (2.11) отриманi результати набувають вигляду:

S = 2π

t2∫
t1

y(t)

√
(x′t)

2
+ (y′t)

2
dt (Ox),

S = 2π

t2∫
t1

x(t)

√
(x′t)

2
+ (y′t)

2
dt (Oy).
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Тут числа t1, t2 вiдповiдають межам a, b (c, d вiдповiдно). Якщо
при обранiй параметризацiї напрямок обходу кривої виявиться
«несприятливим» (ми дiзнаємось про це за вiд’ємнiстю отриму-
ваного результату), то числа t1, t2 достатньо помiняти мiсцями.

Випадок функцiї, заданої в полярних координатах. Викори-
стаємо тепер замiни (2.12). Їх зручно вносити до результату,
отриманого в диференцiальнiй формi (2.22). Враховуючи (2.17),
одержуємо:

S = 2π

β∫
α

ρ sinϕ ·

√
ρ2 +

(
dρ

dϕ

)2

dϕ (Ox),

S = 2π

β∫
α

ρ cosϕ ·

√
ρ2 +

(
dρ

dϕ

)2

dϕ (Oy),

C Приклад 2.45. Обчислимо площу поверхнi тiла, яке вини-
кає при обертаннi кардiоїди ρ(ϕ) = 2a(1− cosϕ) навколо поляр-

ної осi. Маємо: dρ
dϕ = 2a sinϕ,

√
ρ2 +

(
dρ
dϕ

)2

= 4a sin ϕ
2 (див. при-

клад на с. 113). З мiркувань симетрiї обмежуємось верхньою
половиною кардiоїди, тобто iнтервалом ϕ ∈ [0;π]. Вiдповiдний
iнтеграл легко обчислити з використанням формул п. 1.3.3.1,
6◦. Остаточна вiдповiдь набуває вигляду S = 32

5 πa
2. B

2.3.2.6 Узагальнюючi результати

На завершення цього пункту наведемо узагальнення викладе-
них вiдомостей в таблицi 2.1. Позначено: 1) площа плоскої фi-
гури; 2) довжина плоскої кривої; 3) об’єм тiла обертання при
обертаннi навколо осi Ox; 4) об’єм тiла обертання при обер-
таннi навколо осi Oy; 5) площа поверхнi тiла обертання при
обертаннi навколо осi Ox; 6) площа поверхнi тiла обертання
при обертаннi навколо осi Oy.
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Таблиця 2.1 – Вирази для площ, довжин i об’ємiв

Задання функцiї

№ Явно Параметрично В полярних
координатах

1
b∫
a

y dx
t2∫
t1

yx′t dt
1
2

β∫
α

ρ2 dϕ

2
b∫
a

√
1 + (y′x)

2
dx

t2∫
t1

√
(x′t)

2
+ (y′t)

2
dt

β∫
α

√
ρ2 + (ρ′ϕ)2 dϕ

3 π
b∫
a

y2 dx π
t2∫
t1

y2x′t dt
2π
3

β∫
α

ρ3 sinϕdϕ

4 π
b∫
a

x2 dy π
t2∫
t1

x2y′t dt
2π
3

β∫
α

ρ3 cosϕdϕ

5 2π
b∫
a
y
√

1 + (y′x)2 dx 2π
t2∫
t1

y
√

(x′t)
2 + (y′t)

2 dt 2π
β∫
α
ρ sinϕ ·Rdϕ,

R =
√
ρ2 + (ρ′ϕ)2

6 2π
d∫
c
x
√

1 +
(
x′y
)2
dy 2π

t2∫
t1

x
√

(x′t)
2 + (y′t)

2 dt 2π
β∫
α
ρ cosϕ ·Rdϕ,

R =
√
ρ2 + (ρ′ϕ)2
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2.4 Питання для перевiрки

1. Що таке криволiнiйна трапецiя?

2. Як будують iнтегральну суму для функцiї y = f(x) на iн-
тервалi x ∈ [a, b]? В чому полягає геометричний змiст iн-
тегральної суми?

3. За рахунок чого виникає похибка при пiдмiнi площi кри-
волiнiйної трапецiї площею вiдповiдної ступiнчастої фiгу-
ри?

4. Означення визначеного iнтеграла. Верхня i нижня межi
iнтегрування.

5. Геометричний змiст визначеного iнтеграла.

6. Формула Ньютона-Лейбнiца.

7. Властивостi визначеного iнтеграла.

8. Лiнiйнiсть визначеного iнтеграла i два її аспекти.

9. Геометричний змiст адитивностi визначеного iнтегралу.

10. Що специфiчного виникає при iнтегруваннi частинами
визначеного iнтегралу порiвняно з невизначеним?

11. Як провадять замiну змiнної у визначеному iнтегралi?

12. Iнтегрування парної i непарної функцiй в симетричних
межах.

13. Схема застосування визначеного iнтегралу. Чому кажуть,
що визначений iнтеграл є iнструментом, здатним врахо-
вувати змiну параметрiв процесу в ходi цього процесу?

14. Iнтегральне середнє функцiї однiєї змiнної на заданому
iнтервалi.

15. Знаходження моменту iнерцiї плоских фiгур за допомо-
гою визначеного iнтегралу.

16. Що таке поверхнева густина? За яких умов вона є ста-
лою величиною? Чим вiдрiзняються означення поверхне-
вої густини для однорiдних i неоднорiдних пластин?
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17. Як обчислити координати центру мас плоскої фiгури за
допомогою визначеного iнтегралу?

18. Як виглядають форули, якi задають функцiю явно? пара-
метрично? в полярних координатах?

19. Як параметрично задати коло x2 + y2 = R2, якщо його
обходять проти годинникової стрiлки? за годинниковою
стрiлкою?

20. Як параметризувати вiдрiзок AB в напрямку обходу вiд A
до B? вiд B до A?

21. Що таке полярнi координати?

22. Як знайти полярний радiус за вiдомими декартовими ко-
ординатами?

23. Як знайти полярний кут за вiдомими декартовими коор-
динатами?

24. Як знаходять область визначення функцiї, заданої в по-
лярних координатах? Чим принципово це вiдрiзняється
вiд випадку декартових координат?

25. Як знайти площу фiгури, заданої явно? параметрично? в
полярних координатах?

26. Як знайти довжину кривої, заданої явно? параметрично?
в полярних координатах?

27. Як знайти об’єм тiла обертання при заданнi явно? пара-
метрично? в полярних координатах?

28. Як знайти площу поверхнi тiла обертання при заданнi яв-
но? параметрично? в полярних координатах?
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3 НЕВЛАСНI IНТЕГРАЛИ

3.1 Невласнi iнтеграли першого роду

3.1.1 Означення i приклади

При застосуваннi визначеного iнтегралу iнодi виявляється, що
одна з меж iнтегрування (або обидвi одночасно) стає нескiн-
ченно великою.
C Приклад 3.1. Нехай човну масою m надали початкову

швидкiсть v0, i вiн почав уповiльнено рухатись пiд дiєю си-
ли опору, яка пропорцiйна швидкостi руху, F = −kv(t). Такий
рух не є рiвноприскореним. Проекцiя другого закону Ньютона
на напрямок руху має вигляд ma = F , mdv

dt = −kv. Легко пере-
конатись, що швидкiсть руху згасає за законом v(t) = v0e

− ktm .
Спробуємо знайти шлях човна до зупинки. Момент t зупин-

ки мав би бути коренем рiвняння v = 0. Формально з рiвняння
v0e
− ktm = 0 отримуємо: t = +∞, тобто процес гальмування є

нескiнченно довгим.
Обчислимо неповний шлях, який човен пройде за час T :

s(T ) =

∫
v(t) dt =

T∫
0

v0e
− ktm dt = −v0

m

k
e−

kt
m

∣∣∣T
0

=
mv0

k

(
1− e− kTm

)
.

Тодi повний шлях має сенс розумiти як границю при T → +∞:

S = lim
T→+∞

s(T ) =
mv0

k
lim

T→+∞

(
1− e− kTm

)
=
mv0

k
. B

Узагальнення цих мiркувань веде до наступного означення.

� Означення 3.1. Iнтеграл
+∞∫
x0

f(x) dx називають невласним

iнтегралом першого роду i розумiють як границю

+∞∫
x0

f(x) dx = lim
A→+∞

A∫
x0

f(x) dx.
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Якщо ця границя iснує i є скiнченною, то iнтеграл називають
збiжним, а цю границю – його значенням. В iншому разi iнте-
грал називають розбiжним; в цьому разi про його значення не
йдеться.
C Приклад 3.2. Нехай f(x) = 3x2. Iнтеграл

+∞∫
0

f(x) dx = lim
A→+∞

A∫
0

3x2 dx = lim
A→+∞

x3
∣∣A
0

= lim
A→+∞

A3 = +∞.

Iнтеграл є розбiжним. B
C Приклад 3.3. Нехай f(x) = cosx. Iнтеграл

+∞∫
0

f(x) dx = lim
A→+∞

A∫
0

cosx dx = lim
A→+∞

sinx|A0 = lim
A→+∞

sinA.

Ця границя не iснує нi як скiнченна, анi як нескiнченна, i iн-
теграл є розбiжним. B

Здавалося б, для збiжностi iнтегралу достатньо, щоб пiдiн-
тегральна функцiя, на вiдмiну вiд розглянутих прикладiв, пря-
мувала до нуля, i тодi площа вiдповiдної криволiнiйної трапецiї
iснуватиме i буде скiнченною. Це хибне твердження спросто-
вується наступним контрприкладом.
C Приклад 3.4. Нехай f(x) = 1

x . Iнтеграл

+∞∫
1

f(x) dx = lim
A→+∞

A∫
1

1

x
dx = lim

A→+∞
ln |x|

∣∣∣∣A
1

= lim
A→+∞

lnA = +∞.

Iнтеграл є розбiжним. B
Справа в тому, що прямування функцiї до нуля є необ-

хiдною, але не достатньою умовою збiжностi. Потрiбно, щоб
функцiя не просто прямувала до нуля, а робила це досить
швидко. Обмежимось якiсними мiркуваннями. Нехай 〈y〉 є iнте-
гральним середнiм функцiї на промiжку x ∈ [x0;A]. Тодi площа
криволiнiйної трапецiї дорiвнює 〈y〉 · (A − x0). При прямуван-
нi A → +∞ отримуємо невизначенiсть типу [0 · ∞]. Очевидно,
iнтеграл буде збiжним, якщо ця невизначенiсть при розкрит-
тi перетвориться на константу. Саме для цього i потрiбно, щоб
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величина 〈y〉 не тiльки прямувала до нуля, а ще й робила це до-
статньо швидко. В наступному прикладi маємо швидкiсть пря-
мування пiдiнтегральної функцiї до нуля, достатню для збiжно-
стi.
C Приклад 3.5. Нехай f(x) = 1

1+x2 . Iнтеграл

+∞∫
0

f(x) dx = lim
A→+∞

A∫
0

dx

1 + x2
= lim

A→+∞
arctg x

∣∣∣∣A
0

= lim
A→+∞

arctgA =
π

2
.

Отже, iнтеграл збiгається i дорiвнює π
2 . B

3.1.2 Деякi елементарнi теореми

Сформулюємо без доведення деякi елементарнi теореми про
невласнi iнтеграли.

1◦. Якщо iнтеграл
∫ +∞
a

f(x) dx збiгається i b > a, то iнтеграл∫ +∞
b

f(x) dx також збiгається, причому

+∞∫
a

f(x) dx =

b∫
a

f(x) dx+

+∞∫
b

f(x) dx.

Ця теорема означає, що вiдкидання скiнченної частини iнтер-
валу iнтегрування не впливає на поведiнку iнтегралу в сенсi
його збiжностi.

2◦. Якщо iнтеграл
∫ +∞
a

f(x) dx збiгається, то

lim
A→+∞

+∞∫
A

f(x) dx = 0.

Цю теорему можна вважати необхiдною умовою збiжностi. Їй
легко надати форму достатньої ознаки розбiжностi: якщо

lim
A→+∞

+∞∫
A

f(x) dx 6= 0,

то iнтеграл
∫ +∞
a

f(x) dx розбiгається.
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3◦. Якщо iнтеграл
∫ +∞
a

f(x) dx збiгається i C = const, то iнте-

грал
∫ +∞
a

Cf(x) dx також збiгається, причому

+∞∫
a

Cf(x) dx = C

+∞∫
a

f(x) dx.

4◦. Якщо iнтеграли
∫ +∞
a

f(x) dx,
∫ +∞
a

g(x) dx збiгаються, то

iнтеграл
∫ +∞
a

[f(x) + g(x)] dx також збiгається, причому

+∞∫
a

[f(x) + g(x)] dx =

+∞∫
a

f(x) dx+

+∞∫
a

g(x) dx.

Зауважимо, тут збiжнiсть лiвої частини ще не тягне за собою
iснування кожного iнтегралу правої частини, взятого окремо.
Наприклад, якщо f(x) = ex, g(x) = −ex, то лiва частина то-
тожно дорiвнює нулю, а в правiй частинi обидва iнтеграли є
розбiжними.

Додамо також, що двi останнi теореми визначають лiнiй-
нiсть невласного iнтегралу першого роду.

3.1.3 Ознаки порiвняння

Досi дослiдження на збiжнiсть вiдбувалось за схемою: знайти
первiсну – скористатись формулою Ньютона-Лейбнiца – здiй-
снити граничний перехiд. А саме, якщо F (x) є первiсною для
f(x), то збiжнiсть iнтегралу

∫ +∞
x0

f(x) dx випливає з iснування i
скiнченностi границi lim

A→+∞
F (A). Однак, iснують випадки, ко-

ли первiсну не вдається подати у виглядi комбiнацiї скiнченної
кiлькостi елементарних функцiй. В цьому разi користуються
ознаками порiвняння. Цi ознаки не надають можливостi знайти
значення iнтегралу в разi його збiжностi, але вони принаймнi
дозволяють вирiшити питання про збiжнiсть. В разi позитив-
ного рiшення iнтеграл знаходять чисельними методами. При
цьому грунтуються на очевидному спiввiдношеннi: якщо iнте-
грал збiжний i A є достатньо великим числом, то

+∞∫
x0

f(x) dx ≈
A∫

x0

f(x) dx.
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3.1.3.1 Перша ознака порiвняння

В цьому i наступному пiдпунктi розглянемо випадок, коли пi-
дiнтегральна функцiя набуває невiд’ємних значень, а потiм –
загальний випадок.

Розглянемо два невласних iнтеграли:

+∞∫
x0

f(x) dx (J1),

+∞∫
x0

g(x) dx (J2).

Нехай для усiх x ∈ [x0; +∞) виконано нерiвнiсть 0 6 f(x) 6 g(x).
Тодi 1) якщо iнтеграл (J1) розбiгається, то iнтеграл (J2) розбi-
гається тим паче; 2) якщо iнтеграл (J2) збiгається, то iнтеграл
(J1) збiгається тим паче.

Доведемо це. Нехай F (A), G(A) – вiдповiднi первiснi, де A –
верхня межа iнтегрування перед здiйсненням граничного пере-
ходу. Оскiльки пiдiнтегральнi функцiї невiд’ємнi, то при збiль-
шеннi A вiдбувається подальше накопичення площi пiд графi-
ками, тобто первiснi є монотонно зростаючими функцiями. То-
му питання про iснування i скiнченнiсть границь lim

A→+∞
F (A),

lim
A→+∞

G(A) еквiвалентне питанню про обмеженiсть цих пер-

вiсних (якщо вони обмеженi, то границi скiнченнi). З умови
ознаки очевидно, що 0 6 F (A) 6 G(A). Отже, з обмеженостi G
випливає обмеженiсть F , а з необмеженостi F випливає нео-
бмеженiсть G, що i доводить нашу ознаку.

Щоб застосувати цю ознаку, потрiбно для функцiї f(x) пi-
дiбрати еталон, про збiжнiсть якого вiдомо заздалегiдь. Таким
еталоном може бути степенева функцiя.

Доведемо наступне: якщо x0 > 0, то iнтеграл

+∞∫
x0

dx

xn

є збiжним при n > 1 i розбiжним при n 6 1 (в тому числi,
розбiжнiсть цього iнтегралу при n = 1 нами вже встановлено
вище). Справдi, за означенням збiжностi маємо:

+∞∫
x0

dx

xn
= lim
A→+∞

A∫
x0

dx

xn
= lim
A→+∞

x−n+1

−n+ 1

∣∣∣∣A
x0

=

133



= lim
A→+∞

1

1− n

(
1

An−1
− 1

xn−1
0

)
=

[
1

(n−1)xn−1
0

, n > 1,

+∞, n < 1.

C Приклад 3.6. Дослiдимо на збiжнiсть iнтеграл
+∞∫
1

1−cos x
x
√
x
dx.

Покладемо f(x) = 1−cos x
x
√
x

, g(x) = 2
x
√
x
. Очевидно, f(x) 6 g(x).

Приймемо еталон ϕ(x) = 1
x
√
x
. Iнтеграл вiд функцiї ϕ збiгається

(n = 3
2 > 1). Тодi iнтеграл вiд функцiї g збiгається за теоремою

3◦ при C = 2. Тодi iнтеграл вiд функцiї f тим паче збiгається
за першою ознакою порiвняння. B

C Приклад 3.7. Дослiдимо на збiжнiсть iнтеграл
+∞∫
1

√
x+1
x dx.

Покладемо f(x) =
√
x+1
x . Приймемо еталон g(x) = 1

x . Очевидно,
f(x) > g(x). Iнтеграл вiд функцiї g розбiгається (n = 1). Тодi iн-
теграл вiд функцiї f тим паче розбiгається за першою ознакою
порiвняння. B

3.1.3.2 Друга ознака порiвняння

Ця ознака є граничною формою першої ознаки.
Нехай для усiх x ∈ [x0; +∞) виконано нерiвностi f(x) > 0,

g(x) > 0 i границя lim
x→+∞

f(x)
g(x) = K = const, K 6= 0. Тодi iнтеграли

(J1) i (J2) збiгаються або розбiгаються одночасно.
Доведемо це. 1) Доведемо, що зi збiжностi iнтегралу (J2) ви-

пливає збiжнiсть iнтегралу (J1). За означенням границi маємо:∣∣∣∣fg −K
∣∣∣∣ < ε, f < (K + ε)g.

Тодi збiжнiсть iнтегралу (J1) випливає зi збiжностi iнтегралу
(J2) за першою ознакою порiвняння.

2) Доведемо, що з розбiжностi iнтегралу (J2) випливає роз-
бiжнiсть iнтегралу (J1). Припустимо, це не так, i iнтеграл (J1) –
збiжний. Маємо:

lim
x→+∞

g

f
=

1

K
,

∣∣∣∣ gf − 1

K

∣∣∣∣ < ε, g < f

(
1

K
+ ε

)
.

Тодi зi збiжностi iнтегралу (J1) за першою ознакою порiвняння
випливала б також збiжнiсть iнтегралу (J1), що протирiчить
початковому припущенню.
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C Приклад 3.8. Дослiдимо iнтеграл
+∞∫
1

5x5−2x2 sin
√
x

x8 dx. По-

кладемо f(x) = 5x5−2x2 sin
√
x

x8 , g(x) = 1
x3 . Маємо:

K = lim
x→+∞

f(x)

g(x)
= lim
x→+∞

5x5 − 2x2 sin
√
x

x8
· x3 = 5 6= 0.

Iнтеграл вiд функцiї g збiгається (n = 3 > 1). Тодi iнтеграл вiд
функцiї f також збiгається за другою ознакою порiвняння. B

3.1.4 Про абсолютну збiжнiсть

Випадок, коли пiдiнтегральна функцiя може набувати вiд’єм-
них значень, бiльш складний. Поряд з iнтегралом

+∞∫
x0

f(x) dx (J1)

розглянемо iнтеграл
+∞∫
x0

|f(x)| dx. (J3)

Пiд знаком останнього iнтегралу розташовано невiд’ємну фун-
кцiю, i вiн може бути дослiджений на збiжнiсть методами по-
переднього пiдпункту.
� Означення 3.2. Невласний iнтеграл (J1) називають збi-

жним абсолютно, якщо iнтеграл (J3) виявляється збiжним. Про
пiдiнтегральну функцiю f(x) в цьому разi кажуть, що вона є
iнтегровною абсолютно.

Пiдкреслимо, якщо iнтеграл збiгається абсолютно, то поки
що нiякої гарантiї його збiжностi у нас немає. Iнакше, якщо
iнтеграл (J1) збiгається абсолютно, то це не означає, що вiн
збiгається; за означенням це лише означає, що збiгається iнший
iнтеграл (J3).

Насправдi зi збiжностi iнтегралу (J3) збiжнiсть iнтегралу
(J1) випливає, але це потрiбно доводити.
� Теорема 3.1. Якщо невласний iнтеграл першого роду збi-

гається абсолютно, то вiн збiгається.
� Доведення. Дано: iнтеграл (J3) є збiжним. Потрiбно дове-

сти: iнтеграл (J1) також є збiжним.
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Розiб’ємо iнтервал x ∈ [x0; +∞) на двi множини1 X+ i X−,
якi не перетинаються. Нехай на цих множинах пiдiнтегральна
функцiя приймає значення рiзних знакiв:

x ∈ X+ ⇒ f(x) > 0, x ∈ X− ⇒ f(x) < 0.

Нехай X1 = X+\ {x > A}, тобто нехай X1 мiстить усi значення
x, при яких f(x) > 0, i якi не перевищують A. Аналогiчно,
нехай X2 = X−\ {x > A}, тобто нехай X2 мiстить усi значення
x, при яких f(x) < 0, i якi не перевищують A. За адитивнiстю
визначеного iнтегралу маємо:

A∫
x0

|f(x)| dx =

∫
X1

|f(x)| dx+

∫
X2

|f(x)| dx =

∫
X1

f(x) dx−
∫
X2

f(x) dx.

Тут модуль знято з урахуванням знакiв пiдiнтегральної функцiї
на множинах X1, X2. Позначимо

I1 =

∫
X1

f(x) dx, I2 = −
∫
X2

f(x) dx.

Тут I1 > 0, I2 > 0 (у другому iнтегралi множина X2 iнтегруван-
ня така, що f(x) < 0, i саме тому I2 > 0). Тодi

A∫
x0

|f(x)| dx = I1 + I2.

При здiйсненнi граничного переходу при A → +∞ отрима-
ємо lim

A→+∞

∫ A
x0
|f(x)| dx = I = const, оскiльки iнтеграл (J3) збi-

жний. З iншого боку, iнтеграл
∫ A
x0
|f(x)| dx зростає при збiль-

шеннi A (вiдбувається подальше накопичення додатної площi),
тому цей iнтеграл не перевищує своєї границi I. Тодi

I1 =

A∫
x0

|f(x)| dx− I2 6 I − I2 6 I = const,

1Обидвi множини є або iнтервалами, або сукупностями скiнченної або не-
обмеженої кiлькостi iнтервалiв. Фактично iнтерес становить лише останнiй
випадок, оскiльки в разi скiнченної кiлькостi iнтервалiв їх можна позбавитись,
збiльшуючи в певний спосiб число x0, i на характер збiжностi це не вплине.
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оскiльки I2 > 0. Це доводить, що I1 є обмеженою функцiєю па-
раметру A. З iншого боку, I1 є монотонно зростаючою функцi-
єю параметру A. Тому границя I∗1 = lim

A→+∞
I1 iснує i є скiнчен-

ною (при останньому граничному переходi множина X1 пере-
творюється на множину X+). Аналогiчно, границя I∗2 = lim

A→+∞
I2

iснує i є скiнченною. Тодi

+∞∫
x0

f(x) dx = lim
A→+∞

A∫
x0

f(x) dx = lim
A→+∞

∫
X1∪X2

f(x) dx =

= lim
A→+∞

 ∫
X1

f(x) dx+

∫
X2

f(x) dx

 =

= lim
A→+∞

(I1 − I2) = I∗1 − I∗2 = const,

що i треба було довести. �
В разi абсолютної збiжностi iнтегралу (J1) означення гаран-

тує нам збiжнiсть iнтегралу (J3), а доведена теорема – на до-
дачу до цього – збiжнiсть ще й самого iнтегралу (J1).
C Приклад 3.9. Дослiдити на збiжнiсть iнтеграл

∫ +∞
1

cos x dx
x2 .

Всупереч умовi, дослiдимо на збiжнiсть iнший iнтеграл:
+∞∫
1

|cosx| dx
x2

.

Покладемо f(x) = |cos x|
x2 . Приймемо еталон g(x) = 1

x2 . Очевидно,
f(x) 6 g(x). Iнтеграл вiд функцiї g збiгається (n = 2 > 1). Тодi
iнтеграл вiд функцiї f збiгається за першою ознакою порiвня-
ння. Тодi iнтеграл в умовi задачi збiгається абсолютно. B

В розглянутiй теоремi доведено: зi збiжностi iнтегралу (J3)
випливає збiжнiсть iнтегралу (J1). Але iнодi iнтеграл (J1) мо-
же збiгатись, навiть якщо iнтеграл (J3) розбiгається. Така збi-
жнiсть iнтегралу (J1) вже не є абсолютною2. Встановити її мо-
жна за допомогою iнших3 ознак. Наприклад, можна довести,
що iнтеграл

∫ +∞
1

cos x dx
x збiгається, але не абсолютно, тобто по-

при цю збiжнiсть iнтеграл
∫ +∞

1
|cos x| dx

x розбiгається.

2Якби (J1) збiгався абсолютно, то (J3) також би збiгався.
3Наприклад, вiдомi ознаки Абеля i Дiрiхле збiжностi невласних iнтегралiв.

Але вони виходять за межi рiвня нашого викладання.
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3.1.5 Заключнi зауваження

До невласних iнтегралiв першого роду вiдносять також iнте-
грали вигляду

x0∫
−∞

f(x) dx,

+∞∫
−∞

f(x) dx.

Перший з них може бути визначений як
x0∫
−∞

f(x) dx = lim
B→−∞

x0∫
B

f(x) dx,

або зведений до розглянутого вище iнтегралу
+∞∫
x0

f(x) dx замi-

ною ξ = −x. Другий iнтеграл можна звести до вже розглянутих
iнтегралiв шляхом розбиття областi iнтегрування:

+∞∫
−∞

f(x) dx =

x0∫
−∞

f(x) dx+

+∞∫
x0

f(x) dx.

Отже, нiяких нових теорiй цi рiзновиди невласного iнтегралу
першого роду не потребують.

3.2 Невласнi iнтеграли другого роду

Невласнi iнтеграли другого роду виникають, коли функцiя на
скiнченному iнтервалi iнтегрування приймає необмеженi зна-
чення (i отже, є розривною). Розглянемо випадок, коли осо-
бливiсть пiдiнтегральної функцiї локалiзована в лiвому кiнцi
iнтервалу [a; b] iнтегрування: lim

x→a+0
f(x) = ∞. В цьому разi має

сенс, видаляючи «небезпечну» точку x = a з iнтервалу iнтегру-
вання, прийняти наступне означення.
� Означення 3.3. Iнтеграл

∫ b
a
f(x) dx при lim

x→a+0
f(x) = ∞ на-

зивають невласним iнтегралом другого роду i розумiють як
границю

b∫
a

f(x) dx = lim
ε→0+0

b∫
a+ε

f(x) dx.
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Якщо ця границя iснує i є скiнченною, то iнтеграл називають
збiжним, а цю границю – його значенням. В iншому разi iнте-
грал називають розбiжним; в цьому разi про його значення не
йдеться.

Вiдповiдно, якщо особливiсть локалiзована на правому кiнцi
iнтервалу iнтегрування, то має сенс, видаляючи «небезпечну»
точку x = b з iнтервалу iнтегрування, прийняти наступне озна-
чення.
� Означення 3.4. Iнтеграл

∫ b
a
f(x) dx при lim

x→b−0
f(x) = ∞ на-

зивають невласним iнтегралом другого роду i розумiють як
границю

b∫
a

f(x) dx = lim
ε→0+0

b−ε∫
a

f(x) dx.

Якщо ця границя iснує i є скiнченною, то iнтеграл називають
збiжним, а цю границю – його значенням. В iншому разi iнте-
грал називають розбiжним; в цьому разi про його значення не
йдеться.

Зауважимо, в обох наведених означеннях використано по-
нятя однобiчної границi, яка враховує поведiнку пiдiнтеграль-
ної функцiї саме всерединi iнтервалу iнтегрування. В разi пер-
шого означення маємо правобiчну границю, i нас не цiкавить
поведiнка функцiї зовнi iнтервалу, тобто при x < a. В разi дру-
гого означення маємо лiвобiчну границю, i нас не цiкавить по-
ведiнка функцiї зовнi iнтервалу, тобто при x > b.

Якщо особливiсть має мiсце на обох кiнцях одночасно, то
природно розбити iнтервал iнтегрування деякою внутрiшньою
точкою x0 i скористатись обома наведеними означеннями для
iнтервалiв x ∈ [a;x0], x ∈ [x0; b]:

b∫
a

f(x) dx = lim
ε1→0+0

x0∫
a+ε1

f(x) dx+ lim
ε2→0+0

b−ε2∫
x0

f(x) dx.

Тут ми вважаємо, що в точцi x0 (а також у довiльнiй внутрiшнiй
точцi iнтервалу iнтегрування) особливостi немає, тому положе-
ння точки x0 можна обрати в довiльний спосiб, аби лише вона
була внутрiшньою точкою iнтервалу x ∈ [a; b].
C Приклад 3.10. Розглянемо коло (x − R)2 + y2 = R2. Обчи-
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слимо довжину його чвертi при x ∈ [R; 2R], y > 0. Маємо:

y =
√
R2 − (x−R)2, y′ = − x−R√

R2 − (x−R)2
,

dL =

√
1 + (y′)

2
dx =

√
1 +

(x−R)
2

R2 − (x−R)2
dx =

Rdx√
R2 − (x−R)2

.

Тодi

L =

∫
dL =

2R∫
R

Rdx√
R2 − (x−R)2

.

Цей iнтеграл є невласним, оскiльки спроба пiдставити до пi-
дiнтегральної функцiї значення x = 2R веде до нуля у знамен-
нику, тобто до необмеженого зростання. Втiм, так i мало бути,
оскiльки дотична до кола в точцi x = 2R є вертикальною, а сама
функцiя y =

√
R2 − (x−R)2 в цiй точцi – недиференцiйовною.

Тому визначимо шукану величину так:

L = lim
ε→0+0

2R−ε∫
R

Rdx√
R2 − (x−R)2

=

∥∥∥∥∥∥∥∥
x−R = R sin t
dx = R cos t dt
t1 = 0
t2(ε) = arcsin

(
1− ε

R

)
∥∥∥∥∥∥∥∥ =

= lim
ε→0+0

t2(ε)∫
t1

R ·R cos t dt√
R2 −R2 sin2 t

= lim
ε→0+0

R

t2(ε)∫
0

dt = R lim
ε→0+0

t2(ε) =

= R lim
ε→0+0

arcsin
(

1− ε

R

)
= R arcsin

(
1− 0

R

)
= R · π

2
=
πR

2
. B

Мiж невласними iнтегралами першого i другого роду iснує
тiсний зв’язок: iнтеграл першого роду завжди можна перетво-
рити на iнтеграл другого роду, i навпаки. Наприклад, якщо
x0 > 0, то замiна x = 1

t перетворює iнтеграл
∫ +∞
x0

f(x) dx на iн-

теграл4
∫ 1
x0

0 f
(

1
t

)
dt
t2 . Навпаки, якщо невласний iнтеграл другого

роду
∫ b
a
f(x) dx мiстить лише одну особливу точку b, то замiна

x = b− 1
t призводить його до вигляду

∫ +∞
1
b−a

f
(
b− 1

t

)
· dtt2 .

4Цей останнiй може бути невласним iнтегралом другого роду або власним
iнтегралом.
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Однак, iснує один важливий окремий випадок, який зручно
розглянути в термiнах iнтегралу саме другого роду.

Нехай особлива точка x0 розташована всерединi iнтервалу
[a; b]. Iдея обчислення полягає в усуненнi з областi iнтегрування
цiєї точки разом з її околом (x0 − ε1;x0 + ε2), ε1, ε2 > 0:

b∫
a

f(x) dx = lim
ε1,ε2→0+0

 x0−ε1∫
a

f(x) dx+

b∫
x0+ε2

f(x) dx

 . (3.1)

Тут величини ε1, ε2 вважають незалежними. При цьому гра-
ниця (3.1) повинна iснувати, бути скiнченною i кожного разу
однаковою при довiльних i незалежних швидкостях прямуван-
ня величин ε1, ε2 до нуля.

Виявляється, що в деяких випадках, вводячи спецiальну за-
лежнiсть мiж ε1 i ε2, вдається змусити границю (3.1) бути рiв-
ною довiльному числу M .
C Приклад 3.11. Розглянемо iнтеграл

∫ 1

−1
dx
x . За формулою

(3.1) ми б мали:

1∫
−1

dx

x
= lim
ε1,ε2→0+0

 −ε1∫
−1

dx

x
+

1∫
ε2

dx

x

 =

= lim
ε1,ε2→0+0

(
ln |x|

∣∣∣∣−ε1
−1

+ ln |x|
∣∣∣∣1
ε2

)
=

= lim
ε1,ε2→0+0

(ln |ε1| − ln |ε2|) = lim
ε1,ε2→0+0

ln
ε1

ε2
.

Якщо ε1 прямує до нуля швидше за ε2, тобто якщо ε1 = o(ε2),
то ε1

ε2
→ 0, i ln ε1

ε2
→ −∞. Навпаки, при ε2 = o(ε1) ми отримуємо:

ε1
ε2
→ +∞, i ln ε1

ε2
→ +∞. Нехай ε1 i ε2 – нескiнченно малi одного

порядку малостi, тодi ε1
ε2
→ C = const > 0, i lim ln ε1

ε2
= lnC. Тодi

при довiльному M = const можна покласти C = eM . Зокрема,
нехай ε1 = ε2e

M . Тодi:

lim ln
ε1

ε2
= lim ln eM = limM = M.

Отже, пiдлаштовуючи швидкостi прямування до нуля величин
ε1, ε2 одна пiд одну, можна зробити розглядуваний iнтеграл
рiвним будь-чому, в тому числi i ±∞. B
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Якщо при рiзних спiввiдношеннях швидкостей прямування
ε1, ε2 до нуля границя (3.1) приймає рiзнi значення, то вважа-
ють, що вiдповiдний iнтеграл розбiгається. Очевидно, це мо-
жливо за рахунок того, що не iснує кожна границя

lim
ε1→0+0

x0−ε1∫
a

f(x) dx, lim
ε2→0+0

b∫
x0+ε2

f(x) dx,

взята окремо, хоча iснує границя суми цих iнтегралiв. Для її
знаходження домовились в (3.1) покладати5 ε2 = ε1. Границю,
яка при цьому виникає, називають головним значенням за Ко-

шi i позначають лiтерами «V.P.» (вiд фр. valeur principale – го-
ловне значення):

V.P.

b∫
a

f(x) dx = lim
ε→0+0

 x0−ε∫
a

f(x) dx+

b∫
x0+ε

f(x) dx

 . (3.2)

Отже, iнтеграл, розглянутий в останньому прикладi, не iснує,
хоча iснує його головне значення за Кошi:

V.P.

1∫
−1

dx

x
= ln

ε

ε
= ln 1 = 0.

Втiм, легко навести приклад, коли iснує i головне значення
iнтегралу за Кошi, i сам цей iнтеграл (i вони рiвнi).
C Приклад 3.12.

1∫
−1

dx

2
√
|x|

= lim
ε1→0+0

−ε1∫
−1

dx

2
√
|x|

+ lim
ε2→0+0

1∫
ε2

dx

2
√
|x|

=

= lim
ε1→0+0

(1−
√
ε1) + lim

ε2→0+0
(1−

√
ε2) = 2.

Очевидно, якщо покласти ε2 = ε1, ми отримаємо той самий
результат. Отже,

∫ 1

−1
dx

2
√
|x|

= V.P.
∫ 1

−1
dx

2
√
|x|

= 2. B

5Зауважимо, в результатi цiєї домовленостi величини ε1, ε2 перестають бути
незалежними.
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3.3 Питання для перевiрки

1. Що таке невласний iнтеграл першого роду?

2. Як за допомогою першої ознаки порiвняння встановити
збiжнiсть (розбiжнiсть) невласного iнтегралу першого ро-
ду?

3. Сформулюйте i доведiть другу (граничну) ознаку порiвня-
ння для встановлення збiжностi (розбiжностi) невласного
iнтегралу першого роду.

4. Який невласний iнтеграл першого роду називають збi-
жним абсолютно?

5. Чи правильне твердження: якщо невласний iнтеграл пер-
шого роду збiгається, то вiн збiгається абсолютно?

6. Чи правильне твердження: якщо невласний iнтеграл пер-
шого роду збiгається абсолютно, то вiн збiгається? Чи по-
трiбно це доводити?

7. Надайте означення невласного iнтегралу другого роду.

8. Як модифiкується означення невласного iнтегралу друго-
го роду, якщо пiдiнтегральна функцiя прямує до нескiн-
ченностi на обох кiнцях iнтервалу x ∈ (a, b)?

9. Якою замiною змiнних можна перетворити невласний iн-
теграл першого роду на невласний iнтеграл другого роду?

10. Якою замiною змiнних можна перетворити невласний iн-
теграл другого роду на невласний iнтеграл першого роду?

11. Що таке головне значення за Кошi для невласного iнте-
гралу другого роду, коли особлива точка мiститься всере-
динi iнтервалу x ∈ [a, b]?

12. Чи можлива ситуацiя, коли невласний iнтеграл другого
роду розбiгається, а його головне значення за Кошi iснує
i є скiнченним? Наведiть приклади.
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4 IНТЕГРАЛ РIМАНА

Визначений iнтеграл є границею1 iнтегральної суми (2.1).
Послiдовнiсть дiй «розбиття областi iнтегрування; обрання то-
чки всерединi елементу розбиття; обчислення значення фун-
кцiї в цiй точцi; побудова добутку значення функцiї i мiри еле-
менту областi; побудова (iнтегральної) суми усiх таких добу-
ткiв; здiйснення граничного переходу» припускає певнi уза-
гальнення, пов’язанi з геометрiєю областi iнтегрування. Напри-
клад, на елементи довжини можна розбивати не прямолiнiй-
ний вiдрiзок [a; b], а деякий фрагмент кривої. Мiрою елементу
областi буде елемент довжини d` =

√
dx2 + dy2, i ми отрима-

ємо криволiнiйний iнтеграл. Область на площинi Oxy можна
розбити на елементи площi. Мiрою елементу областi буде еле-
мент площi dS = dx dy, i ми отримаємо подвiйний iнтеграл.
Просторову область можна розбити на елементи об’єму. Мi-
рою елементу областi буде елемент об’єму dV = dx dy dz, i ми
отримаємо потрiйний iнтеграл. Дiлянку викривленої поверх-
нi також можна розбити на елементи площi, i ми отримаємо
поверхневий iнтеграл.

Усi перелiченi iнтеграли (подвiйний, потрiйний, криволiнiй-
ний, поверхневий) визначаються як границi вiдповiдних iнте-
гральних сум. Тому цi iнтеграли природно об’єднати пiд збiр-
ною назвою – iнтеграл Рiмана. Визначений iнтеграл є лише
окремим випадком iнтегралу Рiмана. Перейдемо до розгляду
iнших випадкiв.

4.1 Криволiнiйнi iнтеграли

4.1.1 Криволiнiйнi iнтеграли першого роду

4.1.1.1 Означення криволiнiйного iнтегралу першого роду

До поняття криволiнiйного iнтегралу першого роду легко при-
йти, розглядаючи задачу про масу викривленого неоднорiдного
дроту.

1Якщо така границя iснує, є скiнченною i не залежить нi вiд способу роз-
биття, анi вiд способу обрати точку всерединi елементу розбиття, то вона за
означенням i є iнтегралом.
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Розглянемо спочатку прямолiнiйний однорiдний дрiт. Нехай
його довжина, площа поперечного перерiзу i густина матерiа-
лу дорiвнюють `, S, ρ вiдповiдно. Об’єм матерiалу V = S`, маса
матерiалу m = ρV = ρS`. Позначимо γ = ρS, тодi m = γ`. Має-
мо: γ = m

` = const. Це елементарне спiввiдношення встановлює
пряму пропорцiйнiсть маси i довжини: при збiльшеннi довжи-
ни дроту в певну кiлькiсть разiв його маса збiльшується в та-
ку ж кiлькiсть разiв, тому їх вiдношення залишається сталим.
Вiдношення γ = m

` дорiвнює масi в розрахунку на одиницю
довжини (якщо ` = 1, то γ = m), тому його називають лiнiйною

густиною (масою, зосережденою на одиницi довжини).
Розглянемо тепер неоднорiдний викривлений дрiт. Розiб’є-

мо його на елементи довжини ∆`k. Нехай кожний елемент дов-
жини настiльки короткий, що змiною лiнiйної густини, а також
його викривленням можна знехтувати. Кожному k-му елемен-
ту довжини притаманне iндивiдуальне2 значення лiнiйної гу-
стини γk. Тодi елемент маси dmk = γk ∆`k, отже,

m =
∑
(k)

∆mk ≈
∑
(k)

dmk =
∑
(k)

γk ∆`k.

Але це i є iнтегральна сума. Здiйснюючи граничний перехiд,
отримуємо:

m = lim
max ∆`k→0

∑
(k)

γk ∆`k.

Якщо ця границя iснує, є скiнченною i не залежить вiд способу
розбиття i способу обрання точок, в яких обчислюються γk, то
ця границя i буде криволiнiйним iнтегралом першого роду вiд
лiнiйної густини вздовж кривої:

m =

∫
L

γ d`.

Узагальнимо наведенi мiркування. Нехай в деякiй областi D
на площинi Oxy задано криву L, кiнцi якої – точки A(xA, yA),

2Лiнiйна густина γ може вiдрiзнятись в рiзних точках дроту або за рахунок
густини ρ, або за рахунок площi S, або за рахунок обох факторiв одночасно.
Але всерединi кожного окремо взятого елементу довжини маємо γ = γk =
= const, оскiльки величина ∆`k є малою, i густина γ протягом довжини ∆`k
не встигає змiнитись. Отже, як i у випадку визначеного iнтегралу, методи-
ка розрахункiв враховує плавну змiну лiнiйної густини при переборi великої
кiлькостi елементiв довжини.
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B(xB , yB). Ця крива може бути графiком функцiї y = ϕ(x), за-
даної явно, або графiком функцiї x = ψ(y), заданої явно, або
графiком функцiї y(x), заданої параметрично системою рiвнянь
x(t), y(t), або графiком рiвняння F (x, y) = 0, або може бути зада-
ною в iнший спосiб. Наприклад, нехай s позначає вiдстань вiд
точки A(xA, yA) до поточної точки M(x, y) ∈ L, вимiряну вздовж
кривої L, s > 0. Тодi положення поточної точки на кривiй мо-
жна однозначно визначити парою функцiй x(s), y(s). Втiм, це
специфiчно визначене параметричне задання. Його називають
натуральною параметризацiєю.

Розглянемо функцiю двох змiнних f(x, y). Обмежимось роз-
глядом лише тих значень, яких ця функцiя набуває в точках
кривої: f(M) = f(M(x, y)), M(x, y) ∈ L. Потрiбно розумiти, що
таке обмеження перетворює функцiю f на функцiю однiєї
змiнної. Наприклад, якщо крива L задана функцiєю y = ϕ(x),
то f(x, y) = f(x, ϕ(x)). Ця обставина дозволяє надалi вважати
f функцiєю положення однiєї точки, причому це положення
керується єдиним параметром. У випадку f(x, ϕ(x)) таким па-
раметром i є абсциса x.

Оберемо на кривiй (N + 1) точок Ck(xk, yk), k = 0, N , причо-
му C0 = A, CN = B (цi рiвностi розумiємо в сенсi збiгу точок,
тобто як рiвностi x0 = xA, y0 = yA, xN = xB , yN = yB). Числова
послiдовнiсть {xk} вже не повинна монотонно зростати. Але
домовимось вважати, що збiльшенню номеру k вiдповiдає мо-
нотонне збiльшення довжини дуги ACk. Це буде гарантувати,
що при довiльному k точки Ck−1 i Ck є безпосереднiми «сусiда-
ми», тобто iнших точок Cj на кривiй мiж ними немає. Усi точки
кривої L зараз утворюють множину (область) iнтегрування, а
система точок Ck здiйснює її розбиття.

На кожному елементi розбиття Ck−1Ck оберемо точку Mk

(рис. 4.1). Нехай її координати Mk(ξk, ηk). Нехай точки Ck−1 i
Ck є настiльки близькими, що хорда Ck−1Ck, яка стягує дугу
Ck−1Ck, зливається з нею. Довжина хорди (i в граничному сен-
сi – дуги)

∆`k =

√
(xk − xk−1)

2
+ (yk − yk−1)

2
=

√
(∆xk)

2
+ (∆yk)

2
.

Побудуємо добуток f(Mk) ∆`k = f(ξk, ηk) ∆`k i просумуємо усi
такi добутки: ∑

(k)

f(ξk, ηk) ∆`k.
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Рисунок 4.1 – До означення криволiнiйного iнтегралу першого
роду

Цей вираз i є iнтегральною сумою.
� Означення 4.1. Криволiнiйним iнтегралом першого роду

функцiї f(x, y) на кривiй L називається границя iнтегральної
суми ∫

L

f(x, y) d` = lim
max ∆`k→0

N∑
k=1

f(ξk, ηk) ∆`k,

якщо вона 1) iснує i є скiнченною та 2) не залежить вiд а)
способу розбиття кривої L на дуги ∆`k i б) способу вибору
точок Mk всерединi цих дуг.

4.1.1.2 Обчислення криволiнiйного iнтегралу першого роду

Для обчислення криволiнiйного iнтегралу першого роду його
достатньо звести до визначеного iнтегралу.

1◦. Розглянемо випадок, коли контур L iнтегрування є гра-
фiком функцiї3 y = ϕ(x) в межах x ∈ [a, b]. Згiдно з (2.15):

∫
L

f(x, y) d` =

b∫
a

f(x, ϕ(x))

√
1 + [ϕ′(x)]

2
dx.

3Зауважимо, цей випадок не осягає усiх можливостей. Наприклад, крива L
на рис. 4.1 не є графiком однозначної функцiї.
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Аналогiчно, якщо контур L iнтегрування є графiком функцiї
x = ψ(y) в межах y ∈ [c, d], то

∫
L

f(x, y) d` =

d∫
c

f(ψ(y), y)

√
1 + [ψ′(y)]

2
dy.

2◦. Нехай тепер контур L iнтегрування задано параметри-
чно системою рiвнянь x = x(t), y = y(t) в межах t ∈ [t1, t2]. З
використанням вiдповiдних замiн маємо:

∫
L

f(x, y) d` =

t2∫
t1

f(x(t), y(t))

√
[x′(t)]

2
+ [y′(t)]

2
dt. (4.1)

Ця формула узагальнює обидвi попереднi. Зокрема, покладаю-
чи t = x, параметричне задання зводять до явного: y(t) = y(x).
Але остання формула, на вiдмiну вiд двох попереднiх, дозволяє
провести обчислення навiть у випадку, коли контур iнтегрува-
ння не є графiком однозначної функцiї.
C Приклад 4.1. Дрiт довжиною 2πR викладено вздовж ко-

ла x2 + y2 = R2. Лiнiйна густина дроту є змiнною i дорiвнює
γ(x, y) = 4m0

R5 · x2y2. Обчислити масу дроту.
Вводячи параметризацiю x = R cos t, y = R sin t, t ∈ [0, 2π],

d` =

√
(−R sin t)

2
+ (R cos t)

2
dt = Rdt, маємо:

m =

∫
L

γ(x, y) d` =

2π∫
0

4m0

R5
·R2 cos2 t ·R2 sin2 tR dt =

= m0

2π∫
0

(2 sin t cos t)
2
dt = m0

2π∫
0

sin2 2t dt = m0

2π∫
0

1− cos 4t

2
dt =

=
m0

2

(
t− 1

4
sin 4t

)∣∣∣∣2π
0

= πm0. B

4.1.1.3 Властивостi криволiнiйного iнтегралу першого роду

Оскiльки криволiнiйний iнтеграл зводиться до визначеного, то
вiн «успадковує» його властивостi.
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1◦. Лiнiйнiсть:∫
L

[αf(x, y) + βg(x, y)] d` = α

∫
L

f(x, y) d`+ β

∫
L

g(x, y) d`.

2◦. Адитивнiсть. Нехай контур iнтегрування розбито на двi
частини, якi не перекриваються: L = L1 ∪ L2, L1 ∩ L2 = ∅. Тодi∫

L1∪L2

f(x, y) d` =

∫
L1

f(x, y) d`+

∫
L2

f(x, y) d`.

3◦. Нова властивiсть, яка вiдрiзняє криволiнiйний iнтеграл
першого роду вiд визначеного iнтегралу, полягає в тому, що
цей iнтеграл не залежить вiд напрямку iнтегрування:∫

AB

f(x, y) d` =

∫
BA

f(x, y) d`.

Справдi, при збереженнi параметризацiї для змiни напрямку
обходу контуру в (4.1) достатньо обмiняти мiсцями межi t1 i t2.
Але водночас iз цим dt також змiнить знак на протилежний.
Ця властивiсть очевидна з огляду на те, що елемент довжини
d` =

√
dx2 + dy2 не залежить вiд напрямку обходу.

В цьому ж пiдпунктi доречно сформулювати фiзичний i

геометричний змiст криволiнiйного iнтегралу першого роду.

Якщо пiдiнтегральна функцiя є лiнiйною густиною, то цей iн-
теграл дорiвнює масi вiдповiдного дроту. Якщо пiдiнтегральна
функцiя f(x, y) ≡ 1, то цей iнтеграл дорiвнює довжинi вiдповiд-
ного дроту.

4.1.1.4 Узагальнення на тривимiрний випадок

Нехай контур L iнтегрування є просторовою кривою, заданою
параметрично:

L :

x = x(t),
y = y(t),
z = z(t).

Для визначення початку A i кiнця B контуру L, як i ранiше, по-
трiбно обмежитись iнтервалом t ∈ [t1; t2]. Кiнцi цього iнтервалу
такi, що x(t1) = xA, y(t1) = yA, · · · , z(t2) = zB .
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Нехай в просторi задано функцiю трьох змiнних f(x, y, z).
Обмежимось розгляданням лише тих значень, яких ця функцiя
набуває в точках кривої: f(M) = f(M(x, y, z)), M(x, y, z) ∈ L.
Потрiбно розумiти, що таке обмеження перетворює функцiю
f на функцiю однiєї змiнної: з використанням параметризацiї
маємо f(t) = f(x(t), y(t), z(t)).

Розiб’ємо контур L на елементи довжини ∆`k. Всерединi
кожного елементу оберемо точку Mk(ξk, ηk, ζk) i обчислимо до-
буток f(Mk) ∆`k. Сумуючи усi такi добутки, отримуємо iнте-
гральну суму, а здiйснюючи граничний перехiд – криволiнiй-
ний iнтеграл першого роду вздовж просторової кривої:∫

L

f(x, y, z) d` = lim
max ∆`k→0

N∑
k=1

f(ξk, ηk, ζk) ∆`k.

Анiяких новацiй технiка обчислення такої границi не мiстить.
Справдi, аналогiчно до (2.15) маємо:

d` =
√
dx2 + dy2 + dz2 =

√
[x′(t)]

2
+ [y′(t)]

2
+ [z′(t)]

2
dt.

Тому розглядуваний iнтеграл зводиться до визначеного:

∫
L=

^
AB

f(x, y, z) d` =

t2∫
t1

f(x(t), y(t), z(t))

√
[x′(t)]

2
+ [y′(t)]

2
+ [z′(t)]

2
dt.

Властивостi такого iнтегралу, а також його фiзичний i геоме-
тричний змiст залишаються незмiнними порiвняно з двовимiр-
ним випадком.

Параметризацiя просторової кривої може мати прозорий
змiст рiвнянь руху. Наприклад, нехай параметр t вiдiграє роль
часу i x = R cosωt,

y = R sinωt,
z = z0 + vt.

(4.2)

За рахунок перших двох рiвнянь поточна точка здiйснює рiв-
номiрне обертання по колу x2+y2 = R2 з кутовою швидкiстю ω,
але площина цього кола рiвномiрно рухається вздовж осi Oz з
лiнiйною швидкiстю v. Виникає просторова спiраль радiусом R
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i кроком h = vT = v · 2πω , де T – перiод обертання. В наступному
прикладi обчислюється довжина одного кроку такої спiралi.
C Приклад 4.2. Розглянемо спiраль (4.2). Обчислимо елемент

довжини одного кроку спiралi:

d` =

√
[−Rω sinωt]

2
+ [Rω cosωt]

2
+ v2 dt =

√
R2ω2 + v2 dt.

Вважаючи пiдiнтегральну функцiю тотожно рiвною одиницi,
отримуємо:

` =

∫
L=

^
AB

d` =

T∫
0

√
R2ω2 + v2 dt =

√
R2ω2 + v2 t

∣∣∣T
0

=

= T
√
R2ω2 + v2 =

2π

ω

√
R2ω2 + v2. B

4.1.2 Криволiнiйнi iнтеграли другого роду

4.1.2.1 Означення криволiнiйного iнтегралу другого роду

До поняття криволiнiйного iнтегралу другого роду легко при-
йти, розглядаючи задачу про роботу змiнної сили при русi ча-
стинки вздовж деякого контуру L.

Обмежимось плоским рухом, тобто випадком, коли частин-
ка рухається лише в площинi Oxy. Нехай сила, яка дiє на ча-
стинку, залежить лише вiд положення M(x, y) частинки, в який
би момент часу це положення не настало. Тодi вираз для сили
має вигляд

−→
F =

−→
F (x, y). Якщо кожнiй точцi M(x, y) площини

ставиться у вiдповiднiсть вектор
−→
F (x, y) сили, то кажуть, що

на площинi задано стацiонарне4 силове поле.

Звичайно, розглядуване силове поле є векторним. Нехай
проекцiї5 вектора сили на осi дорiвнюють P i Q. Тодi вектор
сили є

−→
F = P

−→
i + Q

−→
j ≡ {P ;Q}. Оскiльки сила в загальному

випадку є рiзною в рiзних точках площини як за модулем, так

4Якщо сила залежить не тiльки вiд координат, а ще й вiд моменту часу, то
поле називають нестацiонарним.

5Нагадаємо, якщо (двовимiрний) простiр натягнуто на ортонормований ба-

зис
{−→
i ,
−→
j
}

, то координати x, y розкладання −→a = x
−→
i +y

−→
j довiльного вектора

−→a за цим базисом водночас є проекцiями цього вектора на координатнi осi.
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Рисунок 4.2 – До обчислення роботи змiнної сили

i за напрямком, то координати вектора
−→
F повиннi залежати вiд

координат точки на площинi: P = P (x, y), Q = Q(x, y). Тодi:

−→
F (x, y) = P (x, y)

−→
i +Q(x, y)

−→
j . (4.3)

Отже, задати плоске стацiонарне векторне поле – це те ж саме,
що задати двi функцiїї двох змiнних: P (x, y), Q(x, y).

Розглянемо тепер довiльний плоский рух частинки. Нехай
вона за час t ∈ [t0; t0 + ∆t] перемiщується з положення M0 в
положення M (рис. 4.2). Нехай цей рух задається системою
рiвнянь руху: x = x(t), y = y(t), причому в момент t0 цi функцiї
приймають значення координат точки M0, а в момент t0 + ∆t –
координат точки M . Тодi вектор перемiщення становить

−→
∆` =

−−−→
M0M =

−−→
OM −

−−−→
OM0 =

=
(
xM
−→
i + yM

−→
j
)
−
(
xM0

−→
i + yM0

−→
j
)

=

= (xM − xM0
)
−→
i + (yM − yM0

)
−→
j = ∆x

−→
i + ∆y

−→
j = {∆x; ∆y} .

Нехай промiжок ∆t є настiлький малим, що протягом цього
часу сила

−→
F змiнитись не встигає. Тодi елементарна робота

сили дорiвнює скалярному добутку

∆A =
−→
F ·
−→
∆` = P (x0, y0) ∆x+Q(x0, y0) ∆y. (∗)
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Розiб’ємо траєкторiю L на спрямованi елементи довжини−→
∆`. Застосовуючи формулу (∗) до кожного з них i додаючи
усi елементарнi роботи, отримаємо iнтегральну суму. Вiдпо-
вiдь виникає при здiйсненнi в цiй сумi граничного переходу

при max
∣∣∣−→∆`∣∣∣ → 0. Якщо ця границя iснує, є скiнченною i не

залежить вiд способу розбиття i способу обрання точки M0, в
якiй обчислюється сила, то ця границя i буде криволiнiйним
iнтегралом другого роду вiд вектору сили вздовж траєкторiї:

A =

∫
L

−→
F · d

−→
` =

∫
L

P (x, y) dx+Q(x, y) dx.

Iнодi, розмiрковуючи аналогiчно, використовують векторний добуток за-

мiсть скалярного i отримують вираз
∫
L

−→
F ×d

−→
` . Наприклад, саме так обчислю-

ють магнiтну iндукцiю
−→
B iз застосуванням закону Бiо–Савара–Лапласа, або

силу Ампера тощо. Втiм, нiчого нового в цьому випадку немає, оскiльки при

обчисленнi векторного добутку виникають три доданки, подiбнi до (∗).
Узагальнимо наведенi мiркування. Нехай в деякiй областi D

на площинi Oxy задано криву L. Розглянемо вектор-функцiю
двох змiнних

−→
F (x, y) = P (x, y)

−→
i +Q(x, y)

−→
j = {P (x, y);Q(x, y)} .

Обмежимось розглядом лише тих значень, яких ця функцiя
набуває в точках кривої:

−→
F (M) =

−→
F (M(x, y)), M(x, y) ∈ L. По-

трiбно розумiти, що таке обмеження перетворює функцiю
−→
F

на функцiю однiєї скалярної змiнної. Наприклад, такою змiн-
ною може бути t, якщо крива L задана параметрично.

Оберемо на кривiй (N + 1) точок Ck(xk, yk), k = 0, N . Систе-
ма точок Ck здiйснює розбиття кривої на спрямованi елемен-
ти довжини

−−→
∆`k =

−−−−−→
Ck−1Ck = ∆xk

−→
i + ∆yk

−→
j = {∆xk; ∆yk}. На

кожному елементi розбиття
−−→
∆`k оберемо точку Mk(ξk, ηk). По-

будуємо скалярний добуток
−→
F (Mk) ·∆

−→
`k i пiдсумуємо усi такi

добутки:∑
(k)

−→
F (Mk) ·∆

−→
`k =

∑
(k)

P (ξk, ηk) ∆xk +Q(ξk, ηk) ∆yk.

Цей вираз i є iнтегральною сумою.
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� Означення 4.2. Криволiнiйним iнтегралом другого роду

вектор-функцiї
−→
F (x, y) = P (x, y)

−→
i + Q(x, y)

−→
j вздовж плоскої

кривої L називається границя iнтегральної суми∫
L

−→
F (x, y) · d

−→
` =

∫
L

P (x, y) dx+Q(x, y) dy =

= lim
max

∣∣∣∆−→`k∣∣∣→0

N∑
k=1

P (ξk, ηk) ∆xk +Q(ξk, ηk) ∆yk,

якщо вона 1) iснує i є скiнченною та 2) не залежить вiд а)
способу розбиття кривої L на спрямованi елементи

−−→
∆`k i б)

способу вибору точок Mk всерединi цих елементiв.
В аналогiчний спосiб визначається криволiнiйний iнтеграл

другого роду i на просторовiй кривiй:∫
L

−→
F (x, y, z) · d

−→
` =

∫
L

P (x, y, z) dx+Q(x, y, z) dy +R(x, y, z) dz =

= lim
max

∣∣∣∆−→`k∣∣∣→0

N∑
k=1

P (ξk, ηk, ζk)∆xk +Q(ξk, ηk, ζk)∆yk +R(ξk, ηk, ζk)∆zk.

Оскiльки P , Q (в тривимiрному випадку – P , Q, R) є прое-
кцiями векторного поля на координатнi осi, то криволiнiйний
iнтеграл другого роду називають також криволiнiйним iнтегра-
лом в проекцiях.

4.1.2.2 Обчислення криволiнiйного iнтегралу другого роду

Для обчислення криволiнiйного iнтегралу другого роду його
достатньо звести до визначеного iнтегралу. Для цього в лiнiй-
ну диференцiальну форму P (x, y) dx+Q(x, y) dy вводять замiну,
яка перетворює криволiнiйний iнтеграл на визначений. Напри-
клад, якщо контур L є графiком функцiї y = ϕ(x), x ∈ [a; b], то

∫
L

P (x, y) dx+Q(x, y) dy =

b∫
a

[P (x, ϕ(x)) +Q(x, ϕ(x))ϕ′(x)] dx.
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Якщо контур L є графiком функцiї x = ψ(y), y ∈ [c; d], то

∫
L

P (x, y) dx+Q(x, y) dy =

d∫
c

[P (ψ(y), y)ψ′(y) +Q(ψ(y), y)] dy.

Якщо контур L задано параметрично: x = x(t), y = y(t), причо-
му t ∈ [t1; t2], то

∫
L

P (x, y) dx+Q(x, y) dy =

t2∫
t1

[P (x(t), y(t))x′(t) +Q(x(t), y(t))y′(t)] dt.

Останнiй iнтеграл, очевидно, iснує, якщо функцiї x(t), y(t) є не-
перервними разом зi своїми похiдними. Ця формула легко уза-
гальнюється на тривимiрний випадок: якщо просторову криву
L задано параметрично: x = x(t), y = y(t), z = z(t), t ∈ [t1; t2], то
iнтеграл вiд вектор-функцiї

−→
F (x, y, z) = P (x, y, z)

−→
i +Q(x, y, z)

−→
j +R(x, y, z)

−→
k

дорiвнює

∫
L

P dx+Qdy +Rdz =

t2∫
t1

[P · x′(t) +Q · y′(t) +R · z′(t)] dt,

де функцiї x(t), y(t), z(t) i їх похiднi неперервнi.
C Приклад 4.3. Дано точки A(0, 0) i B(1, 2). Обчислити кри-

волiнiйний iнтеграл J =
∫
L
x dx + xy dy вiд точки A до точки B

вздовж кривої L в двох наступних випадках: а) L є вiдрiзком
прямої y = 2x; б) L є дугою параболи y = 2x2.
а) Маємо: y = 2x⇒ dy = 2 dx,

J =

∫
L

x dx+ xy dy =

1∫
0

x dx+ x · 2x · 2 dx =

1∫
0

(
x+ 4x2

)
dx =

=

(
x2

2
+

4x3

3

)∣∣∣∣1
0

=
1

2
+

4

3
=

11

6
.
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Рисунок 4.3 – Приклад обчислення криволiнiйного iнтегралу

б) Маємо: y = 2x2 ⇒ dy = 4x dx,

J =

∫
L

x dx+ xy dy =

1∫
0

x dx+ x · 2x2 · 4x dx =

1∫
0

(
x+ 8x4

)
dx =

=

(
x2

2
+

8x5

5

)∣∣∣∣1
0

=
1

2
+

8

5
=

21

10
. B

C Приклад 4.4. Дано точки A(3R, 0) i B(2R,R) (рис. 4.3). Об-
числити криволiнiйний iнтеграл J =

∫
L
y2 dx + 2xy dy в трьох

наступних випадках:
а) вздовж тiєї частина кола (x − 2R)2 + y2 = R2, для якої

x > 2R, y > 0, в напрямку вiд точки A до точки B;
б) вздовж прямої AB в напрямку вiд точки A до точки B;
в) вздовж прямої AB в напрямку вiд точки B до точки A.
а) Задамось параметризацiєюx(t) = R(2 + cos t),

y(t) = R sin t,
0 6 t 6 π

2 .

По-перше, очевидно, що ця параметризацiя задає потрiбне ко-
ло. Справдi: {

x− 2R = R cos t,
y = R sin t.

Пiдносячи цi рiвняння до квадрату i додаючи їх, отримаємо
потрiбне коло. По-друге, введена параметризацiя задає потрi-
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бний напрямок обходу контуру. Справдi, при t = 0 маємо x =
= 3R = xA, y = 0 = yA – початок обходу. При t = π

2 маємо
x = 2R = xB , y = R = yB – кiнець обходу.

Диференцiюємо рiвняння параметризацiї:{
dx = −R sin t dt,
dy = R cos t dt.

Тодi:

J =

∫
L

y2 dx+ 2xy dy =

=

π
2∫

0

R2 sin2 t (−R sin t) dt+ 2R(2 + cos t) ·R sin t ·R cos t dt =

= R3

π
2∫

0

[(
cos2 t− 1

)
+ 2(2 cos t+ cos2 t)

]
sin t dt =

=

∥∥∥∥∥∥∥∥
cos t = z
− sin t dt = dz
z1 = 1
z2 = 0

∥∥∥∥∥∥∥∥ = R3

0∫
1

[(
z2 − 1

)
+ 2(2z + z2)

]
(−dz) =

= R3

1∫
0

(
3z2 + 4z − 1

)
dz = R3

(
z3 + 2z2 − z

)∣∣1
0

= 2R3.

б) Оскiльки тепер контуром iнтегрування є прямолiнiйний
вiдрiзок, то шукатимемо параметризацiю у виглядi:x(t) = αt+ β,

y(t) = γt+ δ,
0 6 t 6 1.

Пiдберемо коефiцiєнти α, β, γ, δ, «прив’язавши» рiвняння до
точки A при t1 = 0 i до точки B при t2 = 1:

x(t1) = xA,
y(t1) = yA,
x(t2) = xB ,
y(t2) = yB ,

⇒


x(0) = 3R,
y(0) = 0,
x(1) = 2R,
y(1) = R,

⇒


α · 0 + β = 3R,
γ · 0 + δ = 0,
α · 1 + β = 2R,
γ · 1 + δ = R.
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Звiдси знаходимо: α = −R, β = 3R, γ = R, δ = 0. Тодi шукана
параметризацiя має вигляд{

x(t) = R(3− t),
y(t) = Rt.

Справдi, додамо цi рiвняння: x+ y = 3R, y = 3R − x. Очевидно,
це i є пряма AB. Диференцiюємо рiвняння параметризацiї:{

dx = −Rdt,
dy = Rdt.

Тодi:

J =

∫
L

y2 dx+ 2xy dy =

=

1∫
0

R2t2 (−R) dt+ 2R(3− t) ·Rt ·Rdt =

= R3

1∫
0

(
6t− 3t2

)
dt = R3

(
3t2 − t3

)∣∣1
0

= 2R3.

в) Знову шукаємо параметризацiю у виглядi:x(t) = αt+ β,
y(t) = γt+ δ,
0 6 t 6 1.

Коефiцiєнти α, β, γ, δ шукаємо в той же спосiб. Але тепер
початковому значенню t1 = 0 слiд поставити у вiдповiднiсть,
навпаки, точку B, а кiнцевому t2 = 1 – точку A:

x(t1) = xB ,
y(t1) = yB ,
x(t2) = xA,
y(t2) = yA,

⇒


x(0) = 2R,
y(0) = R,
x(1) = 3R,
y(1) = 0,

⇒


α · 0 + β = 2R,
γ · 0 + δ = R,
α · 1 + β = 3R,
γ · 1 + δ = 0.

Звiдси знаходимо: α = R, β = 2R, γ = −R, δ = R. Тодi шукана
параметризацiя має вигляд{

x(t) = R(t+ 2),
y(t) = R(1− t).
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Справдi, додамо цi рiвняння: x+ y = 3R, y = 3R − x. Очевидно,
це i є пряма AB. Але цього разу при збiльшеннi параметру t
вiд нуля до одиницi вiдбувається обхiд контуру в зворотному
напрямку – вiд точки B до точки A. Диференцiюємо рiвняння
параметризацiї: {

dx = Rdt,
dy = −Rdt.

Тодi:

J =

∫
L

y2 dx+ 2xy dy =

=

1∫
0

R2(1− t)2Rdt+ 2R(t+ 2) ·R(1− t) · (−R) dt =

= R3

1∫
0

[
(t− 1)2 + 2(t+ 2)(t− 1)

]
dt =

= R3

1∫
0

(
3t2 − 3

)
dt = R3

(
t3 − 3t

)∣∣1
0

= −2R3. B

4.1.2.3 Властивостi криволiнiйного iнтегралу другого роду

Криволiнiйний iнтеграл другого роду, як i першого, є лiнiйним

i адитивним.

Нова властивiсть, яка вiдрiзняє криволiнiйний iнтеграл дру-
гого роду, полягає в тому, що цей iнтеграл залежить вiд на-

прямку iнтегрування. А саме, вiн змiнює знак на протилежний
при змiнi напрямку обходу контуру на протилежний:∫

AB

P (x, y) dx+Q(x, y) dy = −
∫
BA

P (x, y) dx+Q(x, y) dy.

Справдi, припустимо, спрямований елемент довжини
−→
∆` змi-

нили на протилежний,
−→
∆`′ = −

−→
∆`. Тодi новий кут мiж спрямо-

ваним елементом довжини i пiдiнтегральною вектор-функцiєю
α′ = π − α (рис. 4.2). Тодi внесок в iнтегральну суму

−→
F ·
−→
∆`′ =

∣∣∣−→F ∣∣∣ · ∣∣∣−→∆`′∣∣∣ · cosα′ =
∣∣∣−→F ∣∣∣ · ∣∣∣−→∆`∣∣∣ · cos(π − α) =
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= −
∣∣∣−→F ∣∣∣ · ∣∣∣−→∆`∣∣∣ · cosα = −

−→
F ·
−→
∆`.

Втiм, безпосередньо використавши
−→
∆`′ = −

−→
∆` замiсть

−→
∆`, отри-

маємо той самий результат. Зауважимо, змiну знаку iнтегралу
при змiнi напрямку обходу контуру на протилежний ми спо-
стерiгали в останньому прикладi попереднього пiдпункту (при-
клад 4.4, п. в) при русi вздовж прямолiнiйного вiдрiзку AB.

В цьому ж пiдпунктi доречно сформулювати фiзичний змiст

криволiнiйного iнтегралу другого роду. Якщо пiдiнтегральна
векор-функцiя є силою, то криволiнiйний iнтеграл другого ро-
ду дорiвнює роботi цiєї сили при русi частинки вздовж даного
контуру в даному напрямку, причому iнтеграл враховує мо-
жливi змiни модуля i напрямку сили в процесi руху.

Має мiсце ще одна важлива властивiсть криволiнiйного iн-
тегралу другого роду, якiй присвячено наступний пункт.

4.1.2.4 Про повноту диференцiалу

Порiвняємо два останнiх приклади. Iнтеграл вiд лiнiйної ди-
ференцiальної форми6 (ЛДФ) y2 dx + 2xy dy виявлявся однако-
вим при рiзних формах кривої L (пряма або дуга кола) i лише
змiнював знак на протилежний при змiнi напрямку обходу. В
той же час, ЛДФ x dx + xy dy при iнтегруваннi призводила до
рiзних значень при рiзних формах контуру. Виявляється, що
це пов’язано не з властивiстю контуру, а зi специфiкою пi-
дiнтегрального виразу. В разi ЛДФ y2 dx+ 2xy dy iснує функцiя
двох змiнних u(x, y), диференцiал якої збiгається з даною ЛДФ.
Справдi, нехай u(x, y) = xy2. Тодi

du =
∂u

∂x
dx+

∂u

∂y
dy =

∂
(
xy2
)

∂x
dx+

∂
(
xy2
)

∂y
dy = y2 dx+ 2xy dy.

В разi ЛДФ x dx+ xy dy такої функцiї не iснує. Справдi, припу-
стимо, це не так, i iснує u(x, y) така, що

du =
∂u

∂x
dx+

∂u

∂y
dy = x dx+ xy dy.

6Лiнiйною диференцiальною формою тут i далi називатимемо вираз вигляду
P (x, y) dx+Q(x, y) dy.
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Оскiльки dx i dy незалежнi, то ми б отримували систему{ ∂u
∂x = x,
∂u
∂y = xy.

Але ця система є несумiсною. Справдi, з другого рiвняння ми
б отримували u(x, y) = xy2

2 + ϕ(x), де ϕ(x) є невизначеною кон-
стантою при iнтегруваннi за y, i перше рiвняння набувало б
вигляду y2

2 + ϕ′(x) = x. Ясно, що це рiвняння не може бути
виконаним тотожно, оскiльки лiва частина залежить вiд y, а
права – не залежить.

Кажуть, що ЛДФ P (x, y) dx+Q(x, y) dy є повним диференцi-

алом, якщо iснує функцiя двох змiнних u(x, y) така, що

du = P (x, y) dx+Q(x, y) dy.

Метою цього пiдпункту є доведення наступних тверджень:
1) якщо криволiнiйний iнтеграл другого роду вздовж кривої L
не залежить вiд форми контуру iнтегрування, а залежить ли-
ше вiд положення початкової i кiнцевої точок контуру, то пi-
дiнтегральний вираз є повним диференцiалом; 2) якщо пiдiн-
тегральний вираз є повним диференцiалом, то криволiнiйний
iнтеграл другого роду вздовж кривої L не залежить вiд форми
контуру iнтегрування, а залежить лише вiд положення поча-
ткової i кiнцевої точок контуру.

При доведеннi ми будемо вважати, що крива L є кусково-
гладкою i цiлком належить деякiй областi D, i функцiї P (x, y),
Q(x, y) є диференцiйовними усюди в цiй областi.

1◦. Зафiксуємо точку A(xA, yA) i будемо точку B(x, y) вважа-

ти рухомою. Нехай деякий iнтеграл
∫
L
P dx + Qdy, L =

^

AB, не
залежить вiд шляху iнтегрування. Тодi вiн цiлком визначається
лише положенням точки B, тобто

u(x, y) =

B(x,y)∫
A(xA,yA)

P dx+Qdy.

Знайдемо ∂u
∂x в точцi B0(x0, y0). Для цього змiстимо точку B з

положення B0(x0, y0) в положення B′(x0 +∆x, y0) (рис. 4.4). При
цьому прирiст iнтегралу u(x, y) з урахуванням його адитивностi
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Рисунок 4.4 – До обчислення похiдної ∂
∂x

∫
L

P dx+Qdy

становить

∆u = u(x0 + ∆x, y0)− u(x0, y0) =

∫
AB0B′

−
∫
AB0

=

=

 ∫
AB0

+

∫
B0B′

− ∫
AB0

=

∫
B0B′

=

x0+∆x∫
x0

P (x, y0) dx.

Криволiнiйний iнтеграл зведено до визначеного, причому вра-
ховано, що для усiх точок вiдрiзку B0B

′ виконано рiвностi

y = y0 = const, dy ≡ 0.

З цiєї причини доданок Q(x, y) dy вiдкинуто. Тодi маємо:

∂u

∂x

∣∣∣∣
B0

= lim
∆x→0

∆u

∆x
= lim

∆x→0

x0+∆x∫
x0

P (x, y0) dx

∆x
= P (x0, y0).

Нагадаємо, схожу границю ми обчислювали при отриманнi
формули (2.2). Аналогiчно отримуємо ∂u

∂x

∣∣
B0

= Q(x0, y0). Оче-
видно, цi мiркування можна розповсюдити на довiльну точку
B(x, y) областi D. Тодi P (x, y) = ∂u

∂x , Q(x, y) = ∂u
∂y , i пiдiнтеграль-

ний вираз набуває вигляду

P (x, y) dx+Q(x, y) dy =
∂u

∂x
dx+

∂u

∂y
dy = du.
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Отже, доведено: якщо iнтеграл не залежить вiд шляху, а зале-
жить лише вiд положення початку i кiнця контуру iнтегруван-
ня, то ЛДФ P dx+Qdy пiд знаком iнтегралу є повним диферен-
цiалом. I ми навiть пред’явили ту функцiю u(x, y), чиїм повним
диференцiалом є ця ЛДФ.

2◦. Навпаки, якщо ЛДФ P dx + Qdy пiд знаком iнтегралу є
повним диференцiалом, тобто якщо iснує однозначна функцiя
u(x, y) така, що du = P dx + Qdy, то iнтеграл не залежить вiд
шляху iнтегрування, а залежить лише вiд положення початку
i кiнця контуру iнтегрування. Доведемо це.

Дано: iснує функцiя u(x, y) така, що du = P dx+Qdy. Оскiль-
ки, з iншого боку, du = ∂u

∂x dx + ∂u
∂y dy i dx, dy незалежнi, то

P = ∂u
∂x , Q = ∂u

∂y .

Розглянемо довiльний контур L =
^

AB, який не залишає меж
областi D. Нехай його параметризовано системою спiввiдно-
шень x = x(t), y = y(t), t ∈ [t1, t2], причому x(t1) = xA, y(t1) = yA,
x(t2) = xB , y(t2) = yB . В цьому разi функцiя u перетворюється
на функцiю однiєї змiнної t: u = u(x, y) = u(x(t), y(t)). Її похiдна

du

dt
=
∂u

∂x
· dx
dt

+
∂u

∂y
· dy
dt

= P (x, y) · dx
dt

+Q(x, y) · dy
dt
.

Тодi криволiнiйний iнтеграл зводиться до визначеного:

∫
L

P (x, y) dx+Q(x, y) dy =

t2∫
t1

(
P (x, y) · dx

dt
+Q(x, y) · dy

dt

)
dt =

=

t2∫
t1

(
du

dt

)
dt =

t2∫
t1

u′t dt = u(t)|t2t1 = u(t2)− u(t1) =

= u(x(t2), y(t2))− u(x(t1), y(t1)) = u(B)− u(A) = u|BA .

Отримали результат, цiлком аналогiчний до формули Ньютона-
Лейбнiца. Очевидно, цей результат залежить лише вiд положе-
ння точок A i B i не залежить вiд форми контуру L, що i треба
було довести.

Зауважимо, що можна заздалегiдь передбачити, чи є ЛДФ
повним диференцiалом. Якщо ця форма є повним диференцi-
алом, то iснує функцiя u(x, u) така, що ∂u

∂x = P , ∂u
∂y = Q. Але
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друга мiшана похiдна функцiї u(x, u) не залежить вiд порядку
диференцiювання: ∂2u

∂x∂y = ∂2u
∂y∂x , тобто

∂P

∂y
=
∂Q

∂x
. (4.4)

Отже, якщо ЛДФ – повний диференцiал, то (4.4) виконано. Вiд-
повiдно, якщо (4.4) порушено, то вiдповiдна ЛДФ не є повним
диференцiалом. Тому умову (4.4) називають необхiдною7 умо-

вою повноти диференцiалу.

Повернемось до вже розглянутого прикладу, трохи змiнив-
ши його умову.
C Приклад 4.5. Дано точки A(3R, 0) i B(2R,R) (див. рис. 4.3).

Обчислити криволiнiйний iнтеграл J =
∫̂
AB

y2 dx+ 2xy dy.

Маємо: P = y2, Q = 2xy, ∂P
∂y = 2y, ∂Q

∂x = 2y, отже, умову (4.4)
виконано, i ми маємо право обрати довiльний шлях iнтегрува-
ння, наприклад ACB.

Для дiлянки AC покладемо y = 0, а для дiлянки CB – x = 2R,
dx = 0, y ∈ [0;R]:∫

ACB

P dx+Qdy =

∫
AC

02 dx+ 2x · 0 dy +

∫
CB

y2 · 0 + 2 · 2R · y dy =

= 4R

R∫
0

y dy = 2Ry2
∣∣R
0

= 2R3,

що збiгається з вiдповiддю, отриманою вище.
Можна було вдiяти ще простiше: достатньо покласти u =

= xy2 +C (оскiльки (xy2 +C)′x = y2 = P , (xy2 +C)′y = 2xy = Q), i
тодi ∫

^
AB

y2 dx+ 2xy dy =

∫
^
AB

du = u|BA =

7Якщо область D є однозв’язною, то ця умова буде також i достатньою. Дво-
вимiрну область називають однозв’язною, якщо довiльний замкнений контур,
який належить областi, можна неперервно стягнути у точку, не залишаючи
меж областi. Наприклад, круг є однозв’язною областю. В той же час кiльце
(круг з отвором) не є однозв’язною областю. Справдi, будь-який контур, який
охоплює отвiр, при стягування (деформацiї) не зробиться менше отвору, якщо
не перетне його границю.
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Рисунок 4.5 – Замикання контуру iнтегрування

=
(
xy2 + C

)∣∣x=2R,y=R

x=3R,y=0
=
(
2R ·R2 + C

)
−
(
3R · 02 + C

)
= 2R3.

Звичайно, отримана вiдповiдь не залежить вiд C, i можна було
покласти C = 0, u(x, y) = xy2. B

4.1.2.5 Випадок замкненого контуру

Уявiмо контур L =
^

AB, в якому точку A зафiксовано, а точка B
є рухомою (рис. 4.5, лiворуч). Пiсля певних блукань (рис. 4.5,
в центрi) точка B може сумiститись з точкою A, i утвориться
замкнений контур (рис. 4.5, праворуч). Iнтеграл вздовж такого
контуру позначають символом

∮
. Тепер втрачає сенс поняття

«початок контуру». Справдi, починаючи з точки A, з урахува-
нням адитивностi маємо:∮

=

∫
^
AM

+

∫
^
MA′

+

∫
^
A′N

+

∫
^
NA

.

Якщо ми почнемо, наприклад, з точки M , то отримаємо∮
=

∫
^
MA′

+

∫
^
A′N

+

∫
^
NA

+

∫
^
AM

,

тобто вiдбудеться лише циклiчна перестановка доданкiв, а їх
сума залишиться незмiнною; ця сума i є iнтегралом в-довж
замкненого контуру.

Попри вiдмову вiд поняття «початок контуру» напрямок об-
ходу контуру залишається актуальним. Якщо контур є однiєю
замкненою лiнiєю скiнченних розмiрiв, яка не перетинає сама

165



 

𝑂 𝑥 

𝑦 

Рисунок 4.6 – Додатний напрямок обходу контуру

+ 
 � -

à) á) â) ã)

1

Рисунок 4.7 – Позначення напрямку обходу контуру

себе, то додатним домовляються вважати напрямок проти го-
динникової стрiлки (див. рис. 4.5, праворуч; додатний напрямок
показано стрiлкою). Якщо контур є колом або лiнiєю, близькою
до нього, то така домовленiсть iнтуїтивно зрозумiла.

В менш очевидних випадках цю домовленiсть формулю-
ють так. Нехай контур обмежує деяку скiнченну однозв’язну
область. Додатним вважають напрямок, при русi вздовж яко-
го ця область залишається лiворуч вiд спостерiгача (рис. 4.6).
При використаннi символа

∮
, якщо на iнше не вказано, ма-

ють на увазi iнтегрування саме в додатному напрямку. При
бажаннi додатково це пiдкреслити користуються символами а)
або б) (рис. 4.7). При iнтегруваннi вздовж замкненого контуру
в протилежному напрямку користуються символам в) або г)
(рис. 4.7).

Доведемо наступне: якщо криволiнiйний iнтеграл вiд деякої
ЛДФ вздовж довiльного незамкненого контуру не залежить
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вiд форми контура, то криволiнiйний iнтеграл вiд тiєї ж ЛДФ
вздовж замкненого контуру дорiвнює нулю. З використанням
позначень рис. 4.5 маємо:∮

L

P dx+Qdy =

∫
AMA′NA

P dx+Qdy =

=

∫
AMA′

P dx+Qdy +

∫
A′NA

P dx+Qdy =

=

∫
AMA′

P dx+Qdy −
∫

ANA′

P dx+Qdy = 0.

Тут ми спочатку скористались адитивнiстю, розбивши замкне-
ний контур на двi частини AMA′ i A′NA, а потiм в останньо-
му iнтегралi змiнили напрямок iнтегрування на протилежний
(ANA′ замiсть A′NA). В результатi обидва останнi iнтеграли об-
числюються в напрямку вiд точки A до точки A′. В тому числi,
один з них – через точку M , а iнший – через точку N . Але це
не має значення: рiзною є лише форма контурiв AMA′ i ANA′,
але вiд неї iнтеграл за умовою не залежить. Тому два остан-
нiх iнтеграли дорiвнюють один одному, а їх рiзниця дорiвнює
нулю, що i треба було довести.

Отже, доведено еквiвалентнiсть трьох тверджень: 1) iнте-
грал вздовж незамкненого контуру не залежить вiд форми кон-
тура; 2) iнтеграл вздовж замкненого контуру дорiвнює нулю;
3) пiдiнтегральний вираз є повним диференцiалом деякої одно-
значної функцiї. Цю еквiвалентнiсть треба розумiти так: якщо
з трьох тверджень виконане принаймнi одне, то виконанi i оби-
два iнших; якщо з трьох тверджень порушене принаймнi одне,
то порушенi i обидва iнших.

Для тривимiрного випадку можна отримати аналогiчнi ви-
сновки. Тiльки тепер пiдiнтегральним виразом буде ЛДФ

P dx+Qdy +Rdz,

а умовою повноти диференцiалу (тобто умовою iснування фун-
кцiї u, диференцiал du = u′x dx + u′y dy + u′z dz якої збiгається з
даною ЛДФ) замiсть формули (4.4) буде система наступних рiв-
нянь, яка теж виникає з незалежностi других мiшаних частин-
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них похiдних вiд порядку диференцiювання:

∂P

∂y
=
∂Q

∂x
,

∂Q

∂z
=
∂R

∂y
,

∂R

∂x
=
∂P

∂z
.

Еквiвалентнiсть трьох тверджень (повнота диференцiалу пiдiнтегральної
ЛДФ; незалежнiсть криволiнiйного iнтегралу вiд шляху iнтегрування; рiвнiсть
нулю криволiнiйного iнтегралу при iнтегруваннi вздовж замкненого контуру)
в теоретичнiй фiзицi i електродинамiцi є пiдгрунтям для формулювання озна-
чення потенцiального поля. За означенням, силове поле називають потенцi-
альним, якщо робота сил цього поля вздовж довiльного замкненого контуру
дорiвнює нулю. Альтернативно, силове поле є потенцiальним, якщо робота
сил цього поля вздовж довiльного незамкненого контуру не залежить вiд його
форми i визначається лише положенням початкової i кiнцевої точок. Виявляє-
ться, для того, щоб поле було потенцiальним, необхiдно i достатньо, щоб воно
дорiвнювало градiєнту деякої скалярної функцiї; її називають потенцiалом.

Розглянемо силове поле
−→
F {P (x, y, z);Q(x, y, z);R(x, y, z)} .

Нехай iснує функцiя ϕ(x, y, z) така, що
−→
F = gradϕ. Тодi в кожнiй точцi M0

простору маємо векторну рiвнiсть {P ;Q;R} =
{
∂ϕ
∂x

; ∂ϕ
∂y

; ∂ϕ
∂z

}
, звiдки P = ∂ϕ

∂x
,

Q = ∂ϕ
∂y

, R = ∂ϕ
∂z

. Нехай пiд дiєю сили
−→
F здiйснено диференцiально мале

перемiщення з точки M0 на вектор
−→
d` = {dx; dy; dz}. Тодi елементарна робота

цiєї сили є скалярним добутком

dA =
−→
F ·
−→
d` = P · dx+Q · dy +R · dz =

∂ϕ

∂x
dx+

∂ϕ

∂y
dy +

∂ϕ

∂z
dz = dϕ.

Отже, dA – повний диференцiал, що i треба було довести.
Неважко довести i обернене твердження: якщо елементарна робота dA

сили
−→
F при перемiщеннi на довiльний вектор

−→
d` є повним диференцiалом, то

iснує функцiя ϕ така, що
−→
F = gradϕ.

C Приклад 4.6. Нехай нерухомий точковий електричний заряд Q знаходи-
тся у початку системи координат. Нехай положення довiльної точки M(x, y, z)

у просторi визначається радiус-вектором −→r {x, y, z} = x · −→i + y · −→j + z ·
−→
k . Як

вiдомо з електростатики, напруженiсть поля в точцi M дорiвнює
−→
E = kQ

r3
· −→r ,

а електричний потенцiал дорiвнює ϕ = kQ
r

. Тут k = 1
4πε0

, ε0 – електрична

стала. Переконаємось, що
−→
E = − gradϕ.

Маємо:

r =
∣∣−→r ∣∣ =

√
x2 + y2 + z2,

∂r

∂x
=

1

2
√
x2 + y2 + z2

· 2x =
x

r
.

Тодi
∂ϕ

∂x
= kQ

∂

∂x

(
1

r

)
= −

kQ

r2
·
∂r

∂x
= −

kQx

r3
.

Аналогiчно,
∂ϕ

∂y
= −

kQy

r3
,

∂ϕ

∂z
= −

kQz

r3
.
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Маємо

− gradϕ = −
(
∂ϕ

∂x
· −→i +

∂ϕ

∂y
· −→j +

∂ϕ

∂z
·
−→
k

)
=

=
kQx

r3
· −→i +

kQy

r3
· −→j +

kQz

r3
·
−→
k =

=
kQ

r3

(
x · −→i + y · −→j + z ·

−→
k
)

=
kQ

r3
· −→r =

−→
E .

Отже, доведено, що електростатичне поле точкового електричного заряду є
потенцiальним, i пред’явлено його потенцiал. B

Якщо поле не є потенцiальним, то для нього потенцiал не iснує.

C Приклад 4.7. Розглянемо плоске силове поле
−→
F =

{
−F0y

R
, F0x
R
, 0
}

. Умова

(4.4) набуває вигляду

∂
(
−F0y

R

)
∂y

=
∂
(
F0x
R

)
∂x

, −
F0

R
=
F0

R
.

При F0 6= 0 маємо неусувне протирiччя, отже, потенцiал ϕ не iснує.
Розглянемо роботу цього поля при перемiщеннi вздовж кола x2 + y2 = R2,

z ≡ 0 в додатному напрямку. Маємо:

dA = P dx+Qdy = −
F0y

R
dx+

F0x

R
dy =

F0

R
(x dy − y dx) .

Задамося параметризацiєю кола у виглядi{
x = R cosϕ;
y = R sinϕ,

⇒

 dx = −R sinϕdϕ;
y = R cosϕdϕ;
ϕ ∈ [0; 2π].

Тодi

A =

∮
dA =

F0

R

∮
(x dy − y dx) =

=
F0

R

2π∫
0

(R cosϕ ·R cosϕdϕ+R sinϕ ·R sinϕdϕ) = F0R

2π∫
0

dϕ = F0 · 2πR 6= 0.

Отже, розглядуване поле не є потенцiальним i не може бути поданим у виглядi
градiєнта скалярної функцiї. B

4.2 Подвiйнi iнтеграли

4.2.1 Означення i змiст подвiйного iнтегралу

Досi ми iнтегрували функцiї однiєї змiнної. Звернемось тепер
до iнтегрування функцiй двох змiнних. До поняття (подвiйно-
го) iнтегралу вiд функцiї z = f(x, y) легко прийти, розглядаючи
наступну задачу. Нехай в областi D, яку обмежено контуром Γ
на площинi Oxy, задано функцiю z = f(x, y). Її «графiком» є де-
яка криволiнiйна поверхня (рис. 4.8). Побудуємо цилiндричну
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Рисунок 4.8 – До означення подвiйного iнтегралу

поверхню («бiчну стiнку»), спрямувавши твiрну вздовж осi Oz
i здiйснивши її рух вздовж контуру Γ. Утворюється цилiндри-
чне тiло, обмежене цiєю «бiчною стiнкою», площиною z = 0 i
поверхнею z = f(x, y). Поставимо за мету обчислення об’єму
цього тiла.

Якби всерединi областi D функцiя f(x, y) приймала стале
значення, рiвне h, то об’єм цилiндру дорiвнював би добутку
цiєї висоти h i площi областi D. Проблема полягає саме в тому,
що висота точки N на криволiнiйнiй поверхнi є рiзною в рi-
зних мiсцях областi D. Для розв’язання цiєї проблеми як раз i
потрiбен iнтеграл: саме вiн здатен врахувати змiну висоти при
переходi вiд однiєї точки областi D до iншої.

Побудуємо розбиття областi D (рис. 4.9). Для цього прове-
демо систему координатних лiнiй x = xi, де числа xi = const
утворюють монотонно зростаючу послiдовнiсть. Проведенi лi-
нiї розбивають площину Oxy на вертикальнi смуги (в загально-
му випадку – рiзної ширини ∆xi = xi−xi−1). Пронумеруємо цi
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Рисунок 4.9 – Розбиття областi D

смуги в напрямку збiльшення x. До нумерацiї будемо включати
лише тi смуги, всерединi яких знаходиться хоча б яка-небудь
частина областi D. Проведемо також систему координатних
лiнiй y = yi, де yi = const, i отримаємо горизонтальнi смуги
шириною ∆yk = yk − yk−1. Пронумеруємо цi смуги в такий же
спосiб. Область D розбивається на елементарнi прямокутни-
ки. Кожен з них має два номери, i та k, вiдповiдно до того,
на перетинi яких смуг вiн виникає (рис. 4.9). Очевидно, площа
кожного такого прямокутника дорiвнює ∆Sik = ∆xi ∆yk.

Всерединi ik-го прямокутника оберемо довiльну точку з ко-
ординатами Mik(ξi, ηk). Нехай значення функцiї в цiй точцi до-
рiвнює hik = f(ξi, ηk). Вiдповiдно, точка Nik(ξi, ηk, hik) належить
розглядуванiй поверхнi. Тому її аплiката hik вiдiграє роль висо-
ти «стовпчика», основою якого i є даний прямокутник. Нехай
тепер цей прямокутник настiльки малий, що змiною висоти hik
всерединi нього можна знехтувати. Тодi вiдновлюється наше
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Рисунок 4.10 – Надлишок i нестача об’єму

право8 застосувати формулу

об’єм = висота× площа основи.

Вважаючи, що «стовпчик» зверху обмежено горизонтальною
площиною z = hik, для його об’єму маємо:

dVik = hik ∆Sik.

Насправдi, шуканий об’єм ∆Vik «стовпчика» з криволiнiйною
верхньою основою вiдрiзняється вiд цього виразу. Детально
цю вiдмiннiсть можна побачити на рис. 4.10. Наприклад, за
рахунок криволiнiйної пiрамiди SABC об’єм dVik є наближе-
нням шуканого об’єму ∆Vik з нестачею. Але ця нестача при
подрiбненнi розбиття стає некiнченно малою третього поряд-
ку малостi (пропорцiйною до добутку SA×SB×SC), в той час
як величина dVik має другий порядок (вона є пропорцiйною до
добутку ∆Sik = ∆xi ·∆yk). Так само зрiзана криволiнiйна при-
зма ABKLPK1L1P1 зумовлює наближення з надлишком; цим
надлишком можна нехтувати з аналогiчної причини. Тому на-
ближено можна покласти:

∆Vik ≈ dVik = f(ξi, ηk) ∆Sik.

8Щоправда, не для усього тiла, а тiльки для «стовпчика». Проте – для ко-
жного такого «стовпчика».
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Рисунок 4.11 – Нумерацiя елементiв iнтегральної суми

Отже, шуканий об’єм

V =
∑
(i,k)

∆Vik ≈
∑
(i,k)

dVik =
∑
(i,k)

f(ξi, ηk) ∆Sik.

Цей вираз є iнтегральною сумою. Зробимо два зауваження сто-
совно цього виразу.

1◦. Подвоєний нижнiй iндекс (i, k) вiдповiдає подвоєнiй су-
мi. Припустимо поки, що область D – прямокутник, сторони
якого дорiвнюють a i b i паралельнi осям координат. Нехай
його ширину a розбито на m рiвних частин dx = a

m , а висо-
ту b – на n рiвних частин dy = b

n . Тодi при розбиттi виникає
m × n елементарних прямокутникiв ∆Sik = dx dy. Iнтегральна
сума повинна мiстити m× n доданкiв. Їх нумерацiю подано на
рис. 4.11. Органiзувати перебiр усiх цих доданкiв можна в та-
кий спосiб. Спочатку проводимо сумування всерединi кожної
вертикальної смуги, а потiм – за усiма вертикальними смугами:∑

(i,k)

dVik = (dV11 + dV12 + · · ·+ dV1n) +

+ (dV21 + dV22 + · · ·+ dV2n) + · · ·+ (dVm1 + dVm2 + · · ·+ dVmn) =
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=

n∑
k=1

dV1k +

n∑
k=1

dV2k + · · ·+
n∑
k=1

dVmk =

m∑
i=1

(
n∑
k=1

dVik

)
.

Але можна вдiяти i навпаки: спочатку провести сумуван-
ня всерединi кожної горизонтальної смуги, а потiм – за усiма
горизонтальними смугами:∑

(i,k)

dVik = (dV11 + dV21 + · · ·+ dVm1) +

+ (dV12 + dV22 + · · ·+ dVm2) + · · ·+ (dV1n + dV2n + · · ·+ dVmn) =

=

m∑
i=1

dVi1 +

m∑
i=1

dVi2 + · · ·+
m∑
i=1

dVin =

n∑
k=1

(
m∑
i=1

dVik

)
.

В будь-якому випадку iнтегральна сума – це сума сум. В перш-
шому разi сума по k є внутрiшньою, а по i – зовнiшньою, а у
другому – навпаки. Але кiнець кiнцем усi доданки мають бу-
ти врахованi, i в якому порядку – неважливо. Тому при змiнi
порядку сумування дужки не ставлять:

∑
(i,k)

dVik =

m∑
i=1

n∑
k=1

dVik =

n∑
k=1

m∑
i=1

dVik.

Ситуацiя якiсно змiнюється, коли область D перестає бути
прямокутною. Припустимо, вона має форму кола. Зрозумiло,
що смуги, якi мiстять центр кола або принаймнi розташованi
поблизу нього, налiчують багато елементiв ∆Sik, а смуги бiля
країв – менше. Тому, проводячи сумування, наприклад, за пер-
шою вертикальною смугою, потрiбно починати не з k = 1, а з
деякого бiльшого номеру, i завершувати не при k = n, а ранi-
ше. Отже, початок i кiнець сумування у рiзних вертикальних
смугах будуть в загальному випадку рiзними. Iнакше кажучи,
для врахування геометрiї областi D потрiбно встановити де-
яку залежнiсть меж сумування у внутрiшнiй сумi вiд значення
поточного iндексу зовнiшньої суми:

∑
(i,k)

dVik =

m∑
i=1

k2(i)∑
k=k1(i)

dVik =

n∑
k=1

i2(k)∑
i=i1(k)

dVik.
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Для даного розбиття залежностi i1,2(k) або k1,2(i) повиннi бути
такими, щоб до iнтегральної суми булi залученi 1) усi тi i 2) ли-
ше тi елементарнi прямокутники, якi належать областi D. На-
приклад, якщо враховувати лише прямокутники, якi повнiстю
належать областi D, то для розбиття, наведеного на рис. 4.9,
всерединi смуги i = 2 достатньо обмежитись значеннями k = 2
i k = 3. Вiдповiднi елементарнi прямокутники помiчено квадра-
тними маркерами.

Розстановка меж сумування у внутрiшнiй сумi може виявитись доволi де-
лiкатною процедурою. Наприклад, нехай область D – кiльце з центром в по-
чатку координат i внутрiшнiм i зовнiшнiм радiусами r, R. Очевидно, при x = 0
маємо: y ∈ [−R;−r] ∪ [r;R]. Тому при сумуваннi за вертикальною смугою, яка

мiстить центр кiльця, внутрiшню суму слiд розбити на двi:
k′∑
k=1

+
n∑

k=k′′
, а iн-

тервал вiд k′ до k′′, який вiдповiдає внутрiшньому вертикальному дiаметру, до
процесу сумування залучати не потрiбно. Нескладно вигадати i бiльш складнi
штучнi приклади.

2◦. Друге зауваження зробимо стосовно тих приграничних
елементарних прямокутникiв, якi входять до областi D лише
частково. Виявляється, що доданки, якi їм вiдповiдають, можна
за власним бажанням включати або не включати до iнтеграль-
ної суми, i це не вплине на остаточний результат.

Справдi, iнтерес становить не iнтегральна сума, а її границя
за умови, що розмiри усiх елементарних прямокутникiв стають
нескiнченно малим. В разi вiдкидання приграничних прямоку-
тникiв ми фактично переходимо вiд контуру Γ до «внутрiшньо-
го» контуру Γ′, а в разi врахування – до «зовнiшнього» контуру
Γ′′ (рис. 4.9). Побудуємо на контурах Γ′ i Γ′′ цилiндричнi «бiчнi
стiнки». Утворюються вписаний i описаний цилiндри. Нехай їх
об’єми дорiвнюють V ′ i V ′′. Очевидно, V ′ 6 V 6 V ′′. Здiйснюю-
чи граничний перехiд, отримаємо: limV ′ = limV = limV ′′.

Тепер можна надати наступне означення.
� Означення 4.3. Подвiйним iнтегралом функцiї f(x, y) по

областi D називається подвiйна границя iнтегральної суми∫∫
D

f(x, y) dS = lim
max ∆xi→0

max ∆yk→0

∑
(i,k)

f(ξi, ηk) ∆Sik,

якщо вона iснує, є скiнченною i не залежить вiд способу роз-
биття областi D i способу вибору точок Mik(ξi, ηk) всерединi
елементарних прямокутникiв. Функцiю двох змiнних, для якої
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iснує iнтеграл в областi D, називають iнтегровною в областi.

З’ясуємо змiст подвiйного iнтегралу. Геометричний змiст
випливає з наведеного означення: подвiйний iнтеграл дорiвнює
об’єму цилiндричного тiла з нижньою основою D i верхньою
криволiнiйною основою f(x, y):∫∫

D

f(x, y) dS = V.

Ще один аспект геометричного змiсту виникає при розглядi
iнтегралу вiд функцiї f(x, y) ≡ 1. Маємо:

dV = f(x, y) dS = 1 · dS = dS,

тобто черговий доданок iнтегральної сумi в цьому разi дорiв-
нює площi елементарного прямокутника. Тодi ясно, що грани-
ця iнтегральної сумми дорiвнює площi областi D:∫∫

D

f(x, y) dS = SD.

Поєднуючи цi два аспекти, неважко сформулювати поняття
iнтегрального середнього функцiї двох змiнних в данiй областi.
Аналогiчно до одновимiрного випадку (див. п. 2.3.1.2), домови-
мось iнтегральним середнiм функцiї двох змiнних в данiй обла-
стi називати висоту 〈f〉 цилiндру з плоскою верхньою основою,
рiвновеликого даному цилiндровi: 〈f〉 · SD = V . Тодi

〈f〉 =
V

SD
=

∫∫
D

f(x, y) dS∫∫
D

dS
.

Розглянемо також механiчний змiст подвiйного iнтегралу.
Нехай пiдiнтегральна функцiя σ(x, y) є поверхневою густиною
в точцi M(x, y) областi D (див. с. 86). Тодi черговий доданок
iнтегральної сумi дорiвнює масi елементу областi: dm = σ dS, а
границя iнтегральної сумми дорiвнює масi областi D:∫∫

D

σ(x, y) dS = mD.
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4.2.2 Властивостi подвiйного iнтегралу

Як i усiм iнтегралам Рiмана, подвiйному iнтегралу притаманнi
обидвi наступнi властивостi.

1◦. Лiнiйнiсть:∫∫
D

[αf(x, y) + βg(x, y)] dS = α

∫∫
D

f(x, y) dS + β

∫∫
D

g(x, y) dS.

2◦. Адитивнiсть. Нехай область iнтегрування розбито на двi
частини, якi не перекриваються: D = D1 ∪D2, D1 ∩D2 = ∅. Тодi∫∫

D1∪D2

f(x, y) dS =

∫∫
D1

f(x, y) dS +

∫∫
D2

f(x, y) dS.

4.2.3 Обчислення подвiйного iнтегралу

З метою практичного обчислення подвiйний iнтеграл зводять
до повторного. Ми вже знаємо що подвiйний iнтеграл дорiв-
нює об’єму пiд поверхнею. Обчислимо цей об’єм в iнший спо-
сiб, два рази поспiль застосувавши звичайний визначений iн-
теграл.

Нехай функцiю z = f(x, y) визначено в областi D, яку обме-
жено прямими x = a, x = b i графiками функцiй ϕ1(x), ϕ2(x)
(ϕ1(x) < ϕ2(x) при x ∈ [a; b]). «Графiком» функцiї z = f(x, y) є
деяка поверхня Σ (рис. 4.12). Побудуємо її перерiз площиною
x = x0, де x0 ∈ (a; b), x0 = const. В перерiзi утворюється деяка
крива LMN . Її рiвняння: z = g(y), де g(y) = f(x0, y) – функцiя
однiєї змiнної9. Нас цiкавить поведiнка цiєї функцiї лише в iн-
тервалi y ∈ [yL, yN ]. Важливо зауважити, що ординати yL, yN
в загальному випадку залежать вiд того, в якому мiсцi прове-
дено перерiз x = x0. З урахуванням геометрiї областi D має-
мо: yL = ϕ1(x0), yN = ϕ2(x0). Тодi згiдно геометричного змiсту
визначеного iнтеграла площа криволiнiйної трапецiї KLMNP
дорiвнює

Q(x0) =

yN∫
yL

g(y) dy =

ϕ2(x0)∫
ϕ1(x0)

f(x0, y) dy.

9Звичайно, обираючи в iнший спосiб число x0, ми отримаємо iншу криву
L̃M̃Ñ . Вона матиме iнше рiвняння g̃(y) = f(x̃0, y).
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Рисунок 4.12 – Зведення подвiйного iнтегралу до повторного

При проведеннi «сусiднього» перерiзу x = x0 + dx утворює-
ться шар, об’єм якого з точнiстю до малих вищих порядкiв
становить dV (x0) = Q(x0) dx. Оскiльки цей об’єм обчислений
в загальному виглядi для довiльної абсциси, то iндекс «нульо-
ве» можна опустити. Пiдсумовуючи об’єми усiх таких шарiв,
отримуємо об’єм, укладений мiж областю D i поверхнею Σ:

V =

∫
dV (x) =

b∫
a

Q(x) dx =

b∫
a

 ϕ2(x)∫
ϕ1(x)

f(x, y) dy

 dx.

Тепер, прирiвнюючи об’єм V до самого себе, отримуємо пра-
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ктичну формулу для обчислення подвiйного iнтегралу:

∫∫
D

f(x, y) dS =

b∫
a

 ϕ2(x)∫
ϕ1(x)

f(x, y) dy

 dx.

Тут iнтеграл за змiнною y називають внутрiшнiм, а за змiн-
ною x – зовнiшнiм. Виходячи з логiки виведення цiєї формули,
внутрiшнiй iнтеграл обчислюють, вважаючи x сталим параме-
тром. Тому внутрiшнiй iнтеграл залежить вiд x, тобто є функцi-
єю вiд x. (Зовнiшнiй) iнтеграл вiд цiєї функцiї – стале число.
Зауважимо, межi iнтегрування у внутрiшньому iнтегралi мо-
жуть залежати вiд зовнiшньої змiнної, а межi iнтегрування у
зовнiшньому iнтегралi повиннi бути сталими. Можна сказати,
iнтегруючи вперше (тобто обчислюючи внутрiшнiй iнтеграл),
ми позбавляємось однiєї змiнної y, а iнтегруючи вдруге (тобто
обчислюючи зовнiшнiй iнтеграл) – iншої змiнної x. Додамо та-
кож, оскiльки порядок iнтегрування вже встановлено, дужки у
виведенiй формулi не пишуть. Натомiсть, їй надають вигляду:

∫∫
D

f(x, y) dS =

b∫
a

dx

ϕ2(x)∫
ϕ1(x)

f(x, y) dy.

Тут спочатку при сталому x за формулою Ньютона-Лейбнiца
обчислюють iнтеграл за змiнною y, а потiм «вставляють» його
мiж символами

∫ b
a

i dx.
Розглянемо тепер випадок, коли область D обмежено пря-

мими y = c, y = d i графiками функцiй x = ψ1(y), x = ψ2(y)
(ψ1(y) < ψ2(y) при y ∈ [c; d]). Розмiрковуючи аналогiчно, отри-
муємо: ∫∫

D

f(x, y) dS =

d∫
c

dy

ψ2(y)∫
ψ1(y)

f(x, y) dx.

Тепер внутрiшнiм є iнтеграл за змiнною x. Його обчислюють за
формулою Ньютона-Лейбнiца i «вставляють» мiж символами∫ d
c

i dy.
C Приклад 4.8. Обчислимо об’єм пiрамiди, обмеженої пло-

щинами x = 0, y = 0, z = 0, xa + y
b + z

c = 1 (рис. 4.13).
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Рисунок 4.13 – Iнтегрування за трикутною областю

Очевидно, цей об’єм дорiвнює

V =

∫∫
D

z(x, y) dS =

∫∫
4AOB

c
(

1− x

a
− y

b

)
dx dy.

Зведемо цей подвiйний iнтеграл до повторного. Нехай вну-
трiшнiм є iнтегрування за y. Воно вiдбувається для кожного
сталого x iз iнтервалу вiд точки O до точки A, тобто з iнтер-
валу x ∈ [0; a]. Це i є межi зовнiшнього iнтегрування. Межi
внутрiшнього iнтегрування потрiбно розставити так, щоб були
врахованi усi тi i лише тi точки, якi належать трикутнику AOB.
Наприклад, якщо x = xP , то y має змiнюватись в iнтервалi вiд
yP до yM , тобто вiд нуля до y = ϕ2(x) = b

(
1− x

a

)
(останнiй вираз

знайдено з рiвняння прямої AB, яке «у вiдрiзках» є x
a + y

b = 1).
Маємо:

V =

a∫
0

dx

b(1− xa )∫
0

c
(

1− x

a
− y

b

)
dy =

180



= c

a∫
0

dx

(
y − xy

a
− y2

2b

)∣∣∣∣b(1− xa )

0

=

= c

a∫
0

[
b
(

1− x

a

)
−
xb
(
1− x

a

)
a

−
b2
(
1− x

a

)2
2b

]
dx =

=
c

2a2

a∫
0

[
2ab (a− x)− 2xb (a− x)− b (a− x)

2
]
dx =

=
c

2a2

a∫
0

(
bx2 − 2abx+ a2b

)
dx =

=
c

2a2

(
1

3
bx3 − abx2 + a2bx

)∣∣∣∣a
0

=
c

2a2
· 1

3
ba3 =

1

3

(
1

2
ab

)
c,

тобто третина добутку площi основи на висоту, як i має бути.
Нехай тепер внутрiшнiм є iнтегрування за x. Воно вiдбуває-

ться для кожного сталого y iз iнтервалу вiд точки O до точки B,
тобто з iнтервалу y ∈ [0; b]. Це i є межi зовнiшнього iнтегруван-
ня. Межi внутрiшнього iнтегрування потрiбно розставити так,
щоб були врахованi усi тi i лише тi точки, якi належать трику-
тнику AOB. Наприклад, якщо y = yQ, то x має змiнюватись в
iнтервалi вiд xQ до xM , тобто вiд нуля до x = ψ2(y) = a

(
1− y

b

)
(останнiй вираз знову знайдено з рiвняння прямої AB). Маємо:

V =

b∫
0

dy

a(1− yb )∫
0

c
(

1− x

a
− y

b

)
dx =

= c

b∫
0

dy

(
x− x2

2a
− xy

b

)∣∣∣∣a(1− yb )

0

=

= c

b∫
0

[
a
(

1− y

b

)
−
a2
(
1− y

b

)2
2a

−
ya
(
1− y

b

)
b

]
dy =

=
c

2b2

b∫
0

[
2ab (b− y)− a (b− y)

2 − 2ya (b− y)
]
dy =
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=
c

2b2

b∫
0

(
ay2 − 2aby + ab2

)
dy =

=
c

2b2

(
1

3
ay3 − aby2 + ab2y

)∣∣∣∣b
0

=
c

2b2
· 1

3
ab3 =

1

3

(
1

2
ab

)
c.

Звичайно, результат – такий самий. B
Окремий випадок виникає, коли область D є прямокутни-

ком, обмеженим прямими x = a, x = b, y = c, y = d. В цьому
разi сталими будуть не лише зовнiшнi, а також i внутрiшнi
межi iнтегрування:

∫∫
D

f(x, y) dS =

b∫
a

dx

d∫
c

f(x, y) dy =

d∫
c

dy

b∫
a

f(x, y) dx.

Якщо при цьому пiдiнтегральна функцiя «розпадається» на до-
буток двох функцiй вiд однiєї змiнної кожна, то подвiйний iн-
теграл перетворюється на добуток двох визначених iнтегралiв:

∫∫
D

f1(x) · f2(y) dS =

b∫
a

f1(x) dx ·
d∫
c

f2(y) dy.

Справдi, нехай F1(x), F2(y) – первiснi для f1(x), f2(y). Тодi:

∫∫
D

f1(x) · f2(y) dS =

b∫
a

dx

d∫
c

f1(x) · f2(y) dy =

=

b∫
a

dx (f1(x) · F2(y))|dc =

b∫
a

f1(x) (F2(d)− F2(c)) dx =

= (F2(d)− F2(c))

b∫
a

f1(x) dx =

= (F2(d)− F2(c)) F1(x)|ba = (F2(d)− F2(c)) (F1(b)− F1(a)) .

Очевидно, таку саму вiдповiдь ми отримаємо при обчисленнi
визначених iнтегралiв окремо.
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Нехай тепер границя областi D не мiстить нi лiнiй x = const,
анi лiнiй y = const. В цьому разi можливе розбиття областi на
окремi частини i подальше використання адитивностi подвiй-
ного iнтегралу.
C Приклад 4.9. Нехай область D обмежено прямими y = 2x,

y = 2x − 6, y = 1
2x, y = 1

2x + 3 (рис. 4.14). Необхiдно розставити
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Рисунок 4.14 – Розбиття областi

межi iнтегрування.
Розв’язуючи сумiсно пари заданих рiвнянь непаралельних

прямих, отримуємо координати кутових точок границi:{
y = 2x,
y = 1

2x
⇒ O(0; 0);

{
y = 2x,
y = 1

2x+ 3
⇒ A(2; 4);

{
y = 2x− 6,
y = 1

2x+ 3
⇒ B(6; 6);

{
y = 2x− 6,
y = 1

2x
⇒ C(4; 2).

Проведемо вертикальнi прямi через точки A i C i отримаємо на
контурi точки A1(2; 1) i C1(4; 5). Тепер область D розбито на три
пiдобластi D1 (трикутник OAA1), D2 (паралелограм AC1CA1) i
D3 (трикутник CC1B). За адитивнiстю маємо:∫∫

D

f(x, y) dS =

∫∫
D1∪D2∪D3

f(x, y) dS =
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=

∫∫
D1

f(x, y) dS +

∫∫
D2

f(x, y) dS +

∫∫
D3

f(x, y) dS =

=

2∫
0

dx

2x∫
1
2x

f(x, y) dy +

4∫
2

dx

1
2x+3∫
1
2x

f(x, y) dy +

6∫
4

dx

1
2x+3∫

2x−6

f(x, y) dy.

Тут для областi D1 маємо: ϕ1(x) = 1
2x, ϕ2(x) = 2x; для областi

D2 маємо: ϕ1(x) = 1
2x, ϕ2(x) = 1

2x + 3; для областi D3 маємо:
ϕ1(x) = 2x− 6, ϕ2(x) = 1

2x+ 3.
Зауважимо, внутрiшнiм можна було б зробити i iнтегруван-

ня за змiнною x. Але тодi область D потрiбно було б розбивати
горизонтальними прямими, поведеними через точки A i C, а
у внутрiшнiх межах замiсть ϕ1,2(x) використовувати функцiї
ψ1,2(y). Їх вигляд можна знайти, виражаючи x через y iз зада-
них рiвнянь прямих. Вираз для подвiйного iнтегралу набував
би вигляду

2∫
0

dy

2y∫
1
2y

f(x, y) dx+

4∫
2

dy

1
2y+3∫
1
2y

f(x, y) dx+

6∫
4

dy

1
2y+3∫

2y−6

f(x, y) dx. B

Змiна порядку iнтегрування iнодi може спрощувати розра-
хунки завдяки об’єднанню областей iнтегрування.
C Приклад 4.10. Змiнимо порядок iнтегрування у сумi

J =

4∫
0

dx

√
x∫

0

f(x, y) dy +

8∫
4

dx

4− 1
2x∫

0

f(x, y) dy.

З огляду на данi межi iнтегрування, зобразимо обидвi обла-
стi iнтегрування. В першому випадку область D1 обмежена
прямими y = 0, x = 4 i кривою y =

√
x, а у другому – область D2

обмежена прямими y = 0, x = 4, y = 4− 1
2x (рис. 4.15). Маємо:

J =

∫∫
D1

f(x, y) dS +

∫∫
D2

f(x, y) dS =

∫∫
D1∪D2

f(x, y) dS.

З рiвнянь y =
√
x, y = 4 − 1

2x кривих, якi обмежують областi
D1, D2, знаходимо: x = ψ1(y) = y2, x = ψ2(y) = 8 − 2y. Оскiльки
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Рисунок 4.15 – Розбиття областi

в областi D1 ∪D2 ордината обмежена нерiвнiстю 0 6 y 6 2, то
при змiнi порядку iнтегрування оримуємо:

J =

2∫
0

dy

8−2y∫
y2

f(x, y) dx. B

4.2.4 Замiна змiнних у подвiйному iнтегралi

Замiну змiнних у подвiйному iнтегралi в загальному випадку
вводять за допомогою системи рiвнянь{

x = x(ξ, η);
y = y(ξ, η).

(4.5)

Функцiї x = x(ξ, η), y = y(ξ, η) будемо вважати диференцiйов-
ними, а їх частиннi похiднi x′ξ, x

′
η, y

′
ξ, y
′
η – неперервними.

Нехай M(x, y) – довiльна точка замкненої10 областi D в «ста-
рiй» системi координат Oxy. Нехай ∆ – множина усiх розв’яз-
кiв (ξ, η) системи (4.5) при ∀(x, y) ∈ D. Кожен такий роз’язок
можна iнтерпретувати як точку µ(ξ, η) в «новiй» системi коор-
динат Oξη.

Якщо 1) кожнiй точцi M ∈ D вiдповiдає тiльки одна11 точка

10Область D називають замкненою, якщо точки границi також належать цiй
областi.

11Тобто якщо система (4.5) при довiльних x, y має розв’язок (ξ, η), причому
тiльки один.
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Рисунок 4.16 – Криволiнiйнi координати

µ ∈ ∆ i 2) будь-яким рiзним точкам M ′ ∈ D, M ′′ ∈ D вiдповiд-
ають рiзнi точки µ′ ∈ ∆, µ′′ ∈ ∆, то кажуть, що система (4.5)
встановлює взаємно однозначну вiдповiднiсть мiж областями
D i ∆ (взаємно однозначне вiдображення областей D i ∆). Це
означає, що за точкою M(x, y) можна знайти точку µ(ξ, η), i
причому тiльки одну. I навпаки, за точкою µ(ξ, η) можна зна-
йти точку M(x, y), i причому тiльки одну. Взаємну вiдповiднiсть
цих точок позначатимемо символом M ↔ µ. Будемо вважати,
що ця вiдповiднiсть розповсюджується на усi точки областей
D, ∆ аж до границi. Надалi розглядатимемо лише такi функцiї
x = x(ξ, η), y = y(ξ, η), якi забезпечують взаємну однозначнiсть
вiдображення областей D i ∆.

Нехай область ∆ є прямокутником, сторони якого паралель-
нi осям Oξ, Oη «нової» системи координат (рис. 4.16).

Нехай ξ = ξ0 = const. Це рiвняння описує вертикальну коор-
динатну лiнiю в «новiй» системi; на рис. 4.16 вона зображена
як штрихова. Система (4.5) набуває вигляду{

x = x(ξ0, η);
y = y(ξ0, η).

Тепер тут правi частини – функцiї однiєї змiнної η. Тому мо-
жна вважати, що ця система є параметричним заданням деякої
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функцiї y(x) (η – параметр, який, принаймнi в принципi, мо-
жна з цiєї системи виключити). Графiк цiєї функцiї в «старiй»
системi Oxy на рис. 4.16 також зображено штриховою лiнi-
єю. Можна сказати, рiвняння цiєї штрихової кривої в термiнах
«нових» координат має вигляд ξ = ξ0. Перебираючи рiзнi зна-
чення ξ0, отримаємо сiмейство вертикалей в «новiй» системi.
Йому вiдповiдає сiмейство кривих в «старiй» системi.

Аналогiчно, покладаючи η = η0 = const, отримаємо сiмей-
ство горизонталей в «новiй» системi i вiдповiдне до нього сi-
мейство кривих в «старiй» системi. Обидва сiмейства кривих в
«старiй» системi утворюють криволiнiйну координатну сiтку.
Очевидно, якщо µ0(ξ0, η0)↔M0(x0, y0), то точка M0 знаходится
на перетинi кривих ξ = ξ0 i η = η0. Отже, можна сказати, що
система (4.5) в «старiй» областi D визначає деяку криволiнiйну
систему координат.
C Приклад 4.11. Розглянемо перетворення координат{

x = 2ξ − 2η;
y = ξ + η.

Матриця перетворення має визначник∣∣∣∣2 −2
1 1

∣∣∣∣ = 4 6= 0.

Тому ця система має єдиний розв’язок
(
ξ η

)T
. Отже, взаємна

однозначнiсть вiдображення µ(ξ, η)↔M(x, y) ґарантується.
Покладемо ξ = ξ0 = const:{

x(η) = 2ξ0 − 2η;
y(η) = ξ0 + η.

Отримали параметричне задання сiмейства координатних лi-
нiй ξ = const. Перейдемо до явного задання, позбавившись па-
раметру η. Для цього домножимо друге рiвняння на 2 i додамо
обидва рiвняння:

x+ 2y = 4ξ0, y(x) = −1

2
x+ 2ξ0.

Покладемо, наприклад ξ0 = 2. Тодi координатна лiнiя ξ = 2 в
«старих» координатах має рiвняння y = − 1

2x+ 4 (рис. 4.17).

187



 

𝜉 𝑥 

𝑦 

𝜂 

𝜇0 

𝑀0 

2 

1 

2 

3 

Рисунок 4.17 – Приклад лiнiйного перетворення координат

Покладемо тепер η = η0 = const:{
x(ξ) = 2ξ − 2η0;
y(ξ) = ξ + η0.

Отримали параметричне задання сiмейства координатних лi-
нiй η = const. Перейдемо до явного задання, позбавившись па-
раметру ξ. Для цього домножимо друге рiвняння на 2 i вiднi-
мемо перше рiвняння з другого:

2y − x = 4η0, y(x) =
1

2
x+ 2η0.

Покладемо, наприклад, η0 = 1. Тодi координатна лiнiя η = 1 в
«старих» координатах має рiвняння y = 1

2x+ 2.
Нехай в «нових» координатах деяка точка µ0 має координа-

ти µ0(2; 1). Вона вiдображається на точку M0(x0, y0), координати
якої з умови задачi {

x0 = 2 · 2− 2 · 1 = 2;
y0 = 2 + 1 = 3.

Отже, точка M0 має координати M0(2; 3). Легко бачити, що в
«старих» координатах точка M0 лежить на перетинi лiнiй ξ = 2
i η = 1, тобто на перетинi лiнiй y = − 1

2x+ 4 i y = 1
2x+ 2. B

При побудовi сiмейств кривих ξ = ξ0 i η = η0 область D роз-
бивається на елементарнi криволiнiйнi чотирикутники, кожен
з яких вiдображається на елементарний прямолiнiйний пря-
мокутник в «новiй» системi. Поставимо за мету знаходження
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зв’язку мiж площами «старого» криволiнiйного чотирикутни-
ка M0M

′MM ′′ i вiдповiдного «нового» прямолiнiйного прямо-
кутника µ0µ

′µµ′′.
Розглянемо прямокутник µ0µ

′µµ′′ (рис. 4.16). Нехай розмi-
ри ґратки, утвореної сусiднiми координатними лiнiями, станов-
лять dξ × dη. Тодi в «новiй» системi координати вершин

µ0(ξ0, η0), µ′(ξ0 + dξ, η0), µ(ξ0 + dξ, η0 + dη), µ′(ξ0, η0 + dη).

Нехай µ0 ↔ M0, µ′ ↔ M ′, µ ↔ M , µ′′ ↔ M ′′. Нехай dξ → 0,
dη → 0. Тодi в першому наближеннi (при нехтуваннi малими
вищих порядкiв) чотирикутник M0M

′MM ′′ є паралелограмом.
Справдi, побудуємо лiнеаризацiю системи (4.5) в околi точки
µ0. Оскiльки правi частини – диференцiйовнi функцiї, пiдмiни-
мо iх прирости першими диференцiалами i нехтуємо малими
вищих порядкiв. Тодi:x(ξ, η) = x(ξ0, η0) + ∂x

∂ξ

∣∣∣
µ0

dξ + ∂x
∂η

∣∣∣
µ0

dη;

y(ξ, η) = y(ξ0, η0) + ∂y
∂ξ

∣∣∣
µ0

dξ + ∂y
∂η

∣∣∣
µ0

dη,

або {
x = x0 + x′ξ dξ + x′η dη;

y = y0 + y′ξ dξ + y′η dη.
(4.6)

Оскiльки тут усi частиннi похiднi обчислено в данiй точцi µ0,
то вони є сталими числами. Тодi (принаймнi для точок µ, близь-
ких до точки µ0), це перетворення є лiнiйним. А воно, як ми
встановили в останньому прикладi, перетворює прямокутник
µ0µ

′µµ′′ на паралелограм M0M
′MM ′′. Перейдемо до обчисле-

ння його площi. Оскiльки M ′ ↔ µ′ i точки µ0 i µ′ лежать на
однiй координатнiй лiнiї η = const, то dη = 0. Тодi з використа-
нням (4.6) маємо: M ′(x0 + x′ξ dξ, y0 + y′ξ dξ). Аналогiчно, оскiльки
M ′′ ↔ µ′′ i точки µ0 i µ′′ лежать на однiй координатнiй лiнiї ξ =
= const, то dξ = 0. Тодi з (4.6) випливає: M ′′(x0 +x′η dη, y0 +y′η dη).
Тодi вектори, побудованi на сумiжних сторонах паралелограма,
мають координати:

−−−−→
M0M

′ =
−−−→
OM ′ −

−−−→
OM0 =

{
x′ξ dξ; y

′
ξ dξ; 0

}
,

−−−−→
M0M

′′ =
−−−→
OM ′′ −

−−−→
OM0 =

{
x′η dη; y′η dη; 0

}
.
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Площа паралелограма M0M
′MM ′′ дорiвнює модулю векторно-

го добутку цих векторiв. Маємо:

−−−−→
M0M

′ ×
−−−−→
M0M

′′ =

∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

x′ξ dξ y′ξ dξ 0

x′η dη y′η dη 0

∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣x′ξ dξ y′ξ dξ

x′η dη y′η dη

∣∣∣∣ · −→k =

∣∣∣∣x′ξ y′ξ
x′η y′η

∣∣∣∣ dξ dη · −→k .
Позначимо

J =

∣∣∣∣x′ξ y′ξ
x′η y′η

∣∣∣∣ .
Цей визначник на честь Яко́бi12 називають якобiа́ном перетво-
рення координат. Позначаючи площу прямокутника µ0µ

′µµ′′

через dσ = dξ dη, для площi паралелограма M0M
′MM ′′ маємо:

dS =
∣∣∣−−−−→M0M

′ ×
−−−−→
M0M

′′
∣∣∣ = |J | dσ.

Отже, вiдношення елементарних площ в «старих» i «нових»

координатах дорiвнює модулю якобiана перетворення.

Особливий випадок виникає, якщо |J | = 0. При цьому си-
стема (4.6) стає виродженою, а стовпцi якобiану – лiнiйно за-
лежними. Отже, iснує число k таке, що y′ξ = kx′ξ i y′η = kx′η. Тодi
друге рiвняння системи (4.6) набуває вигляду:

y − y0 = y′ξ dξ + y′η dη = k
(
x′ξ dξ + x′η dη

)
= k(x− x0).

Отже, якщо в областi ∆ реалiзувати обидва ступеня свободи
(рух точки µ i вздовж осi Oξ, i вздовж осi Oη), то в областi D
буде реалiзований лише один ступiнь свободи – рух точки M
вздовж прямої13 (`) : y − y0 = k(x− x0). Це означає, що такою
замiною ми не зможемо «покрити» усi потрiбнi точки областi
D, оскiльки будемо залишати точку M тiльки на цiй прямiй.

Якщо система (4.6) стає виродженою, то разом з цим i пе-
ретворення координат, яке вона визначає, називають виродже-
ним. Воно є непридатним для обчислення подвiйних iнтегралiв.

12Карл Густав Якоб Якобi (1804-1851) – нiмецький математик i механiк. Внiс
величезний внесок до комплексного аналiзу, лiнiйної алгебри та iнших роздiлiв
математики i механiки.

13До речi, напрямним вектором цiєї прямої є одночасно i вектор
−−−−→
M0M ′, i

вектор
−−−−→
M0M ′′, оскiльки при |J | = 0 вони стають колiнеарними.
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Зауважимо також, взаємна однозначнiсть вiдображення областей D i ∆ у
випадку виродженого перетворення координат порушується. Справдi, в «но-
вих» координатах розглянемо пряму (λ) : x′ξ(ξ− ξ0) + x′η(η− η0) = C = const.
Система (4.6) набуває вигляду:{

x = x0 + C;
y = y0 + kC.

Власне, це i є параметричне задання прямої (`). В цьому легко переконатись,
виключивши звiдси C. Отже, будь-яка точка µ прямої (λ) вiдображається на
одну й ту ж саму точку M(x0+C, y0+kC) прямої (`). Якщо обрати iнше значе-
ння C̃ (замiсть C), отримаємо iншу пряму (λ̃). Кожна її точка µ̃ вiдобразиться
на iншу точку M̃(x0 + C̃, y0 + kC̃) тiєї самої прямої (`).

Додамо також наступне. Якщо перетворення координат є
лiнiйним, то |J | = const. Тому якщо виродження настає, то
одразу в усiй областi ∆. В разi нелiнiйних перетворень яко-
бiан є функцiєю точки µ. Тому нелiнiйне перетворення може
виявитись виродженим в однiй точцi i про цьому невиродже-
ним в iншiй. Проте усе сказане має мiсце принаймнi в околi
точки µ∗, в якiй настає виродження (J(µ∗) = 0).
C Приклад 4.12. Розглянемо знову перетворення координат{

x = 2ξ − 2η;
y = ξ + η.

Модуль якобiана:

|J | =
∣∣∣∣det

(
x′ξ y′ξ
x′η y′η

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣det

(
2 −2
1 1

)∣∣∣∣ = |4| = 4 6= 0.

Отже, перетворення невироджене. Площа елементарного па-
ралелограму в «старих» координатах дорiвнює dS = 4 dξ dη.
Справдi, як видно з рис. 4.17, при dξ = dη = 1 в «старих» коор-
динатах виникають паралелограми з площею, рiвною 4. B
C Приклад 4.13. Розглянемо перетворення координат{

x = ξ + η;
y = 2ξ + 2η.

Модуль якобiана:

|J | =
∣∣∣∣det

(
x′ξ y′ξ
x′η y′η

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣det

(
1 1
2 2

)∣∣∣∣ = |0| = 0.

Отже, перетворення вироджене i для замiни змiнних неприда-
тне. Справдi, навiть якщо ξ i η незалежнi, мiж x i y виникає
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очевидна залежнiсть: y = 2x. Цiєю прямою всю область D в
«старих» координатах покрити неможливо. B

Обчислення визначника матрицi Якобi дозволяє розглянути
додаткове питання про взаємну орiєнтацiю «старої» i «нової»
систем координат. Припустимо, ми здiйснили ще одне пере-
творення: ξ = η̃, η = ξ̃. Воно зводиться лише до взаємної замi-
ни «нових» абсциси i ординати одна на одну i тому виглядає
як здiйснення осьової симетрiї вiдносно осi η = ξ. В «нових-
нових» координатах (ξ̃, η̃) ми отримаємо дзеркальне вiдобра-
ження областi ∆. Напрямок обходу її контура змiниться на
протилежний. На рис. 4.16, який вiдповiдає випадку det J > 0,
обходу контура α → β → γ → δ → α за годинниковою стрiл-
кою вiдповiдає обхiд контура A → B → C → D → A також за
годинниковою стрiлкою. Отже, «стара» i «нова» системи ма-
ють однаковi орiєнтацiї. При взаємозамiнi ξ ↔ η рядки матри-
цi Якобi мiняються мiсцями, i знак визначника змiнюється на
протилежний. Орiєнтацiї систем також стають протилежними.

Якобi побудував загальну теорiю якобiанiв. Вона має рiзно-
манiтнi застосування, наприклад, при аналiзi неявних функцiй
багатьох змiнних. Ми обмежились лише геометричним засто-
суванням якобiану: його модуль встановлює вiдношення еле-
ментарних площ при замiнi змiнних. Наведене нами геоме-
тричне доведення цього факту належить Остроградському14.
В разi узагальнення системи (4.5) на випадок трьох змiнних
координатнi лiнiї замiнюють на координатнi поверхнi, прямо-
кутники – на паралелепiпеди, а елементи площi – на елементи
об’єму. Натомiсть, остаточний висновок залишається незмiн-
ним:

dV = |J | dξ1 dξ2 dξ3.

Тут J – матриця Якобi порядку 3 × 3. Її ik-й матричний еле-
мент дорiвнює частиннiй похiднiй i-ї «старої» координати за
k-ю «новою» координатою.

Знайдемо якобiан переходу до полярних координат. Систе-
ма (4.5) набуває вигляду{

x(ρ, ϕ) = ρ cosϕ;
y(ρ, ϕ) = ρ sinϕ.

14Михайло Васильович Остроградський (1801-1861) – український математик,
механiк i фiзик. У 2001 роцi ЮНЕСКО внесла Михайла Васильовича Остро-
градського до списку видатних математикiв свiту.
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Матриця Якобi:

J =

(
∂x
∂ρ

∂y
∂ρ

∂x
∂ϕ

∂y
∂ϕ

)
=

(
cosϕ sinϕ
−ρ sinϕ ρ cosϕ

)
.

Її визначник:
det J = ρ cos2 ϕ+ ρ sin2 ϕ = ρ.

Отже, при переходi до полярних координат вираз для елементу
площi dS = dx dy потрiбно замiняти на добуток

dS = ρ dρ dϕ.

Цей факт має настiльки важливе практичне значення, що ми
не можемо не придiлити уваги його геометричному тлумачен-
ню. Нехай деяка точка M0(x, y) має «новi» полярнi координати
ρ i ϕ (рис. 4.18). Проведемо два кола радiусами ρ i ρ + dρ, i
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Рисунок 4.18 – Елемент площi в полярних координатах

утворюється кiльце. Проведемо два променя пiд кутами ϕ i ϕ+
+dϕ до додатного напрямку осi Ox, i таким чином утворюється
сектор. На перетинi цих кiльця i сектору виникає елемент пло-
щi dS в полярних координатах. Обчислимо його. Площа усього

кiльця дорiвнює Sкiльця = π
(

(ρ+ dρ)
2 − ρ2

)
. Оскiльки в повному

обертi мiститься 2π радiан, то на один радiан приходиться пло-
ща 1

2πSкiльця, а на dϕ радiан – площа, в dϕ разiв бiльша. Отже,
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точний вираз для елементу площi

∆S =
1

2π
Sкiльця · dϕ =

1

2

(
(ρ+ dρ)

2 − ρ2
)
dϕ =

=
1

2

(
2ρ dρ+ (dρ)

2
)
dϕ.

Нехтуючи малою (dρ)
2 другого порядку малостi, отримуємо по-

трiбне:
dS = ρ dρ dϕ.

C Приклад 4.14. Обчислимо iнтеграл Пуассона

J =

+∞∫
−∞

e−x
2

dx.

Враховуючи незалежнiсть iнтегралу вiд позначення змiнної
iнтегрування, маємо:

J2 = J · J =

+∞∫
−∞

e−x
2

dx ·
+∞∫
−∞

e−y
2

dy =

∫∫
D

e−(x2+y2)dx dy =

=

∥∥∥∥x = ρ cosϕ x2 + y2 = ρ2

y = ρ sinϕ dx dy = ρ dρ dϕ

∥∥∥∥ =

∫∫
D

e−ρ
2

ρ dρ dϕ =

=

2π∫
0

dϕ

+∞∫
0

e−ρ
2

ρ dρ =

∥∥∥∥∥∥
z = ρ2 ρ = 0⇒ z = 0
dz = 2ρ dρ ρ→ +∞⇒ z → +∞
ρ dρ = 1

2dz

∥∥∥∥∥∥ =

=

2π∫
0

dϕ

+∞∫
0

1

2
e−zdz =

1

2

2π∫
0

(
e−z
∣∣0
+∞

)
︸ ︷︷ ︸

=1

dϕ =
1

2
ϕ

∣∣∣∣2π
0

= π.

Оскiльки J2 = π, то остаточно отримуємо:

+∞∫
−∞

e−x
2

dx =
√
π.

Зауважимо, цей iнтеграл знаходить широке застосування в те-
орiї ймовiрностей i математичнiй статистицi, а також у бага-
тьох прикладних дисциплiнах. B
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4.2.5 Формула Грiна

Формула Грiна встановлює тiсний зв’язок мiж подвiйним iнте-
гралом i криволiнiйним iнтегралом другого роду.

Розглянемо криволiнiйну трапецiю KLMN (рис. 4.19), яку

 

𝑥 

𝑦 

𝑎 𝑏 𝑂 

𝐾 

𝐿 
𝑀 

𝑁 

𝑀′ 

𝑁′ 

𝐾′ =  𝐿′ 

𝑎′ 𝑏′ 

Рисунок 4.19 – До виводу формули Грiна

обмежено прямими x = a (дiлянка KL), x = b (дiлянка MN )
i графiками функцiй y = ϕ1(x), y = ϕ2(x) (дiлянки KN , LM ).
Нехай функцiї ϕ1(x), ϕ2(x) є однозначними (кожна з кривих
KN , LM перетинається будь-якою вертикаллю x = x0 = const,
x0 ∈ [a; b], тiльки один раз). Нехай ϕ1(x) < ϕ2(x) при ∀x ∈ (a, b)
(тобто ϕ1(x) – «нижня» крива, а ϕ2(x) – «верхня»).

При цьому не виключається можливiсть того, що одна з бi-
чних дiлянок (або навiть обидвi одночасно) може бути стягну-
тою у точку. Наприклад, нас влаштує випадок, зображений на
рис. 4.19 праворуч: довжина K ′L′ стає рiвною нулю за рахунок
рiвностi ϕ1(a′) = ϕ2(a′), але попри це крива ϕ1(x) залишається
«нижньою», а крива ϕ2(x) – «верхньою». Криволiнiйнi трапецiї,
якi задовольняють викладеним вимогам, назвемо криволiнiй-
ними трапецiями першого типу15. Зокрема, такою трапецiєю є
коло x2 +y2 = R2. Для нього a = −R, b = R, ϕ1,2(x) = ±

√
R2 − x2,

а роль точки K ′ вiдiграє точка K ′(−R, 0).
Область, обмежену трапецiєю KLMN , позначимо через D,

а її границю (власне трапецiю) – через Γ. Нехай в областi D

15Такий термiн використовує Г.М. Фiхтенгольц [2] на с. 176.
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задано деяку функцiю P (x, y), неперервну разом зi своєю ча-
стинною похiдною p(x, y) = ∂P

∂y . Обчислимо подвiйний iнтеграл∫∫
D

∂P
∂y dS. Зводячи його до повторного, маємо:

∫∫
D

∂P

∂y
dS =

b∫
a

dx

ϕ2(x)∫
ϕ1(x)

∂P

∂y
dy =

b∫
a

dx

ϕ2(x)∫
ϕ1(x)

p(x, y) dy =

=

b∫
a

P (x, y)|ϕ2(x)
ϕ1(x) dx =

b∫
a

[P (x, ϕ2(x))− P (x, ϕ1(x))] dx =

=

b∫
a

P (x, ϕ2(x))dx−
b∫
a

P (x, ϕ1(x))dx =

=

b∫
a

P (x, ϕ2(x))dx+

a∫
b

P (x, ϕ1(x))dx =

=

∫
LM

P dx+

=0︷ ︸︸ ︷∫
MN

P dx+

∫
NK

P dx+

=0︷ ︸︸ ︷∫
KL

P dx = −
∮
Γ

P dx.

Тут iнтеграл
∫ b
a
P (x, ϕ2(x))dx за рахунок використання аргу-

менту ϕ2(x) є криволiнiйним iнтегралом другого роду вздовж
«верхньої» кривої LM в напрямку праворуч, тобто в напрямку
вiд L до M . Вiдповiдно, iнтеграл

∫ a
b
P (x, ϕ1(x))dx за рахунок ви-

користання аргументу ϕ1(x) є криволiнiйним iнтегралом друго-
го роду вздовж «нижньої» кривої NK, причому в напрямку лi-
воруч, тобто в напрямку вiд N до K. Iнтеграли вздовж вiдрiзкiв
MN , KL дорiвнюють нулю, оскiльки на цих вiдрiзках dx = 0.
Але наявнiсть цих iнтегралiв робить контур LMNKL замкне-
ним. Його обхiд вiдбувається за годинниковою стрiлкою. Тому
перед iнтегралом

∮
Γ
P dx ми поставили знак «мiнус» (при його

обчисленнi за замовчуванням контур Γ обходиться в додатно-
му напрямку, тобто проти годинникової стрiлки, що i змiнює
його знак на протилежний). Остаточно:∫∫

D

∂P

∂y
dS = −

∮
Γ

P dx. (4.7)
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Доведемо, що отримана формула (4.7) залишається справе-
дливою при деякому послабленнi початкових припущень. А
саме, знiмемо вимогу однозначностi функцiй ϕ1(x), ϕ2(x). Це
дозволить розширити множину областей D, для яких виконує-
ться формула (4.7). А саме, будемо вважати, що область D або
обмежена криволiнiйною трапецiєю першого типу, або (чого
досi не було) може бути розбита системою прямих x = const
на скiнченну кiлькiсть таких пiдобластей.

Обмежимось випадком, зображеним на рис. 4.20, оскiльки
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Рисунок 4.20 – До розширення множини областей D

при подальшому ускладненнi геометрiї контуру достатньо за-
стосувати описаний нижче прийом вiдповiдну кiлькiсть разiв.

Проведемо вертикаль x = x0. Область D розбивається на
пiдобластi D1, D2, D3, кожна з яких обмежується криволiнiй-
ною трапецiєю першого типу. Застосовуючи формулу (4.7) до
кожної з пiдобластей, маємо:

∫∫
D1

∂P
∂y dS = −

∮
Γ1

P dx = −
( ∫
KM

P dx+
∫
ML

P dx+
∫
LK

P dx

)
;∫∫

D2

∂P
∂y dS = −

∮
Γ1

P dx = −
( ∫
MK

P dx+
∫
KR

P dx+
∫
RN

P dx+
∫

MN

P dx

)
;∫∫

D3

∂P
∂y dS = −

∮
Γ1

P dx = −
( ∫
RK

P dx+
∫
KT

P dx+
∫
TR

P dx

)
.
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Додамо цi рiвняння. Оскiльки змiна напрямку на протилежний
змiнює знак криволiнiйного iнтегралу на протилежний, то∫

MK

P dx+

∫
KM

P dx = 0,

∫
RK

P dx+

∫
KR

P dx = 0.

В загальному випадку аналогiчнi спiввiдношення потрiбно на-
писати стiльки разiв, скiльки розрiзiв матиме область D. Тому
пiсля додавання отримаємо:∫∫

D1

∂P

∂y
dS +

∫∫
D2

∂P

∂y
dS +

∫∫
D3

∂P

∂y
dS =

= −

 ∫
NM

P dx+

∫
ML

P dx+

∫
LK

P dx+

∫
KT

P dx+

∫
TR

P dx+

∫
RN

P dx

 .

Отже, додавання рiвнянь позбавляє нас iнтегрування вздовж
внутрiшнiх розрiзiв областi D. Користуючись тепер адитивнi-
стю iнтегралiв Рiмана, маємо:∫∫

D1∪D2∪D3

∂P

∂y
dS = −

∫
NM∪ML∪LK∪KT∪TR∪RN

P dx,

тобто ∫∫
D

∂P

∂y
dS = −

∮
Γ

P dx.

Але це i є формула (4.7), що i треба було довести.
На рис. 4.21 подано криволiнiйну трапецiю другого типу.

Її обмежено горизонталями y = c, y = d (дiлянки KL, NM ) i
графiками функцiй x = ψ1(y), x = ψ2(y) (дiлянки NK, ML). Не-
хай функцiї ψ1(y), ψ2(y) є однозначними (кожна з кривих NK,
ML перетинається будь-якою горизонталлю y = y0 = const,
y0 ∈ [c; d], тiльки один раз). Нехай ψ1(y) < ψ2(y) при ∀y ∈ (c, d)
(тобто ψ1(y) – «лiва» крива, а ψ2(y) – «права»).

При цьому не виключається можливiсть того, що одна з бi-
чних дiлянок (або навiть обидвi одночасно) може бути стягну-
тою у точку. Наприклад, нас влаштує випадок, зображений на
рис. 4.21 праворуч: довжина K ′L′ стає рiвною нулю за рахунок
рiвностi ψ1(d′) = ψ2(d′), але крива ψ1(y) залишається «лiвою»,
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Рисунок 4.21 – Криволiнiйна трапецiя другого типу

а крива ψ2(y) – «правою». Криволiнiйнi трапецiї, якi задоволь-
няють викладеним вимогам, – другого типу. Зокрема, такою
трапецiєю є коло x2+y2 = R2. Для нього c = −R, d = R, ψ1,2(y) =

= ±
√
R2 − y2, а роль точки K ′ вiдiграє точка K ′(0, R). До речi,

«бути трапецiєю другого типу» не значить «не бути трапецiєю
першого типу». Як бачимо, наше коло одночасно пiдпадає i пiд
перший тип, i пiд другий.

Нехай тепер в областi D, обмеженiй криволiнiйною трапецi-
єю другого типу, визначено деяку функцiю Q(x, y), неперервну
разом зi своєю частинною похiдною q(x, y) = ∂Q

∂x . Обчислимо
подвiйний iнтеграл

∫∫
D

∂Q
∂x dS. Зводячи його до повторного, ана-

логiчно маємо:

∫∫
D

∂Q

∂x
dS =

d∫
c

dy

ψ2(y)∫
ψ1(y)

∂Q

∂x
dx =

d∫
c

dy

ψ2(y)∫
ψ1(y)

q(x, y) dx =

=

d∫
c

Q(x, y)|ψ2(y)
ψ1(y) dy =

d∫
c

[Q(ψ2(y), y)−Q(ψ1(y), y)] dy =

=

d∫
c

Q(ψ2(y), y)dy −
d∫
c

Q(ψ1(y), y)dy =
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=

d∫
c

Q(ψ2(y), y)dy +

c∫
d

Q(ψ1(y), y)dy =

=

∫
ML

Qdy +

=0︷ ︸︸ ︷∫
LK

Qdy+

∫
KN

Qdy +

=0︷ ︸︸ ︷∫
NM

Qdy =

∮
Γ

Qdy.

Остаточно, оскiльки змiна напрямку обходу контуру цього ра-
зу не вiдбувається, одержуємо:∫∫

D

∂Q

∂x
dS =

∮
Γ

Qdy. (4.8)

Дiю цiєї формули також можна розповсюдити на бiльш ши-
року множину областей. А саме, нехай область можна розрi-
зати горизонталями y = y0 = const на скiнченну кiлькiсть пiдо-
бластей, кожна з яких обмежується криволiнiйною трапецiєю
другого типу. Додавання рiвнянь (4.8), записаних для кожної
такої пiдобластi, знову позбавляє нас iнтегрування вздовж вну-
трiшнiх розрiзiв областi D.

Нарештi, приступимо до виводу формули Грiна. Нехай в де-
якiй областi D заданi функцiї P (x, y), Q(x, y), неперервнi разом
зi своїми частинними похiдними. Нехай область D є криво-
лiнiйною трапецiєю першого типу або може бути розбита на
скiнченну кiлькiсть таких областей. Тодi справджується фор-
мула (4.7). Нехай, одночасно з цим, область D є криволiнiйноюо
трапецiєю другого типу або може бути розбита на скiнченну
кiлькiсть таких областей. Тодi справджується також i формула
(4.8). Вiднiмаючи формулу (4.7) з формули (4.8) i користуючись
лiнiйнiстю iнтегралiв Рiмана, отримуємо:∫∫

D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dS =

∮
Γ

P dx+Qdy.

Це i є формула Грiна. За її допомогою тепер можна в бiльш
простий спосiб дослiдити властивiсть криволiнiйних iнтегралiв:
якщо P dx + Qdy – повний диференцiал, то

∮
Γ
P dx + Qdy = 0.

Справдi, якщо P dx+Qdy – повний диференцiал, то ∂Q
∂x = ∂P

∂y , i
лiва частина формули Грiна перетворюється на тотожний нуль.

200



4.2.6 Застосування подвiйного iнтегралу

Застосування подвiйного iнтегралу є доречним всюди, де по-
трiбне врахування змiни деякої величини, розподiленої всере-
динi двовимiрної плоскої областi. В механiчних застосуваннях
такою величиною може бути поверхнева густина. За означе-
нням вона дорiвнює масi, зосередженiй в одиницi площi по-
верхнi, σ = ∆m

∆S (див. також с. 86). В разi однорiдних пла-
стин σ = const, i можна писати σ = m

S . В разi неоднорiдних
пластин поверхнева густина є функцiєю, i потрiбно писати
σ(x, y) ≡ σ(M) = dm

dS .

4.2.6.1 Центр мас неоднорiдної пластини

Нехай в областi D розмiщено неоднорiдну пластину, поверхне-
ва густина якої в довiльнiй точцi M(x, y) дорiвнює σ(M). Тодi
маса елементу dS площi, який охоплює поточну точку M , з
точнiстю до малих вищих порядкiв становить dm = σ(M) dS.
Пiдсумовуючи за всiма елементами площi, отримуємо:

m =

∫∫
D

dm =

∫∫
D

σ dS.

Цим iнтегралом врахована змiна густини σ при переходi вiд
однiєї точки до iншої.

Зокрема, для однорiдних пластин можливо винести кон-
станту σ за знак iнтегралу:

m = σ

∫∫
D

dS = σS.

Тут
∫∫
D
dS = S – площа областi D, тобто площа пластини.

Форма пластини при цьому значення не має.
Нехай точка C – центр мас неоднорiдної пластини. Абсциса

центру мас системи дискретних матерiальних точок за означе-
нням (2.10) дорiвнює

xC =

∑
(i)

ximi∑
(i)

mi
.
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Тут xi – абсциси точок, в яких розташовано маси mi. При роз-
биттi областi D кожний елемент dS площi стає носiєм маси
dm = σ dS, яка i виконує роль маси mi чергової матерiальної
точки. Тодi

xC ≈

∑
(i)

xiσi dSi∑
(i)

σi dSi
.

Тут σi = σ(Mi), де Mi – довiльна точка всерединi елементу dSi.
Отримана рiвнiсть є наближеною, оскiльки при її складаннi
вважається, що густина σ є сталою всерединi елементу dSi (i
такою, як в точцi Mi). Вiдмiннiсть густини в сусiднiх точках
цього ж елементу зумовлює похибку вищого порядку мало-
стi. Границя цiєї похибки дорiвнює нулю. Тому при здiйсненнi
граничного переходу наближена рiвнiсть перетворюється на
точну, i ми отримуємо:

xC =

∫∫
D

xσ dS∫∫
D

σ dS
=

1

m

∫∫
D

xσ dS.

Нагадаємо, аналогiчний вигляд мав вираз (2.9).
В разi однорiдної пластини можливо винести константу σ

за знак iнтегралу:

xC =

∫∫
D

x dS∫∫
D

dS
.

Змiст отриманого виразу – iнтегральне середнє (див. п. 4.2.1)
для абсциси, усередненої за усiма точкам областi D. Аналогi-
чно, для ординати центру мас

yC =

∫∫
D

yσ dS∫∫
D

σ dS
=

1

m

∫∫
D

yσ dS.

C Приклад 4.15. Знайдемо положення центру мас суцiльного
однорiдного рiвнобiчного трикутника з основою 2a i висотою
h (рис. 4.22, лiворуч). Очевидно, з мiркувань симетрiї абсци-
са центру мас xC = 0. Для ординати центру мас за рахунок
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Рисунок 4.22 – Центри мас трикутника i пiвкола

однорiдностi (σ = const; на цю величину скорочуємо) маємо:

yC =

∫∫
D

y dS∫∫
D

dS
.

Тут знаменник дорiвнює площi трикутника:
∫∫
D
dS = ah.

Область трикутника є криволiнiйною трапецiєю другого ти-
пу, тому iнтегрування за x зробимо внутрiшнiм, а за y – зов-
нiшнiм. Рiвняння бiчних сторiн x

±a + y
h = 1. Знаходячи звiдси x,

зводимо чисельник до повторного iнтегралу:

∫∫
D

y dS =

h∫
0

dy

a(1− yh )∫
−a(1− yh )

y dx =

h∫
0

xy

∣∣∣∣a(1− yh )

−a(1− yh )
dy =

=

h∫
0

2ay
(

1− y

h

)
dy = 2a

h∫
0

(
y − y2

h

)
dy =

= 2a

(
y2

2
− y3

3h

)∣∣∣∣h
0

= 2a

(
h2

2
− h2

3

)
=
ah2

3
.

Отже, yC = h
3 i не залежить вiд a, що збiгається з вiдомим

результатом (див. приклад 2.20 на с. 90). B
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C Приклад 4.16. Знайдемо положення центру мас суцiльного
однорiдного пiвкола радiуса R (рис. 4.22, праворуч). Аналогiчно
до попереднього прикладу маємо xC = 0, а також:

yC =

∫∫
D

y dS∫∫
D

dS
.

Тут знаменник дорiвнює площi пiвкола:
∫∫
D
dS = 1

2πR
2. Чисель-

ник обчислимо, переходячи до полярних координат:

∫∫
D

y dS =

∫∫
D

ρ sinϕ︸ ︷︷ ︸
=y

ρ dρ dϕ︸ ︷︷ ︸
=dS

=

π∫
0

dϕ

R∫
0

ρ2 sinϕdρ =

=

π∫
0

sinϕdϕ

R∫
0

ρ2 dρ = cosϕ
∣∣∣0
π
· ρ

3

3

∣∣∣∣R
0

=
2R3

3
.

Тут подвiйний iнтеграл перетворено на добуток визначених
iнтегралiв (див. с. 182). Отже,

yC =
2R3

3
1
2πR

2
=

4R

3π
. B

4.2.6.2 Моменти iнерцiї неоднорiдної пластини

Як ми вже обговорювали, при обертальному русi рiзнi «шма-
точки» (диференцiально малi елементи) твердого тiла оберта-
ються за колами рiзних радiусiв, i тому мають рiзнi лiнiйнi
швидкостi v. Тому внесок чергового «шматочку» до кiнетичної
енергiї доцiльно обчислювати не у виглядi dK = 1

2v
2 dm, а у

виглядi dK = 1
2ω

2 dJ (лiнiйнi швидкостi v у рiзних «шматочкiв»
рiзнi, а кутова швидкiсть ω – однакова). Тут внесок dJ визна-
чається формулою (2.8). Для зручностi наведемо її ще раз:

dJ = r2 dm.

Тут dm – маса елементу тiла, r – вiдстань вiд цього елементу
до осi обертання.

Нехай в областi D розмiщено тонку неоднорiдну пласти-
ну з поверхневою густиною σ(M), де M(x, y) – довiльна точка
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областi D. Розiб’ємо область D на елементи dS. Маса елемен-
ту становить dm = σ(M) dS. При обертаннi пластини навколо
осi Ox вiдстань вiд елементу до цiєї осi дорiвнює r = y. Тодi
внесок цього елементу до загального моменту iнерцiї дорiвнює
dJx = y2σ dS. Отже, при обертаннi навколо осi Ox маємо:

Jx =

∫∫
D

dJ =

∫∫
D

y2σ dS.

Аналогiчно, при обертаннi навколо осi Oy маємо:

Jy =

∫∫
D

dJ =

∫∫
D

x2σ dS.

Звичайно, для однорiдних пластин σ = const, i цю величину
можливо винести за знак iнтегралу.
C Приклад 4.17. Нехай тонку однорiдну прямокутну пла-

стину з поверхневою густиною σ обмежено прямими x = ± b
2 ,

y = ±h2 . Обчислимо момент iнерцiї пластини при обертаннi
навколо осi Ox. Маємо:

Jx =

∫∫
D

y2σ dS =

+ b
2∫

− b2

dx

+h
2∫

−h2

y2σ dy = σ

+ b
2∫

− b2

dx ·

+h
2∫

−h2

y2 dy =
σbh3

12
.

Тут знову подвiйний iнтеграл перетворено на добуток визна-
чених iнтегралiв (див. с. 182). Знайдений результат збiгається
з отриманим в прикладi 2.19. B

Уточнiмо цей результат.
C Приклад 4.18. Нехай тепер пластина не є «тонкою» i має

скiнченну товщину δ (рис. 4.23). Видiлимо елемент маси у фор-
мi стержня висотою b i основою dS = dy dz. Його маса дорiвнює
dm = ρ dV = ρb dy dz. Внесок до моменту iнерцiї dJ = r2 dm. Але
тепер вiдстань вiд кожної точки елемента до осi Ox дорiвнює
r =

√
y2 + z2 (а не y, як було ранiше). Маємо:

J̃x =

∫∫
D

r2 dm =

∫∫
D

(
y2 + z2

)
ρb dy dz =

= ρb

δ
2∫

− δ2

dz

h
2∫

−h2

(
y2 + z2

)
dy = ρb

δ
2∫

− δ2

(
y3

3
+ z2y

)∣∣∣∣h2
−h2

dz =
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Рисунок 4.23 – До врахування товщини пластини

= ρb

δ
2∫

− δ2

(
h3

12
+ z2h

)
dz = ρb

(
h3

12
z +

z3

3
h

)∣∣∣∣ δ2
− δ2

=

= ρb

(
h3

12
δ +

δ3

12
h

)
= ρδ

bh3

12

(
1 +

δ2

h2

)
.

Прирiвнюючи масу пластини до самої себе, маємо: ρV = σS,
ρVS = σ, σ = ρδ. Тодi

J̃x = σ
bh3

12

(
1 +

δ2

h2

)
= Jx

(
1 +

δ2

h2

)
.

Отже, врахування скiнченностi товщини пластини веде до по-
правки другого порядку малостi. Якщо δ = 0,1h (настiльки тов-
стi пластини називають плитами), то вiдмiннiсть J̃x i Jx складе
усього 1 %. B

Розглядають також полярний момент iнерцiї. Вiн виникає
при обертаннi навколо осi, яка проходить через центр мас пла-
стини перпендикулярно до її площини. Очевидно, у цьому разi
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потрiбно покласти r =
√
x2 + y2, i ми отримаємо:

J =

∫∫
D

r2 dm =

∫∫
D

(
x2 + y2

)
σ(x, y) dS.

4.2.6.3 Iншi застосування

Прикладом ще однiєї величини, розподiленої всерединi двови-
мiрної плоскої областi, може бути поверхнева густина електри-
чного заряду σ = dQ

dS .
C Приклад 4.19. Обчислимо напруженiсть електричного по-

ля, створюваного зарядом, рiвномiрно розподiленим по диску
радiуса R з поверхневою густиною σ (рис. 4.24). Точка спосте-
реження поля знаходится на осi диска на вiдстанi h вiд його
площини.

Розiб’ємо область D диска на елементи площi. Нехай в точцi
M видiлено елемент dS. Вiн мiстить заряд dQ = σ dS. Поле
цього заряду dE = k dQ

r2 . Тут k = 1
4πε0

, ε0 – електрична стала;
r = Mh – вiдстань мiж зарядом i точкою спостереження поля.

За мiркуваннями симетрiї поле в точцi h спрямовано вздовж
осi диска. Тому до розрахункiв потрiбно залучати лише верти-
кальну компоненту поля dE⊥ = dE cosα, де α – кут мiж ве-
ктором

−→
dE i вертикаллю (горизонтальнi компоненти векторiв

−→
dE i

−−→
dE′, створюваних симетрично розташованими зарядами,

компенсуються).
З трикутника OMh маємо: cosα = h

r , i тодi dE⊥ = khσ dS
r3 .

Нехай полярний радiус точки M дорiвнює ρ. Тодi з цього ж

трикутника маємо r =
(
ρ2 + h2

)1/2
. Тодi

dE⊥ =
khσ dS

(ρ2 + h2)
3/2

.

Отже,

E =

∫∫
D

dE⊥ = khσ

∫∫
D

dS

(ρ2 + h2)
3/2

= khσ

∫∫
D

ρ dρ dϕ

(ρ2 + h2)
3/2

=

= khσ

2π∫
0

dϕ

R∫
0

ρ dρ

(ρ2 + h2)
3/2

=

∥∥∥∥∥∥
ρ2 + h2 = r2

2ρ dρ = 2r dr

h 6 r 6
√
R2 + h2

∥∥∥∥∥∥ =
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Рисунок 4.24 – Напруженiсть поля диска

= khσ ϕ
∣∣∣2π
0

√
R2+h2∫
h

r dr

r3
= 2πkhσ · 1

r

∣∣∣∣h√
R2+h2

=

= 2πkhσ

(
1

h
− 1√

R2 + h2

)
= 2πkσ

(
1− h√

R2 + h2

)
.

До речi, поле, створюване нескiнченною площиною, можна
знайти як границю цього виразу при R→∞:

Eпл. = lim
R→∞

2πkσ

(
1− h√

R2 + h2

)
= 2πkσ =

2πσ

4πε0
=

σ

2ε0
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i не залежить вiд h. Це збiгається з результатом, вiдомим з
електростатики. B

4.3 Питання для перевiрки

1. Якi механiчнi мiркування призводять до поняття криволi-
нiйного iнтегралу першого роду?

2. Означення криволiнiйного iнтегралу першого роду.

3. Як обчислюють криволiнiйний iнтеграл першого роду, ко-
ли контур L iнтегрування є графiком функцiї y = ϕ(x)?

4. Як обчислюють криволiнiйний iнтеграл першого роду, ко-
ли контур L iнтегрування задано параметрично?

5. Властивостi криволiнiйного iнтегралу першого роду.

6. Як криволiнiйний iнтеграл першого роду залежить вiд на-
прямку обходу контуру iнтегрування?

7. В чому полягає геометричний змiст криволiнiйного iнте-
гралу першого роду?

8. В чому полягає фiзичний змiст криволiнiйного iнтегралу
першого роду?

9. Як узагальнюється означення криволiнiйного iнтегралу
першого роду на випадок, коли контур iнтегрування є
просторовою кривою?

10. Якi механiчнi мiркування призводять до поняття криволi-
нiйного iнтегралу другого роду?

11. Означення криволiнiйного iнтегралу другого роду.

12. В чому полягає фiзичний змiст криволiнiйного iнтегралу
другого роду?

13. Чому криволiнiйний iнтеграл другого роду називають iн-
тегралом «в проекцiях»?

14. Як обчислюють криволiнiйний iнтеграл другого роду, ко-
ли контур L iнтегрування є графiком функцiї y = ϕ(x)?
графiком функцiї x = ψ(y)?
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15. Як обчислюють криволiнiйний iнтеграл другого роду, ко-
ли контур L iнтегрування задано параметрично?

16. Властивостi криволiнiйного iнтегралу другого роду.

17. Як криволiнiйний iнтеграл другого роду залежить вiд на-
прямку обходу контуру iнтегрування?

18. Що таке лiнiйна диференцiальна форма (ЛДФ)?

19. Яка необхiдна умова того, що ЛДФ P (x, y) dx + Q(x, y) dy
є повним диференцiалом деякої функцiї u(x, y) двох змiн-
них?

20. Що можна сказати про пiдiнтегральний вираз криволiнiй-
ного iнтегралу другого роду, якщо цей iнтеграл не зале-
жить вiд форми контуру iнтегрування, а залежить лише
вiд положення початку i кiнця цього контуру?

21. Що можна сказати про залежнiсть криволiнiйного iнте-
гралу другого роду вiд форми контуру iнтегрування, якщо
пiдiнтегральний вираз є повним диференцiалом?

22. За яких умов
∮
L

P (x, y) dx+Q(x, y) dy = 0?

23. Що таке потенцiальне силове поле? Який зв’язок мiж по-
тенцiальнiстю поля

−→
F i виразом

∮
L

−→
F ·
−→
d`?

24. Що таке потенцiал потенцiального силового поля? Наве-
дiть фiзичнi приклади.

25. Якi геометричнi мiркування призводять до поняття по-
двiйного iнтегралу?

26. Як здiйснюють розбиття областi iнтегрування при фор-
мулюваннi означення подвiйного iнтегралу?

27. Як органiзують врахування усiх доданкiв iнтегральної су-
ми при формулюваннi означення подвiйного iнтегралу?
Що таке зовнiшня сума? Внутрiшня сума? Як розставля-
ють межi сумування у подвiйнiй сумi?
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28. Чи потрiбно до iнтегральної суми подвiйного iнтегралу
включати доданки, якi вiдповiдають елементам розбиття,
що входять до областi iнтегрування лише частково?

29. Означення подвiйного iнтегралу
∫∫
D

f(x, y) dS.

30. Два аспекти геометричного змiсту подвiйного iнтегралу.

31. Що таке iнтегральне середнє функцiї двох змiнних в данiй
областi?

32. Механiчний змiст подвiйного iнтегралу.

33. Властивостi подвiйного iнтегралу.

34. Якими двома способами можна звести подвiйний iнтеграл
до повторного?

35. Як визначити межi внутрiшнього iнтегрування при зве-
деннi подвiйного iнтегралу до повторного?

36. Вiд якої змiнної можуть залежати межi внутрiшнього iн-
тегрування пiсля зведення подвiйного iнтегралу до по-
вторного?

37. Як визначити межi зовнiшнього iнтегрування при зведен-
нi подвiйного iнтегралу до повторного?

38. Як змiнити порядок iнтегрування в повторному iнтегралi?

39. За яких умов подвiйний iнтеграл може бути перетворено
на добуток двох визначених iнтегралiв?

40. Як в загальному випадку виглядає постановка задачi про
замiну змiнних в подвiйному iнтегралi?

41. Як виникає криволiнiйна система координат в «старiй»
областi при введеннi замiни в подвiйному iнтегралi?

42. Що таке якобiан перетворення координат?

43. Як пов’язанi елементи площi в «старих» i «нових» коор-
динатах при введеннi замiни в подвiйному iнтегралi?
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44. Що таке вироджене перетворення координат? Чому його
не можна використовувати при введеннi замiни в подвiй-
ному iнтегралi?

45. Чим замiнити елемент площi при переходi в подвiйному
iнтегралi вiд декартових координат до полярних?

46. Чому дорiвнює iнтеграл Пуассона?

47. Як виглядає формула Грiна? Виведiть її.

48. Як за допомогою подвiйного iнтегралу обчислюють коор-
динати центру мас плоскої неоднорiдної пластини?

49. Як за допомогою подвiйного iнтегралу обчислюють мо-
менти iнерцiї плоскої неоднорiдної пластини?

50. Як обчислити напруженiсть поля нескiнченної рiвномiрно
зарядженої площини за допомогою подвiйного iнтегралу?

212



5 IНДИВIДУАЛЬНI ЗАВДАННЯ

Завдання, цього роздiлу потрiбно виконувати аналiтично згiдно з при-
кладами розв’язкiв, наведеними далi. Проте, доцiльно робити самоперевiрку.
Для цього можна використати iнтернет-ресурс wolframalpha.com. Напри-
клад, для обчислення iнтегралу

∫
(2x + 3) dx в рядок по центру екрану можна

ввести послiдовнiсть символiв integral of (2x+3), або послiдовнiсть симво-
лiв int(2x+3) (i натиснути клавiшу «Enter»). Для врахування меж iнтегру-
вання на цьому ресурсi використовують знак _ нижного пiдкреслювання та
знак ^. Офiцiйно в полiграфiї знак ^ називають циркумфле́кс (вiн вiдноситься
до т.зв. дiакритичних символiв). В україномовному математичному середовищi
x̂ читають «iкс з дашком» («iкс з дахом»), а в росiйськомовному – «икс со шля-
пкой» («икс с крышкой»). Наприклад, для обчислення

∫ 1
0(2x + 3) dx потрiбно

ввести int_0^1(2x+3) (i натиснути клавiшу «Enter»).

Задача 1. Знайти невизначений iнтеграл. Виконати перевiрку.
В-1.

∫
e2x+3 dx. В-2.

∫
cos
(
x
2 + π

3

)
dx.

В-3.
∫

dx
1+(3x+2)2 . В-4.

∫
dx

2x+7 .

В-5.
∫

(5x+ 1)8 dx. В-6.
∫

dx√
3x−1

.

В-7.
∫

dx
ex−1 . В-8.

∫
dx

cos2(5x+π
6 )

.

В-9.
∫

dx√
1−4x2

. В-10.
∫

dx
(3x+2)2 .

В-11.
∫

3
√

5x+ 7 dx. В-12.
∫ √

2x+ 5 dx.
В-13.

∫
sin
(
2x+ π

4

)
dx. В-14.

∫
(7x+ 1)4 dx.

В-15.
∫

cos
(
3x+ π

4

)
dx.

Задача 2. Знайти невизначений iнтеграл з використанням по-
трiбної замiни змiнної. Виконати перевiрку.
В-1.

∫
(2x+ 3)ex

2+3x dx. В-2.
∫

2−3x2

(x3−2x)2
dx.

В-3.
∫

(cosx+ 1)(sinx+ x)5 dx. В-4.
∫

3x2+1
2
√
x3+x

dx.

В-5.
∫

(2x+ 6)(x2 + 6x)7 dx. В-6.
∫ 3

√
x

2 cos2(x
√
x)
dx.

В-7.
∫

3 (ex + 5) (ex + 5x)
2
dx. В-8.

∫ 6 ln2(2x+5)
(2x+5) dx.

В-9.
∫

3x2 dx
1+(x3+1)2

. В-10.
∫

5x4+8
x5+8x dx.

В-11.
∫

3ex

2

√
ex + 1 dx. В-12.

∫
2x dx√
1−x4

.

В-13.
∫

cosxesin x dx. В-14.
∫

cos ln x
x dx.

В-15.
∫

cos 2x√
sin 2x

dx.
Задача 3. Знайти невизначений iнтеграл, застосовуючи iнте-
грування частинами. Виконати перевiрку.
В-1.

∫
(2x+ 3) cosx dx. В-2.

∫
x sin 2x dx.

В-3.
∫

(2x+ 5)ex dx. В-4.
∫

(x2 + 3x) cosx dx.
В-5.

∫
(3x+ 5) sinx dx. В-6.

∫
x2e

x
2 dx.
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В-7.
∫ √

x lnx dx. В-8.
∫
x lnx dx.

В-9.
∫
x arctg 2x dx. В-10.

∫
(x− x2) cosx dx.

В-11.
∫
x sin

(
3x+ π

6

)
dx. В-12.

∫
(3x− 1)e2x dx.

В-13.
∫

(2x+ 5) cos 3x dx. В-14.
∫

(4x− 3) sin 2x dx.
В-15.

∫
(3− x)e3x dx.

Задача 4. Проiнтегрувати правильний дрiб.
В-1. а)

∫
5x−7

x2−3x+2 dx; б)
∫

2x+1
x2−2x+1 dx; в)

∫
4x−1

x2−2x+2 dx.
В-2. а)

∫
3x−7

x2−4x+3 dx; б)
∫

x+1
x2−2x+1 dx; в)

∫
4x+5

x2+2x+2 dx.
В-3. а)

∫
4x−7

x2−5x+4 dx; б)
∫

3x−1
x2−2x+1 dx; в)

∫
4x

x2−4x+8 dx.
В-4. а)

∫ −x
x2−5x+6 dx; б)

∫
2x+1

x2+2x+1 dx; в)
∫

2x+10
x2+4x+8 dx.

В-5. а)
∫

x−6
x2−6x+8 dx; б)

∫
3x−2

x2−4x+4 dx; в)
∫

2x−3
x2−6x+18 dx.

В-6. а)
∫

5−2x
x2−7x+12 dx; б)

∫
x+6

x2+4x+4 dx; в)
∫

2x+18
x2+6x+18 dx.

В-7. а)
∫

5x+7
x2+x−2 dx; б)

∫
2x−2

x2−6x+9 dx; в)
∫

6x−22
x2−8x+17 dx.

В-8. а)
∫

6x+10
x2+2x−3 dx; б)

∫
7x+24

x2+6x+9 dx; в)
∫

6x+25
x2+8x+17 dx.

В-9. а)
∫

7x+13
x2+3x−4 dx; б)

∫
2x−11

x2−8x+16 dx; в)
∫

6x−4
x2−2x+5 dx.

В-10. а)
∫

3x+14
x2+x−6 dx; б)

∫
2x+10

x2+8x+16 dx; в)
∫

8x+12
x2+2x+5 dx.

В-11. а)
∫

2x+20
x2+2x−8 dx; б)

∫
6x−1

x2−2x+1 dx; в)
∫

8x−22
x2−4x+13 dx.

В-12. а)
∫

x+25
x2+x−12 dx; б)

∫
5x+9

x2+2x+1 dx; в)
∫

6x+6
x2+4x+13 dx.

В-13. а)
∫

9x−29
x2−6x+5 dx; б)

∫
5x−9

x2−4x+4 dx; в)
∫

6x−22
x2−6x+25 dx.

В-14. а)
∫

x+29
x2+4x−5 dx; б)

∫
3x+11

x2+4x+4 dx; в)
∫

10x+38
x2+6x+25 dx.

В-15. а)
∫

4x−5
x2−7x+10 dx; б)

∫
15−4x

x2−6x+9 dx; в)
∫

10x−42
x2−8x+17 dx.

Задача 5. Проiнтегрувати правильний дрiб з кратним коренем
знаменника.
В-1.

∫
4x3−13x2+16x−9

(x−1)3(x−2) dx. В-2.
∫
x3+4x2+4x−5
(x+1)3(x−2) dx.

В-3.
∫

3x3−4x2+8x+2
(x−1)3(x+2) dx. В-4.

∫
2x3+7x2+12x+10

(x+1)3(x+2) dx.

В-5.
∫

4x3−14x2+18x−12
(x−1)3(x−3) dx. В-6.

∫
x3+4x2+3x−8
(x+1)3(x−3) dx.

В-7.
∫

2x3+4x+2
(x−1)3(x+3) dx. В-8.

∫
x3−6x−7

(x+1)3(x+3) dx.

В-9.
∫

3x3−17x2+32x−19
(x−2)3(x−1) dx. В-10.

∫
2x3+13x2+26x+13

(x+2)3(x−1) dx.

В-11.
∫

2x3+11x2+19x+11
(x+2)3(x+1) dx. В-12.

∫
2x3−11x2+24x−17

(x−2)3(x+1) dx.

В-13.
∫

2x3−9x2+13x−9
(x−1)3(x−4) dx. В-14.

∫
2x3−x2−3x+7
(x−1)3(x+4) dx.

В-15.
∫

2x3+7x2+5x−10
(x+1)3(x−4) dx.

Задача 6. Проiнтегрувати неправильний дрiб.
В-1.

∫
x3−2x2−2x−1
x2−4x+3 dx. В-2.

∫
x3−2x2−7x+5
x2−5x+4 dx.

В-3.
∫

2x3−7x2−4x+18
x2−5x+6 dx. В-4.

∫
3x3−16x2+13x+10

x2−6x+8 dx.

В-5.
∫
x3−8x2+17x−7
x2−7x+12 dx. В-6.

∫
2x3+x2+9
x2+x−2 dx.
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В-7.
∫

3x3+4x2−7x+16
x2+2x−3 dx. В-8.

∫
2x3+3x2−10x+25

x2+3x−4 dx.

В-9.
∫

4x3+5x2−20x+8
x2+x−6 dx. В-10.

∫
3x3+5x2−24x+28

x2+2x−8 dx.

В-11.
∫

2x3+3x2−22x+13
x2+x−12 dx. В-12.

∫
2x3−13x2+25x−34

x2−6x+5 dx.

В-13.
∫

3x3+8x2−30x+49
x2+4x−5 dx. В-14.

∫
4x3−31x2+65x−35

x2−7x+10 dx.

В-15.
∫

3x3+8x2−30x−10
x2+3x−10 dx.

Задача 7. Знайти невизначений iнтеграл.

В-1.
∫√

9x+1
x+1 dx; В-2.

∫√
4x−1
x dx; В-3.

∫√
4x+3
x+2 dx;

В-4.
∫√

16x−7
x+1 dx; В-5.

∫√
9x−2
x−3 dx; В-6.

∫√
4x+2
x−1 dx;

В-7.
∫√

x+1
x+2 dx; В-8.

∫√
x−1
x+3 dx; В-9.

∫√
25x−1
x+2 dx;

В-10.
∫√

16x+4
x−1 dx; В-11.

∫√
x+3
x+4 dx; В-12.

∫√
4x+1
x+2 dx;

В-13.
∫√

4x+7
x+1 dx; В-14.

∫√
4 + 2

x dx; В-15.
∫√

9 + 3
x+2 dx.

Задача 8. Знайти невизначений iнтеграл.
В-1. а)

∫
(2x+ 3)

√
x2 − 4x+ 5 dx; б)

∫
dx

(x+4)
√

8−2x−x2
.

В-2. а)
∫

(5x+ 1)
√
x2 − 6x+ 10 dx; б)

∫
dx

(x+1)
√

3+2x−x2
.

В-3. а)
∫

(x+ 3)
√
x2 − 6x+ 13 dx; б)

∫
dx

(x+1)
√

7+6x−x2
.

В-4. а)
∫

(3x− 1)
√
x2 − 2x+ 17 dx; б)

∫
dx

(x+1)
√

5+4x−x2
.

В-5. а)
∫

(x+ 4)
√
x2 − 4x+ 29 dx; б)

∫
dx

(x+3)
√

15+2x−x2
.

В-6. а)
∫

(2x− 1)
√
x2 − 8x+ 17 dx; б)

∫
dx

(x+1)
√

5+4x−x2
.

В-7. а)
∫

(2x− 3)
√
x2 − 8x+ 25 dx; б)

∫
dx

x
√

3+2x−x2
.

В-8. а)
∫

(3x+ 1)
√
x2 − 10x+ 41 dx; б)

∫
dx

(x+1)
√

15+2x−x2
.

В-9. а)
∫

(4x+ 1)
√
x2 − 8x+ 41 dx; б)

∫
dx

(x+2)
√

35+2x−x2
.

В-10. а)
∫

(4x− 3)
√
x2 + 4x+ 40 dx; б)

∫
dx

(x+1)
√

32+4x−x2
.

В-11. а)
∫

(2x+ 5)
√
x2 − 6x+ 45 dx; б)

∫
dx

(x+2)
√

12+4x−x2
.

В-12. а)
∫

(5x+ 3)
√
x2 − 8x+ 52 dx; б)

∫
dx

(x+2)
√

60+4x−x2
.

В-13. а)
∫

(4x− 1)
√
x2 − 10x+ 29 dx; б)

∫
dx

(x+4)
√

24+2x−x2
.

В-14. а)
∫

(4x− 3)
√
x2 − 6x+ 18 dx; б)

∫
dx

(x−1)
√

20+8x−x2
.

В-15. а)
∫

(2x+ 5)
√
x2 − 10x+ 26 dx; б)

∫
dx

x
√

8+2x−x2
.

Задача 9. Знайти невизначений iнтеграл.
В-1. а)

∫
cos x dx
1+sin2 x

; б)
∫

4 tg x−5
sin2 x−7 sin x cos x+10 cos2 x

dx.

В-2. а)
∫

cos2 x sin 2x dx; б)
∫

5 tg x−7
sin2 x−3 sin x cos x+2 cos2 x

dx.
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В-3. а)
∫

sin 2x dx
1+sin2 x

; б)
∫

3 tg x−7
sin2 x−4 sin x cos x+3 cos2 x

dx.

В-4. а)
∫

cos x dx
4+sin2 x

; б)
∫

4 tg x−7
sin2 x−5 sin x cos x+4 cos2 x

dx.

В-5. а)
∫ (

sin2 x+ 1
)2

cosx dx; б)
∫ − tg x

sin2 x−5 sin x cos x+6 cos2 x
dx.

В-6. а)
∫ (

sinx+ 1
sin x

)
cosx dx; б)

∫
tg x−6

sin2 x−6 sin x cos x+8 cos2 x
dx.

В-7. а)
∫ (3 sin2 x+1) cos x dx

sin3 x
; б)

∫
5−2 tg x

sin2 x−7 sin x cos x+12 cos2 x
dx.

В-8. а)
∫

(1− sinx)
3

cosx dx; б)
∫

5 tg x+7
sin2 x+sin x cos x−2 cos2 x

dx.

В-9. а)
∫

cos x dx
sin2 x−sin x

; б)
∫

6 tg x+10
sin2 x+2 sin x cos x−3 cos2 x

dx.

В-10. а)
∫

sin2 x
2 sinx dx; б)

∫
7 tg x+13

sin2 x+3 sin x cos x−4 cos2 x
dx.

В-11. а)
∫

sin2
(
x+ π

4

)
cos 2x dx; б)

∫
3 tg x+14

sin2 x+sin x cos x−6 cos2 x
dx.

В-12. а)
∫

cos x dx
3 sin x+5 ; б)

∫
2 tg x+20

sin2 x+2 sin x cos x−8 cos2 x
dx.

В-13. а)
∫

cos3 x dx
sin2 x

; б)
∫

tg x+25
sin2 x+sin x cos x−12 cos2 x

dx.

В-14. а)
∫

sin x+1
sin x−1 cosx dx; б)

∫
9 tg x−29

sin2 x−6 sin x cos x+5 cos2 x
dx.

В-15. а)
∫

sin 2x dx
sin2 x+5

; б)
∫

tg x+29
sin2 x+4 sin x cos x−5 cos2 x

dx.
Задача 10. Знайти визначений iнтеграл.

В-1.
π/2∫
0

3 sin2 x cosx dx. В-2.
1/
√

2∫
0

4xe2x2

dx.

В-3.
1∫
0

(2x+2) dx
x2+2x+3 . В-4.

√
13−1
2∫
0

(2x+1) dx

2
√
x2+x+1

.

В-5.
1∫
0

(x2 + 3x)3(2x+ 3) dx. В-6.
1∫
0

(2x+ 1)ex
2+x dx.

В-7.
−1∫
−2

(2x+4) dx

(x2+4x+5)2
. В-8.

1∫
0

(2x+ 3)
√
x2 + 3x dx.

В-9.
3
√
e−1∫
0

3x2 dx
x3+1 . В-10.

π/2∫
0

cos x dx
e−1+sin x .

В-11.
4√3∫
0

2x dx
1+x4 . В-12.

π/6∫
0

18 sin5 3x cos 3x dx.

В-13.

√
2/2∫
0

2x dx√
1−x4

. В-14.
1∫
0

3x2 dx
(x3+1)2

.

В-15.
1∫
0

(2x3+x) dx√
x4+x2+1

.

Задача 11. Знайти площу фiгури, обмеженої на площинi Oxy
наступними умовами. Побудувати креслення.
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В-1.
{
y = x2 − 2x,
y = x.

В-2.


y = 2x

x2+1 ,

y = 0,
x =
√
e− 1.

В-3.

y = xe−x
2

,
y = 0,
x = 1.

В-4.

y = sin2 x,
y = 0,
x = π

2 .
В-5.

y = ln x
x ,

y = 0,
x ∈ [1; e].

В-6.
{
y =
√
x+ 1,

y = x+1
2 .

В-7.

y = 2
x ,

y = x− 1,
x ∈ [1; 2].

В-8.

y = e−x,
y = 0,
x ∈ [0; 1].

В-9.


y = 1

x2+1 ,

y = 0,
x ∈ [0; 1].

В-10.


y = 1

x2+1 ,

x = 0,
y = 1

2x.
В-11.

{
y = 4− x2,
y = x+ 2.

В-12.
{
y = 4− x2,
y = 4− 2x.

В-13.


y = 2 cosx,

y = 4
√

2
π x,

x ∈
[
0; π4

]
.

В-14.

y = chx,
y = 0,
x ∈ [0; 1].

В-15.
{
x = y2,
y = x− 2.

Задача 12. Розв’язати задачу з фiзичним змiстом.
В-1. Тiло у формi чвертi кола (x2 + y2 6 R2, x > 0, y > 0)

виготовлено з однорiдного листового матерiалу. Знайти момент
iнерцiї цього тiла при обертаннi навколо осi Ox, якщо його маса
дорiвнює m.
В-2. Тiло у формi чвертi кола (x2 + y2 6 R2, x > 0, y > 0) ви-

готовлено з однорiдного листового матерiалу. Знайти абсцису
центру мас тiла.
В-3. Електрична напруга лiнiйно збiльшується за законом
U(t) = U0

T · t, в момент часу t = T стрибкоподiбно зменшується
до нуля i далi перiодично повторюється. Знайти середньоква-
дратичне значення напруги на перiодi.
В-4. Конденсатор ємнiстю C зарядили до напруги U0 i з’єд-

нали з резистором опором R. Як вiдомо, розрядний струм у
ланцюгу за цих умов згасатиме за законом I(t) = U0

R e
− t
RC . Об-

числити заряд Q, який пройде через поперечний перерiз лан-
цюга за час τ = RC. Врахувати, що за означенням сила струму
I(t) = dQ

dt .
В-5. Плоский виток площею S зi сталим струмом I розта-

шовано в однорiдному магнiтному полi iндукцiєю B, перпен-
дикулярному площинi витка. Яку роботу треба виконати для
подолання моменту сил Ампера, щоб зорiєнтувати площину
витка паралельно магнiтному полю? Момент сил Ампера обчи-
слюють за формулою M(ϕ) = ISB sinϕ, ϕ – кут мiж вектором
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iндукцiї i нормаллю до площини витка; елементарну роботу
моменту сил при поворотi на кут dϕ обчислюють за формулою
dA = M(ϕ) dϕ.
В-6. Тонкий дiелектричний стержень довжиною L рiвномiрно

заряджений електричним зарядом Q. З якою силою вiдштов-
хується вiд нього точковий заряд q, розташований на уявно-
му продовженнi стержня на вiдстанi a вiд найближчого кiнця?
Вказiвка. Розбити заряд стержня на елементарнi заряди dQ i
скористатись законом Кулона: dF = kq dQ

x2 , x – вiдстань мiж за-
рядами q i dQ. Перевiрити отриманий результат на вiдповiд-
нiсть до закону Кулона у граничному випадку при L� a.
В-7. Тонкий дiелектричний стержень довжиною L рiвномiрно

заряджений електричним зарядом Q. З якою силою вiдштов-
хується вiд нього точковий заряд q, розташований на середин-
ному перпендикулярi стержня на вiдстанi h вiд середини стер-
жня? Вказiвка. Розбити заряд стержня на елементарнi заряди
dQ i скористатись законом Кулона: dF = kq dQ

x2 , x – вiдстань
мiж зарядами q i dQ. З мiркувань симетрiї до iнтегральної суми
включити лише компоненту сили, перпендикулярну до стер-
жня.
В-8. Тонкий дрiт довжиною πR

2 i масою m зiгнули у формi
чвертi кола x2 + y2 = R2, x > 0, y > 0. Обчислити момент iнерцiї
дроту при обертаннi навколо осi Ox.
В-9. Тонкий дрiт довжиною πR

2 зiгнули у формi чвертi кола
x2 + y2 = R2, x > 0, y > 0. Знайти абсцису центру мас дроту.
В-10. Знайти роботу, яку виконують ν молiв iдеального газу,

iзотермiчно розширюючись вiд об’єму V1 до об’єму V2 при аб-
солютнiй температурi T . Використати рiвняння стану iдеаль-
ного газу (Менделєєва–Клапейрона) pV = νRT , де R – унi-
версальна газова стала. Елементарна робота розширення газу
дорiвнює dA = p(V ) dV .
В-11. Тонкий круглий диск радiусу R розташували вертикаль-

но i повнiстю занурили пiд воду так, що його центр опинився
на глибинi H . Обчислити силу тиску води на один бiк диску.
Тиск води на глибинi h дорiвнює p(h) = p0 + ρgh, де p0 – атмо-
сферний тиск, ρ – густина води, g – прискорення вiльного па-
дiння. Елементарну силу обчислюють за формулою dF = p dS.
В-12. Тонкий круглий дiелектричний диск радiусу R рiвномiр-

но заряджений електричним зарядом Q. З якою силою вiн дiє
на точковий заряд q, розташований на осi диску на вiдстанi h
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вiд його площини? Вказiвка. Розбити заряд диску на концен-
тричнi кiльця.
В-13. Тонке кругле дiелектричне кiльце з зовнiшнiм i внутрi-

шнiм радiусами r, R нерiвномiрно заряджене електричним за-

рядом з поверхневою густиною σ = σ0

(
1− x−r

R−r

)
, де x – вiд-

стань вiд центру. Знайти напруженiсть магнiтного поля в цен-
трi кiльця при обертаннi з кутовою швидкiстю ω навколо осi,
що проходить через центр кiльця перпендикулярно його пло-
щинi. Вказiвка. Розбити кiльце на диференцiально тонкi кон-
центричнi кiльця зарядами dQ = σ dS. Кожному кiльцю поста-
вити у вiдповiднiсть струм dI = dQ

T , T = 2π
ω – перiод обертання.

Врахувати, що в центрi витка радiусом x зi струмом dI ство-
рюється магнiтне поле напруженiстю dH = dI

2x .
В-14. Обчислити роботу, яку порiбно виконати для збiльшння

напруги на конденсаторi ємнiстю C вiд значення U1 до значе-
ння U2. Вказiвка. За означенням електричною ємнiстю конден-
сатора називають коефiцiєнт пропорцiйностi мiж напругою та
зарядом: Q = CU . Робота по переносу порцiї dQ заряду з однiєї
обкладинки на другу при сталiй напрузi U дорiвнює dA = U dQ.
В-15. Якщо тiло падає без початкової швидкостi з деякої ви-

соти H , то в момент падiння його кiнетична енергiя дорiвнює
роботi сили тяжiння. Зокрема, якщо висота H настiльки мала,
що змiною сили тяжiння можна знехтувати, то mv2

2 = mg · H ,
звiдки v =

√
2gH . На скiльки вiдсоткiв ця вiдповiдь вiдрiзня-

ється вiд точної при падiннi з висоти H = 3R, де R – радiус
Землi? Вказiвка. Врахувати, що на висотi x сила тяжiння дорiв-
нює F = GMm

(R+x)2 = GMm
R2 · R2

(R+x)2 = mg · R2

(R+x)2 , x ∈ [0;H].
Задача 13. Розв’язати задачу з геометричним змiстом.
В-1. Обчислити довжину кривої ρ = a(1 − cosϕ) в iнтервалi
ϕ ∈

[
0; 2π

3

]
.

В-2. Обчислити довжину кривої ρ = aeϕ в iнтервалi ϕ ∈
[
0; π2

]
.

В-3. Знайти площу одного пелюстка «трипелюсткової троян-
ди» ρ = a cos 3ϕ.
В-4. Знайти площу плоскої фiгури, обмеженої графiком, за-

даним параметрично:
{
x = a cos t,
y = b sin t.

В-5. Обчислити довжину частини кривої y = lnx, обмежену
iнтервалом x ∈

[√
3;
√

15
]
.

В-6. Крива ρ = a 3
√

ctgϕ, ϕ ∈
[
π
6 ; π2

]
, обертається навколо по-
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лярної осi. Знайти об’єм тiла обертання.
В-7. Знайти об’єм тiла обертання, утвореного при обертаннi

сегменту параболи y = 4x− x2, x ∈ [0; 4], навколо осi Ox.
В-8. Обчислити площу поверхнi тiла, утвореного при обер-

таннi кривої y = chx, x ∈ [0; 1], навколо осi Ox.
В-9. Крива ρ = R = const, ϕ ∈ [0;ϕ0], обертається навколо

полярної осi. Обчислити площу поверхнi тiла обертання i пе-
реконатись, що при ϕ0 = π вiдповiдь збiгається з формулою
площi поверхнi сфери радiуса R.
В-10. Обчислити площу поверхнi тiла, утвореного при обер-

таннi навколо осi Ox прямої, заданої параметрично:
{
x = 3t,
y = 4t,

t ∈ [1; 2].
В-11. Обчислити площу поверхнi тiла, утвореного при обер-

таннi кривої ρ = a
√

cos 2ϕ навколо полярної осi.
В-12. Знайти площу плоскої фiгури, обмеженої кривою, зада-

ною в полярних координатах: ρ = a(1 + 2 cosϕ).
В-13. Обчислити довжину частини кривої y = ex, обмежену

iнтервалом x ∈
[
ln
√

15; ln
√

24
]
.

В-14. Обчислити довжину частини кривої, заданої параметри-

чно:
{
x = a cos3 t,
y = a sin3 t,

t ∈
[
0; π2

]
.

В-15. Криву задано параметрично:
{
x = a cos3 t,
y = a sin3 t,

t ∈
[
0; π2

]
.

Обчислити площу поверхнi тiла, утвореного при обертаннi цiєї
кривої навколо осi Ox.
Задача 14. Обчислити невласний iнтеграл або довести його роз-
бiжнiсть.

В-1. а)
+∞∫
e

dx
x ln x ; б)

π
2∫
π
3

tg x dx.

В-2. а)
+∞∫
0

2x dx
(1+x2)2

; б)
1∫
0

lnx dx.

В-3. а)
+∞∫
1

(5+cos 3x) dx√
x

; б)
1∫
0

dx√
1−x2

.

В-4. а)
+∞∫
1

√
x4+3x
x3+1 dx; б)

1∫
0

dx
x2 .

В-5. а)
+∞∫
0

dx
1+x2 ; б)

1∫
0

dx
2
√
x
.

220



В-6. а)
+∞∫
1

ln x dx
x2 ; б)

π
6∫
0

ctg x dx.

В-7. а)
+∞∫
0

xe−x dx; б)
1∫
0

ln 1
x dx.

В-8. а)
+∞∫
1

(3−sin 2x) dx
x ; б)

1∫
0

e−1/x2 dx
x3 .

В-9. а)
+∞∫
0

3x2 dx
1+x6 ; б)

2∫
1

dx
2
√
x−1

.

В-10. а)
+∞∫
e

dx
x ln2 x

; б)
1∫
0

x lnx dx.

В-11. а)
+∞∫
0

√
x5+1√
x7+1

dx; б)
1∫
0

e1/x dx
x2 .

В-12. а)
+∞∫
0

(x−2x2) dx
x3+5x2+3x+2 ; б)

2
π∫
0

cos 1
x dx

x2 .

В-13. а)
+∞∫
1

arcsin 1
x dx; б)

π
4∫
0

2 dx
sin 2x .

В-14. а)
+∞∫
e

dx
2x
√

ln x
; б)

1∫
√

2
2

2x dx√
1−x4

.

В-15. а)
+∞∫
0

x dx√
(x2+1)3

; б)
1∫
0

ex dx
ex−1 .

Задача 15. Обчислити криволiнiйний iнтеграл першого роду
вздовж прямої в напрямку вiд точки A до точки B.
В-1.

∫̂
AB

(2x+ y) d`, A(2; 1), B(−1; 5).

В-2.
∫̂
AB

(2x− y) d`, A(3; 0), B(0; 4).

В-3.
∫̂
AB

(2x− y) d`, A(4; 4), B(1; 0).

В-4.
∫̂
AB

(2x− 2y) d`, A(5; 5), B(2; 1).

В-5.
∫̂
AB

(2x+ 4y) d`, A(−1; 2), B(2;−2).

В-6.
∫̂
AB

(2x+ 2y) d`, A(2; 0), B(5;−4).

В-7.
∫̂
AB

(4x− 2y) d`, A(4; 2), B(0;−1).

221



В-8.
∫̂
AB

(2x− 2y) d`, A(3; 1), B(0; 5).

В-9.
∫̂
AB

(2x+ y) d`, A(5; 3), B(2;−1).

В-10.
∫̂
AB

(4x+ 2y) d`, A(−4; 1), B(0; 4).

В-11.
∫̂
AB

(2x+ y) d`, A(4; 1), B(1;−3).

В-12.
∫̂
AB

(x+ 2y) d`, A(−5; 1), B(−1; 4).

В-13.
∫̂
AB

(4x+ 2y) d`, A(−6;−2), B(6; 3).

В-14.
∫̂
AB

(x+ 4y) d`, A(2; 1), B(−2; 4).

В-15.
∫̂
AB

(x+ 6y) d`, A(7;−2), B(3; 1).

Задача 16. Обчислити криволiнiйний iнтеграл другого роду в
напрямку вiд точки A до точки B вздовж кривої, визначеної
заданим рiвнянням. У вiдповiдi надати: 1) параметризацiю кон-
туру iнтегрування; 2) iнтервал змiни параметру; 3) шукане зна-
чення криволiнiйного iнтегралу.
В-1.

∫̂
AB

x
y dx+ y2 dy, A(0; 0), B(1; 1), y =

√
x.

В-2.
∫̂
AB

3xy dx+ 5xy3 dy, A(0; 0), B(1; 2), y = 2x.

В-3.
∫̂
AB

4xy dx+ 6x2y dy, A(0; 0), B(1; 1), y = x2.

В-4.
∫̂
AB

(x+ y) dx+ 6xy dy, A(0; 1), B(1; 0), y = 1− x.

В-5.
∫̂
AB

(x2 + y2) dx+ 3(x2− y2) dy, A(0;−1), B(0; 1), x =
√

1− y2.

В-6.
∫̂
AB

(4y − 2x) dx+ 7xy dy, A(0; 0), B(1; 1), y = x3.

В-7.
∫̂
AB

(x− y3) dx+ 6xy2 dy, A(0; 0), B(1; 1), y = 3
√
x.

В-8.
∫̂
AB

(x2+y2) dx+(x2+y2−1) dy, A(−1; 0), B(1; 0), y =
√

1− x2.

В-9.
∫̂
AB

xy2 dx+ 3y dy, A
(
−1;−π2

)
, B

(
1; π2

)
, y = arcsinx.
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В-10.
∫̂
AB

2x dx+ 4x
y dy, A(0; 1), B(1; e), y = ex.

В-11.
∫̂
AB

2y
x dx+ (4y + x− ey) dy, A(1; 0), B(e; 1), y = lnx.

В-12.
∫̂
AB

(2x− y) dx+ 3xy2 dy, A(1; 0), B(0; 2), y = 2− 2x.

В-13.
∫̂
AB

4 tg x(1 + y2) dx+ 2y dy, A(0; 0), B
(
π
4 ; 1
)
, y = tg x.

В-14.
∫̂
AB

y dx
e−1 + 2x

y dy, A(0; 1), B(1; e), y = ex.

В-15.
∫̂
AB

x2y dx− x3y dy, A(1; 2), B(2; 1), y = 2
x .

Задача 17. Задано функцiю ϕ(x, y) i точку A. Обчислити кри-
волiнiйний iнтеграл дугого роду

∫̂
OA

gradϕ ·
−→
d`, де O – початок

координат.
В-1. ϕ = 2x+4y

1+x2y2 , A(1; 1). В-2. ϕ = 2x
2−y2−2y, A(3; 2).

В-3. ϕ = 4y√
2+x2+y2

, A(1; 1). В-4. ϕ = 3
√
xy, A(4; 2).

В-5. ϕ = (2x− y)4, A(3; 5). В-6. ϕ = sin(x+ y), A
(
π
6 ; π3

)
.

В-7. ϕ = (3x2 − y)3, A(1; 2). В-8. ϕ = y ln(1 + x2), A(0; 2).
В-9. ϕ = xy4 − 13, A(1; 2). В-10. ϕ = sin2(xy), A

(
1; π2

)
.

В-11. ϕ = (x2 − 3y)3, A(2; 1). В-12. ϕ = x5y3, A(1; 1).

В-13. ϕ = y2 − x3, A(2; 3). В-14. ϕ = x2+y2+1√
x2+3

, A(1; 0).

В-15. ϕ = 2x+y
x2+y2+1 , A(1; 0).

Задача 18. Обчислити даний криволiнiйний iнтеграл другого
роду вздовж замкненого трикутного контуру ABC в додатному
напрямку. Скористатись формулою Грiна.
В-1. J =

∮
L

(
y2 + 1

)
exdx+ (x+ 2 + 2yex) dy;

L(4ABC) : A(0; 1), B(2; 3), C(0; 4).

В-2. J =
∮
L

6x ln
(
1 + y2

)
dx+

(
2x+ 1 +

2y(3x2+5)
1+y2

)
dy;

L(4ABC) : A(0; 2), B(2; 3), C(0; 5).

В-3. J =
∮
L

(
y2 + 3y

)
cosx dx+ (4x+ (2y + 3) sinx) dy;

L(4ABC) : A(−2; 1), B(2; 3), C(−2; 5).
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В-4. J =
∮
L

2xy3 dx+
(
2x+ 7 + 3y2

(
x2 + 1

))
dy;

L(4ABC) : A(0; 1), B(0; 5), C(−2; 3).

В-5. J =
∮
L

2xe3ydx+
(
x+ 1 + 3x2e3y

)
dy;

L(4ABC) : A(2; 1), B(2; 7), C(−2; 3).

В-6. J =
∮
L

(y + 2)e2x+xydx+
(
2x+ 3 + xe2x+xy

)
dy;

L(4ABC) : A(1; 1), B(1; 3), C(−1; 2).

В-7. J =
∮
L

2x
(
x2 − ey

)
dx+

(
3x+ 1− ey

(
x2 − ey

))
dy;

L(4ABC) : A(1; 1), B(3; 1), C(3; 5).

В-8. J =
∮
L

cosx
(
sinx+ y2

)
dx+

(
2x+ 2y

(
sinx+ y2

))
dy;

L(4ABC) : A(4; 1), B(4; 5), C(0; 5).

В-9. J =
∮
L

3x2y4dx+
(
x− 5 + 4x3y3

)
dy;

L(4ABC) : A(1; 1), B(4; 1), C(3; 5).

В-10. J =
∮
L

3 cos(3x+ 2y)dx+ (2x+ 6 + 2 cos(3x+ 2y)) dy;

L(4ABC) : A(3; 1), B(5; 3), C(1; 3).

В-11. J =
∮
L

ex arctg y dx+
(

3x+ 3 + ex

1+y2

)
dy;

L(4ABC) : A(1; 1), B(3; 3), C(0; 3).

В-12. J =
∮
L

3
(
x+ y2

)2
dx+

(
2x+ 4 + 6y

(
x+ y2

)2)
dy;

L(4ABC) : A(−2; 1), B(4; 1), C(0; 5).

В-13. J =
∮
L

1
1+y2 dx+

(
5x+ 2− 2xy

(1+y2)2

)
dy;

L(4ABC) : A(2; 1), B(2; 5), C(0; 5).

В-14. J =
∮
L

5x4e3y dx+
(
2x+ 5 + 3x5e3y

)
dy;

L(4ABC) : A(0; 2), B(4; 4), C(1; 4).
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В-15. J =
∮
L

cosxeydx+ (x+ 2 + sinxey) dy;

L(4ABC) : A(2; 1), B(4; 1), C(0; 5).

Задача 19. В наведенiй сумi iнтегралiв змiнити порядок iнтегру-
вання. У вiдповiдi надати: 1) креслення на паперi в клiтинку з
дотриманням масштабу; 2) явний вигляд залежностей «нових»
меж внутрiшнього iнтегрування вiд «нової» змiнної зовнiшньо-
го iнтегрування; 3) один подвiйний iнтеграл, зведений до по-
вторного.

В-1. J =
1∫
0

dx
2x∫
0

f(x, y) dy +
5∫
1

dx

√
5−x∫
0

f(x, y) dy.

В-2. J =
4∫
0

dy
y/2∫
0

f(x, y) dx+
6∫
4

dy

√
4−(y−4)2∫

0

f(x, y) dx.

В-3. J =
1∫
0

dx
x2∫
0

f(x, y) dy +
2∫
1

dx

√
1−(x−1)2∫

0

f(x, y) dy.

В-4. J =
2∫
0

dy
2y∫
0

f(x, y) dx+
6∫
2

dy
4−
√

16−(y−6)2∫
0

f(x, y) dx.

В-5. J =
4∫
0

dx

√
x∫

0

f(x, y) dy +
5∫
4

dx
10−2x∫

0

f(x, y) dy.

В-6. J =
4∫
0

dy

√
y∫

0

f(x, y) dx+
6∫
4

dy
6−y∫
0

f(x, y) dx.

В-7. J =
1∫
0

dx
3x∫
0

f(x, y) dy +
4∫
1

dx

√
9−(x−1)2∫

0

f(x, y) dy.

В-8. J =
0∫
−2

dy
0∫

−
√

4−y2
f(x, y) dx+

2∫
0

dy
0∫

√
2y−2

f(x, y) dx.

В-9. J =
0∫
−4

dx
x+4∫
0

f(x, y) dy +
2∫
0

dx
(x−2)2∫

0

f(x, y) dy.

В-10. J =
1∫
0

dy
arcsin y∫

0

f(x, y) dx+
1+π/2∫

1

dy
1+π/2−y∫

0

f(x, y) dx.

В-11. J =
π/2∫
0

dx
sin x∫
0

f(x, y) dy +
π/2+1∫
π/2

dx
π/2+1−x∫

0

f(x, y) dy.

В-12. J =
2∫
0

dy
2y∫
0

f(x, y) dx+
6∫
2

dy
6−y∫
0

f(x, y) dx.
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В-13. J =
2∫
0

dx
x2∫
0

f(x, y) dy +
4∫
2

dx
8−2x∫

0

f(x, y) dy.

В-14. J =
2∫
0

dy
y∫
0

f(x, y) dx+
2
√

2∫
2

dy

√
8−y2∫
0

f(x, y) dx.

В-15. J =
π/4∫
0

dx
tg x∫
0

f(x, y) dy +
π/2∫
π/4

dx
2−4x/π∫

0

f(x, y) dy.

Задача 20. Розв’язати задачу з використанням подвiйного iнте-
гралу.
В-1. Обчислити ординату центру мас однорiдного параболi-

чного сегменту, обмеженого лiнiями y = b
a2 · x

2, y = b.
Вiдповiдь: yC = 3

5b.
В-2. Обчислити абсцису центру мас однорiдного криволiнiй-

ного трикутника, обмеженого лiнiями y = b
a2 · x

2, y = b, x = 0.
Трикутник належить першiй координатнiй чвертi.
Вiдповiдь:xC = 3

8a.
В-3. Обчислити абсцису центру мас однорiдного криволiнiй-

ного трикутника, обмеженого лiнiями y = b
a2 · x

2, y = 0, x = a.
Вiдповiдь:xC = 3

4a.
В-4. Обчислити ординату центру мас однорiдного криволi-

нiйного трикутника, обмеженого лiнiями y = b
a2 ·x

2, y = 0, x = a.
Вiдповiдь: yC = 3

10b.
В-5. Обчислити масу неоднорiдного трикутника, обмеженого

лiнiями y = b
a · x, y = 0, x = a. Поверхнева густина змiнюється

за законом σ(x, y) = σ0

(
1− x

a

)
.

Вiдповiдь:m = 1
6σ0ab.

В-6. Обчислити масу неоднорiдного трикутника, обмеженого
лiнiями y = b

a · x, y = 0, x = a. Поверхнева густина змiнюється
за законом σ(x, y) = σ0 · xa .
Вiдповiдь:m = 1

3σ0ab.
В-7. Однорiдний криволiнiйний трикутник з поверхневою гу-

стиною σ обмежений лiнiями y = b
a2 · x

2, y = b, x = 0 i розташо-
ваний в першiй координатнiй чвертi. Обчислити момент iнерцiї
трикутника при обертаннi навколо осi Ox.
Вiдповiдь: Jx = 2

7σab
3.

В-8. Однорiдний криволiнiйний трикутник з поверхневою гу-
стиною σ обмежений лiнiями y = b

a2 · x
2, y = b, x = 0 i розташо-

ваний в першiй координатнiй чвертi. Обчислити момент iнерцiї
трикутника при обертаннi навколо осi Oy.
Вiдповiдь: Jx = 2

15σa
3b.

226



В-9. Неоднорiдну прямокутну пластину обмежено прямими
x = 0, x = a, y = 0, y = b. Поверхнева густина змiнюється за
законом σ(x, y) = σ0 · yb . Обчислити момент iнерцiї пластини при
обертаннi навколо осi Ox.
Вiдповiдь: Jx = 1

4σ0ab
3.

В-10. Однорiдний криволiнiйний трикутник з поверхневою гу-
стиною σ обмежено лiнiями y = b

a2 · x
2, y = 0, x = a. Обчислити

момент iнерцiї трикутника при обертаннi навколо осi Ox.
Вiдповiдь: Jx = 1

21σab
3.

В-11. Однорiдний криволiнiйний трикутник з поверхневою гу-
стиною σ обмежено лiнiями y = b

a2 · x
2, y = 0, x = a. Обчислити

момент iнерцiї трикутника при обертаннi навколо осi Oy.
Вiдповiдь: Jx = 1

5σa
3b.

В-12. Однорiдний сектор обмежено колом x2 + y2 = R2 i пря-
мими y = ±x tgα, де α – даний сталий гострий кут. Обчислити
абсцису центру мас сектора.
Вiдповiдь:xC = 2

3R ·
sinα
α .

В-13. Однорiдний сектор з поверхневою густиною σ обмежено
колом x2 + y2 = R2 i прямими y = ±x tgα, де α – даний сталий
гострий кут. Обчислити момент iнерцiї сектора при обертаннi
навколо осi Ox.
Вiдповiдь: Jx = σR4

4

(
α− 1

2 sin 2α
)
.

В-14. Однорiдний сектор з поверхневою густиною σ обмежено
колом x2 + y2 = R2 i двома прямими: y = 0 i y = x tgα, де α –
даний сталий гострий кут. Обчислити момент iнерцiї сектора
при обертаннi навколо осi Oy.
Вiдповiдь: Jy = σR4

8

(
α+ 1

2 sin 2α
)
.

В-15. Неоднорiдне коло обмежено лiнiєю x2 +y2 = R2. Поверх-
нева густина залежить вiд вiдстанi ρ мiж початком координат i
поточною точкою за законом σ = σ0 · ρR . Обчислити масу кола.
Вiдповiдь:m = 2

3πσ0R
2.
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6 РОЗВ’ЯЗОК ТИПОВОГО

ВАРIАНТУ

Задача 1. Знайти невизначений iнтеграл
∫

(2x+3)6 dx. Виконати
перевiрку.
Розв’язок. Функцiя пiд знаком iнтегралу є складною, причо-
му внутрiшня функцiя лiнiйна, а первiсна зовнiшньої функцiї
таблична. Вводимо замiну t = 2x+ 3, dt = 2 dx, dx = dt

2 . Маємо:∫
(2x+ 3)6 dx =

∫
t6
dt

2
=

1

2

∫
t6 dt =

1

2
· t

7

7
+ C =

(2x+ 3)7

14
+ C.

Зробимо перевiрку:(
(2x+ 3)7

14
+ C

)′
=

7(2x+ 3)6 · (2x+ 3)′

14
=

(2x+ 3)6 · 2
2

= (2x+3)6,

що збiгається з пiдiнтегральною функцiєю.

Вiдповiдь: (2x+3)7

14 + C.
Задача 2. Знайти невизначений iнтеграл∫ (

ex + x2 + 3x
)3

(ex + 2x+ 3) dx,

використовуючи потрiбну замiну змiнної. Виконати перевiрку.
Розв’язок. Введемо замiну t = ex + x2 + 3x. Диференцiюємо її:

dt = (ex + 2x+ 3) dx.

Тодi ∫ (
ex + x2 + 3x

)3︸ ︷︷ ︸
t3

(ex + 2x+ 3) dx︸ ︷︷ ︸
dt

=

∫
t3 dt =

=
t4

4
+ C =

(
ex + x2 + 3x

)4
4

+ C.

Зробимо перевiрку:((
ex + x2 + 3x

)4
4

+ C

)′
=

1

4
· 4
(
ex + x2 + 3x

)3 · (ex + x2 + 3x
)′

=
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=
(
ex + x2 + 3x

)3 · (ex + 2x+ 3) ,

що збiгається з пiдiнтегральною функцiєю.

Вiдповiдь: (ex+x2+3x)
4

4 + C.
Задача 3. Знайти невизначений iнтеграл

∫
3
√
x lnx dx, застосову-

ючи iнтегрування частинами. Виконати перевiрку.
Розв’язок. Покладемо u = lnx, dv = 3

√
x dx = x

1
3 dx, i пiдiнте-

гральний вираз вичерпано. Маємо: du = dx
x , v =

∫
dv =

∫
x

1
3 dx =

= 3
4x

4
3 . Тодi за формулою iнтегрування частинами маємо:∫

3
√
x lnx dx = uv −

∫
v du = lnx · 3

4
x

4
3 −

∫
3

4
x

4
3
dx

x
=

=
3

4
x

4
3 lnx− 3

4

∫
x

1
3 dx =

3

4
x

4
3 lnx− 3

4
· 3
4
x

4
3 +C =

3

4
x

4
3 lnx− 9

16
x

4
3 +C.

Зробимо перевiрку:(
3

4
x

4
3 lnx− 9

16
x

4
3 + C

)′
=

3

4

(
4

3
x

1
3 lnx+ x

4
3 · 1

x

)
− 9

16
· 4

3
x

1
3 =

= 3
√
x lnx+

3

4
3
√
x− 3

4
3
√
x = 3
√
x lnx,

що збiгається з пiдiнтегральною функцiєю.
Вiдповiдь: 3

4x
4
3 lnx− 9

16x
4
3 + C.

Задача 4. Проiнтегрувати правильний дрiб:

а)
∫

3x− 20

x2 + 3x− 10
dx; б)

∫
7x+ 23

x2 + 6x+ 9
dx; в)

∫
10x+ 43

x2 + 8x+ 17
dx.

Розв’язок. а) Дискримiнант знаменника D = 32 +4 ·10 = 49 > 0.
Отже, маємо випадок двох дiйсних коренiв. Очевидно, вони
дорiвнюють x1 = −5, x2 = 2. Розкладемо дрiб на елементарнi
методом невизначених коефiцiєнтiв:

3x− 20

x2 + 3x− 10
=

3x− 20

(x+ 5)(x− 2)
=

A

x+ 5
+

B

x− 2
.

Домножимо на (x+ 5):

3x− 20

x− 2
= A+

B(x+ 5)

x− 2
.
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При x = −5 отримуємо: A = 5. Домножимо на (x− 2):

3x− 20

x+ 5
=
A(x− 2)

x+ 5
+B.

При x = 2 отримуємо: B = −2. Маємо:∫
3x− 20

x2 + 3x− 10
dx =

∫ (
5

x+ 5
− 2

x− 2

)
dx =

= 5 ln |x+ 5| − 2 ln |x− 2|+ C.

б) Дискримiнант знаменника D = 62 − 4 · 9 = 0. Отже, має-
мо випадок одного дiйсного кратного кореня. Очевидно, вiн
дорiвнює x1,2 = −3. Розкладемо дрiб на елементарнi методом
невизначених коефiцiєнтiв:

7x+ 23

x2 + 6x+ 9
=

7x+ 23

(x+ 3)2
=

A

x+ 3
+

B

(x+ 3)2
=

=
A(x+ 3) +B

(x+ 3)2
=
Ax+ (3A+B)

(x+ 3)2
.

Прирiвнюючи коефiцiєнти при однакових степенях x, отриму-
ємо систему

x1 : A = 7;
x0 : 3A+B = 23.

}
Її розв’язок A = 7, B = 2. Тодi∫

7x+ 23

x2 + 6x+ 9
dx =

∫ (
7

x+ 3
+

2

(x+ 3)2

)
dx =

= 7 ln |x+ 3| − 2

x+ 3
+ C.

Зауважимо, в цьому прикладi можна уникнути методу не-
визначених коефiцiєнтiв:

∫
7x+ 23

x2 + 6x+ 9
dx =

∫
7x+ 23

(x+ 3)2
dx =

∥∥∥∥∥∥
x+ 3 = t
x = t− 3
dx = dt

∥∥∥∥∥∥ =

=

∫
7(t− 3) + 23

t2
dx =

∫
7t+ 2

t2
dx =

∫ (
7

t
+

2

t2

)
dx =
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= 7 ln |t| − 2

t
+ C = 7 ln |x+ 3| − 2

x+ 3
+ C.

в) Дискримiнант знаменника D = 82−4 ·17 = −4 < 0. Отже, дiй-
сних коренiв немає. Видiлимо у знаменнику повний квадрат:

x2 + 8x+ 17 =
(
x2 + 2 · x · 4 + 42

)
− 16 + 17 = (x+ 4)2 + 1.

Тому введемо замiну змiнної x+ 4 = t, x = t− 4, dx = dt:∫
10x+ 43

x2 + 8x+ 17
dx =

∫
10(t− 4) + 43

t2 + 1
dt =

∫
10t+ 3

t2 + 1
dt =

= 5

∫
2t

t2 + 1
dt+ 3

∫
dt

t2 + 1
= 5 ln

(
t2 + 1

)
+ 3 arctg t+ C =

= 5 ln
(
(x+ 4)2 + 1

)
+ 3 arctg(x+ 4) + C =

= 5 ln
(
x2 + 8x+ 17

)
+ 3 arctg(x+ 4) + C.

Вiдповiдь: а) 5 ln |x+ 5| − 2 ln |x− 2|+ C; б) 7 ln |x+ 3| − 2
x+3 + C;

в) 5 ln
(
x2 + 8x+ 17

)
+ 3 arctg(x+ 4) + C.

Задача 5. Проiнтегрувати правильний дрiб з кратним коренем
знаменника:

∫
3x3+12x2+18x+18

(x+1)3(x+4) dx.
Розв’язок. Розкладемо дрiб на елементарнi. Корiнь x = −1 є
кратним кратностi 3, тому «дужцi» (x+ 1)3 ставимо у вiдповiд-
нiсть групу з трьох доданкiв аж до вичерпання третьої кратно-
стi: A

x+1 , B
(x+1)2 , C

(x+1)3 . Корiнь x = −4 є простим, тому «дужцi»

(x + 4) ставимо у вiдповiднiсть один доданок вигляду D
x+4 . От-

же, розкладення пiдiнтегральної функцiї на елементарнi дроби
потрiбно шукати у виглядi

3x3 + 12x2 + 18x+ 18

(x+ 1)3(x+ 4)
=

A

x+ 1
+

B

(x+ 1)2
+

C

(x+ 1)3
+

D

x+ 4
.

Замiсть складання i подальшого розв’язування системи лiнiй-
них алгебраїчних рiвнянь скористаємось спрощеною модифi-
кацiєю методу невизначених коефiцiєнтiв. Домножимо лiву i
праву частини на знаменник лiвої частини:

3x3 + 12x2 + 18x+ 18 =

= A(x+ 1)2(x+ 4) +B(x+ 1)(x+ 4) + C(x+ 4) +D(x+ 1)3. (∗)
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При пiдстановцi до (∗) значення x = −4 отримуємо:

−3 · 64 + 12 · 16− 18 · 4 + 18 = −27D, D = 2.

При пiдстановцi до (∗) значення x = −1 отримуємо:

−3 + 12− 18 + 18 = 3C, C = 3.

Тепер тотожнiсть (∗) набуває вигляду

3x3 + 12x2 + 18x+ 18 =

= A(x+ 1)2(x+ 4) +B(x+ 1)(x+ 4) + 3(x+ 4) + 2(x+ 1)3. (∗∗)

Це – не рiвняння, яке може справджуватись лише при вдалому
пiборi x, а тотожнiсть, яка виконана за довiльних значень x.
Тому (∗∗) можна продиференцiювати за x:

9x2 + 24x+ 18 = A
[
2(x+ 1)(x+ 4) + (x+ 1)2

]
+

+B [(x+ 4) + (x+ 1)] + 3 + 6(x+ 1)2. (∗ ∗ ∗)

При x = −1 отримуємо:

9− 24 + 18 = 3B + 3, B = 0.

Тодi тотожнiсть (∗ ∗ ∗) набуває вигляду

9x2 + 24x+ 18 = A
[
2(x2 + 5x+ 4) + (x+ 1)2

]
+ 3 + 6(x+ 1)2.

Ще раз диференцiюючи, знаходимо:

18x+ 24 = A [2(2x+ 5) + 2(x+ 1)] + 12(x+ 1).

При x = −1 отримуємо:

−18 + 24 = 6A, A = 1.

Отже, якщо спрощену модифiкацiю методу невизначених кое-
фiцiєнтiв доповнити послiдовним диференцiюванням потрiбну
кiлькiсть разiв, то її можна розповсюдити i на випадок кратних
коренiв.

Тепер шукане розкладення має вигляд:

3x3 + 12x2 + 18x+ 18

(x+ 1)3(x+ 4)
=

1

x+ 1
+

3

(x+ 1)3
+

2

x+ 4
.
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Вiдповiдно, ∫
3x3 + 12x2 + 18x+ 18

(x+ 1)3(x+ 4)
dx =

=

∫ (
1

x+ 1
+

3

(x+ 1)3
+

2

x+ 4

)
dx =

= ln |x+ 1| − 3

2(x+ 1)2
+ 2 ln |x+ 4|+ C.

Вiдповiдь: ln |x+ 1| − 3
2(x+1)2 + 2 ln |x+ 4|+ C.

Задача 6. Проiнтегрувати неправильний дрiб:∫
4x3 − 13x2 + 16x− 9

x2 − 3x+ 2
dx.

Розв’язок. З пiдiнтегральної функцiї видiлимо цiлу частину
шляхом дiлення многочленiв у стовпчик:

4x3 − 13x2 + 16x− 9 x2 − 3x+ 2

4x3 − 12x2 + 8x 4x− 1

−x2 + 8x− 9
−x2 + 3x− 2

5x− 7

Отримали:

4x3 − 13x2 + 16x− 9

x2 − 3x+ 2
= 4x− 1 +

5x− 7

x2 − 3x+ 2
.

Останнiй дрiб розкладемо на елементарнi методом невизначе-
них коефiцiєнтiв:

5x− 7

x2 − 3x+ 2
=

5x− 7

(x− 1)(x− 2)
=

A

x− 1
+

B

x− 2
.

Домножимо на (x− 1):

5x− 7

x− 2
= A+

B(x− 1)

x− 2
.

При x = 1 отримуємо: A = 2. Домножимо на (x− 2):

5x− 7

x− 1
=
A(x− 2)

x− 1
+B.
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При x = 2 отримуємо: B = 3. Розкладення набуває вигляду

5x− 7

x2 − 3x+ 2
=

2

x− 1
+

3

x− 2
.

Маємо:∫
4x3 − 13x2 + 16x− 9

x2 − 3x+ 2
dx =

∫ (
4x− 1 +

2

x− 1
+

3

x− 2

)
dx =

= 2x2 − x+ 2 ln |x− 1|+ 3 ln |x− 2|+ C.

Вiдповiдь: 2x2 − x+ 2 ln |x− 1|+ 3 ln |x− 2|+ C.

Задача 7. Знайти невизначений iнтеграл
∫√

4 + 1
x−1 dx.

Розв’язок. Маємо: 4 + 1
x−1 = 4(x−1)+1

x−1 = 4x−3
x−1 . Отже, пiдiнте-

гральна функцiя є дробово-лiнiйною. Тому для рацiоналiзацiї
пiдiнтегрального виразу (тобто для здобування кореня нацiло)
потрiбно ввести замiну 4x−3

x−1 = t2. Маємо:

4x− 3 = xt2 − t2, x =
t2 − 3

t2 − 4
,

dx =
2t(t2 − 4)− (t2 − 3) · 2t

(t2 − 4)2
dt = − 2t dt

(t2 − 4)2
= − 2t dt

(t− 2)2(t+ 2)2
.

Тодi

J = −
∫ √

t2 · 2t dt

(t− 2)2(t+ 2)2
= −

∫
2t2 dt

(t− 2)2(t+ 2)2
.

Розкладемо пiдiнтегральну функцiю на елементарнi дроби ме-
тодом невизначених коефiцiєнтiв:

f(t) =
2t2

(t− 2)2(t+ 2)2
=

A

t− 2
+

B

(t− 2)2
+

C

t+ 2
+

D

(t+ 2)2
.

Домножимо на знаменник лiвої частини:

2t2 = A(t− 2)(t+ 2)2 +B(t+ 2)2 + C(t+ 2)(t− 2)2 +D(t− 2)2.

Методом невизначених коефiцiєнтiв отримуємо систему:

x3 : A+ C = 0
x2 : 2A+B − 2C +D = 2
x1 : −4A+ 4B − 4C − 4D = 0
x0 : −8A+ 4B + 8C + 4D = 0


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Її розв’язок: A = 1
4 , B = 1

2 , C = − 1
4 , D = 1

2 . Тодi

J = −1

4

∫ (
1

t− 2
+

2

(t− 2)2
− 1

t+ 2
+

2

(t+ 2)2

)
dt =

= −1

4

(
ln |t− 2| − 2

t− 2
− ln |t+ 2| − 2

t+ 2

)
+ C.

Вiдповiдь:− 1
4

(
ln |t− 2| − 2

t−2 − ln |t+ 2| − 2
t+2

)
+C, де t =

√
4x−3
x−1 .

Задача 8. Знайти невизначений iнтеграл:

а) I =

∫
x
√
x2 − 12x+ 61 dx; б) J =

∫
dx

(x+ 2)
√

91 + 6x− x2
.

Розв’язок. а) Видiлимо повний квадрат:

x2 − 12x+ 61 =
(
x2 − 2 · 6 · x+ 62

)
+ 61− 62 = (x− 6)2 + 25.

Отже, зручною є замiна x− 6 = y, x = y + 6, dx = dy. Тодi

I =

∫
(y + 6)

√
y2 + 25 dy.

Зручно також ввести подальшу замiну y = 5z, dy = 5 dz:

I =

∫
(5z + 6)

√
25z2 + 25 · 5 dz = 25

∫
(5z + 6)

√
z2 + 1 dz. (∗)

Пiд знаком кореня знаходиться квадратична функцiя з до-
датним старшим коефiцiєнтом. Тому введемо замiну Ейлера:√

z2 + 1 = t− z, z2 + 1 = t2 − 2tz + z2,

2tz = t2 − 1, z =
t2 − 1

2t
=
t

2
− 1

2t
.

Диференцiюємо цю замiну:

dz =

(
1

2
+

1

2t2

)
dt =

t2 + 1

2t2
dt.

Оскiльки тепер√
z2 + 1 = t− z = t−

(
t

2
− 1

2t

)
=
t

2
+

1

2t
=
t2 + 1

2t
,
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то ми отримуємо:

I

25
=

∫
(5z + 6)

√
z2 + 1 dz =

∫ (
5 · t

2 − 1

2t
+ 6

)
t2 + 1

2t
· t

2 + 1

2t2
dt =

=

∫
5t2 − 5 + 12t

2t
·
(
t2 + 1

)2
4t3

dt =

∫ (
5t2 + 12t− 5

) (
t2 + 1

)2
8t4

dt =

=

∫ (
5t2 + 12t− 5

) (
t4 + 2t2 + 1

)
8t4

dt =

=

∫
5t6 + 10t4 + 5t2 + 12t5 + 24t3 + 12t− 5t4 − 10t2 − 5

8t4
dt =

=

∫
5t6 + 12t5 + 5t4 + 24t3 − 5t2 + 12t− 5

8t4
dt =

=

∫ (
5t2

8
+

3t

2
+

5

8
+

3

t
− 5

8t2
+

3

2t3
− 5

8t4

)
dt =

=
5t3

24
+

3t2

4
+

5t

8
+ 3 ln |t|+ 5

8t
− 3

4t2
+

5

24t3
+ C =

=
5

24

(
t3 +

1

t3

)
+

3

4

(
t2 − 1

t2

)
+

5

8

(
t+

1

t

)
+ 3 ln |t|+ C.

При введеннi зворотної замiни цей вираз припускає значне
спрощення:

1

t
=

1√
z2 + 1 + z

=

√
z2 + 1− z(√

z2 + 1 + z
) (√

z2 + 1− z
) =

=

√
z2 + 1− z(√
z2 + 1

)2 − z2
=

√
z2 + 1− z
z2 + 1− z2

=

√
z2 + 1− z

1
=
√
z2 + 1− z.

Тодi:

t+
1

t
=
(√

z2 + 1 + z
)

+
(√

z2 + 1− z
)

= 2
√
z2 + 1;

t2 − 1

t2
=
(√

z2 + 1 + z
)2

−
(√

z2 + 1− z
)2

= 4z
√
z2 + 1.

Використаємо формули скороченого множення:

(a+ b)3 + (a− b)3 =
(
a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3

)
+
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+
(
a3 − 3a2b+ 3ab2 − b3

)
= 2a3 + 6ab2 = 2a(a2 + 3b2).

Покладаючи тут a =
√
z2 + 1, b = z, отримуємо:

t3 +
1

t3
=
(√

z2 + 1 + z
)3

−
(√

z2 + 1− z
)3

=

= 2
√
z2 + 1

[(√
z2 + 1

)2

+ 3z2

]
= 2
√
z2 + 1

(
4z2 + 1

)
.

Тодi маємо:

I

25
=

5

24
· 2
√
z2 + 1

(
4z2 + 1

)
+

3

4
· 4z
√
z2 + 1 +

5

8
· 2
√
z2 + 1+

+3 ln
∣∣∣√z2 + 1 + z

∣∣∣+ C =

=
1

12

√
z2 + 1

[(
20z2 + 5

)
+ 36z + 15

]
+ 3 ln

∣∣∣√z2 + 1 + z
∣∣∣+ C =

=
1

12

√
z2 + 1

(
20z2 + 36z + 20

)
+ 3 ln

∣∣∣√z2 + 1 + z
∣∣∣+ C =

=
1

3

√
z2 + 1

(
5z2 + 9z + 5

)
+ 3 ln

∣∣∣√z2 + 1 + z
∣∣∣+ C =

=
1

3

√(y
5

)2

+ 1

(
5
(y

5

)2

+ 9 · y
5

+ 5

)
+ 3 ln

∣∣∣∣∣
√(y

5

)2

+ 1 +
y

5

∣∣∣∣∣+ C =

=
1

3
·
√
y2 + 25

5
· y

2 + 9y + 25

5
+ 3 ln

∣∣∣∣∣
√
y2 + 25 + y

5

∣∣∣∣∣+ C =

=
1

75

√
y2 + 25

(
y2 + 9y + 25

)
+ 3 ln

∣∣∣√y2 + 25 + y
∣∣∣− 3 ln 5 + C.

Позначаючи C1 = C−3 ln 5
25 i домножаючи на 25, отримуємо:

I =
1

3

√
y2 + 25

(
y2 + 9y + 25

)
+ 75 ln

∣∣∣√y2 + 25 + y
∣∣∣+ C1 =

=
1

3

√
(x− 6)2 + 25

(
(x− 6)2 + 9(x− 6) + 25

)
+

+75 ln
∣∣∣√(x− 6)2 + 25 + (x− 6)

∣∣∣+ C1 =

=
1

3

√
x2 − 12x+ 61

(
x2 − 3x+ 7

)
+75 ln

∣∣∣√x2 − 12x+ 61+x−6
∣∣∣+C1.
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Безпосереднє диференцiювання дозволяє переконатись в пра-
вильностi цiєї вiдповiдi.

Як бачимо, значна кiлькiсть роботи пов’язана не з iнтегру-
вання, а з перетвореннями отриманої вiдповiдi. Цiкаво заува-
жити, що цiй вiдповiдi можна надати зовсiм iншої форми при
введеннi в iнтегралi (∗) iншої замiни.

Покладемо z = shu, dz = chu du,
√
z2 + 1 =

√
sh2 u+ 1 =

=
√

ch2 u = chu:

I

25
=

∫
(5 shu+ 6) chu · chu du = 5

∫
shu ch2 u du+

∫
ch2 u du.

Тут перший iнтеграл обчислюється замiною w = chu, dw =
= shu du i становить∫

ch2 u · shu du =

∫
w2 dw =

w3

3
+ C =

ch3 u

3
+ C.

Для обчислення другого iнтегралу отримаємо формулу зниже-
ння степеня:

ch2 u =

(
eu + e−u

2

)2

=
e2u + 2eu · e−u + e−2u

4
=

=
2e0 + e2u + e−2u

4
=

1 + e2u+e−2u

2

2
=

1 + ch 2u

2
.

Тодi∫
ch2 u du =

∫
1 + ch 2u

2
du =

∫ (
1

2
+

ch 2u

2

)
du =

u

2
+

sh 2u

4
+ C.

Втiм, зворотна замiна в цьому разi не є бiльш простою; пропо-
нуємо виконати її самостiйно.

б) Видiлимо повний квадрат:

91 + 6x− x2 = −
(
x2 − 6x− 91

)
= −

(
x2 − 2 · x · 3 + 32 − 32 − 91

)
=

= −
(
(x− 3)2 − 100

)
= 100− (x− 3)2.

Отже, зручною є замiна x− 3 = y, x = y + 3, dx = dy. Тодi

J =

∫
dy

(y + 3 + 2)
√

100− y2
=

∫
dy

(y + 5)
√

100− y2
.
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Зручно також ввести подальшу замiну y = 10z, dy = 10 dz:

J =

∫
10 dz

(10z + 5)
√

100− 100z2
=

∫
dz

5(2z + 1)
√

1− z2
.

Пiд знаком кореня знаходиться квадратична функцiя, стар-
ший коефiцiєнт якої вiд’ємний. Тому введемо замiну Ейлера:√

1− z2 = tz − 1, 1− z2 = t2z2 − 2tz + 1,

t2z2 + z2 = 2tz, z =
2t

t2 + 1
.

Диференцiюємо цю замiну:

dz =
2
(
t2 + 1

)
− 2t · 2t

(t2 + 1)
2 dt =

2
(
1− t2

)
(t2 + 1)

2 dt.

Оскiльки тепер√
1− z2 = tz − 1 =

2t2

t2 + 1
− 1 =

t2 − 1

t2 + 1
,

то ми отримуємо:

5J =

∫ 2(1−t2)
(t2+1)2

dt

(2 · 2t
t2+1 + 1) · t2−1

t2+1

=

∫
2
(
1− t2

)
dt

(4t+ (t2 + 1)) (t2 − 1)
,

−5

2
J =

∫
dt

t2 + 4t+ 1
.

Маємо:

t2 + 4t+ 1 = t2 + 4t+ 4− 3 = (t+ 2)2 −
(√

3
)2

Тому замiна u = t + 2, du = dt зводить останнiй iнтеграл до
табличного з параметром a =

√
3:

−5

2
J =

∫
du

u2 − a2
=

1

2a
ln

∣∣∣∣u− au+ a

∣∣∣∣+ C =
1

2
√

3
ln

∣∣∣∣∣ t+ 2−
√

3

t+ 2 +
√

3

∣∣∣∣∣+ C

Позначаючи C1 = − 2
5C, отримуємо:

J = − 1

5
√

3
ln

∣∣∣∣∣ t+ 2−
√

3

t+ 2 +
√

3

∣∣∣∣∣+ C1 =
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= − 1

5
√

3
ln

∣∣∣∣∣ 1+
√

1−z2
z + 2−

√
3

1+
√

1−z2
z + 2 +

√
3

∣∣∣∣∣+ C1 =

= − 1

5
√

3
ln

∣∣∣∣∣1 +
√

1− z2 +
(
2−
√

3
)
z

1 +
√

1− z2 +
(
2 +
√

3
)
z

∣∣∣∣∣+ C1 =

= − 1

5
√

3
ln

∣∣∣∣∣∣1 +

√
1−

(
y
10

)2
+
(
2−
√

3
)
· y10

1 +

√
1−

(
y
10

)2
+
(
2 +
√

3
)
· y10

∣∣∣∣∣∣+ C1 =

= − 1

5
√

3
ln

∣∣∣∣∣∣1 +

√
1−

(
x−3
10

)2
+
(
2−
√

3
)
· x−3

10

1 +

√
1−

(
x−3
10

)2
+
(
2 +
√

3
)
· x−3

10

∣∣∣∣∣∣+ C1.

Аналогiчно, для цього прикладу також можна використову-
вати iншi замiни, наприклад, u = sin z.
Вiдповiдь: а)

1

3

√
x2 − 12x+ 61

(
x2 − 3x+ 7

)
+75 ln

∣∣∣√x2 − 12x+ 61 + x− 6
∣∣∣+C1;

б) − 1
5
√

3
ln

∣∣∣∣∣ 1+
√

1−( x−3
10 )

2
+(2−

√
3)· x−3

10

1+
√

1−( x−3
10 )

2
+(2+

√
3)· x−3

10

∣∣∣∣∣+ C1.

Задача 9. Знайти невизначений iнтеграл:

а)
∫

sin3 x cosx dx

sin2 x+ 1
; б)

∫
(tg x+ 3) dx

sin2 x+ 4 sinx cosx+ 5 cos2 x
.

Розв’язок. а) Пiдiнтегральна функцiя є добутком косинусу i
рацiональної функцiї синусу, тому вводимо замiну t = sinx,
dt = cosx dx:∫

sin3 x cosx dx

sin2 x+ 1
=

∫
t3 dt

t2 + 1
=

∫
t3 + t− t
t2 + 1

dt =

=

∫
t(t2 + 1)− t

t2 + 1
dt =

∫ (
t− t

t2 + 1

)
dt =

∫
t dt− 1

2

∫
2t dt

t2 + 1
=

=

∥∥∥∥t2 + 1 = z
2t dt = dz

∥∥∥∥ =
t2

2
− 1

2

∫
dz

z
=
t2

2
− 1

2
ln |z|+ C =

=
t2

2
− 1

2
ln
(
t2 + 1

)
+ C =

1

2
sin2 x− 1

2
ln
(
sin2 x+ 1

)
+ C.
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б) Пiдiнтегральна функцiя не змiнюється при одночаснiй
замiнi sinx на (− sinx) i cosx на (− cosx), тому доцiльно ввести
замiну t = tg x, dt = dx

cos2 x :∫
(tg x+ 3) dx

sin2 x+ 4 sinx cosx+ 5 cos2 x
=

∫
tg x+ 3

sin2 x
cos2 x + 4 sin x cos x

cos2 x + 5
· dx

cos2 x
=

=

∫
t+ 3

t2 + 4t+ 5
dt =

∫
t+ 2 + 1

(t+ 2)2 + 1
dt =

∥∥∥∥t+ 2 = z
dt = dz

∥∥∥∥ =

∫
z + 1

z2 + 1
dz =

=
1

2

∫
2z

z2 + 1
dz +

∫
1

z2 + 1
dz =

1

2
ln(z2 + 1) + arctg z + C =

=
1

2
ln(t2 + 4t+ 5) + arctg(t+ 2) + C =

=
1

2
ln(tg2 x+ 4 tg x+ 5) + arctg(tg x+ 2) + C.

Вiдповiдь: а) 1
2 sin2 x− 1

2 ln
(
sin2 x+ 1

)
+ C;

б) 1
2 ln(tg2 x+ 4 tg x+ 5) + arctg(tg x+ 2) + C.

Задача 10. Знайти визначений iнтеграл
1∫
−1

|x| dx
x2+1 .

Розв’язок. Враховуючи парнiсть пiдiнтегральної функцiї, а та-
кож рiвнiсть |x| = x при x > 0, маємо:

1∫
−1

|x| dx
x2 + 1

= 2

1∫
0

|x| dx
x2 + 1

=

1∫
0

2x dx

x2 + 1
=

∥∥∥∥∥∥∥∥
x2 + 1 = t
2x dx = dt
t1 = 1
t2 = 2

∥∥∥∥∥∥∥∥ =

=

2∫
1

dt

t
= ln t

∣∣∣∣2
1

= ln 2− ln 1 = ln 2.

Вiдповiдь: ln 2.
Задача 11. Знайти площу фiгури, обмеженої на площинi Oxy
умовами y = arcsinx,

y = 0,
x = 1

2 .

Побудувати креслення.
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Рисунок 6.1 – Площа пiд графiком арксинусу

Розв’язок. Графiки рiвнянь y = 0 i x = 1
2 – це вiсь Ox i верти-

кальна пряма. Отже, маємо криволiнiйний трикутник (рис. 6.1).
Очевидно, його площа дорiвнює

S =

1/2∫
0

arcsinx dx =

∥∥∥∥u = arcsinx du = dx√
1−x2

dv = dx v = x

∥∥∥∥ =

= x arcsinx
∣∣∣1/2
0
−

1/2∫
0

x dx√
1− x2

=

∥∥∥∥∥∥∥∥
1− x2 = t(x)
−2x dx = dt
t1 = t(0) = 1
t2 = t

(
1
2

)
= 3

4

∥∥∥∥∥∥∥∥ =

=

(
1

2
· π

6
− 0

)
+

3/4∫
1

1
2 dx√
t

=
π

12
+
√
t
∣∣∣3/4
1

=
π

12
+

√
3

2
− 1.

Вiдповiдь: π12 +
√

3
2 − 1; див. рис. 6.1.

Задача 12. Електричний заряд Q рiвномiрно розподiлений по
сферi радiусу R. Знайти силу взаємодiї заряду Q i точкового
заряду q, розташованого на вiдстанi a вiд центру сфери ззовнi
неї (a > R).
Розв’язок. Розв’яжемо спочатку допомiжну задачу. Нехай за-
ряд Q рiвномiрно розподiлений за довжиною тонкого кiльця
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Рисунок 6.2 – Взаємодiя точки i сфери

радiусу r, а точковий заряд q розташовано на осi кiльця на ви-
сотi h над його площиною (рис. 6.2, лiворуч). Оскiльки закон
Кулона можна застосовувати лише для точкових зарядiв, то ро-
зiб’ємо заряд кiльця на диференцiально малi елементи dQ. За
законом Кулона елементарна сила dF = kq dQ

x2 . Розкладемо її на
двi компоненти паралельно i перпендикулярно площинi кiльця.
При векторному додаваннi усiх таких внескiв паралельнi ком-
поненти dF‖ скомпенсуються, тому до iнтегральної суми треба
включити лише поперечну компоненту dF⊥ = dF cosα = dF ·
· hx = kqh dQ

x3 . Очевидно, x =
(
h2 + r2

)1/2
. Тодi

F =

∫
dF⊥ =

kqh

(h2 + r2)
3/2

∫
dQ =

kqQh

(h2 + r2)
3/2

. (∗)

Зокрема, при h� r отримуємо

F ≈ kqQh

(h2 + 02)
3/2

=
kqQ

h2

у вiдповiдностi до закону Кулона.
Розв’яжемо тепер основну задачу. Розiб’ємо сферу на кiль-

ця системою площин, перпендикулярних осi Ox (рис. 6.2, пра-
воруч). Бiчна поверхня кiльця виникає при обертаннi кола x2 +

+y2 = R2 навколо осi Ox, i тому дорiвнює dS = 2πy

√
1 + (y′)

2
dx.
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Диференцiюючи рiвняння кола i вважаючи, що воно є неявним
заданням функцiї y(x), отримуємо 2x+ 2y · y′ = 0, y′ = −xy . Тодi

dS = 2πy

√
1 +

(
−x
y

)2

dx = 2π
√
y2 + x2 dx = 2πRdx.

Цiкаво зауважити, що при збiльшеннi x фактичний радiус кiль-
ця y =

√
R2 − x2 зменшується, але твiрна вiдповiдного зрiзано-

го конусу збiльшується за рахунок її подальшого нахилу. При
цьому елементарнi площi кiлець, розташованих в рiзних то-
чках x, залежать вiд ширини dx, але не залежать вiд x. Iнакше
кажучи, для кiльця довiльного радiусу має мiсце формула dS =
= 2πRdx, де R – радiус саме сфери (а не кiльця).

Поверхнева густина заряду при його рiвномiрному розподi-
лi σ = Q

4πR2 . Тодi елементарний заряд кiльця

dQ = σ dS =
Q

4πR2
· 2πRdx =

Q

2R
dx.

Саме цей вираз потрiбно використати в (∗) замiсть Q. Звичай-
но, i сила, яка при цьому виникає, буде диференцiально малою.
Крiм того, до (∗) замiсть h (вiдстань вiд точкового заряду до
площини кiльця) потрiбно пiдставити рiзницю h = a − x, а за-
мiсть r2 (квадрат радiусу чергового кiльця) потрiбно пiдставити
y2 = R2 − x2:

dF =
kqh dQ

(h2 + r2)
3/2

=
kq(a− x) · Q2R dx

((a− x)2 + (R2 − x2))
3/2

=

=
kqQ

2R
· (a− x) dx

(a2 − 2ax+R2)
3/2

.

Тодi

F =

∫
dF =

kqQ

2R

R∫
−R

(a− x) dx

(a2 − 2ax+R2)
3/2

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
a2 − 2ax+R2 = z
dx = − 1

2a dz

x = a2+R2−z
2a

z1 = (a+R)2

z2 = (a−R)2

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
=

= −kqQ
2R

(a−R)2∫
(a+R)2

(
a− a2+R2−z

2a

)
dz

z3/2 · 2a
=

kqQ

8a2R

(a+R)2∫
(a−R)2

(
a2 −R2 + z

)
dz

z3/2
=
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=
kqQ

8a2R

(a+R)2∫
(a−R)2

[(
a2 −R2

)
z−3/2 + z−1/2

]
dz =

=
kqQ

8a2R

[
−2
(
a2 −R2

)
z−1/2 + 2z1/2

]∣∣∣(a+R)2

(a−R)2
=

=
kqQ

8a2R

[
−2
(
a2 −R2

){ 1

a+R
− 1

a−R

}
+ 2 {(a+R)− (a−R)}

]
=

=
kqQ

8a2R

[
2
(
a2 −R2

)
· 2R

a2 −R2
+ 4R

]
=
kqQ

a2
.

Ми отримали фундаментальний результат: сила взаємодiї за-
ряду, розподiленого по сферi, i точкового заряду ззовнi сфери
така сама, як i в разi, коли весь заряд сфери перемiстити в
її центр. Цей результат був вiдомий ще I. Ньютону, щоправ-
да, для взаємодiї точкової i сферичної мас. Втiм, закон Кулона
i закон всесвiтнього тяжiння математично тотожнi: обидва є
законами обернених квадратiв.
Вiдповiдь:F = kqQ

a2 .

Задача 13. Крива
{
x = a sin3 t,
y = a cos3 t,

t ∈
[
0; π2

]
, обертається навколо

осi Ox. Обчислити об’єм тiла обертання.
Розв’язок. За таблицею 2.1 маємо: V = π

∫ t2
t1
y2x′t dt,

V =

π
2∫

0

(
a cos3 t

)2 · 3a sin2 t cos t dt = 3a3

π
2∫

0

(
cos2 t

)3
sin2 t cos t dt =

= 3a3

π
2∫

0

(
1− sin2 t

)3
sin2 t cos t dt =

∥∥∥∥∥∥∥∥
sin t = z
cos t dt = dz
z1 = 0
z2 = 1

∥∥∥∥∥∥∥∥ =

= 3a3

1∫
0

(
1− z2

)3
z2 dz = 3a3

1∫
0

(
1− 3z2 + 3z4 − z6

)
z2 dz =

= 3a3

1∫
0

(
z2 − 3z4 + 3z6 − z8

)
dz = 3a3

(
z3

3
− 3z5

5
+

3z7

7
− z9

9

)∣∣∣∣1
0

=

245



= 3a3

(
1

3
− 3

5
+

3

7
− 1

9

)
=

16

105
a3.

Вiдповiдь: 16
105a

3.
Задача 14. Обчислити невласний iнтеграл або довести його роз-
бiжнiсть: а)

∫ +∞
1

x3 dx√
x7+1

; б)
∫ 1

0
arctg 1

x dx.

Розв’язок. а) Покладемо f(x) = x3
√
x7+1

, g(x) = 1√
x

= 1
x1/2 . Очеви-

дно,

lim
x→+∞

f(x)

g(x)
= 1 = const 6= 0.

Але iнтеграл
∫ +∞

1
g(x) dx розбiгається, оскiльки показник сте-

пеня 1
2 < 1, тому iнтеграл

∫ +∞
1

f(x) dx також розбiгається за
другою (граничною) ознакою порiвняння.

б) За означенням невласного iнтегралу другого роду маємо:

1∫
0

arctg
1

x
dx = lim

ε→0+0

1∫
ε

arctg
1

x
dx =

=

∥∥∥∥∥u = arctg 1
x du = 1

1+( 1
x )

2 ·
(
−dxx2

)
= − dx

x2+1

dv = dx v = x

∥∥∥∥∥ =

= lim
ε→0+0

x arctg
1

x

∣∣∣∣1
ε

+

1∫
ε

x dx

x2 + 1

 =

= lim
ε→0+0

(
arctg 1− ε · arctg

1

ε
+

1

2
ln
(
x2 + 1

)∣∣∣∣1
ε

)
=

= lim
ε→0+0

(
π

4
− ε · arctg

1

ε
+

1

2
ln 2− 1

2
ln
(
ε2 + 1

))
.

Оскiльки ε→ 0+0, то ln
(
ε2 + 1

)
→ ln 1 = 0. Крiм того, 1

ε → +∞, i
отже, arctg 1

ε → +π
2 . Тому вираз ε ·arctg 1

ε є добутком нескiнчен-
но малої величини i обмеженої величини. Очевидно, границя
цього добутку дорiвнює нулю. Тодi отримана нами границя до-
рiвнює

lim
ε→0+0

(
π

4
− 0 +

1

2
ln 2− 0

)
=
π

4
+

1

2
ln 2.

Вiдповiдь: а) розбiгається; б) π
4 + 1

2 ln 2.
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Задача 15. Обчислити криволiнiйний iнтеграл першого роду

J =

∫
^
AB

(4x− 8y) d`

вздовж прямої в напрямку вiд точки A(2;−1) до точки B(5; 3).
Розв’язок. Побудуємо параметризацiю вiдрiзку AB. Приймемо
її у виглядi {

x(t) = αt+ β;
y(t) = γt+ δ.

Нехай 0 6 t 6 1. Тодi необхiдно виконати умови

x(0) = xA, y(0) = yA, x(1) = xB , y(1) = yB .

Маємо систему для знаходження коефiцiєнтiв α, β, γ, δ:
x(0) = β = 2;
y(0) = δ = −1;
x(1) = α+ β = 5;
y(1) = γ + δ = 3.

Її розв’язок:

α = 3, β = 2, γ = 4, δ = −1.

Шукана параметризацiя вiдрiзку AB:{
x(t) = 3t+ 2;
y(t) = 4t− 1,

0 6 t 6 1.

Елемент довжини:

d` =

√(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

dt =
√

32 + 42dt = 5 dt.

Зводимо iнтеграл до визначеного:

J =

1∫
0

(4(3t+ 2)− 8(4t− 1)) · 5 dt = 5

1∫
0

(16− 20t) · 5 dt = 30.

Вiдповiдь: 30.
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Задача 16. Обчислити криволiнiйний iнтеграл другого роду

J =

∫
^
AB

xy dx+
x√
y2 − 1

dy

в напрямку вiд точки A(−1; ch 1) до точки B(1; ch 1) вздовж кри-
вої, визначеної рiвнянням y = chx. У вiдповiдi надати: 1) пара-
метризацiю контуру iнтегрування; 2) iнтервал змiни параме-
тру; 3) значення J .
Розв’язок. Покладемо x = t. За умови −1 6 x 6 1. Тодi −1 6
t 6 1. За умови y = chx. Тодi y = ch t. Отже, параметризацiя
контуру має вигляд{

x = t;
y = ch t,

t ∈ [−1; 1].

Диференцiюючи цi рiвняння, маємо:{
dx = dt;
dy = sh t dt.

Тодi криволiнiйний iнтеграл зводиться до визначеного:

J =

1∫
−1

t ch t dt+

1∫
−1

t√
ch2 t− 1

· sh t dt = 2

1∫
0

t · sh t√
ch2 t− 1

dt = 1.

Тут перший iнтеграл дорiвнює нулю як iнтеграл вiд непарної
функцiї в симетричних межах. При обчисленнi другого iнте-
гралу використано основну тригонометричну тотожнiсть гiпер-
болiчної тригонометрiї: ch2 t− sh2 t = 1.

Вiдповiдь: 1)
{
x = t;
y = ch t;

2) t ∈ [−1; 1]; 3) J = 1.

Задача 17. Задано функцiю ϕ(x, y) =
√
x2 + 2y2 i точку A(1; 2).

Обчислити криволiнiйний iнтеграл дугого роду
∫̂
OA

gradϕ ·
−→
d`, де

O – початок координат.

Розв’язок. Нехай
−→
d` – елемент довжини контуру

^

OA. Тодi∫
^
OA

gradϕ ·
−→
d` =

∫
^
OA

(
∂ϕ

∂x

−→
i +

∂ϕ

∂y

−→
j

)
·
(−→
i dx+

−→
j dy

)
=

248



=

∫
^
OA

(
∂ϕ

∂x
dx+

∂ϕ

∂y
dy

)
=

∫
^
OA

dϕ = ϕ
∣∣∣A
O

= ϕ(A)− ϕ(O) =

=
√

12 + 2 · 22 −
√

02 + 2 · 02 = 3− 0 = 3.

Пiдiнтегральний вираз виявився повним диференцiалом, тому
iнтеграл не залежить вiд форми контуру OA, а визначається
лише положенням точок O i A.
Вiдповiдь: 3.
Задача 18. Обчислити криволiнiйний iнтеграл другого роду

J =

∮
L

3x2 sin y dx+
(
3x+ 8 + x3 cos y

)
dy

вздовж замкненого трикутного контуру ABC в додатному на-
прямку, якщо координати вершин: A(0; 1), B(4; 5), C(−2; 5). Ско-
ристатись формулою Грiна.
Розв’язок. Позначимо: P (x, y) = 3x2 sin y, Q(x, y) = 3x + 8 +
+ x3 cos y. За формулою Грiна маємо:

J =

∮
L

P dx+Qdy =

∫∫
4ABC

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dS =

=

∫∫
4ABC

(
3 + 3x2 cos y − 3x2 cos y

)
dS = 3

∫∫
4ABC

dS.

Очевидно, рiвняння прямої AC має вигляд y = 1− 2x, а пря-
мої AB – вигляд y = x + 1 (рис. 6.3). Оскiльки трикутник ABC
є трапецiєю другого типу, то з цих рiвнянь потрiбно виразити
x. Маємо: ψ1(y) = 1

2 −
1
2y, ψ2(y) = y − 1. Тодi шуканий iнтеграл

зводиться до повторного:

J = 3

5∫
1

dy

y−1∫
1
2−

1
2y

dx = 3

5∫
1

(
(y − 1)−

(
1

2
− 1

2
y

))
dy =

= 3

5∫
1

(
3

2
y − 3

2

)
dy = 3

(
3

4
y2 − 3

2
y

)∣∣∣∣5
1

= 3 · 12 = 36.

Вiдповiдь: 36.
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Рисунок 6.3 – До задачi 18

Задача 19. В сумi iнтегралiв

J =

2∫
0

dy

3y/2−3∫
y/2−3

f(x, y) dx+

6∫
2

dy

0∫
y/2−3

f(x, y) dx

змiнити порядок iнтегрування. У вiдповiдi надати: 1) кресле-
ння на паперi в клiтинку з дотриманням масштабу; 2) явний
вигляд залежностей «нових» меж внутрiшнього iнтегрування
вiд «нової» змiнної зовнiшнього iнтегрування; 3) один подвiй-
ний iнтеграл, зведений до повторного.
Розв’язок. Позначимо вирази для меж внутрiшнього iнтегру-
вання у першому iнтегралi через ψ1(y) = 1

2y − 3, ψ2(y) = 3
2y − 3.

Розв’язуючи рiвняння x = ψ1(y), одержуємо y = 2x+ 6. Це рiв-
няння прямої AC (рис. 6.4). Вона перетинає вiсь Ox в точцi
A(−3; 0). З рiвняння x = ψ2(y) маємо y = 2

3x + 2. Це рiвняння
прямої AB. Тодi перший iнтеграл в заданiй сумi дорiвнює

J1 =

2∫
0

dy

ψ2(y)∫
ψ1(y)

f(x, y) dx =

∫∫
D1

f(x, y) dS.

Тут D1 – трикутник APB. Справдi, вiн розташований в iнтерва-
лi 0 6 y 6 2, що вiдповiдає межам зовнiшнього iнтегрування у
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Рисунок 6.4 – До задачi 19

першому iнтегралi. При кожному сталому значеннi зовнiшньої
змiнної y з цього iнтервалу абсциса поточної точки трикутника
APB змiнюється в iнтервалi вiд абсциси точки на прямiй AC
до абсциси точки на прямiй AB.

Нехай тепер ψ1(y) = 1
2y − 3, ψ2(y) = 0. Рiвняння x = ψ1(y), як

i ранiше, задає пряму AC, а рiвняння x = ψ2(y), тобто x = 0 –
пряму CB. Тодi другий iнтеграл в заданiй сумi дорiвнює

J2 =

6∫
2

dy

ψ2(y)∫
ψ1(y)

f(x, y) dx =

∫∫
D2

f(x, y) dS.

Тут D2 – трикутник PCB. Справдi, вiн розташований в iнтерва-
лi 2 6 y 6 6, що вiдповiдає межам зовнiшнього iнтегрування у
другому iнтегралi. При кожному сталому значеннi зовнiшньої
змiнної y iнтервал змiни абсциси (тобто iнтервал внутрiшньо-
го iнтегрування) охоплює точки вiд прямої AC до прямої CB.
Тодi, враховуючи, що областi D1 i D2 не перекриваються, з
урахуванням адитивностi подвiйного iнтегралу маємо:

J = J1 + J2 =

∫∫
D1

f(x, y) dS +

∫∫
D2

f(x, y) dS =
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=

∫∫
D1∪D2

f(x, y) dS =

∫∫
4ABC

f(x, y) dS =

0∫
−3

dx

ϕ2(x)∫
ϕ1(x)

f(x, y) dy.

Тут ϕ1(x) = 2
3x + 2 – рiвняння прямої AB, а ϕ2(x) = 2x + 6 –

рiвняння прямої AC. Справдi, трикутник ABC розташований
в iнтервалi −3 6 x 6 0, що вiдповiдає межам зовнiшнього iн-
тегрування. Для покриття областi D = D1 ∪ D2 при кожному
сталому значеннi зовнiшньої змiнної x точку всерединi трику-
тника ABC потрiбно рухати вздовж вертикалi вiд прямої AB
до прямої AC.
Вiдповiдь: 1) рис. 6.4; 2) ϕ1(x) = 2

3x+ 2, ϕ2(x) = 2x+ 6;

3) J =
0∫
−3

dx

2
3x+2∫
2
3x+2

f(x, y) dy.

Задача 20. Неоднорiдне коло обмежено лiнiєю x2 +y2 = R2. По-
верхнева густина залежить вiд вiдстанi ρ мiж початком коор-
динат i поточною точкою за законом σ = σ0

(
1− ρ

R

)
. Обчислити

масу кола.
Розв’язок. За означенням поверхневої густини σ = dm

dS , звiдки
елемент маси dm = σ dS. Переходячи до полярних координат,
маємо:

m =

∫∫
dm =

∫∫
σ dS =

∫∫
σ0

(
1− ρ

R

)
ρ dρ dϕ =

= σ0

2π∫
0

dϕ

R∫
0

(
ρ− ρ2

R

)
dρ = σ0

2π∫
0

(
ρ2

2
− ρ3

3R

)∣∣∣∣R
0

dϕ =

= σ0

2π∫
0

(
R2

2
− R3

3R

)
dϕ = σ0 ·

R2

6
· ϕ
∣∣∣2π
0

=
1

3
πσ0R

2.

Вiдповiдь:m = 1
3πσ0R

2.
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