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ВСТУП 
 
 
 

Як відомо, одним з видів самостійної роботи студентів є 
виконання на протязі семестру типових розрахункових завдань. 
Їхньою метою є відпрацювання практичних вмінь та навичок. Вони 
покликані допомогти студентам більш глибоко засвоїти теоретичний 
матеріал і навчитися застосовувати набуті знання для розв’язання 
практичних задач. 

Даний практикум з математичного аналізу охоплює практично 
всі основні розділи курсу «Математичний аналіз», який читається для 
студентів спеціальностей «Радіотехніка» та «Інформаційні мережі 
зв’язку» у другому семестрі. Він покликаний допомогти студентам у 
виконанні типових розрахунково-графічних завдань, викладених у [6]. 
Саме з цих міркувань нумерація завдань, прийнята у цьому посібнику, 
відповідає нумерації розрахунково-графічних завдань, викладених у 
[6]. 

Практикум складається із п’яти розділів, у кожному з яких 
наведено приклади розв’язання типових завдань. При написанні 
практикуму автори спирались на той факт, що студенти у повній мірі 
оволоділи лекційним матеріалом. Але, незважаючи на це, при 
розв’язанні кожного завдання наведено теоретичний матеріал, 
необхідний для його виконання. У кінці практикуму наведено список 
рекомендованої літератури, як основної, так і додаткової. 
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1 КРАТНІ ІНТЕГРАЛИ 
 
 
 

Область D  називається правильною в напрямі осі Oy  
( Ox ), якщо будь-яка-пряма паралельна осі Oy  (Ox ) перетинає 
границю області не більше ніж у двох точках. 
 Розглянемо способи обчислення подвійних інтегралів по 
областям правильним в напрямах координатних осей. Обчислення 
подвійних інтегралів зводиться до послідовного обчислення двох 
визначених інтегралів. 

1. Область інтегрування D  обмежена зліва та справа 
прямими ax =  і bx = , а знизу та зверху неперервними кривими 

( )xy 1ϕ=  і ( )xy 2ϕ=  такими, що ( ) ( )xx 21 ϕ≤ϕ  для всіх [ ]bax ,∈  
(область правильна в напрямі осі Oy ). Для області такого типу 
подвійний інтеграл обчислюється за формулою: 

( ) ( )
( )

( )

∫∫∫∫
ϕ

ϕ

=
x

x

b

aD

dyyxfdxdxdyyxf
2

1

,, .    (1.1) 

Внутрішнє інтегрування виконується за змінною y , а зовнішнє – за 
зміною x . 
 
 

x  

y  
d  

c  

O  

D  

x  

y  

b  a  O  

D  
bx =  ax =  

( )xy 1ϕ=  

( )xy 2ϕ=  
cy =  

dy =  
( )yx 2ψ=  

( )yx 1ψ=  

 
Рисунок 1.1   Рисунок 1.2 

2. Область інтегрування обмежена знизу і зверху прямими 
cy =  і dy = , а зліва та справа кривими ( )yx 1ψ=  та ( )yx 2ψ=  

для всіх [ ]dcy ,∈  (область правильна в напрямі осі Ox ). Для 
області такого типу подвійний інтеграл обчислюється за формулою: 
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( ) ( )
( )

( )

∫∫∫∫
ψ

ψ

=
x

x

d

cD

dxyxfdydxdyyxf
2

1

,, .    (1.2) 

Внутрішнє інтегрування виконується за змінною x , а зовнішнє – за 
зміною y . 

Вирази, які стоять в лівих частинах формул (1.1) та (1.2), 
називаються повторними інтегралами. 

( )
( )

( )

( )
( )

( )

∫∫∫∫
ψ

ψ

ϕ

ϕ

=
x

x

d

c

x

x

b

a

dxyxfdydyyxfdx
2

1

2

1

,, .    (1.3) 

Перехід від лівої частини рівності (1.3) до правої і навпаки 
називається зміною порядку інтегрування в повторному 
інтегралі. 

Завдання 1.1. Змінити порядок інтегрування, зобразити 
область інтегрування: 

1) ( )∫∫
−

−−

2

4

2

0 2

,
x

x

dyyxfdx ; 

2) ( )∫∫
−

x

x

dyyxfdx
2

4

1

, ; 

3) ( )∫∫
−ππ y

y

dxyxfdy
612

0

, . 

Розв’язання. 

1) Область інтегрування обмежена лініями 24 xy −−= , 
2−= xy , 0=x , 2=x . Зобразимо область інтегрування (рис. 1.3). 

Область інтегрування розташована між прямими 2−=y  та 0=y , 
змінна x  змінюється в даній області при кожному фіксованому 

значенні y  від точок нижньої частини круга 24 yx −=  до точок 
прямої 2+= yx . За формулою (1.3) маємо 

( ) ( )∫∫∫∫
+

−−

−

−−

=
2

4

0

2

2

4

2

0 22

,,
y

y

x

x

dxyxfdydyyxfdx . 
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x  

2−  

O  2  

y  

2−= xy  

24 xy −−=  

x  

2−  
2  

y  

4  

2  
1 

1 1−  

2−= xy  
xy =  

1=x  
 

Рисунок 1.3   Рисунок 1.4 
 
 

x  2−  O  2  

y  

4  

42 +−= xy  

22 += xy  

1 x  

y  

6
π  

12
π  

6
π  

12
π  

O  

xy =  

6
π=+ yx  

 
Рисунок 1.5    Рисунок 1.6 

2) Область інтегрування обмежена лініями 1=x , 4=x , 
2−= xy , xy = . Зобразимо область інтегрування (рис. 1.4). Ліва 

частина границі області інтегрування задана двома лініями, тому 
розіб’ємо область інтегрування прямою 1=y  на дві області:  

1D : 11 ≤≤− y , 21 +≤≤ yx ; 

2D : 21 ≤≤ y , 22 +≤≤ yxy . 
За формулою (1.3) маємо 

( ) ( ) ( )∫∫∫∫∫∫
++

−−

+=
22

1

2

1

1

12

4

1 2

,,,
y

y

yx

x

dxyxfdydxyxfdydyyxfdx . 

 3) Область інтегрування обмежена лініями 0=y , 12π=y , 
yx = , yx −π= 6 . Зобразимо область інтегрування (рис. 1.5). Верхня 

частина границі області інтегрування задана двома лініями, тому 
розіб’ємо її прямою 12π=x  на дві області: 

1D : 120 π≤≤ x , xy ≤≤0 ; 
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2D : 612 π≤≤π x , xy −π≤≤ 60 . 
За формулою (1.3) маємо 

( ) ( ) ( )∫∫∫∫∫∫
−ππ

π

π−ππ

+=
xxy

y

dyyxfdxdyyxfdxdxyxfdy
6

0

6

120

12

0

612

0

,,, . 

Відповідь: 1) ( )∫∫
+

−−

2

4

0

2 2

,
y

y

dxyxfdy ;  

2) ( ) ( )∫∫∫∫
++

−

+
22

1

2

1

1

1 2

,,
y

y

y

dxyxfdydxyxfdy ; 

3) ( ) ( )∫∫∫∫
−ππ

π

π

+
xx

dyyxfdxdyyxfdx
6

0

6

120

12

0

,, . 

 
Площа плоскої фігури в декартових координатах: 

∫∫=
D

dxdyS .                                           (1.4) 

 
Завдання 1.2. Обчислити площу фігури, обмеженої лініями 

22 += xy , 42 +−= xy , 0=x , 0=y . Зобразити фігуру. 
 Розв’язання. Зобразимо фігуру, обмежену заданими лініями 
(рис. 1.6). Знайдемо координати точок перетину ліній 22 += xy  та 

42 +−= xy : 







+−=

+=

.4
,2

2

2

xy
xy

 

Розв’язки системи – ( )3;1− , ( )3;1 . Верхня границя області 
інтегрування складається з двох ліній, тому розіб’ємо фігуру прямою 

1=x  на дві області: 

1D : 10 ≤≤ x , 20 2 +≤≤ xy ; 

2D : 21 ≤≤ x , 40 2 +−≤≤ xy . 
За формулою (1.4) отримуємо 
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( ) ( ) =+−++=+== ∫∫∫∫∫∫∫∫
+−+ 2

1

2
1

0

2
4

0

2

1

2

0

1

0

42
22

dxxdxxdydxdydxdxdyS
xx

D

 

44
3

2
3

2

1

31

0

3

=







+−+








+= xxxx

 ум. кв. од. 

 Відповідь: 4 ум. кв. од. 
 

Завдання 1.3. Обчислити подвійний інтеграл 

∫∫ +
D

dxdyyx )4( 3 , :D  2xy = , 22 +−= yx , 2=x . 

Розв’язання. 
Побудуємо область D  (рис. 1.7).  

 
 

x  1 O  2  

y  

4  
2xy =  

22 +−= yx  2=x  

 
Рисунок 1.7 

Знайдемо координати точок перетину кривих 2xy = , 
22 +−= yx : 







+−=

=

.2
,
2

2

yx
xy

 

Розв’язок системи – ( )1;1 . 

D : 21 ≤≤ x , 22 xyx ≤≤+− . 

=−⋅=−=−
+−

+−
∫∫∫∫∫

2
2

2

2
2

12

2

1

)()2()2(
x

x

x

xD

yxxydxdyyxxdxdxdyxyx  

( ) ( ) −+−−=+−+−−−= ∫∫
2

1

253
2

1

53 2)22( dxxxxxdxxxxxxx  
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6
170

60
421

15
14

12
732 21

2

1

−=−=−−=−=−− ∫ IIdxxx . 

Нижче наведено процес обчислення інтегралів 1I , 2I . 

( )
12
73

364
2

2

1

2
3642

1

253
1 −=








+−−=+−−= ∫ xxxxdxxxxxI . 

( ) ( ) =−−=−−=
−=
−=

−=

=−= ∫∫∫
0

1

42
0

1

222

2
2

1
2 2222

,2
,2
,2

2 dtttdttt
tdtdx

tx
xt

dxxxI

15
14

53
22

0

1

53

=







−−=

tt
. 

 Відповідь: 
6
170− . 

 
Якщо в якості області інтегрування виступає круг, кільце або 

їх частина, то при обчисленні подвійних інтегралів краще 
переходити до полярної системи координат. Прямокутні декартові 
координати ( )yx,  пов’язані з полярними ( )ϕ,r  такими 
співвідношеннями: 

ϕ= cosrx , ϕ= sinry , 0≥r , π<ϕ≤ 20 . 
Формула переходу в подвійному інтегралі від декартових 

координат до полярних: 

( ) ( )∫∫∫∫
′

ϕϕϕ=
DD

ddrrrrfdxdyyxf sin,cos, .         (1.5) 

 
 Завдання 1.4. Обчислити подвійні інтеграли. 

1) ∫∫
+D yx

dxdyy
22

; :D 24 xy −= , 0=y . 

2) ( )∫∫ +
D

dxdyyx ; :D xyx 222 =+ , xyx 422 =+ . 
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Розв’язання. 
1) Область інтегрування – половина круга радіуса 2 , яка 

лежить у верхній півплощині (рис. 1.8). 
 

x  
2−  2  

y  

O  

2  

x  

2  

O  2  

y  

4  

1 

1 

 
Рисунок 1.8  Рисунок 1.9 

 За формулою (1.5) отримуємо: 

=⋅
ϕ

ϕ=
≤≤

π≤ϕ≤

=+

ϕ=
ϕ=
ϕ=

=
+

∫∫∫∫
π 2

00
22

22

sin.20
,0

.,
,sin
,cos

drr
r

rd
r

ryx

ddrrdxdy
ry
rx

yx
dxdyy

D

=ϕϕ=







ϕϕ=ϕϕ= ∫∫∫∫

πππ

0

2

0

2

0

2

00

sin2
2

sinsin drddrrd  

4cos2
0

−=ϕ⋅=
π

. 
2) Зобразимо область інтегрування (рис. 1.9). За формулою 

(1.5) отримуємо: 

( ) =
ϕ≤≤ϕ

π<ϕ≤

=+

ϕ=
ϕ=
ϕ=

=+∫∫
cos4cos2

20

.

,
,sin
,cos

22

r

ryx

ddrrdxdy
ry
rx

dxdyyx
D

 

( ) =⋅ϕ+ϕϕ= ∫∫
ϕ

ϕ

π

π
−

cos4

cos2

2

2

sincos rdrrrd  
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( ) ( ) =ϕϕ+ϕ=ϕϕ+ϕ=
ϕ

ϕ

π

π
−

ϕ

ϕ

π

π
−

∫∫∫
cos4

cos2

32

2

cos4

cos2

2
2

2

3
sincossincos rddrrd  

( ) −ϕϕ=ϕϕϕ+ϕ= ∫∫
π

π
−

π

π
−

2

2

4
2

2

34 cos
3

56sincoscos
3

56 dd . 

( ) ( ) −ϕϕ+ϕ+⋅=ϕϕ− ∫∫
π

π
−

π

π
−

2

2

2
2

2

3 2cos2cos21
4
1

3
56coscos

3
56 dd  

=−ϕ





 ϕ+

+ϕ+=
ϕ

⋅− ∫
π

π
−

π

π
−

0
2

4cos12cos21
3

14
4

cos
3

56 2

2

2

2

4

d  

π=





 ϕ

+ϕ+ϕ+ϕ=

π

π
−

7
8
4sin

2
12sin

3
14 2

2

. 

Відповідь: 1) -4; 2) π7 . 
 
Просторова область G  називається правильною, якщо прямі 

паралельні осям координат перетинають границю області не більше 
ніж у двох точках. 

Для правильної області G  (рис. 1.10) справедливі нерівності: 
bxa ≤≤ , ( ) ( )xyx 21 ϕ≤≤ϕ , ( ) ( )yxzyx ,, 21 ψ≤≤ψ  та формула 

для обчислення потрійного інтегралу 

( )
( )

( )

( )
( )

( )

∫∫∫∫∫∫
ψ

ψ

ϕ

ϕ

=
yx

yx

x

x

b

aG

dzzyxfdydxdxdydzzyxf
,

,

2

1

2

1

,,,, .        (1.6) 
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x  

y  

b  

O  a  
( )xy 1ϕ=  ( )xy 2ϕ=  

z  ( )yxz ,2ψ=  

(xz ,1ψ=

 
Рисунок 1.10 

При обчисленні потрійного інтегралу за формулою (1.6) 
спочатку інтегрують функцію ( )zyxf ,,  за змінною z , вважаючи 
x  та y  константами. Потім результат інтегрують за змінною y , 
вважаючи x  константою. Отриманий вираз інтегрують за змінною 
x . 

Об’єм просторової області G  обчислюється за формулою: 

∫∫∫=
G

dxdydzV .   (1.7) 

 
Завдання 1.5. Знайти об’єм тіла, обмеженого заданими 

поверхнями, зробити рисунок. 
1) 22xy = , 2=+ zy , 42 =+ zy . 

2) 2yz = , yz = , 0=x , 2=x . 
Розв’язання. 
1) Зобразимо тіло, об’єм якого необхідно обчислити (рис. 1.11), 

та його проекцію на площину Oxy  (рис. 1.12). Із рис. 1.11 видно, що 
знизу тіло обмежене площиною 2=+ zy , а зверху – 42 =+ zy . 
Отже, yzy 242 −≤≤− . Із рис. 1.12 видно, що 11 ≤≤− x , 

22 2 ≤≤ yx . За формулою (1.7) отримуємо: 

( ) =−=== ∫∫∫∫∫∫∫∫
−

−

−−

2

2

1

1

24

2

2

2

1

1 22

2
x

y

yxG

dyydxdzdydxdxdydzV  
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( ) =+−=







−⋅= ∫∫

−−

1

1

42

2

2

21

1

242
2

2
2

dxxxyydx
x

 

15
32

5
2

3
42

1

1

53

=







+−=

−

xxx . 

 

x  

y  

2  

O  

z  

2  

4  

x  1−  O  1 

y  

2  

 
Рисунок 1.11   Рисунок 1.12 

2) Зобразимо тіло, об’єм якого необхідно обчислити (рис. 1.13) 
та його проекцію на площину Oxy  (рис. 1.14). Із рис. 1.13 видно, що 

yzy ≤≤2 . Із рис. 1.14 видно, що 20 ≤≤ x , 10 ≤≤ y . 
 

x  
y  1 O  

z  

2  

1 

x  2  O  1 

y  
1 

 
Рисунок 1.13   Рисунок 1.14 

За формулою (1.7) отримуємо: 

( ) =−=== ∫∫∫∫∫∫∫∫
1

0

2
2

0

1

0

2

0 2

dyyydxdzdydxdxdydzV
y

yV

 

3
2

3
1

33
2 2

0

1

0

32

0

==







−⋅= ∫∫ dxyyydx . 

Відповідь: 1) 1532 ; 2) 32 . 
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Якщо область інтегрування обмежена циліндричними 
поверхнями, параболоїдом чи конічною поверхнею, то для обчислення 
потрійних інтегралів доцільно переходити до циліндричної системи 
координат. В циліндричній системі координат положення точки в 
просторі визначається трьома числами r , ϕ , z , де r  і ϕ  – полярні 
координати проекції M ′  точки M  на площину Oxy , а z  – апліката 
точки M  (рис. 1.15). Числа r , ϕ , z  називаються циліндричними 
координатами точки M . Циліндричні координати пов’язані з 
декартовими наступними співвідношеннями: 

ϕ= cosrx , ϕ= sinry , zz = , 
∞<≤ r0 , ∞<ϕ≤0 , +∞<<∞− z . 

 

x  

y  

( )zyxM ,,  

z  

M ′  x  

y  
ϕ  

z  

 
Рисунок 1.15 

Формула переходу від потрійного інтегралу в прямокутних 
координатах до інтегралу в циліндричних координатах: 

( ) ( )∫∫∫∫∫∫
′

ϕϕϕ=
VV

dzdrdrzrrfdxdydzzyxf ,sin,cos,, . 

Об’єм просторової області G  в циліндричних координатах 
обчислюється за формулою: 

∫∫∫∫∫∫
′

ϕ==
GG

dzddrrdxdydzV .             (1.8) 

 
 
Завдання 1.6. Знайти об’єм тіла, обмеженого поверхнями, 

зробити рисунок. 
1) 922 =+ yx , 422 =+ yx , 82 =++ zyx , 0=z . 
2) 229 zxy += , 922 =+ zx , 0=y . 
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Розв’язання. 
1) Зобразимо тіло, об’єм якого необхідно обчислити (рис. 1.15), 

та проекцію цього тіла на площину Oxy . 
 

x  

y  
2  

z  

3  

4  

x  

y  

3  2  

 
Рисунок 1.16  Рисунок 1.17 

У даному випадку об’єм тіла, обмеженого заданими 
поверхнями, зручно обчислювати в циліндричній системі 
координат ϕ= cosrx , ϕ= sinry , zz = . Із рис. 1.16 видно, 
що знизу тіло обмежене площиною 0=z , а зверху – 

2
8 yxz −−

= . В циліндричній системі координат рівняння 

площини 
2

8 yxz −−
=  набуває вигляду 

2
sincos8 ϕ−ϕ−

=
rrz . Із рис. 1.17 видно, що π<ϕ≤ 20 , 

32 ≤≤ r . За формулою (1.8) отримуємо: 

=
ϕ−ϕ−

≤≤

π<ϕ≤
≤≤









=
ϕ=
ϕ=

== ∫∫∫

2
sincos8

0

,20
,32

,
,sin
,cos

rrz

r

zz
ry
rx

dxdydzV
V

 

( )

( ) =ϕ−ϕ−ϕ=ϕ= ∫∫∫∫∫
πϕ−ϕ−π 3

2

2

0

2sincos8

0

3

2

2

0

sincos8
2
1 drrrrddzdrrd

rr
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=







ϕ−ϕ−ϕ= ∫

π 3

2

33
2

2

0

sin
3

cos
3

4
2
1 rrrd

=ϕ





 ϕ−ϕ−= ∫

π2

0

cos
3

19sin
3

1920
2
1 d  

π=





 ϕ−ϕ+ϕ=

π

20sin
3

19cos
3

1920
2
1

2

0

. 

2) Зобразимо тіло, об’єм якого необхідно обчислити (рис. 1.18), 
та проекцію цього тіла на площину Oxz  (рис. 1.19).  

 

z  

x  

3  x  

y  

z  

1 

3  

 
Рисунок 1.18  Рисунок 1.19 

У даному випадку об’єм тіла, обмеженого заданими 
поверхнями, зручно обчислювати в циліндричній системі координат 

ϕ= cosrz , ϕ= sinrx , yy = . 
Внутрішнє інтегрування будемо виконувати за змінною y . Із 

рис. 1.18 видно, що 1
9

22

≤≤
+ yzx

. В циліндричній системі 

координат рівняння параболоїда 
9

22 zxy +
=  набуває вигляду 

( )
99

sincos
9

sincos 22222222 rrrry =
ϕ+ϕ

=
ϕ+ϕ

= . Із рис. 1.19 

видно, що π<ϕ≤ 20 , 30 ≤≤ r . 
За формулою (1.8) отримуємо: 
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=
π≤ϕ≤

≤≤

≤≤









=
ϕ=
ϕ=

== ∫∫∫
20

,30

,
9

0

,
,sin
,cos

2

r

ry

yy
rx
rz

dxdydzV
V

 

2
9

4
9

49
1

9
1 2

0

3

0

42

0

3

0

3
2

0

9

0

3

0

2

0

2

π
=ϕ=⋅ϕ=ϕ=ϕ= π

πππ

∫∫∫∫∫∫
rddrrddydrrd

r

. 

 

Відповідь: 1) π20 ; 2) 
2

9π
. 
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2 КРИВОЛІНІЙНІ ІНТЕГРАЛИ 
 
 
 

Якщо крива AB  задана рівнянням ( )xyy = , [ ]bax ,∈ , де ( )xy  – 
неперервна диференційовна функція, то криволінійний інтеграл 
першого роду обчислюється за формулою: 

( ) ( )( ) ( )∫∫ ′+=
b

aAB

dxxyxyxfdlyxf 21,, . (2.1) 

 
Завдання 2.1. Обчислити криволінійний інтеграл 1-го роду 

( )∫ −
l

dlyx 32 , де l  – відрізок прямої від точки ( )2;1A  до точки 

( )6;4B . 
Розв’язання. Складемо рівняння прямої AB : 

12

1

12

1

yy
yy

xx
xx

−
−

=
−
−

, 
4

2
3

1 −
=

− yx
⇒

3
24 +

=
xy . 

За формулою (2.1) маємо: 

( ) ( )∫∫∫ =+−=





+






 +

⋅−=−
4

1

4

1

2

22
3
5

3
41

3
243232 dxxdxxxdlyx

l

( ) 352
3
5 4

1

2 −=+−= xx . 

Відповідь: -35. 
 
Якщо крива AB  задана рівнянням ( )xyy = , [ ]bax ,∈ , де 

( )xy , ( )xy′  – неперервні диференційовні функції, то криволінійний 
інтеграл другого роду обчислюється за формулою: 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )[ ]∫∫ ′+=+
b

aAB

dxxyxyxQxyxPdyyxQdxyxP ,,,, .  (2.2) 
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Якщо крива AB  задана рівнянням ( )yxx = , [ ]dcy ,∈ , де 
( )yx , ( )yx′  – неперервні диференційовні функції, то криволінійний 

інтеграл другого роду обчислюється за формулою: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ]∫∫ +′=+
d

cAB

dyyyxQyxyyxPdyyxQdxyxP ,,,, .  (2.3) 

Якщо крива AB  задана параметричними рівняннями ( )txx = , 
( )tyy = , [ ]βα∈ ,t , де ( )tx , ( )ty , ( )tx′ , ( )ty′  – неперервні на відрізку 

[ ]βα,  функції, то криволінійний інтеграл другого роду обчислюється 
за формулою: 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )[ ]∫∫
β

α

′+′=+ dttytytxQtxtytxPdyyxQdxyxP
AB

,,,, .   (2.4) 

 
Завдання 2.2. Обчислити криволінійний інтеграл другого роду 

( ) ( )dyyxdxyxI
l

223 +++= ∫ . 

1) 42: +−= xyl  від точки з 21 =x  до точки з 02 =x ; 
2) l : 168 2 =+ yx  від точки з 01 =y  до точки з 42 =y ; 
3) l : tx cos2= , ty sin4=  від точки з 01 =t  до точки з 

22
π

=t . 

Розв’язання. 
1) Використовуючи рівняння лінії інтегрування та формулу 

(2.2), перетворимо даний криволінійний інтеграл у звичайний інтеграл 
за змінною x  і обчислимо його: 

42: +−= xyl , dxdy 2−= ; 

( )( ) ( )( )( ) =−+−+++−+= ∫
0

2

24224223 dxxxdxxxI  

( ) 68
2

585
0

2

20

2

=







−=−= ∫ xxdxx . 
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2) Використовуючи рівняння лінії інтегрування та формулу 
(2.3), перетворимо даний криволінійний інтеграл у звичайний інтеграл 
за змінною y  та обчислимо його: 

168 2 =+ yx , 
8

2
2yx −= , dyydx

4
−= ; 

=







+−+






−








+








−= ∫

4

0

22

2
8

2
4

2
8

23 dyyydyyyyI  

3
142

424
5

128
32

28
5

32
3

4

0

2344

0

23

=







++−=








++−= ∫ yyyydyyyy

. 

3) Використовуючи формулу (2.4), перетворимо даний 
інтеграл у звичайний за змінною t  та обчислимо його: 

tx cos2= , dttdx sin2−= ; ty sin4= , dttdy cos4= ; 

[ ]( ) [ ]( ) =⋅++−⋅+⋅= ∫
π 2

0

cos4sin42cos2sin2sin42cos23 dttttdttttI

( ) =+−= ∫
π 2

0

22 cos8sin16cossin20 dttttt

( ) ( )( ) =++−−= ∫
π 2

0

2cos142cos182sin10 dtttt  

( ) π−=+++−−=
π 2102sin242sin482cos5 2

0
ttttt . 

Відповідь: 1) 6; 2) 
3

14
; 3) π− 210 . 

Вираз ( ) ( )dyyxQdxyxP ,, +  є повним диференціалом функції 
( )yxu ,  в деякій однозв’язній області D , якщо виконується умова 

x
Q

y
P

∂
∂

=
∂
∂

 

і функції ( )yxP , , ( )yxQ , , 
y
P

∂
∂

, 
x
Q

∂
∂

 неперервні в цій області. 
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Якщо відомий повний диференціал функції двох змінних 
( ) ( )dyyxQdxyxPdu ,, += , 

то функцію ( )yxuu ,=  можна відновити за однією з формул: 

( ) ( ) CdyyxQdxyxPu
y

y

x

x

++= ∫∫
00

,, 0 ,  (2.5) 

( ) ( ) CdyyxQdxyxPu
y

y

x

x

++= ∫∫
00

,, 0 ,  (2.6) 

де ( )00 ; yx  – довільна фіксована точка. 

 
Завдання 2.3. Відновити функцію ( )y,xuu =  за її повним 

диференціалом ( ) ( )dyxyxdxyxyxdu 42sin2cos3 32 ++−+++= . 
Розв’язання. 
Перевіримо чи є заданий вираз повним диференціалом: 
( ) yxyxyxP 2cos3, 2 ++= ; ( ) 42sin, 3 ++−= xyxyxQ . 

2sin3 2 +−=
∂
∂ yx

y
P

; 2sin3 2 +−=
∂
∂ yx

x
Q

. 

1 спосіб. Знайдемо шукану функцію за формулою (2.5). В 
якості точки ( )00 ; yx  візьмемо точку ( )0;0 . Маємо 

( )( ) ( ) =+++−+⋅++= ∫∫ Cdyxyxdxxxu
yx

0

3

0

2 42sin020cos3  

( ) ( ) +







+=+++−++= ∫∫

xyx xxCdyxyxdxxx
0

2
3

0

3

0

2

2
42sin3  

( ) −++++=++++ yyxyxxxCyyxyx
y

42cos
2

42cos 3
2

3

0

3 .

CyyxyxxCx ++++=+− 42cos
2

3
2

3 . 
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2 спосіб. Знайдемо шукану функцію за формулою (2.6). В 
якості точки ( )00 ; yx  візьмемо точку ( )0;0 . Маємо 

( ) ( ) =++⋅+−+++= ∫∫ Cdyydxyxyxu
yx

0

3

0

2 402sin02cos3  

( ) +







++=++++= ∫∫

xyx

yxxyxCdydxyxyx
0

2
3

00

2 2
2

cos42cos3  

CyyxyxxCy y ++++=++ 42cos
2

4 3
2

0
. 

 Відповідь: Cyyxyxx
++++ 42cos

2
3

2

. 
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3 ПОВЕРХНЕВІ ІНТЕГРАЛИ. ЕЛЕМЕНТИ ТЕОРІЇ ПОЛЯ 
 
 
 

Похідна функції ( )zyxUU ,,=  у напрямі вектора 21AA  
обчислюється за формулою: 

γ
∂
∂

+β
∂
∂

+α
∂
∂

=
∂

∂ coscoscos
21

z
U

y
U

x
U

AA
U

, 

де ( )γβα cos;cos;cos  – одиничний вектор напряму 21AA . 
Градієнтом функції ( )zyxUU ,,=  називається вектор 

k
z
Uj

y
Ui

x
UUgrad

rrr

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= . 

 
Завдання 3.1. Знайти похідну функції 

( ) 4223,, 2 ++++= xzyzxxyzzyxU  у напрямі вектора 21AA  в точці 

1A  та ( )1AgradU , якщо ( )1111 −;;A , ( )1102 ;;A − . 
Розв’язання. Знайдемо частині похідні функції ( )z,y,xUU =  

та обчислимо їх значення в точці 1A : 

zxzyz
x
U

++=
∂
∂ 43 ,   8

1

−=
∂
∂

Ax
U

; 

23 +=
∂
∂ xz

y
U

,   1
1

−=
∂
∂

Ay
U

; 

xxxy
z
U

++=
∂
∂ 223 ,  6

1

=
∂
∂

Az
U

. 

( )2;2;121 −−AA , 321 =AA , 

( ) 





 −−==γβα

3
2;

3
2;

3
1cos;cos;cos

21

21

AA
AA

. 
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( ) ( )
3

22
3
26

3
21

3
18

21

=⋅+





−⋅−+






−⋅−=

∂

∂

AA
U

. 

kjiUgrad
rrr

68 +−−= . 

Відповідь: 
3
22

21

=
∂

∂

AA
U

, kjiUgrad
rrr

68 +−−= . 

 
Потоком векторного поля 

( ) ( ) ( ) ( )kzyxRjzyxQizyxPMa ,,,,,, ++= , SM ∈ , через поверхню 

S  в сторону одиничного вектора нормалі ( )γβα= cos,cos,cos0n  
поверхні S  називають поверхневий інтеграл першого роду: 

( )∫∫∫∫ γ+β+α=⋅=
SS

dSRQPdSnaП coscoscos0 . 

 Якщо поверхня S  задана функцією ( )yxfz ,= , тоді 
справедлива наступна формула для обчислення поверхневого 
інтегралу першого роду: 

( )( )∫∫∫∫ ′+′+⋅=⋅
xyD

yx
S

dydxzznyxfyxadSna 2200 1,,, ,    (3.1) 

де область yxD – проекція поверхні S  на площину Oxy , 

( )( )yxfzgradn ,−±= , 
n
nn =0 , n  – нормаль до поверхні S .  

Знак «+» у виразі ( )( )yxfzgradn ,−±=  береться в тому випадку, 
якщо кут між нормаллю та віссю Oz  – гострий, а знак «-» береться в 
тому випадку, якщо кут між нормаллю та віссю Oz  тупий. 

Якщо S  – замкнена гладка поверхня, яка обмежує область V , 
і ( )zyxPP ,,= , ( )zyxQQ ,,= , ( )zyxRR ,,=  – функції, неперервні 
разом зі своїми похідними в області V , тоді справедлива формула 
Остроградського-Гаусса: 

dxdydz
z
R

y
Q

x
PdSna

VS
∫∫∫∫∫ 








∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=⋅ 0 .           (3.2) 
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Завдання 3.2. Обчислити потік векторного поля 
( ) ( ) ( )kzyjxyixa −++++= 2312  через зовнішню поверхню 

піраміди, утворену площиною ( )P : 6232 =+− zyx  та 
координатними  осями, двома способами: 
 а) за означенням;  
 б) за допомогою формули Остроградського-Гаусса. 

Розв’язання. 
а) Зобразимо піраміду, обмежену заданою площиною та 

координатними осями (рис. 3.1).  
 

A  
B  

C  

x  3  

y  

3  

O  2−  

z  

x  
y  

z  

4  

4  

xyD  

 
Рисунок 3.1 Рисунок 3.2 

Використовуючи адитивність потоку, маємо 
4321 ППППП +++= , 

де iП  – потік векторного поля через бічні грані піраміди CAOB , 

4,1=i . 
1) Розглянемо грань ABO : 0=z , 632 =− yx , ( )1;0;00 −=n , 

dxdydS = . 

=−=−=−=⋅=
−∆ −∆

∫∫∫ ∫∫∫∫
0

3
62

23

0

0

3
62

3

0

0
1 2

222
xABO xABO

ydxydydxydxdydSnaП  

( ) ( ) 4
32
62

9
162

9
1

3

0

33

0

2 =
⋅
−

=−= ∫
xdxx . 

2) Розглянемо грань OBC : 0=x , 623 =+− zy , 
( )0;0;10 −=n , dydzdS = . 
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332
2
10

2 −=⋅⋅−=−=−=⋅= ∆
∆∆
∫∫∫∫ OBC
OBCOBC

SdydzdSnaП . 

3) Розглянемо грань ACO : 0=y , 3=+ zx , ( )0;1;00 =n , 
dxdzdS = . 

( ) =−===⋅= ∫∫∫ ∫∫∫∫
∆

−

∆

3

0

3

0

3

0

0
3 3 dxxxdzxdxxdxdzdSnaП

OAC

x

ACO

 

( )
2
9

32
33

3

0

3
2

3

0

2 =







−=−= ∫

xxdxxx . 

4) Розглянемо грань ABC : 6232 =+− zyx , 

2
326 yxz +−

= , ( )2;3;2 −=n , 17=n , 






 −
=

17
2;

17
3;

17
20n , 

2
171 22 =′+′+= dxdyzzdS yx . 

( ) ( ) ( )( )∫∫∫∫
∆∆

×⋅−+⋅+−⋅+=⋅=
ABCABC

zyxyxdSnaП 22332120
4

( ) =+−−=× ∫∫
∆ABC

dxdyzyxdxdy 225
2
1

2
17

17
1

 

=





 +

+−
−−= ∫∫

∆ABC

dxdyyxyx 2
2

32625
2
1

 

( ) ( ) =−−=−−= −
−

∫∫∫
0

3
62

2
3

0

0

3
62

3

0

443
2
1483

2
1

x
x

yyxydxdyyxdx  

( ) =





 −−+−−= ∫

3

0

22 62
9
48

3
262

2
1 dxxxx  

( )
2

1362
27
28

3
13

3
2

2
1

3

0

323 =





 −−+−−= xxxx . 

Остаточно отримуємо: 
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12
2

13
2
934 =++−=П . 

б) За формулою Остроградського-Гаусса (3.2) отримуємо: 

( ) =−+=







∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= ∫∫∫∫∫∫ dxdydzdxdydz
z
R

y
Q

x
PП

VV

132

12323
2
1

3
1444 CABO =⋅⋅⋅⋅⋅=⋅== ∫∫∫ Vdxdydz

V

. 

Відповідь: а) 12; б) 12. 
 
Завдання 3.3. Обчислити двома способами потік вектора 

( ) kzjyixa −++= 2221  крізь замкнену поверхню 
{ }4,0,: 222 ==+=σ zzyxz  (нормаль зовнішня): 
а) за означенням;  

 б) за допомогою формули Остроградського-Гаусса. 
 Розв’язання. 

а) Рівняння 222 yxz +=  описує конус. Оскільки за умовою 
поверхня обмежена конусом і площинами 0=z  та 4=z , то нас цікавитиме 

частина конуса, яка описується рівнянням 22 yxz += . Зобразимо 
задану поверхню (рис. 3.2). Потік векторного поля через задану 
поверхню будемо шукати як суму потоків через бічну поверхню конуса 
та через площину 4=z . 

Обчислимо потік через бічну поверхню конуса 22 yxz += . 
Зробимо додаткові розрахунки: 

22 yx
xz x
+

=′ , 
22 yx

yz y
+

=′ , 

dxdydxdyzz yx 21 22 =′+′+ ,

( )














+
−

+
−±=+−±= 1;;

2222

22

yx
y

yx
xyxzgradn . 
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Оскільки зовнішня нормаль до поверхні конуса утворює тупий кут з 
додатним напрямом осі Oz , то в якості нормального вектора візьмемо 
вектор 














−

++
=















+
−

+
−−= 1;;1;;

22222222 yx
y

yx
x

yx
y

yx
xn .

2=n , 
( ) ( ) 













−

++
=

2
1;

2
;

2 2222

0

yx
y

yx
xn . 

 За формулою (3.1) отримуємо 

( )( ) =′+′+⋅= ∫∫
xyD

yx dydxzznyxfyxaП 220
1 1,,,  

( )
=

+

++++
= ∫∫

xyD

dxdy
yx

yxzyxx
2

2

2
22

2233

 

=

=+

ϕ=
ϕ=
ϕ=

=
+

++++
= ∫∫

.

,
,sin
,cos

2

22

22

2233

ryx

ddrrdxdy
ry
rx

dxdy
yx

yxyxx

xyD

 

( ) =+ϕ+ϕ+ϕϕ= ∫∫
π 4

0

23333
2

0

sincos2cos drrrrrd  

=







+ϕ+ϕ+ϕϕ= ∫

π 4

0

3
3

4
3

422

0 3
sin

4
cos

2
cos

2
rrrrd  

=ϕ





 +ϕ+ϕ+ϕ= ∫

π2

0

33

3
64sin64cos128cos8 d  

( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫
π π π

+ϕϕ−−ϕϕ−+ϕϕ=
2

0

2

0

2

0

22 coscos164sinsin1128cos8 dsdd  
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

 +ϕ+ϕ−ϕ−ϕ+ϕ=ϕ+ ∫

π

cos
3

64cos64sin
3

128sin128sin8
3

64 3
2

0

d

3
128

3
64

2

0

π
=


ϕ+

π

. 

Обчислимо потік через площину 4=z . В якості одиничного 
нормального вектора візьмемо вектор ( )1;0;00 =n . Отримаємо 

π−=−=−=⋅= ∫∫∫∫ 64440
2 кр

DS

SdxdydSnaП
xy

. 

3
6464

3
128

21
π

−=π−
π

=+= ППП . 

б) За формулою Остроградського-Гаусса (3.2) отримуємо: 

( ) =−+=







∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= ∫∫∫∫∫∫ dxdydzyxdxdydz
z
R

y
Q

x
PП

VV

124  

( ) =−ϕ+ϕϕ=

ϕ=

≤≤
π≤ϕ≤

≤≤









=
ϕ=
ϕ=

= ∫∫∫
π 44

0

2

0

1sin2cos4

.

4
20

,40

z.z
,sin
,cos

r

dzrrdrrd

dzdrdrdxdydz

zr

r
ry
rx

 

( )( ) =−−ϕ+ϕϕ= ∫∫
π 4

0

2

0

41sin2cos4 drrrrrd  

( ) =+ϕ−ϕ−−ϕ+ϕϕ= ∫∫
π 4

0

23322
2

0

sin2cos44sin8cos16 drrrrrrrd  

=







+ϕ−ϕ−−ϕ+ϕ⋅ϕ= ∫

π 4

0

34
42

332

0 3
sin

2
cos2sin

3
8cos

3
16 rrrrrrd  

=ϕ





 +ϕ−ϕ−−ϕ+ϕ= ∫

π2

0 3
64sin128cos25632sin

3
512cos

3
1024 d  
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=





 ϕ+ϕ+ϕ−ϕ−ϕ−ϕ=

π2

03
64cos128sin25632cos

3
512sin

3
1024

 

  π−=
3

64
. 

Відповідь: а) π−
3

64
; б) π−

3
64

. 

 
Дивергенцією векторного поля 

( ) ( ) ( )kzyxRjzyxQizyxPa ,,,,,, ++=  називається скаляр 

z
R

y
Q

x
Padiv

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= .                                 (3.3) 

Ротором, або вихором, векторного поля 
( ) ( ) ( )kzyxRjzyxQizyxPa ,,,,,, ++=  називається вектор  

( ) ( ) ( )
=

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

zyxRzyxQzyxP
zyx

kji

arot

,,,,,,

r
 

= k
y
P

x
Qj

x
R

z
Pi

z
Q

y
R









∂
∂

−
∂
∂

+







∂
∂

−
∂
∂

+







∂
∂

−
∂
∂

.          (3.4) 

 
Завдання 3.4. Для даного векторного поля 

( ) ( ) ( )kxzyxjyzxixzxya 32422 2 ++++++=  знайти adiv  і arot  
в точці ( )0;2;10 −M . 

Розв’язання. За формулою (3.3) обчислимо дивергенцію 
заданого векторного поля: 

xzxzyadiv 322 2 +++= , ( ) 10 =Madiv .  
За формулою (3.4) обчислимо ротор векторного поля: 

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com
http://www.pdffactory.com


 32

=

++++
∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

xzyxyzxxzxy
zyx

kji

arot

32422 2

r
 

( ) ( ) ( )kxxyzjxziyx −+−+−−= 423122 2 . 
( ) kjiMarot ++= 60

r
. 

Відповідь: ( ) 10 =Madiv , ( ) kjiMarot ++= 60
r

. 
 
Нехай в області V , задане неперервне векторне поле 

( ) ( ) ( )kzyxRjzyxQizyxPa ,,,,,, ++=  і замкнений орієнтований 
контур L . 

Циркуляцією векторного поля a  вздовж замкненого контуру 
L  називається криволінійний інтеграл другого роду  

∫∫ ++=⋅= RdzQdyPdxrdaC
L

, 

де ( )dzdydxrd ,,= . 
Циркуляція залежить від вибору напряму на кривій L . 

Формула Стокса. Циркуляція векторного поля a  по 
довільному кусково-гладкому контуру L  дорівнює потоку вектора 

arot  через поверхню S , натягнуту на контур L  

∫∫ ⋅=
S

dSnarotC 0 . 

 
Завдання 3.5. Обчислити циркуляцію векторного поля 

( ) ( ) ( )kzxjzyiyxa +++++= 2223  вздовж контура трикутника, 
який утворюється внаслідок перетину площини 422 =++ zyx  з 
координатними площинами, двома способами: 
 а) за означенням; 
 б) із застосуванням формули Стокса. 
 Розв’язання. 

а) Для заданого векторного поля циркуляція дорівнює 
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( ) ( ) ( )∫ +++++=
L

dzzxdyzydxyxC 2223 . 

Зобразимо контур заданого трикутника L  (рис. 3.3). Він 
складається з трьох відрізків AB , BC , CA , тому циркуляцію вздовж 
контура трикутника ABCA  будемо шукати як суму криволінійних 
інтегралів вздовж відрізків AB , BC , CA . 

 

A  

B  
C  

x  4  

y  

2  
O  

2  

z  

 
Рисунок 3.3 

На відрізку AB : 0=z , 42 =+ yx , 42 +−= yx , dydx 2−= . 

( ) =++=⋅= ∫∫
ABAB

ydydxyxdlaC 2231  

( )( )( ) ( ) 282410222423
2

0

2

0

−=−=+−++−= ∫∫ dyyydydyyy . 

На відрізку BC : 0=x , 2=+ zy , yz −= 2 , dydz −= . 

( ) =++=⋅= ∫∫
BCBC

zdzdyzydlaC 22  

( ) ( )( ) 4222
0

2

0

2

−==−−++= ∫∫ ydydyydyy . 

На відрізку CA : 0=y , 42 =+ zx , 42 +−= zx , dzdx 2−= . 

( ) =++=⋅= ∫∫
CACA

dzzxxdxdlaC 233  

( )( ) ( )( ) ( ) 141694222423
0

2

0

2

=−=++−+−+−= ∫∫ dzzdzzzdzz . 

Остаточно отримуємо: 
1814428321 −=+−−=++= CCCC . 
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б) В якості поверхні, яка натягнута на контур L , візьмемо 
частину площини 422 =++ zyx , яка лежить в першому октанті. 
Виконаємо допоміжні розрахунки: 

( )2;2;1=n , 3=n , 





=

3
2;

3
2;

3
10n . 

kji

zxzyyx
zyx

kji

arot 22

2223

−−−=

+++
∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
r

. 

2
24 yxz −−

= , 
2
1

−=′xz , 1−=′yz , 

dxdydxdyzzdS yx 2
31 22 =′+′+= . 

 За допомогою формули Стокса обчислимо циркуляцію: 

=





 −−−=−⋅= ∫∫∫∫∫∫

xyxy DDS

dxdydxdydSnarotC
3
4

3
4

3
1

2
330

1824
2
1

2
9

2
9

−=⋅⋅⋅−=⋅−= ∆ABOS . 

Відповідь: а) -18; б) -18. 
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4 НАЙПРОСТІШІ ТИПИ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ 
 
 
 

Рівняння виду  
( ) ( ) ( ) ( ) 02211 =+⋅ dyygxfdxygxf .  (4.1) 

або  
( ) ( )yfxfy 21=′ .   (4.2) 

називаються рівняннями з відокремлюваними змінними. 
Для розв’язання рівняння (4.1) розділяємо змінні таким чином, 

щоб при dx  стояла функція, яка залежить лише від x , а при dy  – 
функція, яка залежить лише від y . Для цього поділимо (4.1) на 

( ) ( )xfyg 21 ⋅  ( ( ) 02 ≠xf , ( ) 01 ≠yg ). Отримаємо 
( )
( )

( )
( ) 0

1

2

2

1 =+ dy
yg
ygdx

xf
xf

. 

Загальний інтеграл рівняння (4.1): 
( )
( )

( )
( ) Cdy
yg
ygdx

xf
xf

=+ ∫∫
1

2

2

1 . 

Для розв’язання рівняння (4.2) розділимо змінні, вважаючи, що 
( ) 02 ≠yf : 

( ) ( )yfxf
dx
dy

21= , ( ) ( )dxxf
yf

dy
1

2

= . 

Загальний інтеграл рівняння (4.2):  

( ) ( ) Cdxxf
yf

dy
+= ∫∫ 1

2

. 

 Завдання 4.1. Знайти загальний розв’язок рівняння з 
відокремлюваними змінними. 

1) ( ) 21 +=+ y
dx
dyx ; 

2) ( ) 164 22 =−′+ yyx ; 
3) ( ) ( ) 022 =−++ dyxyxdxyxy . 
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Розв’язання. 

1) ( ) 21 +=+ y
dx
dyx . 

Розділимо змінні  та про інтегруємо дане рівняння: 

12 +
=

+ x
dx

y
dy

, C
x
dx

y
dy ln

12
+

+
=

+ ∫∫ , Cxy ln1ln2ln ++=+ , 

( )12 +=+ xCy , ( ) 21 −+= xCy . 
2) ( ) 164 22 =−′+ yyx . 
Розділимо змінні  та про інтегруємо дане рівняння: 

( ) 22 164 y
dx
dyx +=+ , 

416 22 +
=

+ x
dx

y
dy

, Cxarctgyarctg +=
22

1
44

1
. 

3) ( ) ( ) 022 =−++ dyxyxdxyxy .  
Розділимо змінні  та про інтегруємо дане рівняння: 

( ) ( )dxxydyyx 22 11 +=− , dxx
x

dy
y

y 





 +=








−

11
, 

Cxxyy
++=−

2
lnln

2

22

, Cxyxy
++=

2
ln

2

22

. 

Відповідь: 1) ( ) 21 −+±= xCy ; 2) Cxarctgyarctg +=
22

1
44

1
;  

3) Cxyxy
++=

2
ln

2

22

. 

Функція ( )yxf ,  називається однорідною функцією порядку 
α  відносно аргументів x  і y , якщо виконується рівність 

( ) ( )yxfttytxf ,, α=  Rt ∈∀ , R∈α . 
Диференціальне рівняння в нормальній формі  

( )yxfy ,=′  
називається однорідним відносно змінних x  і y , якщо функція 

( )yxf ,  – однорідна функція нульового порядку відносно своїх 
аргументів. 
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Диференціальне рівняння в диференціальній формі  
( ) ( ) 0,, =+ dyyxQdxyxP  

буде однорідним, якщо функції ( )yxP , , ( )yxQ ,  – однорідні функції 
однакових порядків α , тобто ( ) ( )yxPttytxP ,, α= , 

( ) ( )yxQttytxQ ,, α= . 

Однорідні рівняння з допомогою заміни 
x
yu = , xuy ⋅= , 

uxuy ′+=′  зводять до рівнянь з відокремлюваними змінними 
відносно нової функції ( )xuu = . 
 

Завдання 4.2. Знайти загальний розв’язок однорідного 
рівняння. 

1) 224 yxyyx ++=′ ; 

2) ( ) ( ) 02 222 =−++ dyxxydxxy . 
 Розв’язання. 

1) 224 yxyyx ++=′ . 
Запишемо рівняння в нормальному вигляді: 

( )24 xyxyy ++=′ . 

Дане рівняння однорідне, оскільки функція ( )24 xyxy ++  – 
однорідна функція нульового порядку. 

Зробимо заміну 
x
yu = , тоді xuy = , uxuy ′+=′ . Маємо: 

24 uuuxu ++=′+ , 
x

dx
u

du
=

+ 24
, Cxuu lnln4ln 2 +=++ , 

Cxuu =++ 24 . 
 В останньому виразі повернемося до змінної y : 

2224 Cxyxy =++ . 

2) ( ) ( ) 02 222 =−++ dyxxydxxy . 
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Функції 22 xy +  та 22xxy −  – однорідні функції другого 

порядку. Отже, дане рівняння однорідне. Зробимо заміну 
x
yu = , тоді 

xuy = , uxuy ′+=′ . Маємо 

( )
2

1
2

2

2

22

−
+

−=
−
+

−=′
xy
xy

xxy
xyy , 

2
12

−
+

−=+′
u
uuxu , 

x
dxdu

uu
u

−=
+−

−
122

2
2 , 

x
dxdu

uu
u

−=
+−

−
122

2
2 . 

Проінтегруємо окремо ліву частину рівняння: 
( ) ( )

−
+−
+−

=
+−

−−
=

+−
−

∫∫∫ 122
122

4
1

122
624

4
1

122
2

2

2

22 uu
uuddu

uu
udu

uu
u

 

( )
=

+−
−+−=

+−
− ∫∫ du

u
uudu

uu 4121
1

4
3122ln

4
1

122
1

2
3

2
2

2  

( )12
2
3122ln

4
1 2 −−+−= uarctguu . 

Загальний інтеграл рівняння: 

( ) Cxuarctguu +−=−−+− ln12
2
3122ln

4
1 2 . 

В отриманому виразі повернемося до змінної y :  

Cx
x
yarctg

x
xxyy

+−=





 −−

+− ln12
2
322ln

4
1

2

22

. 

Відповідь: 1) 2224 Cxyxy =++ ; 

2) Cx
x
yarctg

x
xxyy

+−=





 −−

+− ln12
2
322ln

4
1

2

22

. 
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Диференціальне рівняння першого порядку називається 
лінійним, якщо його можна записати у вигляді 

( ) ( )xQyxPy =+′ ,    (4.3) 
де ( )xP , ( )xQ  – задані функції. 
 

Метод варіації довільної сталої розв’язання лінійних 
диференціальних рівнянь першого порядку. 

Для рівняння (4.3) будуємо однорідне рівняння ( ) 0=+′ yxPy  
та відокремлюємо змінні: 

( )dxxP
y

dy
−= , ( ) CdxxPy lnln +−= ∫ ,  

( )∫=
− dxxP

e
C
y

, 
( )∫=

− dxxPeCy . 

Розв’язок рівняння (4.3) шукатимемо у вигляді  

( ) ( )∫=
− dxxPexCy .  (4.4) 

Диференціюємо (4.4) за змінною x : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫−∫′=′ −− dxxPdxxP exCxPexCy . 
Підставляємо y  та y′  в (4.3) та знаходимо з отриманого рівняння 

( )xC : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xQexCxPexCxPexC dxxPdxxPdxxP
=∫+∫−∫′ −−−

, 

( ) ( ) ( )∫=′ dxxPexQxC , ( ) ( ) ( ) dxexQxdC dxxP∫= , 

( ) ( ) ( ) CdxexQxC dxxP
+






 ∫= ∫ .  (4.5) 

Підставляємо (4.5) в (4.4), отримуємо розв’язок рівняння (4.3): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫





 +






 ∫=∫=

−−

∫
dxxPdxxPdxxP

eCdxexQexCy . 

 
Диференціальне рівняння виду  

( ) ( ) α=+′ yxQyxPy , 
де Rconst ∈=α , 1≠α , 0≠α , називається рівнянням Бернуллі.  
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За допомогою заміни α−= 1yz  рівняння Бернуллі зводиться до 
лінійного неоднорідного рівняння першого порядку відносно функції 

( )xzz = : 

( ) ( ) α=+′ yxQyxPy , α−⋅ y ,  

( ) ( )xQyxPyy =+′ α−α− 1 , ( ) ( ) ( ) ( )xQzxPz α−=α−+′ 11 . 
Розв’язавши дане рівняння методом варіації довільної сталої, 

знаходимо ( )Cxz ,  та виконуємо обернену заміну α−= 1
1

zy . 

 
Завдання 4.3. Знайти загальний розв’язок лінійного рівняння 

першого порядку або рівняння Бернуллі. 

1) xxy
x

y +=−′ )ln(1
; 

2) ( )xxyy
x

y +=−′ )ln(1 2 . 

Розв’язання. 

1) xxy
x

y +=−′ )ln(1
. 

Дане диференціальне рівняння – лінійне однорідне першого 
порядку. Розв’язок шукатимемо методом варіації довільної сталої.  

Знайдемо розв’язок відповідного однорідного рівняння: 

01
=−′ y

x
y , 

x
dx

y
dy

= , Cxy lnlnln += , Cxy lnln = , Cxy = . 

Розв’язок вихідного рівняння шукатимемо в формі 
( ) xxCy = . 

Підставимо ( ) xxCy =  та ( ) ( )xCxxCy +′=′  в задане рівняння: 

( ) ( ) ( ) xxxxC
x

xCxxC +=−+′ )ln(1
, ( ) 1)ln(

+=′
x
xxC ,

( ) ( ) CxxCxxdxCdx
x
xxC ++=++=+






 += ∫∫ 2ln

2
1lnln1)ln(

, 
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xCxxy 





 ++= 2ln

2
1

. 

2) ( )xxyy
x

y +=−′ )ln(1 2 . 

Дане рівняння – рівняння Бернуллі. Поділимо його на 2y : 

xxy
x

yy +=−′ −− )ln(1 12 . 

Нехай 1−= yz , тоді yyz ′−=′ −2 . Отримуємо 

 xxz
x

z +=−′− ln1
, ( )xxz

x
z +−=+′ ln1

. (4.6) 

Розв’яжемо отримане рівняння методом варіації довільної сталої: 

01
=+′ z

x
z , 

x
dx

z
dz

−= , Cxz lnlnln +−= , 
x
Cz lnln = , 

x
Cz = . 

Розв’язок вихідного рівняння шукатимемо в формі 
( )
x
xCz = . 

Знаходимо z′  та підставляємо z  та z′  в задане рівняння: 
( ) ( )

2x
xCxxCz −′

=′ . 

( ) ( ) ( ) ( )xx
x
xC

xx
xC

x
xC

+−=+−
′

ln1
2 , 

( ) ( )2ln xxxxC +−=′ , 

( ) ( ) CxxxxCdxxxxxC +−+−=++−= ∫ 3222

3
1

4
1ln

2
1ln . 

Загальний інтеграл рівняння (4.6): 

x
Cxxxx

x
Cxxxxz 1

3
1

4
1ln

2
11

3
1

4
1ln

2
1 2322 +−+−=






 +−+−= . 

В останньому виразі повернемося до змінної y  ( )1−= yz :  

x
Cxxxy 1

4
1ln

2
11 ++−=− , 

Cxxxx
xy

1234ln6
12

232 −−+
−= . 
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Відповідь: 1) xCxxy 





 ++= ln

2
1

;  

2) 
Cxxxx

xy
1234ln6

12
232 −−+

−= . 

 
Рівняння виду  

( ) ( ) 0,, =+ dyyxQdxyxP .   (4.7) 
називається рівнянням у повних диференціалах, якщо в області 
визначення D  функцій ( )yxP , , ( )yxQ ,  виконується  рівність  

( ) ( )
x

yxQ
y

yxP
∂

∂
=

∂
∂ ,,

.    (4.8) 

Загальний інтеграл рівняння (4.7) визначається за однією з 
формул: 

( ) ( ) CdyyxQdxyxP
y

y

x

x

=+ ∫∫
00

,, 0 ,  (4.9) 

( ) ( ) CdyyxQdxyxP
y

y

x

x

=+ ∫∫
00

,, 0 ,  (4.10) 

де ( ) Dyx ∈00 ; . 
 
Завдання 4.4. Знайти загальний розв’язок рівняння в повних 

диференціалах ( ) ( ) 0682642 222 =+−++− dyyxxydxxyyx . 
 Розв’язання. Перевіримо виконання умови (4.8): 

( ) 22 642, xyyxyxP +−= ; ( ) yxxyyxQ 2682, +−= . 

xyy
y
P 128 +−=

∂
∂

, 
( ) xyy
x

yxQ 128,
+−=

∂
∂

. 

Умова (4.8) виконується, тому дане рівняння – рівняння в повних 
диференціалах. Розв’язок даного рівняння можна знайти за формулою 
(4.9) або (4.10). Точку ( ) Dyx ∈00 ;  варто обирати так, щоб функції 

( )yxP , , ( )yxQ ,  набували якомога простішого вигляду. Візьмемо в 
якості точки ( )00 ; yx  точку ( )0;0 . 
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За формулою (4.9) маємо 

( ) ( ) Cdyyxxyxdxx
yx

=+−+⋅+⋅− ∫∫
0

2

0

68206042 , 

Cyxxyyx =+−+ 2222 342 . 
 Відповідь: Cyxxyyx =+−+ 2222 342 . 
 

Диференціальні рівняння вищих порядків, які допускають 
зниження порядку 

1) Рівняння виду 
( ) ( )xfy n =     (4.11) 

розв’язують послідовним n -кратним інтегруванням. Загальний 
розв’язок рівняння (4.11): 

( )
( )

( )
( )

( ) n

nn

C
n
xC

n
xCxy ++

−
+

−
+ϕ=

−−

K
!2!1

2

2

1

1 . 

2) Якщо задано рівняння виду  
( ) ( ) ( )( ) 0,,,, 1 =+ nkk yyyxF K ,    (4.12) 

яке не містить явно шуканої функції та кілька її похідних до ( )1−k -
го порядку, то для пониження порядку рівняння (4.12) на k  
одиниць необхідно зробити заміну ( ) ( )xzy k = , тоді ( ) ( )xzy k ′=+1 , 
…, ( ) ( )( )xzy knn −= . Рівняння (4.12) зведеться до рівняння ( )kn − -го 
порядку відносно функції ( )xz : 

( )( ) 0,,,, =′′′ −knzzzxF K . 
3) Якщо задано рівняння виду  

( )( ) 0,,,, =′′′ nyyyyF K ,  (4.13) 
яке не містить явно незалежної змінної x , то для пониження 
порядку рівняння такого типу на одиницю необхідно зробити заміну 

( )ypy =′ , тоді pp
dy
dppy ′⋅=⋅=′′ , =














⋅+








=′′′

2

22

dy
pdp

dy
dppy  

( )( )pppp ′′⋅+′= 2  і т.д.  
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Отримаємо рівняння виду 
( )

( ) 0,,,,, 1

1

2

2

=







−

−

n

n

dy
pd

dy
pd

dy
dppyF K . 

 
Завдання 4.5. Знайти загальний розв’язок рівняння вищого 

порядку. 
1) 23 +=′′′ xy ; 
2) 1sincos =′⋅+′′⋅ yxyx ; 
3) 021 2 =′′−′+ yyy . 
Розв’язання. 
1) 23 +=′′′ xy . 
Дане рівняння типу (4.11). Проінтегруємо тричі за змінною x  

задане рівняння: 

( ) 1

4
3 2

4
2 Cxxdxxy ++=+=′′ ∫ , 

21
2

5

1

4

20
2

4
CxCxxdxCxxy +++=








++=′ ∫ , 

32
2

1

36

21
2

5

2
1

312020
CxCxCxxdxCxCxxy ++++=








+++= ∫ . 

2) 1sincos =′⋅+′′⋅ yxyx . 
 Дане рівняння типу (4.12), воно не містить явно шуканої 
функції ( )xy . Понизимо його порядок на одиницю. Нехай yz ′= , тоді 

yz ′′=′ . Маємо 

1sincos =⋅+′⋅ zxzx ,    
xx

xzz
cos

1
cos
sin

=+′ . (4.14) 

Отримали лінійне диференціальне рівняння першого порядку, 
розв’язок якого знайдемо методом варіації довільної сталої. 

0
cos
sin

=+′
x
xzz , dx

x
x

z
dz

cos
sin

−= , 
( )

∫∫ =
x
xd

z
dz

cos
cos

, 

Cxz lncoslnln += , xCz cos= . 
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Розв’язок рівняння (4.14) шукатимемо у вигляді ( ) xxCz cos= , тоді 
( ) ( ) xxCxxCz sincos −′=′ . Отримуємо 

( ) ( ) ( )
xx

xxxCxxCxxC
cos

1
cos
sincossincos =⋅+−′ , ( )

x
xC 2cos

1
=′ , 

( ) 1CtgxxC += , ( ) xCtgxz cos1+= . 
Повернемося до змінної y : 

( ) xCxxCtgxyz cossincos 11 +=+=′= , 

( ) 211 sincoscossin CxCxdxxCxy ++−=+= ∫ . 

3) 021 2 =′′−′+ yyy . 
Дане рівняння типу (4.13), воно не містить явно незалежної 

змінної x . Понизимо його порядок на одиницю. Нехай ( )ypy =′ , 
тоді ppy ′=′′ . Маємо 

021 2 =′−+ pypp , 12 2 +=′ ppyp , 
y

dy
p

pdp
=

+1
2

2 , 

Cyp lnln1ln 2 +=+ , 11
2 −= yCp , 

11 −±=′ yCy , dx
yC

dy
±=

−11

, 21
1

12 CxyC
C

+±=−  

Відповідь: 1) 32
2

1

36

2
1

3120
CxCxCxxy ++++= ;  

2) 21 sincos CxCxy ++−= ; 3) 21
1

12 CxyC
C

+±=− . 

 
 Завдання 4.6. Знайти розв’язок задачі Коші. 

1) 3

1
x

y =′′ , ( )
2
31 =y , ( )

2
11 −=′y . 

2) ( ) 02 3 =′′+′ yyy , ( ) 00 =y , ( ) 20 −=′y ; 
3) ( )yxyxy ′′+=′′−′ 212 , ( ) 31 =y , ( ) 21 =′y ; 
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Розв’язання. 

1) 3

1
x

y =′′ , ( )
2
31 =y , ( )

2
11 −=′y . 

Проінтегруємо задане рівняння: 

123 2
11 C
x

dx
x

y +−==′ ∫ . 

Використовуючи другу початкову умову знаходимо 1C : 

( )
2
1

2
11 1 −=+−=′ Cy , 01 =C . 

Із урахуванням того, що 01 =C , отримуємо 

22 2
1

2
1 C

x
dx

x
y +=−= ∫ . 

З першої початкової умови знаходимо 2C : 

( )
2
3

2
11 2 =+= Cy , 12 =C . 

Остаточно отримуємо розв’язок задачі Коші: 

1
2
1

+=
x

y . 

2) ( ) 02 3 =′′+′ yyy , ( ) 00 =y , ( ) 20 −=′y . 
Задане рівняння типу (4.13), воно не містить явно незалежної 

змінної x . Нехай ( )ypy =′ , тоді ppy ′⋅=′′ . Маємо 
02 3 =′+ ppyp , 22ypp −=′ , 22ypp −=′ ,  

22yp
dy
dp

−= , ydy
p
dp 22 −= , 

1
21 Cy

p
+−=− , 1

21 Cy
y

+−=
′

− .   (4.15) 

Використовуючи другу початкову умову, знайдемо 1C : 

1
20

2
1 C+−=

−
− , 

2
1

1 =C . 
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Підставимо 
2
1

1 =C  в (4.15): 

2
11 2 −=

′
y

y
. 

12
2
2 −

=′
y

y , xdyy =





 −

2
12 , 2

3

23
Cxyy

+=− . 

Із першої початкової умови знаходимо, що 02 =C .  
Розв’язок задачі Коші: 

xyy
=−

23

3

. 

3) ( )yxyxy ′′+=′′−′ 212 , ( ) 31 =y , ( ) 21 =′y . 
Задане рівняння типу (4.12), воно не містить явно шуканої 

функції ( )xy . Нехай yz ′= , тоді yz ′′=′ . Отримуємо 

( ) 22 2 −=+′ zxxz , ( )122 +
=

− xx
dx

z
dz

, 

( )122 +
=

− xx
dx

z
dz

, ∫∫ 







+
−=

−
dx

xxz
dz

12
21

2
, 

1ln12lnln2ln Cxxz ++−=− , 2
12

1 +
+

=
x

xCz . 

 Повернемось до змінної y : 

2
12

1 +
+

=′
x

xCy . 

Із другої початкової умови одержуємо, що 01 =C , тоді  
2=′y , 22 Cxy += . 

Використовуючи першу початкову умову, знаходимо 2C : 
( ) 321 2 =+= Cy , 12 =C . 

Остаточно отримуємо розв’язок задачі Коші:  
12 += xy . 

Відповідь: 1) 1
2
1

+=
x

y ; 2) xyy
=−

23

3

; 3) 12 += xy ,  
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5 ЛІНІЙНІ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ РІВНЯННЯ ТА СИСТЕМИ 
ЗІ СТАЛИМИ КОЕФІЦІЄНТАМИ 

 
 
 

  Диференціальне рівняння виду 
( ) ( ) ( ) ( )xfyayayay n

nnn =++++ −− K2
2

1
1 ,  (5.1) 

де 1a , 2a , …, na  – сталі, ( )xf  – задана неперервна функція, 
називається лінійним неоднорідним диференціальним 
рівнянням (ЛНДР) n -го порядку зі сталими коефіцієнтами. 
  Диференціальне рівняння виду  

( ) ( ) ( ) 02
2

1
1 =++++ −− yayayay n

nnn K ,  (5.2) 
де 1a , 2a , …, na  – сталі, називається лінійним однорідним 
диференціальним рівнянням (ЛОДР) n -го порядку зі 
сталими коефіцієнтами. 
 

Схема розв’язання ЛОДР n -го порядку зі сталими 
коефіцієнтами 

Будуємо характеристичне рівняння та знаходимо його 
корені: 

02
2

1
1 =++λ+λ+λ −−

n
nnn aaa K .  (5.3) 

1) Якщо всі корені рівняння дійсні та прості (різні), тоді 
загальний розв’язок рівняння (5.2) записуємо у вигляді: 

x
n

xx neCeCeCy λλλ +++= K21
21 . 

2) Якщо всі корені рівняння дійсні, але серед них є 
корені кратності m  ( )1>m , тоді кожному простому кореню λ  
відповідає частинний розв’язок xeλ , а кожному кореню λ  
кратності m  відповідає m  частинних розв’язків 

xeλ , xxeλ , xex λ2 , …, xm ex λ−1 . 
3) Якщо серед коренів рівняння (5.3) є комплексно-

спряжені, то кожній парі β±α i  простих коренів  

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com
http://www.pdffactory.com


 49

відповідає два частинних розв’язки xe x βα cos , xe x βα sin , а 
кожній парі β±α i  комплексно-спряжених коренів кратності 
m  відповідає m2  частинних розв’язків: 

xe x βα cos , xex x β⋅ α cos , xex x β⋅ α cos2 , …, xex xm β⋅ α− cos1 , 
xe x βα sin , xex x β⋅ α sin , xex x β⋅ α sin2 , …, xex xm β⋅ α− sin1 . 

 
Структура загального розв’язку ЛНДР n -го порядку. 

Загальний розв’язок рівняння (5.1) складається із суми 
частинного розв’язку чy  неоднорідного рівняння та 
загального розв’язку 0y  відповідного йому однорідного 
рівняння. 

 
ЛНДР n -го порядку зі сталими коефіцієнтами та правою 

частиною спеціального виду 
Нехай права частина ЛНДР (5.1) має спеціальний вигляд: 

( ) ( ) ( )( )bxxQbxxPexf s
ax sincosr += , (5.4) 

де ( )xPr , ( )xQs  – многочлени степенів r  і s  відповідно, a , b  – 
деякі числа. 

Для диференціальних рівнянь з правою виду (5.4) частинний 
розв’язок має аналогічну структуру: 

( ) ( )( )bxxQbxxPexy nm
axk

ч sin~cos~ += , 

де ( )xPm
~ , ( )xQm

~
 – многочлени степеня { }srm ,max= , k  – 

кількість  коренів характеристичного рівняння (з урахуванням їх 
кратності), які збігаються з числом ibaz += . 

Визначивши структуру загального розв’язку рівняння (5.1), в 
якому невідомими являються лише коефіцієнти многочленів ( )xPm

~ , 

( )xQm
~

, підставляємо частинний розв’язок чy  та його похідні в 
рівняння (5.1) та прирівнюємо коефіцієнти при подібних членах 
зліва і справа. Отримуємо необхідну кількість лінійних 
алгебраїчних рівнянь для знаходження невідомих коефіцієнтів. 
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Принцип суперпозиції. Якщо права частина рівняння (5.1) 
представляє собою суму двох функцій ( ) ( ) ( )xfxfxf 21 += , а чy1  
та чy2  – частинні розв’язки рівнянь 

( ) ( ) ( ) ( )xfyayayay n
nnn

1
2

2
1

1 =++++ −− K , 
( ) ( ) ( ) ( )xfyayayay n

nnn
2

2
2

1
1 =++++ −− K  

відповідно, то функція 2ч1чч yyy +=  – розв’язок рівняння (5.1). 
 

Завдання 5.1. Знайти загальний розв’язок рівняння методом 
невизначених коефіцієнтів (з відшуканням числових значень 
коефіцієнтів). 

1) xeyyy x cos4022 3=+′+′′ ; 
2) ( ) xxxyy 2sin2cos122 ++=′+′′ ; 
3) 1342168 23 +++=+′′+ xxxyyy IV ; 
4) ( )( )xxxeyyy x sincos1296 3 ++=+′−′′ ; 
5) xexyyy x 2sin54 +=+′−′′  

 Розв’язання. 
1) xeyyy x cos4022 3=+′+′′ . 

Знайдемо корені характеристичного рівняння: 
0222 =+λ+λ , i±−=λ 12,1 . 

Розв’язок однорідного рівняння: ( )xCxCey x sincos 210 += − . 
Для заданого рівняння 3=a , 1=b , iz += 3 , тому 0=k . 
Частинний розв’язок має вигляд: 

( )xBxAey x
ч sincos3 += . 

Знайдемо чy′  та чy ′′ : 

( ) ( )( )xBAxBAey x
ч sin3cos33 +−++=′ , 

( ) ( )( )xBAxBAey x
ч sin86cos683 +−++=′′ . 

Підставимо чy′  та чy ′′  у вихідне рівняння та поділимо обидві частини 

рівняння на xe3 , отримаємо: 
( ) ( ) xxBAxBA cos40sin168cos816 =+−++ . 
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Прирівнявши коефіцієнти при xcos  та xsin  в лівій та правій 
частинах останньої тотожності, отримуємо систему алгебраїчних 
рівнянь відносно A  та B : 

.0168
,40816

sin
cos

=+−
=+
BA

BA
x
x

 

Маємо 2=A , 1=B . Отже, ( )xxey x
ч sincos23 += .  

Загальний розв’язок рівняння: 
( ) ( )xxexCxCey xx sincos2sincos 3

21 +++= − . 
2) ( ) xxxyy 2sin2cos122 ++=′+′′ . 

Знайдемо корені характеристичного рівняння: 
022 =λ+λ , 01 =λ , 22 −=λ . 

Розв’язок однорідного рівняння: xeCCy 2
210

−+= . 
Для заданого рівняння 0=a , 2=b , iz 2= , тому 0=k . 
Частинний розв’язок: 

( ) ( ) xDCxxBAxyч 2sin2cos +++= . 
Знайдемо чy′  та чy ′′ : 

( ) ( ) xCBAxxDAxCyч 2sin222cos22 +−−+++=′ , 
( ) ( ) xDACxxCBxAyч 2sin4442cos444 −−−++−−=′′ . 

Підставимо чy′  та чy ′′  у вихідне рівняння: 
( )( ) ( )( −−−+++−++− xCAxDCBAxCA 442cos44424

) ( ) xxxxDCBA 2sin2cos122sin4244 ++=−+−− . 
Прирівнявши коефіцієнти при xcos , xx cos  та xsin , xxsin  в лівій 
та правій частинах останньої тотожності, отримуємо систему 
алгебраїчних рівнянь відносно A , B , C  та D : 

.14244
,044

,14442
,24

2sin
2sin

2cos
2cos

=−+−−
=−−

=++−
=+−

DCBA
CA

DCBA
CA

x
xx

x
xx
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З отриманої системи знаходимо, що 
4
1

−=A , 0=B , 
4
1

=C , 
8
1

=D . 

Отже, xxxxyч 2sin
8
1

4
12cos

4
1







 ++−= .  

Загальний розв’язок рівняння: 

xxxxeCCy x 2sin
8
1

4
12cos

4
12

21 





 ++−+= − . 

3) 1342168 23 +++=+′′+ xxxyyy IV . 
Знайдемо корені характеристичного рівняння: 

0168 24 =+λ+λ , i22,1 =λ , i24,3 −=λ . 
Розв’язок однорідного рівняння: 

( ) ( ) xxCCxxCCy 2sin2cos 43210 +++= . 
Для заданого рівняння 0=a , 0=b , 0=z , тому 0=k . 
Частинний розв’язок: 

DCxBxAxyч +++= 23 , 

CBxAxyч ++=′ 23 2 , 

BAxyч +=′′ 6 , Ayч 6=′′′ , 0IV =чy . 

Підставимо IV
чy  та чy ′′  у вихідне рівняння, отримаємо: 

( ) ( ) 13421668 2323 +++=+++++ xxxDCxBxAxBAx . 
Прирівнюємо коефіцієнти при однакових степенях x  в лівій та правій 
частинах останньої тотожності та отримуємо систему алгебраїчних 
рівнянь відносно A , B , C  та D : 

.11616
,31648

,416
,216

0

1

2

3

=+
=+

=
=

DB
CA

B
A

x
x
x
x

 

Отримуємо, що 
8
1

=A , 
4
1

=B , 
16
3

−== DC . 
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Отже, 
16
3

16
3

4
1

8
1 23 −−+= xxxyч . 

Загальний розв’язок рівняння: 

( ) ( )
16
3

16
3

4
1

8
12sin2cos 23

4321 −−+++++= xxxxxCCxxCCy . 

4) ( )( )xxxeyyy x sincos1296 3 ++=+′−′′ ; 
Знайдемо корені характеристичного рівняння: 

0962 =+− λλ , 32,1 =λ . 

Розв’язок однорідного рівняння: ( ) xexCCy 3
210 += . 

Для заданого рівняння 3=a , 1=b , iz += 3 , тому 0=k . 
Частинний розв’язок має вигляд: 

( ) ( )( )xDCxxBAxey x
ч sincos3 +++= . 

Знайдемо чy′  та чy ′′ : 

( )( )( +++++=′ xDBAxCAey x
ч cos333  

( )( ) )xDCBxCA sin33 ++−+−+ , 
( )( )( ++++++=′′ xDCBAxCAey x

ч cos6286683

( )( ) )xDCBAxCA sin866286 ++−−+−+ . 
Підставимо чy′  та чy ′′  у вихідне рівняння та поділимо обидві частини 

рівняння на xe3 , отримаємо: 
( ) ( ) ( ) xxxxDACxxCBAx sincos12sin2cos22 ++=−−−++−− . 
Прирівнявши коефіцієнти при xcos , xx cos  та xsin , xxsin  в лівій 
та правій частинах останньої тотожності, отримуємо систему 
алгебраїчних рівнянь відносно A , B , C  та D : 

.12
,0

,12
,2

sin
sin

cos
cos

=−−
=−

=+−
=−

DA
C

CB
A

x
xx

x
xx

 

Маємо 2−=A , 1−=B , 0=C , 3=D . Отже, 
( )( )xxxey x

ч sin3cos123 +−−= . 
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Загальний розв’язок рівняння: 
( ) ( )( )xxxexCCey xx sin3cos123

21
3 +−−++= . 

5) xexyyy x 2sin54 +=+′−′′ . 
Знайдемо корені характеристичного рівняння: 

0542 =+λ−λ , i±=λ 22,1 . 

Розв’язок однорідного рівняння: ( )xCxCey x sincos 21
2

0 += . 
За принципом суперпозиції частинний розв’язок має вигляд: 

ччч yyy 21 += . 

а) ( ) xxexf =1 , 1=a , 0=b , 1=z , 0=k , ( ) x
ч eBxAy +=1 . 

б) ( ) xxf 2sin2 = , 0=a , 2=b , iz 2= , 0=k , 
xDxCy ч 2cos2sin2 += . 

Частинний розв’язок має вигляд: 
( ) xDxCeBAxy x

ч 2cos2sin +++= . 
Знайдемо чy′  та чy ′′ : 

( ) xDxCeBAAxy x
ч 2cos22sin2 +−++=′ , 

( ) xDxCeBAAxy x
ч 2cos42sin42 −−++=′′ . 

Підставимо чy′  та чy ′′  у вихідне рівняння: 

( ) ( ) ( ) xexxDCxDCeBAAx xx 2sin2cos82sin8222 +=+−++++−
. 

Прирівнявши коефіцієнти при xxe , xe , x2cos  та x2sin  в лівій та 
правій частинах останньої тотожності, отримуємо систему 
алгебраїчних рівнянь відносно A , B , C , D : 

.08
,18
,022

,12

2cos
2sin

=+−
=+
=+−

=

DC
DC
BA

A

x
x

e
ex
x

x

 

Маємо 
2
1

== BA , 
65
1

=C , 
65
8

=D .  
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Отже, xxexy x
ч 2cos

65
82sin

65
1

2
1

2
1

++





 += . 

Загальний розв’язок рівняння: 

( ) xxexxCxCey xx 2cos
65
82sin

65
1

2
1

2
1sincos 21

2 ++





 +++= . 

 
Відповідь: 1) ( ) ( )xxexCxCey xx sincos2sincos 3

21 +++= − ;  

2) xxxxeCCy x 2sin
8
1

4
12cos

4
12

21 





 ++−+= − ; 

3) ( ) ( )
16
3

16
3

4
1

8
12sin2cos 23

4321 −−+++++= xxxxxCCxxCCy ; 

4) ( )( )xxxxCCey x sin3cos1221
3 +−−++= ; 

5) ( ) xxexxCxCey xx 2cos
65
82sin

65
1

2
1

2
1sincos 21

2 ++





 +++= . 

 
Завдання 5.2. Знайти загальний розв’язок рівняння методом 

невизначених коефіцієнтів (без відшукання числових значень 
коефіцієнтів): 

1) ( )xxxeyyy x 2sin2cos34 −=′+′′+′′′ ; 
2) xxexyy x sin56416 82 +=+′−′′ ; 
3) xxxyyy cos2554 2 +++=+′−′′  
Розв’язання. 
1) ( )xxxeyyy x 2sin2cos34 −=′+′′+′′′ . 
Знайдемо корені характеристичного рівняння: 

034 23 =λ+λ+λ , 01 =λ , 12 −=λ , 33 −=λ . 

 Розв’язок однорідного рівняння: xx eCeCCy 3
3210

−− ++= . 
Оскільки, 1=a , 2=b , то iz 21+= , 0=k . 
Частинний розв’язок рівняння має вигляд: 

( ) ( )( )xBxAxBAxey x
ч 2sin2cos 11 +++= . 

( ) ( )( )xBxAxBAxeeCeCCy xxx 2cos2cos 11
3

321 ++++++= −− . 
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2) xxexyy x sin56416 82 +=+′−′′ . 
Знайдемо корені характеристичного рівняння: 

064162 =+λ−λ , 821 =λ=λ . 
Розв’язок однорідного рівняння: ( ) xexCCy 8

210 += . 
Використовуючи принцип суперпозиції отримуємо, що 

частинний розв’язок: ччч yyy 21 += . 

а) ( ) xexxf 82
1 5= , 8=a , 0=b , 8=z , 2=k , 

( ) x
ч eCBxxAxy 822

1 ++= . 
б) ( ) xxxf sin2 = , 0=a , 1=b , iz = , 0=k , 

( ) ( ) xBxAxBxAy ч cossin 22112 +++= . 
Загальний розв’язок: 

( ) ( ) +++++=+= xx
ч eCBxxAxexCCyyy 8228

210  
( ) ( ) xBxAxBxA cossin 2211 ++++ . 

3) xxxyyy cos2554 2 +++=+′−′′ . 
Знайдемо корені характеристичного рівняння: 

0154 2 =+λ−λ , 11 =λ , 
4
1

2 =λ . 

Розв’язок однорідного рівняння: 4
210

xx eCeCy += . 

Частинний розв’язок: ччч yyy 21 += . 

а) ( ) 25 2
1 ++= xxxf , 0=a , 0=b , 0=z , 0=k , 

CBxxAy ч ++= 2
1 . 

б) ( ) xxf cos2 = , 0=a , 1=b , iz = , 0=k , 
xExDy ч cossin2 += . 

Загальний розв’язок: 
xExDCBxxAeCeCyyy xx

ч cossin24
210 ++++++=+= . 

Відповідь:  
1) ( ) ( )( )xBxAxBAxeeCeCCy xxx 2cos2cos 11

3
321 ++++++= −− ; 
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2) ( ) ( ) ( ) +++++++= xBxAeCBxxAxexCCy xx sin11
8228

21  
( ) xBxA cos22 ++ ; 3) ++++++= xDCBxxAeCeCy xx sin24

21 . 
xE cos+ . 

 
Метод варіації довільних сталих ( метод Лагранжа). 
Нехай задано лінійне неоднорідне рівняння другого порядку 

зі сталими коефіцієнтами: 
( )xfyayay =+′+′′ 21 ,   (5.5) 

де 1a , 2a  – сталі, ( )xf  – задана неперервна на деякому проміжку 
функція. 

Алгоритм розв’язування рівняння (5.5) методом варіації 
довільних сталих. 

1) Знаходимо загальний розв’язок oy  відповідного 
однорідного рівняння 021 =+′+′′ yayay : 

( ) ( )xyCxyCyo 2211 += . 
2) Частинний розв’язок рівняння (5.5) шукаємо у вигляді: 

( ) ( ) ( ) ( )xyxCxyxCyч 2211 += .   (5.6) 
3) Складаємо та розв’язуємо систему рівнянь Лагранжа 

відносно ( )xC1′  і ( )xC2′ : 
( ) ( )
( ) ( ) ( )




=′′+′′
=′+′

..
,0

2211

2211

xfxyCxyC
xyCxyC

 

4) Інтегруємо знайдені в 3) функції ( )xC1′  і ( )xC2′  та 
підставляємо знайдені ( )xC1  і ( )xC2  в (5.6). 

Знаходимо загальний розв’язок рівняння (5.5): чyyy += 0 . 
 

Завдання 5.3. Знайти загальний розв’язок рівняння 

x

x

e
eyyy 21

23
+

=+′+′′ методом варіації довільних сталих. 

Розв’язання. 
1) Складемо відповідне характеристичне рівняння: 

0232 =+λ+λ , 11 −=λ , 22 −=λ . 
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Загальний розв’язок однорідного рівняння має вигляд: 
xx eCeCy 2

210
−− += . 

2) Частинний розв’язок будемо шукати у вигляді: 
( ) ( ) xx

ч exCexCy 2
21

−− += .   (5.7) 

3) ( ) xexy −=1 , ( ) xexy 2
2

−= , ( ) xexy −−=′1 , ( ) xexy 2
2 2 −−=′ . 

( ) ( )

( ) ( )






+
=′−′−

=′+′

−−

−−

.
1

2

,0

2
2

21

2
21

x

x
xx

xx

e
eexCexC

exCexC
 

За формулами Крамера маємо: 

x
xx

xx

e
ee

ee 3
2

2

2
−

−−

−−

−=
−−

=∆ , 

x

x

x
x

x

x

e
e

e
e

e
e

22
2

2

1 12
1

0

+
−=

−
+

=∆
−

−

−

, 

x
x

x
x

x

ee
ee

e
2

2
2 1

1

1

0

+
=

+
−

=∆ −

−

. 

( ) x

x

e
exC 2

2
1

1 1+
=

∆
∆

=′ , ( ) x

x

e
exC 2

3
2

2 1+
−=

∆
∆

=′ . 

4) ( ) ( )
=

+
+

=
+

=
=

=
=

+
= ∫∫∫ 1

1
2
1

1
,

1 2

2

22

2

1 t
tddt

t
t

dxedt
et

dx
e

exC
x

x

x

x

 

1ln
2
11ln

2
1 22 +=+= xet . 

( ) ( )
=

+
−+

−=
+

−=
=

=
=

+
−= ∫∫∫ dt

t
tdt

t
t

dxedt
et

dx
e

exC
x

x

x

x

1
11

1
,

1 2

2

2

2

2

3

2

( )xx earctgetarctgtdt
t

+−=+−=







+
−−= ∫ 1

11 2 . 
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Підставляємо знайдені функції ( )xC1  та ( )xC2  в (5.7), 
отримуємо: 

( )( ) xxxxx
ч eearctgeeey 22 1ln

2
1 −− +−+






 += . 

5) Загальний розв’язок рівняння: 

( )( ) xxxxx
ч eearctgeCeeCyyy 2

2
2

10 1ln
2
1 −− +−+






 ++=+= . 

Відповідь: ( )( ) xxxxx eearctgeCeeCy 2
2

2
1 1ln

2
1 −− +−+






 ++= . 

 
Завдання 5.4. Розв’язати систему диференціальних рівнянь 





+−=′
+−=′

.3
,42

yxy
yxx

: 

 а) методом виключення; 
 б) матричним методом. 

а) При розв’язанні заданої системи необхідно пам’ятати, що 
( )txx = , ( )tyy = . Продиференціюємо перше рівняння системи за 

змінною t :  
yxx ′+′−=′′ 42 . 

Підставимо yxy 3+−=′  в отриману рівність:  
( )yxxx 342 +−+′−=′′ , 01242 =−+′+′′ yxxx . 

Складаємо систему: 





=−+′+′′
+−=′

.01242
,42

yxxx
yxx

 

З першого рівняння останньої системи виражаємо y  через x  та x′ : 

4
2 xxy +′

= .    (5.8) 

Підставляємо отриманий вираз в друге рівняння системи: 

0
4

21242 =
+′

⋅−+′+′′ xxxxx , 02 =−′−′′ xxx  
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Отримали ЛОДР другого порядку зі сталими коефіцієнтами, 
розв’яжемо його: 

022 =−λ−λ , 21 =λ , 12 −=λ ; 
tt eCeCx −+= 2

2
1 . 

Знайдемо y . Підставимо tt eCeCx −+= 2
2

1  та tt eCeCx −−=′ 2
2

12  в 
(5.8). Маємо 

tt eCeCy −+= 2
2

1 4
1

. 

Загальний розв’язок системи має вигляд:  







+=

+=

−

−

.
4
1

,

2
2

1

2
2

1

tt

tt

eCeCy

eCeCx
 

б) Запишемо матрицю системи: 









−
−

=
31
42

A . 

Складемо та розв’яжемо характеристичне рівняння даної 
системи: 

0
31

42
=

λ−−
λ−−

=λ− EA , 022 =−λ−λ , 21 =λ , 12 −=λ . 

Знайдемо власний вектор для власного числа 21 =λ : 

( ) 0
11
44

2

1
1 =
















−
−

=λ−
b
b

BEA , ( ) 011
2

1 =







−

b
b

, 

021 =+− bb , 




=
=

.1
,

2

21

b
bb

 




=
=

.1
,1

2

1

b
b

 

Отримали власний вектор 







=

1
1

B . Власному числу 21 =λ  

відповідає частинний розв’язок: 









=








=

1
12

1
te

y
x

X . 

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com
http://www.pdffactory.com


 61

Знайдемо власний вектор для власного числа 12 −=λ : 

( ) 0
41
41

2

1
2 =
















−
−

=λ−
b
b

BEA , ( ) 041
2

1 =







−

b
b

, 

04 21 =+− bb , 






=

=

.
4
1

,4

2

21

b

bb
 







=

=

.
4
1
,1

2

1

b

b
 

Отримали власний вектор 













=

4
1
1

B . Власному числу 12 −=λ  

відповідає частинний розв’язок: 














=








= −

4
1
1

2
te

y
x

X . 

Загальний розв’язок системи диференціальних рівнянь має вигляд у 
матричній формі: 














+








=+= −

4
1
1

1
1

2
2

12211
tt eCeCXCXCX , 

або в явному вигляді 







+=

+=

−

−

.
4
1

,

2
2

1

2
2

1

tt

tt

eCeCy

eCeCx
 

 Відповідь: а) 






+=

+=

−

−

.
4
1

,

2
2

1

2
2

1

tt

tt

eCeCy

eCeCx
б) 







+=

+=

−

−

.
4
1

,

2
2

1

2
2

1

tt

tt

eCeCy

eCeCx
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