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1  ЛАБОРАТОРНА РОБОТА №3 

ДОСЛІДЖЕННЯ МЕТОДУ "МІНІМАЛЬНИХ ШЛЯХІВ ТА 

МІНІМАЛЬНИХ ПЕРЕТИНІВ" 

1.1 Метод "Мінімальних шляхів та мінімальних перетинів" 

 

Даний метод, на відміну від точних, відноситься до наближених. 

Він дозволяє оцінити дійсне значення імовірності безвідмовної роботи 

системи на нижньому Рн та верхньому Рв рівні 3: 

 

Рн < Рс < Рв,.. 

 

Взагалі, цей метод простий у порівнянні з точними методами, 

тому і знайшов широке застосування для оцінки складних обчислюва-

льних систем. 

Суть методу. По графу надійності спочатку знаходять "мі-

німальні перетини" та "мінімальні шляхи", потім будують екві-

валентні графи  для "мінімальних перетинів" та "мінімальних 

шляхів" для розрахунку Рн та Рв. 

Мінімальний шлях складається із мінімальної послідовності 

підсистем, які входять до графу (РВ) і необхідні для передачі даних від 

початкового до кінцевого пристрою, тобто, від вершини А до вершини 

В. У складних резервованих системах, як правило, декілька мінімаль-

них шляхів і кожен наступний приймається за новий мінімальний, як-

що вважати, що попередні відказали. До множини мінімальних шляхів 

входять усі можливі комбінації напрямків передачі даних. 

Мінімальний перетин складається з мінімальної кількості під-

систем графа (РН), відмова яких веде до відмови системи, незалежно 

від стану інших підсистем. До множини мінімальних перетинів вхо-

дять усі можливі комбінації перетинів, які приводять до відмови сис-

теми.  

Імовірність Рн знаходять через еквівалентний граф перетинів, 

складений з послідовно ввімкнених груп підсистем усіх мінімальних 

перетинів, де в кожній групі підсистеми включені паралельно. 

Імовірність Рв знаходять через еквівалентний граф шляхів, скла-

дений з груп послідовно включених підсистем кожного мінімального 



5 

 
шляху; групи усіх мінімальних шляхів системи включені паралельно. 

 

1.1.1 Приклад розрахунку надійності методом МШ & МП 

 

Розглянемо обчислювальну систему, складену з приладів пам'яті 

ЗУ1 та ЗУ2, процесорів П7 та П8 і приладів узгодження СЗ-С6 (рису-

нок 1.1). Необхідно оцінити імовірність безвідмовної роботи системи. 

Резервування системи дозволило забезпечити її працездатність 

при наявності навіть одного робочого пристрою пам'яті, або процесо-

ра та приладів узгодження між ними. Відмова деяких підсистем не 

завадить роботі інших частин системи, що залишилися.  

 

 
Рисунок 1.1 – Структура (а) та граф надійності (б) 

 обчислювальної системи 
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По структурній схемі надійності ОС (рисунок 1.1а) будуємо 

граф надійності (рисунок 1.1б), у якому інформація передається від ЗУ 

(вершина А) до процесору (вершина В), або навпаки. По графу надій-

ності визначимо мінімальні перетини - 12, 78, 145, 236, 348, 567, 1468, 

2467, 3456, та мінімальні шляхи - 137, 168, 247, 258, 13458, 14567, 

23468, 23567. 

Будуємо еквівалентні графи надійності: 

- для нижньої оцінки Рн - послідовно включених груп мінімаль-

них перетинів; 

- для верхньої оцінки Рв - паралельно включених груп мінімаль-

них шляхів. 

 
Рисунок 1.2- Еквівалентні графи надійності для оцінки  

нижнього Рн (а) та верхнього Рв (б) рівнів  

імовірності безвідмовної роботи системи 

 

Припустимо, що імовірності відмови приладів однакові і дорів-

нюють 0,2, тоді 
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2,0 пcзу qqq  
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Підставляючи значення, одержимо: 

 

888.09984,0*9984,0*9984,0*992,0*992,0*992,0*992,0*96,0*96,0 нp  

 

Позначимо імовірність безвідмовної роботи пристрою пам'яті 

pЗУ=1-qЗУ, пристрою сполучення - через pс=1-qс, процесорів - через 

pп=1-qп. Тоді, по графу МШ, для послідовно включених шляхів одер-

жимо: 

 

Р137=Р168=Р247=Р258=(1-q)
3
=(1-0,2)

3
=0,512 

 

Р13458=Р14567 =Р23468 =Р23567 =(1-q)
5 
=0,328 

 

Після перетворення для трьох та чотирьох послідовно включе-

них імовірностей безвідмовної роботи по графу мінімальних шляхів, 

визначимо їх загальну верхню імовірність відмови Qв при паралельній 

структурі за формулою:   



n

І

iQQ
1

,    тоді, 



8 

 

0,0115=0,328)-(10,512)-(1=

=QQ Q Q Q Q Q Q=Q

44

23567 234681456713458258247168137в


 

 

Звідси визначимо верхній рівень імовірності безвідмовної робо-

ти системи  

Рв=1- Qв=1-0,0115=0,9885 

 

Загальна імовірність безвідмовної роботи системи знаходиться в 

межах: 

0,888< Рс<0,988. 

 

Розбіг значення Рс дає уяву про точність розрахунків надійності 

за методом МШ & МП. 

 

1.2 Надійність комп`ютерних мереж  

 

Під мережею ЕОМ розуміють групу комп'ютерів, об'єднаних 

між собою для обміну даними. Відрізняють локальні і глобальні ме-

режі. За топологією мережі поділяють в основному на: “зірка”, “зага-

льна шина”, “кільце” та їх комбінації. 

З точки зору надійності, мережі відносять до систем складної 

структури. Граф надійності відповідає конфігурації мережі. Граф на-

дійності мережі будується за правилами: якщо підсистема мережі не 

резервована та її відмова веде до загальної відмови всієї мережі, то 

вона включається до графу послідовно; якщо підсистема мережі n-

кратно резервована та її відмова не веде до загальної відмови всієї ме-

режі, то такі підсистеми включаються до графу паралельно. На рисун-

ку 1.3 розглядається приклад побудови графу надійності мережі “зага-

льна шина”. 
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Вершинами графа служать вузли зв'язку підсистем мережі, а ду-

гами - підсистеми. Відмова підсистеми відповідає обриву дуги графу. 

Під надійністю мережі розуміється збереження зв'язку між вершинами 

А та В, а під відмовою – розпад графа на окремі ізольовані частини. 

Надійність мережі оцінюють через імовірність безвідмовної ро-

боти в межах верхнього та нижнього рівня. 

Для розрахунку надійності мереж може бути застосований ме-

тод МШ & МП. 

 

1.3 Мета роботи 

 

Придбати практичні навички приблизного розрахунку імовірно-

сті безвідмовної роботи складних резервованих обчислювальних сис-

тем та обчислювальних мереж, представлених графом надійності, за 

допомогою методу "МШ & МП". 

 

1.4  Порядок проведення роботи 

 

а) Для проведення роботи №3 з додатку А відповідно до варіан-

ту, який обирається за номером по журналу, вибирається граф систе-

ми, що аналізується. Будемо вважати, що всі прилади системи мають 

однакову імовірність відмов, яка дорівнює 0,15. По графу надійності 

Термінатор 

Сервер 

Терм. Серв.  Каб. 

РС6 

Терм. 

а) мережа топології  “Загальна шина”. 

         б) граф надійності  мережі “Загальна шина”. 

Рисунок 1.3 – Комп`ютерна мережа “Загальна шина” 

а) 

РС1-РС6 
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Термінатор 

б) 

 

 А 
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будується структурна схема ОС, а також проводиться розрахунок по-

казників надійності системи за методом "МШ & МП". 

б) Для дослідження імовірності безвідмовної роботи локальних 

мереж, необхідно розробити графи надійності топології "зірка,", "за-

гальна шина," "кільце" та їх комбінацій. Дозволяється дослідження 

інших топологій мереж. Кількість комп'ютерних станцій повинна бути 

не менше шести. Розрахунки імовірності безвідмовної роботи прово-

дити по методу "МШ & МП" зі складанням допоміжних, еквівалент-

них графів, приведених у розділі 1.1. Імовірності відмов приладів ме-

реж обираються студентами самостійно у межах розумного 

(qі= 0,1…0,3). 

 

1.5 Обробка результатів 

 

Усі побудовані структурні схеми, графи надійності ОС та ме-

реж, допоміжні еквівалентні графи, розрахунки, виконані за підрозді-

лом 1.1.1 та 1.2 оформити як звіт і захистити у викладача.  

 

1.6 Контрольні запитання 

 

1. Дати визначення мінімальних шляхів графа надійності. 

2. Дати визначення мінімальних перетинів графа надійності. 

3. Для чого використовується метод "МШ & МП". 

4. Показати, яка топологія мереж має вищу надійність? 

5. Який допоміжний граф дає нижній рівень (верхній рівень) по-

казника Рс? 

6. Дати визначення надійності мережі ОС. 

7. Визначити шляхи підвищення надійності складних систем і 

мереж. 

8. Послідовність та формули, за якими провадять розрахунки 

показників надійності за методом "МШ & МП". 
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2 ЛАБОРАТОРНА РОБОТА №4 

НАДІЙНІСТЬ РЕЗЕРВОВАНИХ ВІДНОВЛЮВАНИХ СИСТЕМ 

2.1 Марковські процеси в системах масового обслуговуван-

ня. Рівняння Колмогорова  

 

Процеси, що мають структуру, як на рисунку 2.1, називають си-

стемами масового обслуговування (СМО). Великі обчислювальні 

центри, які нараховують іноді десятки потужних універсальних ЕОМ, 

для обліку або рішення програмних задач, відповідають структурі 

СМО. На СМО, через випадкові інтервали часу  , надходить вхідний 

потік заявок, що по черзі обробляються і після обслуговування зали-

шають систему (вихідний потік), звільнюючи місце новим заявкам. 

 

 
Рисунок 2.1 – Структура СМО 

 

Основними характеристиками системи масового обслуговуван-

ня вважають наступні: 

- час (інтервал) надходження заявок; 

- інтенсивність надходження заявок; 

- імовірність надходження заявки у визначену мить часу; 

- імовірність того, що за відрізок часу t надійде не більше n зая-

вок; 

- час обслуговування; 

- інтенсивність обслуговування; 

- час очікування і щільність його розподілу. 

Вхідний потік називають простим, якщо імовірність надхо-

дження того або іншого числа заявок за інтервал t залежить тільки від 

тривалості цього інтервалу і не залежить від його розміщення на осі 
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часу (стаціонарність), при цьому, вимоги надходять по одній (ордина-

рність) і незалежно одна від іншої (відсутність впливу)3. 

Для простого потоку щільність розподілу числа вимог за час t 

виражається розподілом Пуассона 1,2,3 

 

t
n

n e
n

t
tP  


!

)(
)(  

 

Число вимог у заданому інтервалі часу дорівнює математичному 

очікуванню (середнє значення)   

М(n)= λt. 

 

Зокрема, звідси інтенсивність (або щільність) потоку дорівнює: 

 

λ=1/t. 

 

Імовірність того, що в інтервалі часу t не надійде жодної вимоги 

(імовірність безвідмовної роботи), дорівнює: 

λt-e=(t)P0 . 

 

Імовірність надходження однієї вимоги: 

 

λt-eλt=(t)P
1

 . 

 

Взагалі, імовірність того, що за час t надійде не більше n вимог, 

визначається функцією розподілу F(n,t), що дорівнює сумі імовірнос-

тей Рk(t) для k≤n: 





n

ok

кn

k

t

k
K

t
etptnF

!

)(
)(),(

0


. 

 

А імовірність надходження більше n вимог за час t дорівнює до-

повненню F(n,t) до одиниці: 
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)t,n(F1)t(Pn  . 

 

Найпростіший потік називається марковським. 

Нехай на систему МО, складену з m однакових каналів, надхо-

дить найпростіший потік вимог.  

При наявності хоча б одного вільного каналу негайно почина-

ється обслуговування, а якщо всі канали зайняті, вимога стає в чергу. 

Час обслуговування і час очікування відповідають експонентному за-

кону. 

Позначимо через Si стан системи з резервованими каналами, у 

якій відмовило рівно i каналів (S0 - стан, у якому всі канали справні) і 

черга відсутня (i=0,1,...,n). При i>n утворюється черга – що сприйма-

ється як відмова всієї системи. 

Позначимо через pi(t) імовірність того, що в момент t система 

знаходиться в стані Si. Очевидно, для всякого часу t сума ймовірнос-

тей станів дорівнює одиниці (нормована умова) 

 





n

0i

i 1)t(p . 

 

Задача полягає в тому, щоб визначити імовірності р0(t), р1(t), 

р2(t),..., рn(t) для усіх станів системи - S0, S1,S2, S3,…,Sn. 

Для марковських ланцюгів імовірність станів СМО визначається 

із системи диференційних рівнянь, що називаються рівняннями Кол-

могорова. Складові рівнянь визначаються графом (рисунок 2.2) станів  

СМО, вершинами якого служать стани S0, S1,S2, S3,…,Sn, а дугами - 

можливі переходи зі стану в стан з інтенсивністю відмов і та інтен-

сивністю відновлень і. 
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Рисунок 2.2- Граф надійності станів СМО 

 

В операторному виді система диференційних рівнянь виглядає 

як: 

P(t)Λ=
dt

dP(t)
 

де – 









dt

(t)dP
,...,

dt

(t)dP
,

dt

(t)dP
=

dt

dP n
10 є диференційний вектор імові-

рностей станів системи, визначений із множини диференційних рів-

нянь Колмогорова, які можна записати безпосередньо із графа надій-

ності рисунку 2.2: 

 

1ii,1ii1i,i1i,i1ii,1i
i pp)(p

dt

dP
  . 

 

За такою схемою записуються рівняння для всіх станів системи, 

i=0,1,...n. 

Правило: Похідна імовірності перебування системи в і-му стані 

дорівнює сумі членів, кожний з яких представляє собою добуток ваги 

дуги, що відповідає і-ій вершині, помноженої на імовірність того ста-

ну графа, від якого вона спрямована. При цьому, вага дуги приймаєть-

ся позитивною, якщо дуга спрямована до і-ої вершини /входить/ і не-

гативною, якщо навпаки /виходить із і-ої вершини/. Це правило спра-

ведливе для запису рівнянь Колмогорова по графу будь-якого марків-

ського процесу [1,2]. 
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Загалом, у теорії масового обслуговування більше цікавляться 

не стільки тим, як протікає процес у випадковому часі, скільки грани-

чним стаціонарним режимом, що (якщо він існує) настає при t→ ∞ , 

тоді стаціонарний режим описується системою звичайних алгебраїч-

них рівнянь, що виходять із системи диференціальних рівнянь шляхом 

прирівнювання до нуля всіх похідних за часом, тоді одержимо: 

 

0=pμ+)piμ+(λ+λp

0=μp+λp

1+iiiii1-i

10





 

 

де i=1...n. 

Приєднавши до системи нормувальну умову 1p
n

i

i  , можна 

визначити значення імовірностей станів системи як системи постійно-

го стаціонарного режиму. 

 

2.2  Розрахунок комп`ютерних інформаційних центрів 

 

Комп’ютерні інформаційні центри належать до категорії СМО 

та розраховуються за допомогою математичного апарату системи ма-

сового обслуговування. Розберемо приклад. 

Приклад. Два інженери по регулюванню КС обслуговують об-

числювальний центр, до якого входить шість універсальних 

комп’ютерних машин (КМ) резервованого виконання задач. Припус-

тимо, що відмова будь-якої КМ виникає в середньому кожні 30 хви-

лин. Процес налагодження займає в середньому 10 хвилин. Визначити 

основні показники надійності, середню зайнятість наладчиків, абсо-

лютну пропускну здатність інформаційного центра і середню кількість 

несправних КМ. 

Можливі стани обчислювальної СМО: S0 - всі КМ працюють, 

інженери не зайняті; S1 - одна КМ зупинилася й один інженер зайня-

тий; S2 - дві КМ зупинилися і два інженери зайняті; Si - i КМ зупини-

лися; дві ремонтують, а інші чекають черги (i=3,4,5,6). 
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Побудуємо граф надійності системи обслуговування з віднов-

ленням після відмов резервних каналів (див. рисунок 2.3). Загальне 

число станів комп’ютерної СМО дорівнює n+1, де n – кількість резер-

вних КМ з відновленням. 

 

 
 

Рисунок 2.3 - Граф резервованої комп’ютерної СМО 

 з відновленням 

 

Рішення. Визначимо інтенсивність відмов:  

=60/30=2  (дві КМ за годину); 

визначимо інтенсивність обслуговування:  

=60/10=6 (6 КМ за годину). 

Відповідно до графа запишемо систему рівнянь Колмогорова 

для стаціонарного режиму: 
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Вирішивши алгебраїчні рівняння, знайдемо: 

 

;
9

10
;

3

5
;2

6
0302001 ppppppp 







 

060504
102

5
;

27

5
;

9

5
pppppp   

1)
54

5

27

5

9

5

9

10

3

5
21( 0  p  

;252.0;303.0;151.0
1061

162
210  ppp  

.014.0;028.0;08.0;168.0 6543  pppp  

99.01  

n

i

iC pP  (без p6). 

 

Середнє число зайнятості інженерів визначиться математичним 

очікуванням розподілу налагодження ЕОМ, тобто: 

387.1)(2 654321  pppppp . 

При інтенсивності обслуговування =6, середнє число ЕОМ, 

відремонтованих за 1 годину, тобто - абсолютна пропускна здатність: 

322,86387,1 срU  

Середнє число непрацюючих КМ дорівнює математичному очі-

куванню розподілу відмов КС, зв'язаного з процесом обслуговування: 

1,871153,01212654321 0654321  pppppppWср
 

Коефіцієнт готовності системи визначається імовірністю того, 

що вся система в деякий момент часу t знаходиться в робочому стані: 

99.0)t(p)t(p)t(p)t(p)t(p)t(pК 543210г   

Це важливий показник надійності для центра інформаційних те-

хнологій. 
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2.3 Мета роботи 

 

Придбати практичні навички розрахунку основних показників 

надійності обчислювальних систем або центрів інформаційних техно-

логій з резервуванням виконання задач, при умовах відновлення під-

систем після їх відказів, використовуючи математичний апарат систем 

масового обслуговування, марковські процеси і диференційні рівнян-

ня Колмогорова. 

 

2.4 Порядок проведення роботи 

 

Вибрати та побудувати структурну схему складної обчислюва-

льної систем або інформаційного центру, для якого ведеться розраху-

нок показників надійності. Побудувати граф надійності для станів ре-

зервованої КС. Вихідні дані обираються відповідно до варіантів, наве-

дених в додатку Б. Варіант обирається за номером по списку. 

Граф надійності будується з умовою, що всі КМ резервують од-

на одну, а k інженерів проводять відновлення машин, що відмовили. 

Задавши інтенсивність відмови   та інтенсивність відновлення  КМ 

за годину, по графу станів КС визначають систему рівнянь Колмого-

рова для стаціонарного режиму. Далі виконуються розрахунки імовір-

ностей станів системи, імовірності безвідмовної роботи системи, кое-

фіцієнта готовності, середньої зайнятості інженерів обслуговування, 

математичного очікування числа несправних КМ, виконується про-

гноз того, що за інтервал часу t у системі не буде відмов.  

 

2.5 Обробка результатів 

 

Побудувати структурну схему надійності і граф станів КС. Про-

вести розрахунки згідно вимог підрозділів 2.1- 2.4. Зробити висновки 

щодо методу обчислення показників надійності. Оформити звіт та за-

хистити його у викладача. 
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2.6 Контрольні запитання 

 
1. Пояснити основні показники надійності системи МО. 

2. Представити інформаційний центр із резервуванням і віднов-

ленням структурою СМО. 

3. Побудувати граф станів системи для 3 ЕОМ. 

4. Показати, як будується система диференційних рівнянь Кол-

могорова для стаціонарного режиму. 

5. Що таке коефіцієнт готовності системи? Як розрахувати Кг? 

6. Що таке інтенсивність відновлення і обслуговування  систе-

ми? 

7. Визначити шляхи підвищення надійності складної обчислю-

вальної системи або інформаційного центру. 
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Додаток А 

 

Вихідні дані для виконання лабораторної роботи №3. 

 
Рисунок А.1 – Завдання для лабораторної роботи №3 
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Додаток Б 

 

Вихідні дані для виконання лабораторної роботи №4. 

 

Таблиця Б.1 - Вихідні дані для лабораторної роботи №4. 

№ 

варіанта 

Кількість 

КМ 

Періодичність 

відмов 

Періодичність 

відновлення 

Кількість 

інженерів 

1,16 7 20 5 2 

2,17 6 45 30 3 

3,18 8 15 10 2 

4,19 7 30 15 2 

5,20 5 15 10 2 

6,21 9 45 30 4 

7,22 6 10 15 4 

8,23 8 20 15 3 

9,24 7 45 30 3 

10,25 5 30 20 3 

11,26 8 20 15 4 

12,27 6 15 10 2 

13,28 8 45 30 3 

14,29 7 10 15 5 

15,30 9 45 30 3 

 


