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П Р А К Т И Ч Н Е  З А Н Я Т Т Я  № 6  
 

ТРАНСПОРТНА ЗАДАЧА ЛІНІЙНОГО ПРОГРАМУВАННЯ  
ЗА КРИТЕРІЄМ ВАРТОСТІ ПЕРЕВЕЗЕНЬ 

 

Мета заняття: вивчення методу рішення транспортної за-
дачі лінійного програмування за критерієм вартості перевезень 
методом потенціалів. 

 

Стисла теоретична довідка 
 

Транспортна задача — це задача вибору оптимального варі-
анту доставки продукції від пунктів виробництва до пунктів спо-
живання з врахуванням всіх реальних можливостей з її поста-
чання і споживання. Найпростіша класична постановка транспор-
тної задачі за критерієм вартості полягає у наступному. 

Нехай є m пунктів зосередження вантажу (або пунктів виро-
бництва) А1, А2, ..., Аm, в яких розміщено однорідний вантаж у кі-
лькості  а1, а2, ..., аm одиниць. Цей вантаж повинен бути доставле-
ний у  n  пунктів споживання В1, В2, ..., Вn з обсягом попиту відпо-
відно b1, b2, ..., bn. Передбачається, що можливе транспортування 
з кожного пункту постачання до кожного пункту споживання. За-
дані транспортні витрати Сij, пов’язані з доставкою одиниці ван-
тажу з пунктів Аi до пунктів Вj  ( ; ). 

Задача полягає у складанні такого плану перевезень, який 
забезпечує виконання наступних умов: 

1) запаси кожного постачальника повинні бути повністю ви-
везені; 

2) попит всіх пунктів споживання повинен бути задоволений 
за рахунок розподілу всього запасу вантажів, тобто 

 

; 

 

3) забезпечити мінімальні транспортні витрати. 
Умови транспортної задачі подають у формі таблиці, яка має 

вигляд табл. 6.1. 
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Таблиця  6.1 — Умови  транспортної задачі 

Постачальники 
Споживачі   Наявність 

вантажу В1 В2 ... Вj ... Вn 

А1 С11 С12 ... С1j ... С1n а1 

А2 С21 С22 ... С2j .... С2n а2 

... ... ... ... ..... ... ... ... 

Аi Сi1 Сi2 ... Сij ... Cin ai 

.... ... ... ... ... ... ... ... 

Am Cm1 Cm2 ... Cmj ... Cmn am 

Потреба в 
вантажах 

b1 b2 ... bj ... bn  

 
Позначимо через  xij  кількість вантажу, який перевозиться з 

пункту постачання  Аi  до пункту споживання Вj. Тоді математична 
постановка задачі полягає у визначенні мінімального значення фу-
нкції 

, 

 
при обмеженнях: 
– по обсягах постачань 
 

, ( ) ; 

 
– по обсягах споживання 
 

, ( ) ; 

 
– на невід’ємність змінних задачі 
 

,     ( ;  ). 
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Умови необхідні і достатні для розв’язання задачі визнача-
ються балансом наявності вантажу та попиту на нього 

 

; 

 
Транспортна задача, для якої виконується умова балансу, на-

зивається закритою моделлю. На відміну від неї, незбалансована 
транспортна задача називається відкритою моделлю. 

Так, як транспортна задача є задачею лінійного програму-
вання, її можна розв’язувати симплекс-методом, але він не є ефек-
тивним. Для розв’язування транспортної задачі розроблені більш 
ефективні методи, зокрема, метод потенціалів. 

Розв’язування транспортної задачі методом потенціалів 
включає такі етапи: 

1) складання базисного опорного плану перевезень; 
2) перевірка отриманого плану на оптимальність; 
3) поліпшення плану у випадку, коли він не є оптимальним, 

до отримання оптимального рішення. 
 
Складання базисного опорного плану перевезень . 
Для складання базисного опорного плану перевезень вико-

ристовують декілька методів, зокрема: північно-західного кута, мі-
німальної вартості, абсолютної подвійної переваги. 

Метод північно-західного кута. Згідно з цим методом роз-
поділ вантажу споживачам виконується за порядком розташу-
вання їх у таблиці, яку починають з лівого верхнього (північно-за-
хідного) кута і закінчують правим нижнім її кутом. 

Спочатку планується поставка від першого постачальника до 
першого споживача у кількості . За такої побудові 
початкового плану перевезень можливі три випадки: 

1) якщо а1 > b1, то х11 = b1; 
2) якщо а1 < b1, то х11 = a1; 
3) якщо а1 = b1, то х11 = a1. 
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У першому випадку всі інші поставки першого стовпчика 
припускаються рівними нулю: xi1=0 (i=2 ... m). У другому — всі 
інші поставки першого рядка вважаються рівними нулю: x1j=0 
(j=2 … n). У третьому випадку, якщо заповнюється наступна клі-
тинка стовпчика нулем, то всі інші поставки першого рядка прирі-
внюються нулю, і, навпаки, якщо наступна клітинка рядка запов-
нюється нулем, то всі інші поставки першого стовпчика прирівню-
ються нулю. Наступну поставку заповнюємо у першому рядку, по-
клавши , якщо а1 > b1, а в другому рядку 

, якщо  а1 < b1. Для менш імовірного випадку 
а1 = b1 заповнюємо наступну клітинку стовпчика або рядка нулем 
(x21=0 або x12=0). Така процедура продовжується доти, доки не 
будуть розподілені всі запаси постачальників споживачам. Зага-
льна кількість N поставок (кількість заповнених клітинок) у опор-
ному плані має дорівнювати . Якщо  
(опорний план є виродженим), необхідно ввести нульові поставки 
таким чином, щоб заповнені клітинки утворювали східчасту стру-
ктуру. 

Метод мінімальної вартості. Алгоритм методу склада-
ється з таких операцій. 

1. Пошук мінімального елемента у матриці транспортних ви-
трат. 

2. Визначення мінімального числа серед обсягів постачань і 
споживання xij = min{аі; bj} для клітинки таблиці з мінімальним 
елементом Сij. 

3. Виключення з розгляду рядка або стовпчика: 

і-го рядка, якщо ai < bj  (xij = ai) ; 
j-го стовпчика, якщо ai > bj  (xij = bj). 

Крім того, з подальшого розгляду виключається мінімаль-
ний елемент матриці Сij, за яким визначено обсяг поставки  xij. 

4. З запасів і-го постачальника та потреб j-го споживача зні-
мається визначений обсяг поставки. 

Пункти 1–4 виконуються доти, доки не будуть отримані 
 поставки. 
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Метод абсолютної подвійної переваги . Спочатку прогля-
даємо всі рядки матриці і в кожному з них відзначаємо елемент з 
мінімальним значенням транспортних витрат. Далі проглядаємо 
стовпчики матриці і також відзначаємо в них елементи з мініма-
льним значенням транспортних витрат. Клітинки, які мають по-
двійні позначки ( ), заповнюються в першу чергу максимально 
можливими обсягами перевезень за правилами, розглянутим ра-
ніше. Після кожного призначення поставки xij виключаються з по-
дальшого розгляду відповідні рядок або  стовпчик. Далі заповню-
ються клітинки, що відзначені однією позначкою ( ) і також після 
кожного призначення поставки виключається з подальшого розг-
ляду відповідний рядок або стовпчик. Серед клітинок, що залиши-
лись без позначок, обсяги перевезень розподіляються за способом 
найменшого значення елементу Сij. 

 
Перевірка отриманого плану на оптимальність . 
Перевірка отриманого плану перевезень на оптимальність 

полягає в тому, що для кожного рядка та стовпчика матриці роз-
раховуються спеціальні числа, що називаються потенціалами. 

Позначимо потенціали рядків через Ui (i=1…m), а потенці-
али стовпчиків через Vj (j=1…n). Припустимий план при рішенні 
задачі на мінімум транспортних витрат буде оптимальним в 
тому і тільки в тому разі, якщо виконуються умови 

 

 

 
Таким чином, для заповнених клітинок матриці складаються 

рівняння виду . Так як кількість заповнених клітинок 

дорівнює , то отримана система з  невідомими поте-
нціалами має  рівнянь. Оскільки кількість невідомих пе-
ревищує на одиницю кількість рівнянь, то потенціалу будь-якого 
рядка Ui або стовпчика Vj  можна надати будь-якого значення (на-
приклад, нульового), інші потенціали однозначно визначаються 
через нього.  
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Після обчислення потенціалів для вільних клітинок матриці 
обчислюються оцінки 

 
. 

 
Якщо серед оцінок  немає від’ємних (всі ), то при 

розв’язуванні задачі на мінімум транспортних витрат план буде оп-
тимальним. Наявність хоча б одного від’ємного значення  сві-

дчить про те, що план не є оптимальним і його можна покращити, 
призначаючи поставку у клітинку з . 

 
Покращення плану перевезень. 
Для покращення плану перевезень у випадку його не опти-

мальності необхідно виконати наступні дії: 
1) знайти вільну клітинку з найменшим від’ємним значенням 

 (якщо таких клітинок декілька, то можна взяти будь-яку з 

них). Ця клітинка називається перспективною та у наступному 
опорному плані перевезень до неї буде призначена поставка; 

2) побудувати цикл перерахунку поставок. Циклом в таблиці 
транспортної задачі називається замкнена ламана лінія, вершини 
якої розташовані в зайнятих клітинках таблиці, а відрізки лінії — 
вздовж рядків і стовпчиків, причому один відрізок лінії кожної ве-
ршини знаходиться в рядку, а інший цієї ж вершини — в стовпчику. 
За першу клітинку циклу береться перспективна клітинка. Інші 
вершини циклу повинні знаходитися у заповнених клітинках. На 
рис. 6.1 показані деякі з можливих варіантів циклів транспортної 
задачі; 

 
 

 
 
 
 
 

Рисунок 6.1 – Можливі варіанти циклів транспортної задачі 
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3) виконати перехід до нового опорного плану перевезень за 
наступними правилами: 

 а) всі вершини циклу по черзі позначаються знаками « » і 
«+», починаючи з перспективної клітинки, яка позначається зна-
ком «+»; 

 б) в клітинках зі знаком « » відшукується найменше зна-
чення поставки. Це значення поставки додається до поставок у клі-
тинках, позначених знаком «+» і віднімається від поставок кліти-
нок, позначених знаком « ». 

Отриманий план знову перевіряється на оптимальність і так 
далі до отримання оптимального рішення задачі. 

 
Зміст практичного заняття  

та вихідні дані до його виконання 
 

Скласти оптимальний план перевезень піску з кар’єрів (А1—
А5) до промислових підприємств (В1—В5), що забезпечує мініма-
льну транспортну роботу. Наявні запаси піску у кар’єрах та потреба 
у піску підприємств по варіантах задані в таблицях 6.2—6.3. Варі-
анти матриці відстаней між кар’єрами та підприємствами наведені 
у таблицях 6.4—6.7. 

 
Таблиця 6.2 — Запаси піску на складах кар’єрів 

Вар. 
Варіант 
матриці 

відстаней 

Запаси піску на складах, т 

А1 А2 А3 А4 А5 

1 1 200 150 150 – – 
2 2 120 95 180 150 100 

3 3 300 280 220 – – 
4 4 180 250 105 150 95 
5 1 250 200 150 – – 
6 2 140 185 125 130 20 
7 3 185 125 130 135 135 
8 4 400 250 350 – – 
9 1 45 135 285 35 – 
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Продовження таблиці 6.2. 

Вар. 
Варіант 
матриці 

відстаней 

Запаси піску на складах, т 

А1 А2 А3 А4 А5 

10 2 145 165 135 200 175 
11 3 150 200 150 – – 
12 4 60 125 185 275 – 
13 1 140 115 60 125 185 
14 2 280 300 220 – – 
15 3 195 240 175 150 – 
16 4 85 75 125 65 170 

17 1 150 250 200 – – 
18 2 120 185 175 115 – 
19 3 180 75 290 140 125 
20 4 250 400 350 – – 
21 1 90 140 125 220 – 
22 2 55 170 145 150 125 
23 3 280 220 300 – – 
24 4 100 280 185 125 – 
25 1 120 110 135 165 290 
26 2 145 305 450 – – 
27 3 360 25 230 335 – 
28 4 95 135 140 145 190 
29 1 420 800 605 – – 
30 2 65 105 330 350 – 

 
 Таблиця 6.3 — Потреба у піску промислових підприємств 

Варіант 
Потреба у піску підприємств, т 

В1 В2 В3 В4 В5 

1 90 100 70 130 110 
2 160 200 100 185 - 
3 180 140 190 120 170 

4 200 100 145 185 150 
5 180 120 90 105 105 



11 

 Продовження таблиці 6.3.  

Варіант 
Потреба у піску підприємств, т 

В1 В2 В3 В4 В5 

6 120 180 135 165 – 
7 110 135 165 190 110 
8 200 170 230 225 175 
9 60 170 135 135 – 

10 130 85 185 160 260 
11 160 70 90 80 100 
12 180 95 250 65 55 
13 150 105 180 95 95 
14 170 120 190 140 180 
15 105 135 250 270 – 

16 105 105 95 130 85 
17 180 120 90 105 105 
18 150 105 80 260 – 
19 130 150 110 90 330 
20 300 160 200 180 160 
21 110 90 165 210 – 

22 85 130 155 160 115 
23 190 140 180 120 170 
24 105 95 155 335 – 
25 145 130 175 90 280 
26 200 200 200 200 100 
27 150 225 190 385 – 
28 125 105 75 300 100 
29 205 600 540 80 400 
30 315 135 75 105 220 
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Таблиця 6.4 — Матриця відстаней, км (варіант 1) 

Кар’єри 
Підприємства 

В1 В2 В3 В4 В5 

А1 12 15 21 14 17 
А2 14 8 15 11 21 
А3 19 16 26 12 20 
А4 15 11 16 19 18 
А5 13 10 12 20 16 

 

Таблиця 6.5 — Матриця відстаней, км (варіант 2) 

Кар’єри 
Підприємства 

В1 В2 В3 В4 В5 

А1 13 9 5 11 17 
А2 14 5 12 14 22 
А3 20 17 13 18 21 
А4 13 15 11 13 21 
А5 12 21 9 10 16 

 

Таблиця 6.6 – Матриця відстаней, км (варіант 3) 

Кар’єри 
Підприємства 

В1 В2 В3 В4 В5 

А1 18 12 7 18 7 
А2 35 14 12 15 13 
А3 30 16 11 25 15 
А4 19 15 35 20 7 
А5 15 35 12 11 6 

 

Таблиця 6.7 — Матриця відстаней, км (варіант 4) 

Кар’єри 
Підприємства 

В1 В2 В3 В4 В5 

А1 12 16 21 19 32 
А2 4 4 9 5 24 
А3 3 8 14 10 26 
А4 24 33 36 34 49 
А5 9 25 30 20 31 
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Приклад виконання завдання 
 
Розглянемо приклад виконання завдання за вихідних даних, 

заданих у таблиці 
 
 В1 В2 В3 В4 Запас 

А1 4 3 3 1 8 

А2 3 2 4 8 11 

А3 6 4 6 3 6 

А4 3 5 2 4 10 

Потреба 4 9 9 13  
 
Розв’язок. 
Побудуємо початковий опорний план перевезень методом 

мінімальної вартості. Відшукуємо у матриці клітинку з мініма-
льним значенням транспортних витрат (таблиця 6.8). Це клітинка 
А1В4. Призначаємо у ній поставку  т. Зменшу-

ємо запас постачальника А1 та потребу споживача В4 на 8 т.  
Наступні клітинки з мінімальним значенням транспортних 

витрат — А2В2 та А4В3. Призначаємо у клітинку А2В2 поставку 
 т, зменшуємо запас постачальника А2  та пот-

ребу споживача В2 на 9 т; призначаємо у клітинку А4В3 поставку 
 т, зменшуємо запас постачальника А4 та пот-

ребу споживача В3 на 9 т. 
Тепер мінімальні значення транспортних витрат мають клі-

тинки А1В2 , А1В3 , А2В1 , А3В4 , А4В1. У перші дві з них не можуть 
бути призначені поставки, оскільки запас постачальника А1 та по-
треби споживачів В2 та В3 вже вичерпані. Призначаємо у клітинку 
А2В1 поставку  т та зменшуємо запас постачаль-
ника А2 та потребу споживача В1 на 2 т. Призначаємо у клітинку 
А3В4 поставку  т та зменшуємо запас постачаль-

ника А3 та потребу споживача В4 на 5 т. Призначаємо у клітинку 
А4В1 поставку  т та зменшуємо запас постачаль-

ника А4 та потребу споживача В1 на 1 т.  
Останньою призначаємо поставку у клітинку А3В1.  
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Таблиця 6.8 — Початковий опорний план перевезень 

 В1 В2 В3 В4 Запаси 

А1 
4 3 3 8     1 

8; 0 

А2 2     3 9     2 4 8 
11; 2; 0 

А3 1        6 4 6 5     3 6; 1; 0 

А4 1     3 5  9     2 4 
10; 1; 0 

Потреби 4; 2; 1; 0 9; 0 9; 0 13; 5; 0  

 
Кількість заповнених клітинок таблиці дорівнює , 

отже план є не виродженим. Транспортні витрати за цим планом 
перевезень складають  

 
 ткм. 

 
Для перевірки початкового опорного плану перевезень на 

оптимальність складемо рівняння для заповнених клітинок: 
 

; ; ; ; 

; ; .  

 
Покладемо, наприклад, , тоді з системи рівнянь одно-

значно можна знайти значення всіх потенціалів: 
 

;  ;  ;  ;  ;  ;  . 

 
Для кожної вільної клітинки розраховуємо оцінки : 

 
; 
; 
; 

; 

– + 

– + 
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; 

; 
; 

; 
 

 
Таким чином, план не є оптимальним, оскільки є клітинка 

А3В2 з від’ємним значенням . Для перспективної клітинки 
А3В2 будуємо цикл перерахунку А3В2 — А3В1 — А2В1 — А2В2 (пока-
заний пунктиром у табл. 6.8). Починаючи з перспективної кліти-
нки А3В2 у вершинах контуру проставляємо по черзі знаки «+» та 
« ». Переглядаємо клітинки, позначені знаком « ». Найменша по-
ставка записана у клітинку А3В1 і дорівнює 1. Додаємо х31 = 1 до 
поставок у клітинках, позначених знаком «+» та віднімаємо 1 від 
поставок у клітинках, позначених знаком « ». В результаті отри-
маємо новий опорний план (таблиця 6.9). 

 
Таблиця 6.9 – Оптимальний план перевезень 

 В1 В2 В3 В4 Запаси 

А1 
4 3 3 8     1 

8 

А2 3     3 8     2 4 8 
11 

А3 
        6 1        4 6 5     3 6 

А4 1     3 5 9      2 4 
10 

Потреби 4 9 9 13  

 
Перевіряємо цей план на оптимальність, для чого розрахову-

ємо потенціали  ,  та оцінки . 

 
;  ;  ;  ; 

;  ;  ; 
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;  ;  ;  ;  ;  ;  ;  . 

 
; ; 
; ; 
; ; 

; ; 

. 

 
Таким чином, план є оптимальним. Транспортні витрати за 

цим планом складають 
 

 ткм. 
 
 

Контрольні запитання 
 

1. Дайте формулювання транспортної задачі у загальному ви-
гляді. 

2. Запишіть математичну постановку транспортної задачі лі-
нійного програмування. 

3. У якому випадку модель транспортної задачі називається 
відкритою? 

4. Назвіть методи складання базисного опорного плану тра-
нспортної задачі та поясніть їх сутність. 

5. Сформулюйте признак оптимальності опорного плану тра-
нспортної задачі. 

6. Як розраховуються потенціали рядків та стовпчиків мат-
риці транспортної задачі? 

7. Як побудувати цикл перерахунку для покращення плану 
транспортної задачі та який вигляд він може мати ? 
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П Р А К Т И Ч Н Е  З А Н Я Т Т Я  № 7  
 

ДИСКРЕТНА ЗАДАЧА  
ОПТИМАЛЬНОГО РОЗПОДІЛУ РЕСУРСІВ 

 

Мета заняття: вивчення методу динамічного програму-
вання та його використання для розв’язування дискретної задачі 
оптимального розподілу ресурсів. 

 

Стисла теоретична довідка 
 

Метод динамічного програмування розроблений американ-
ським вченим Р. Беллманом для оптимізації багатокрокових про-
цесів прийняття рішень та побудований на, так званому, принципі 
оптимальності: оптимальній поведінці властиво те, що яким би 
не був початковий стан та рішення у початковий момент, насту-
пні рішення повинні складати оптимальну поведінку відносно 
стану, що одержаний в результаті першого рішення.   

Загальну задачу оптимізації можна описати моделлю дина-
мічного програмування при виконанні наступних умов:  

1) задача може інтерпретуватись як n-кроковий процес уп-
равління, а загальний показник ефективності може бути поданий 
як сума показників ефективності на кожному кроці; 

2) структура задачі повинна бути визначена для будь-якої кі-
лькості кроків  n  і не залежати від цієї кількості. 

3. На кожному кроці стан системи визначається скінченою 
кількістю m параметрів стану та управляється скінченою кількі-
стю r змінних, причому m та r не залежать від кількості кроків n. 

4. Вибір управління на k-му кроці не має впливу на попере-
дні кроки, а стан на початку цього кроку є функція тільки попере-
днього кроку та обраного на ньому управління. 

Побудова моделі для задачі, що вирішується методом дина-
мічного програмування, виконується у такій послідовності: 

1) вибирають спосіб поділу процесу на кроки; 

2) вводять параметри стану  та змінні 

управління  на кожному кроці процесу; 
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3) записують рівняння стану для кожного кроку 
 

, 

 
де  — стан процесу на попередньому ( )-му кроці; 

 — управління на даному, k-му  кроці; 

4) вводять показники ефективності на k-му кроці  

та сумарний показник — цільову функцію в одній із форм в зале-
жності від умов задачі: 

а) в адитивній формі у вигляді суми показників ефективно-
сті  на окремих кроках 

 

; 

 
б) в мультиплікативній формі у вигляді добутку показни-

ків ефективності  на окремих кроках 
 

; 

 
5) вводять у розгляд умовні максимуми (мінімуми)  

показника ефективності від  k-го  кроку (включно) до кінця про-
цесу та умовні оптимальні управління на  k-му кроці ; 

6) із обмежень задачі визначають для кожного кроку мно-
жини    допустимих  управлінь на цьому кроці; 

7) записують основні для обчислювальної схеми функціона-
льні рівняння Беллмана:  

а) для адитивної цільової функції 
 

, 

 
; 
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б) для мультиплікативної цільової функції 
 

, 

 
; 

 
Зміст практичного заняття  

та вихідні дані до його виконання 
 

До автотранспортного підприємства (АТП) надійшли замов-
лення від чотирьох (n=4) підприємств П1 — П4 на перевезення ва-
нтажів. Наявний парк автомобілів АТП складає 20 одиниць. Для ви-
конання перевезень АТП виділяє автомобілі у кількості, що кратна 
4 одиницям. Функція загального прибутку АТП від перевезень на 
підприємствах в залежності від кількості автомобілів, що виділя-
ються на їх адресу, задана у вигляді таблиці 7.1. Використовуючи 
метод динамічного програмування, визначити оптимальний варі-
ант розподілу автомобілів між підприємствами з метою максиміза-
ції прибутку АТП від надання послуг з перевезення вантажів. 

 
Таблиця 7.1 — Функція прибутку від перевезень 

Кількість 
автомобілів 

Прибуток від виконання перевезень на 
підприємствах в залежності від кількості 

виділених автомобілів, тис. грн. 
П1 П2 П3 П4 

4     

8     

12     

16     

20     

 
Вихідні дані задачі у вигляді матриці функції прибутку по ва-

ріантах наведені на рис. 7.1. 
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1. 

0,9 1,0 1,2 1.2
1,1 1,2 1,5 1,4
1,3 1.3 1,6 1,7
1,6 1,5 1,8 1,9
1,7 1,8 1,9 2,0

 
 
 
 
  

;   2. 

2,2 2,0 1,8 1,9
2,5 2,3 2,1 2,0
2,7 2,6 2,4 2,5
2,8 2,8 2,7 3,0
3,0 2,9 2,8 3,2

 
 
 
 
  

;   3.

2,1 2,2 1,8 1,9
2,5 2,4 2,2 2,3
2,9 2,8 2,7 2,6
3,2 3,0 3,1 2,9
3,5 3,4 3,3 3,2

 
 
 
 
  

; 

 

4. 

3,1 3,8 4,0 2,9
3,3 3,9 4,3 3,0
3,9 4,5 4,7 4,9
5,0 4,6 5,1 5,7
5,3 5,2 5,3 6,5

 
 
 
 
  

; 5. 

2,6 2,4 4,1 3,9
3,8 4,0 5,5 5,6
5,2 6,2 6,7 8,0
6,7 6,5 7,3 9,2
8,1 11,0 7,4 10,0

 
 
 
 
  

;  6.

2,0 2,1 2,1 6,4
3,0 2,9 5,2 8,2
4,0 3,8 8,3 8,3
7,5 5,2 8,5 8,8
8,1 5,6 9,1 9,9

 
 
 
 
  

; 

 

7. 

1,0 2,7 3,5 3,7
1,2 2,8 4,0 4,1
1,6 3,3 4,2 5,3
1,9 4,0 4,8 5,7
1,9 5,1 4,9 6,2

 
 
 
 
  

;     8. 

0,8 1,2 2,7 2,1
1,1 2,3 2,8 2,2
2,3 3,0 2,9 2,5
3,4 4,5 3,1 2,8
4,9 5,1 3,6 3,9

 
 
 
 
  

;       9.

2 3 5 6
4 5 8 7
7 7 9 8
9 9 12 10

12 10 15 13

 
 
 
 
  

; 

 

10.

12 13 8 9
14 19 14 14
18 25 21 23
24 27 26 27
28 30 32 34

 
 
 
 
  

;        11.

24 6 7 8
35 9 15 16
47 10 20 19
48 16 22 26
59 20 22 28

 
 
 
 
  

;       12.

10 8 6 5
20 14 12 18
25 15 13 26
28 18 14 34
30 21 18 40

 
 
 
 
  

; 

 

13.

3,5 0,8 1,4 4,1
5,7 0,9 1,7 4,3
6,5 1,0 2,2 5,2
8,9 1,1 2,8 5,3
10 2,5 3,6 5,5

 
 
 
 
  

;    14.

2,2 2,5 2,3 2,6
3,4 2,6 2,4 2,7
3,5 3,3 3,0 3,7
3,8 3,9 3,4 3,8
4,1 4,3 3,9 4,2

 
 
 
 
  

;   15.

7 12 9 11
11 13 12 15
15 16 13 16
18 18 14 20
24 21 16 21

 
 
 
 
  

; 

 

16.

15 21 25 19
27 40 45 39
39 42 47 52
60 54 60 82
71 69 80 90

 
 
 
 
  

;     17.

15 8 10 16
20 12 25 19
30 15 35 21
45 22 42 28
50 30 45 35

 
 
 
 
  

;     18.

4,5 3,1 4,3 3,5
4,8 4,0 4,9 3,8
5,1 5,5 5,4 5,7
6,0 6,4 6,2 5,8
6,2 6,8 6,7 6,3

 
 
 
 
  

; 

 

19.

20 17 19 12
31 27 32 30
46 48 45 35
54 55 50 58
60 64 58 69

 
 
 
 
  

; 20.

0,5 0,1 0,6 0,3
1,0 0,5 1,1 0,6
1,4 1,2 1,2 1,3
2,0 1,8 1,4 1,4
2,5 2,5 1,6 1,5

 
 
 
 
  

; 21.

2,9 1,6 6,5 3,0
5,8 4,2 7,6 4,4
11,3 8,3 8,2 9,7
18,1 20,2 16,1 13,9
23,5 26,4 22,1 16,2

 
 
 
 
  

; 
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22.

16 18 19 20
28 24 28 25
45 40 32 48
54 57 43 59
57 60 54 65

 
 
 
 
  

;     23.

13 16 15 14
18 25 24 20
30 27 28 29
50 42 46 35
56 50 52 45

 
 
 
 
  

;      24.

3,5 2,7 3,0 3,2
5,4 3,6 4,0 3,8
6,0 5,3 5,7 4,3
6,2 6,5 6,2 5,7
6,5 7,5 7,0 6,6

 
 
 
 
  

; 

 

25.

0,8 0,4 0,6 0,9
2,4 1,1 1,0 1,8
3,6 2,5 1,5 2,4
3,7 3,7 2,0 3,0
3,7 3,9 2,8 3,5

 
 
 
 
  

;   26.

1,9 1,5 0,9 1,1
2,6 2,3 1,7 1,2
2,7 2,8 2,2 2,5
2,8 2,9 3,1 2,9
2,8 3,2 3,6 3,3

 
 
 
 
  

;   27.

15 10 12 14
24 18 19 18
32 25 30 31
35 30 40 42
37 42 55 60

 
 
 
 
  

; 

 

28.

20 18 21 25
32 30 35 27
40 44 42 36
48 47 45 40
52 50 48 50

 
 
 
 
  

;     29.

0,3 0,4 0,5 0,1
0,8 0,5 0,7 0,4
1,0 1,1 1,2 0,9
1,3 1,4 1,6 1,7
1,4 1,5 1,8 2,1

 
 
 
 
  

;      30.

21 15 18 17
23 16 20 18
28 25 26 20
34 36 32 25
39 42 33 35

 
 
 
 
  

; 

 

Рисунок 7.1 — Вихідні дані до виконання практичного заняття 7 
 
 

Приклад виконання завдання 
 

Розглянемо приклад виконання завдання для таких вихідних 
даних. 

 

Кількість 
автомобілів 

Прибуток від виконання перевезень на 
підприємствах в залежності від кількості 

виділених автомобілів, тис. грн. 
1 2 3 4 

4 0,8 0,6 0,3 0,4 
8 1,0 0,9 0,4 0,6 

12 1,1 1,1 0,7 0,8 
16 1,2 1,3 1,1 1,3 
20 1,8 1,5 1,8 1,6 
 

Розв’язок. 
Для опису задачі у вигляді моделі динамічного програму-

вання будемо розглядати процес виділення автомобілів підприєм-
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ствам як n-кроковий процес. За номер k-го кроку приймаємо но-
мер підприємства, якому виділяються автомобілі. Ця задача є од-
номірною, тому що на кожному кроці маємо лише одну змінну уп-
равління і один параметр стану. 

Система характеризується чотирма управляючими змінними 
x1 , x2 , x3 , x4  (за кількістю кроків) та п’ятьма параметрами стану 
S0 , S1 , S2 , S3 , S4. 

Рівняння стану системи на кожному кроці виражають зали-
шок автомобілів  Sk  після  k-го  кроку і можуть бути записані у 
вигляді  

 
;    ;    ;    . 

 
Показник ефективності процесу — загальний прибуток підп-

риємства від виконання перевезень  
 

. 

 
Спочатку виконуємо перший етап розрахунків — умовну оп-

тимізацію процесу. Для цього складемо рівняння Беллмана для 
кожного кроку процесу, починаючи з останнього: 

 
крок 4: ; 

крок 3: ; 

крок 2: ; 

крок 1: . 

 
Розрахунок показників умовної оптимізації 4–1-го кроків згі-

дно з наведеними рівняннями подано в таблиці 7.2.  
Побудову таблиці та відповідні розрахунки виконують у такій 

послідовності.  
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1. У першому стовпчику таблиці перелічуються можливі 
стани системи (кількість невиділених автомобілів Sk) на початку 
k-го кроку; у другому — управління (всі можливі кількості виділе-
них автомобілів xk від їх наявного залишку) на k-му кроці; у тре-
тьому — стан системи (залишок автомобілів Sk після їх виділення) 
наприкінці k-го кроку. 

2. Виконується умовна оптимізація на 4-му кроці (стовпчик 
4) за максимальним прибутком  від виділення автомобілів 

x4 підприємству П4. Значення виграшів чисельно дорівнюють зна-
ченням  таблиці вихідних даних. 

3. Виконується умовна оптимізація на третьому кроці (k=3). 
Спочатку розраховуємо умовні виграші в залежності від стану си-
стеми ,  та змінних управління  xk  за формулою 

 

. 

 
Значення   беремо з таблиці вихідних даних (стовпчик 

, значення  — зі стовпчика 4 розрахункової таблиці і 

заносимо відповідно в стовпчики 5 та 6. Із одержаних значень умо-
вних виграшів  (стовпчик 7) вибираємо оптимальний на 
даному кроці  
 

. 

 
Для цього порівнюємо величини  при одному і тому 

ж значенні S2 , та вибираємо найбільше число, яке і буде дорівню-
вати . В таблиці 7.2 ці значення позначені зірочкою. 

4. Аналогічним чином виконуємо умовну оптимізацію 2-го та 
1-го кроків, після чого переходимо до другого етапу розрахунків 
— безумовної оптимізації. Для зручності розрахунків перенесемо 
по всіх кроках з таблиці 7.2 в основну таблицю (таблиця 7.3) під-
сумки умовної оптимізації, тобто послідовність значень функцій 

 та відповідні їм оптимальні значення параметрів управ-

ління  . 
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Таблиця 7.2 — Умовна оптимізація процесу 
 

k= 4, 3, 2, 1 
k = 4 
Z*

4(S3) 
k = 3; Z*

3(S2) k = 2; Z*
2(S1) k = 1; Z*

1(S0) 

Sk–1 хk Sk=Sk–1–xk f4(x4) f3(x3) Z*
4(S3) Z*

3 = f3(x3)+Z*
4(S3) f2(x2) Z*

3(S2) Z*
2 = f2(x2)+Z*

3(S2) f1(x1) Z*
2(S1) Z*

1=f1(x1)+Z*
2(S1) 

 
 

20 

0 20 

1,6 

0 1,6 0+1,6=1,6 0 1,8 0+1,8=1,8 0 1,9 0+1,9=1,9 

4 16 0,3 1,3 0,3+1,3=1,6 0,6 1,3 0,6+1,3=1,9* 0,8 1,6 0,8+1,6=2,4* 

8 12 0,4 0,8 0,4+0,8=1,2 0,9 0,9 0,9+0,9=1,8 1,0 1,3 1,0+1,3=2,3 

1
2 

8 0,7 0,6 0,7+0,6=1,3 1,1 0,7 1,1+0,7=1,8 1,1 1,0 1,1+1,0=2,1 

16 4 1,1 0,4 1,1+0,4=1,5 1,3 0,4 1,3+0,4=1,7 1,2 0,6 1,2+0,6=1,8 

2
0 

0 1,8 0 1,8+0=1,8* 1,5 0 1,5+0=1,5 1,8 0 1,8+0=1,8 

 
 

16 

0 16 

1,3 

0 1,3 0+1,3=1,3* 0 1,3 0+1,3=1,3 0 1,6 0+1,6=1,6 

4 12 0,3 0,8 0,3+0,8=1,1 0,6 0,9 0,6+0,9=1,5 0,8 1,3 0,8+1,3=2,1* 

8 8 0,4 0,6 0,4+0,6=1,0 0,9 0,7 0,9+0,7=1,6* 1,0 1,0 1,0+1,0=2,0 

1
2 

4 0,7 0,4 0,7+0,4=1,1 1,1 0,4 1,1+0,4=1,5 1,1 0,6 1,1+0,6=1,7 

16 0 1,1 0 1,1+0=1,1 1,3 0 1,3+0=1,3 1,2 0 1,2+0=1,2 

 
12 

0 12 

0,8 

0 0,8 0+0,8=0,8 0 0,9 0+0,9=0,9 0 1,3 0+1,3=1,3 

4 8 0,3 0,6 0,3+0,6=0,9* 0,6 0,7 0,6+0,7=1,3* 0,8 1,0 0,8+1,0=1,8* 

8 4 0,4 0,4 0,4+0,4=0,8 0,9 0,4 0,4+0,9=1,3 1,0 0,6 1,0+0,6=1,6 

1
2 

0 0,7 0 0,7+0=0,7 1,1 0 1,1+0=1,1 1,1 0 1,1+0=1,1 

 
8 

0 8 

0,6 

0 0,6 0+0,6=0,6 0 0,7 0+0,7=0,7 0 1,0 0+1,0=1,0 

4 4 0,3 0,4 0,3+0,4=0,7* 0,6 0,4 0,6+0,4=1,0* 0,8 0,6 0,8+0,6=1,4* 

8 0 0,4 0 0,4+0=0,4 0,9 0 0,9+0=0,9 1,0 0 1,0+0=1,0 

4 
0 4 

0,4 

0 0,4 0+0,4=0,4* 0 0,4 0+0,4=0,4 0 0,6 0+0,6=0,6 

4 0 0,3 0 0,3+0=0,3 0,6 0 0,6+0=0,6* 0,8 0 0,8+0=0,8* 

 

2
4
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Таблиця 7.3 — Підсумки умовної оптимізації 

Sk 

4-й крок 
(k=4) 

3-й крок 
(k=3) 

2-й крок 
(k=2) 

1-й крок  
(k=1) 

Z
*
4
(S

3
) 

х*
4
(S

3
) 

Z
*
4
(S

3
) 

х*
3
(S

2
) 

Z
*
2
(S

1
) 

х*
2
(S

1
) 

Z
*
1
(S

0
) 

х*
1
(S

0
) 

4 0,4 4* 0,4 0 0,6 4 0,8 4 
8 0,6 8 0,7 4* 1,0 4 1,4 4 
12 0,8 12 0,9 4 1,3 8(4) 1,8 4 
16 1,3 16 1,3 0 1,6 8* 2,1 4 
20 1,6 20 1,8 20 1,9 4 2,4* 4* 

 
Визначення оптимального варіанту виділення автомобілів 

(безумовну оптимізацію) провадимо у такому порядку. 
1. Визначаємо максимальний прибуток, котрий може бути 

досягнутий при виділенні початкових S0=20 автомобілів. Цей при-
буток дорівнює 2,4 тис. грн. (стовпчик 8). За стовпчиком 9 визна-
чаємо кількість виділених автомобілів першому підприємству (П1) 

 автомобіля. 

 
2. Знаходимо залишок автомобілів перед виділенням дру-

гому підприємству (П2)  
 

 автомобілів. 

 
У стовпчику 7 для  одержуємо  автомо-

білів.  
3. Знаходимо залишок автомобілів перед виділенням тре-

тьому підприємству (П3) 
 

 автомобілів. 

 
У стовпчику 5 таблиці 7.3 одержуємо  автомо-

біля. 
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5. Знаходимо залишок автомобілів перед виділенням четве-
ртому підприємству (П4) 

 

 автомобіля. 

 

Із стовпчика 3 таблиці 7.3 одержуємо  автомо-

біля. 
Отже, максимальний прибуток автотранспортного підприєм-

ства, який дорівнює 2,4 тис. грн., буде отриманий, якщо розподі-
лити автомобілі між підприємствами таким чином: П1 = 4 автомо-
біля ; П2 = 8 автомобілів; П3 = 4 автомобіля ; П4 = 4 автомобіля. 

 

Контрольні запитання 
 

1. Сформулюйте принцип оптимальності Беллмана. 
2. За яких умов задачу можна представити у вигляді моделі 

динамічного програмування? 
3. Дайте визначення адитивної та мультиплікативної цільо-

вої функції. 
4. Дайте визначення параметру стану, змінної управління, 

умовно оптимальному рішенню в динамічному програмуванні. 
5. У чому полягає умовна та безумовна оптимізація процесу? 

 
 

П Р А К Т И Ч Н Е  З А Н Я Т Т Я  № 8  
 

ЗАДАЧА ПРО ЗАВАНТАЖЕННЯ ТРАНСПОРТНОГО ЗАСОБУ 
 

Мета заняття: вивчення застосування методу динаміч-
ного програмування для розв’язування задачі про оптимальне за-
вантаження транспортного засобу. 

 

Стисла теоретична довідка 
 

Задача оптимального завантаження транспортного засобу є 
різновидом класичної задачі «про ранець» та полягає у виборі та-
кого варіанту завантаження транспортного засобу обмеженої ван-
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тажопідйомності різноманітними видами вантажів, який забезпе-
чує максимальний прибуток (мінімальні витрати) від їх переве-
зення. Задача ефективно вирішується методом динамічного про-
грамування. 

 
Зміст практичного заняття  

та вихідні дані до його виконання 
 
Знайти варіант завантаження автомобіля номінальної ванта-

жопідйомності  тонн трьома видами вантажів, який забез-
печує максимальний прибуток від їх перевезення. Маса вантажів 
відповідно складає   т,  т,  т. Прибуток від пере-
везення xk одиниць k-го вантажу задається функцією  грн., 
яка представлена у таблиці 8.1.  

 
Таблиця 8.1 — Прибуток від перевезення вантажів 

Кількість 
завантажених 

одиниць  
хk 

Прибуток від перевезення вантажів за 
видами в залежності від їх 

завантаженої кількості, грн. 
 т  т  т 

1    

2    

3    

4   – 

5  – – 

6  – – 

7  – – 

8  – – 

9    

 
Вихідні дані для розв’язування задачі по варіантах у вигляді 

матриці, що представляє функцію прибутку, наведені на рис. 8.1. 
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1.

50 180 220
90 250 350

120 300 450
160 400
200
220
250
350
400

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

; 2. 

40 250 280
110 350 400
130 400 440
180 450
210
240
320
360
410

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

; 3. 

70 300 350
110 400 420
150 500 550
220 600
280
350
410
550
600

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

; 4.

60 170 220
120 250 350
160 300 420
210 450
230
290
330
420
500

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

; 

 

5.

90 200 310
140 230 480
200 280 600
230 350
280
340
410
430
480

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

; 6.

65 210 300
125 300 400
190 420 600
220 530
260
310
380
410
440

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

; 7.

80 230 440
150 370 520
180 490 610
240 550
300
400
510
550
600

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

; 8.

40 220 350
90 320 480

140 400 550
190 515
210
280
320
440
550

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

; 

 

9.

70 180 350
100 350 600
180 430 700
250 600
350
440
510
590
620

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

; 10.

85 250 315
115 410 490
195 530 670
280 580
340
400
430
510
550

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

; 11.

75 230 500
105 310 570
170 420 650
230 580
340
350
390
440
560

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

; 12.

35 140 315
90 220 440

100 350 580
160 430
230
320
350
440
490

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

; 

 

13.

30 210 300
70 335 400
90 440 600

140 500
180
260
370
400
450

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

; 14.

75 190 280
115 250 410
160 330 590
250 500
350
380
410
440
490

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

; 15.

45 150 350
75 310 415

125 480 570
200 550
230
280
350
415
470

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

; 16.

50 215 360
100 360 470
160 410 600
210 530
250
280
350
420
500

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

 

17.

65 200 305
135 315 480
160 420 610
220 560
280
330
400
490
530

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

; 18.

80 240 340
150 310 480
190 430 620
230 550
250
350
370
420
480

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

; 19.

70 190 340
130 260 450
160 380 550
220 500
250
310
340
430
480

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

; 20.

100 280 400
130 400 650
200 600 850
350 800
440
490
530
615
700

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
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21.

40 205 300
100 335 470
180 420 610
230 550
280
310
375
440
470

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

; 22.

55 275 330
105 390 515
160 515 700
260 680
315
380
440
550
600

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

; 23.

65 200 350
150 400 500
200 600 850
240 800
310
480
515
590
630

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

; 24.

90 205 330
160 275 500
210 380 670
240 500
270
305
330
380
400

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

 

25.

45 200 350
120 315 520
200 480 715
250 600
315
380
440
500
550

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

; 26.

50 275 335
105 390 525
180 515 710
230 670
290
390
410
550
600

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

; 27.

85 225 305
140 360 520
200 480 700
250 650
295
350
440
480
570

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

; 28.

55 250 300
110 375 550
160 490 700
230 610
300
340
400
450
500

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

 

29. 

75 225 345
150 360 515
200 475 625
280 575
340
375
405
470
520

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

;   30. 

50 220 300
120 330 450
170 440 630
230 550
300
340
390
420
495

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

. 

 
Рисунок 8.1 — Вихідні дані до виконання практичного заняття 8 

 
Приклад виконання завдання 

 
Розглянемо приклад виконання завдання за функції прибу-

тку від перевезення вантажів, поданої в табл. 8.2. 
Математична модель задачі виглядає таким чином: 
максимізувати   
 

, 
 

при обмеженнях 
 

;    ;    ;    . 
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Таблиця 8.2 — Вихідні дані 

Кількість 
завантажених 

одиниць хk 

Прибуток від перевезення вантажів 
за видами в залежності від їх 
завантаженої кількості, грн. 

 т  т  т 

1 60 220 350 
2 110 230 500 
3 140 400 700 
4 170 540 – 
5 210 – – 
6 250 – – 
7 300 – – 
8 400 – – 
9 500 – – 

 
Процес завантаження автомобіля містить три кроки (кіль-

кість кроків задачі відповідає кількості видів вантажів). Стан  

на початку k-го кроку визначає недовантаження автомобіля до по-
вної вантажопідйомності. Управління  — кількість завантаже-
них одиниць вантажу  xk   k-го виду. 

Основні функціональні рівняння матимуть вигляд: 

крок 3: ; 

крок 2: ; 

крок 1: . 

Через  позначена ціла частина відношення . 
Умовна оптимізація процесу наведена у таблиці 8.3. 
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Таблиця 8.3 – Умовна оптимізація процесу 

Sk–1 

k = 3, 
Z*

3(S2) 
k = 2; Z*

2(S1) k = 1; Z*
1(S0) 

х3 f3(x3) x2 S2=S1 – 2x2 f2(x2)+Z*
3(S2) x1 S1=S0 – x1 f1 (x1)+Z*

2 (S1) 

9 

0 0 0 9 0 + 700 = 700 0 9 0 + 750 = 750 

1 350 1 7 220 + 500 = 720 1 8 60 + 720 = 780* 

2 500 2 5 230 + 350 = 580 2 7 110 + 580 = 690 

3 700* 3 3 400 + 350 = 750* 3 6 140 + 570 = 710 

  4 1 540 + 0 = 540 4 5 170 + 570 = 740 

     5 4 210 + 350 = 560 

     6 3 250 + 350 = 600 

     7 2 300 + 220 = 520 

     8 1 400 + 0 = 400 

     9 0 500 + 0 = 500 

8 

0 0 0 8 0 + 500 = 500    

1 350 1 6 220 + 500 = 720*    

2 500* 2 4 230 + 350 = 580    

  3 2 400 + 0 = 400    

  4 0 540 + 0 = 540    

7 

0 0 0 7 0 + 500 = 500    

1 350 1 5 220 + 350 = 570    

2 500* 2 3 230 + 350 = 580*    

  3 1 400 + 0 = 400    

6 

0 0 0 6 0 + 500 = 500    

1 350 1 4 220 + 350 = 570*    

2 500* 2 2 230 + 0 = 230    

  3 0 400 + 0 = 400    

5 

0 0 0 5 0 + 350 = 350    

1 350* 1 3 220 + 350 = 570*    

  2 1 230 + 0 = 230    

4 

0 0 0 4 0 + 350 = 350*    

1 350* 1 2 220 + 0 = 220    

  2 0 230 + 0 = 230    

3 
0 0 0 3 0 + 350 = 350*    

1 350* 1 1 220 + 0 = 220    

2 
0 0* 0 2 0 + 0 = 0    

  1 0 220 + 0 = 220*    

1 0 0* 0 0 0 + 0 = 0*    

 

Результати умовної оптимізації процесу зводимо до таблиці 
8.4. 
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Таблиця 8.4 — Підсумки умовної оптимізації 

Sk–1 
k = 3 k = 2 k = 1 

x*
3(S2) Z*

3(S2) x*
2(S1) Z*

2(S1) x*
1(S0) Z*

1(S0) 

1 0 0 0 0   

2 0 0 1 220   

3 1 350 0 350   

4 1 350 0 350   

5 1 350 1 570   

6 2 500 1 570   

7 2 500 2 580   

8 2 500 1 720   

9 3 700 3 750 1 780 

 
Отже маємо оптимальний варіант завантаження має вигляд: 
; ; . Тобто необхідно завантажити один вантаж 

масою 1 т, один вантаж масою 2 т та два вантажі масою 3 т. При 
цьому досягається максимальний прибуток від перевезення 

 грн. 
 

 


