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1 ЛІНІЙНА АЛГЕБРА 

 

1.1 Завдання № 1.1 

Обчислити визначник визначник двома способами: а) отримавши 

нулі в якому-небудь рядку (стовбці); б) привести визначник до 

трикутного вигляду [3, 9]. 

№ 1. 

5032

0126

2112

4332

 

−

−

−

 

№ 2. 

1 8 2 3

3 2 0 4

5 3 7 1

3 2 0 2

−

−

− −

 

№ 3. 

1 2 0 4

2 3 1 1

3 1 2 4

2 0 1 3

−

−

−

 

№ 4. 

1 1 0 3

3 2 1 1

1 2 1 3

4 0 1 2

−

−

−

 

№ 5. 

3 5 1 2

0 1 1 2

3 1 3 0

1 2 1 2

−

− −

−

−

 

№ 6. 

2 2 0 3

3 2 1 1

1 1 2 1

3 4 4 0

−

−

−

−

 

№ 7. 

1 2 4 1

2 3 0 6

2 2 1 4

3 1 2 1

− −

−

− −

 

№ 8. 

0 2 1 7

4 8 2 3

10 1 5 4

8 3 2 1

−

− −

−

− −

 

№ 9. 

0 4 1 1

4 2 1 3

0 1 2 2

1 3 4 3

−

−

−

 

№ 10. 

4 3 2 1

2 1 4 3

0 4 1 2

5 0 1 1

− −

− −

−

−
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№ 11. 

5 0 4 2

1 1 2 1

4 1 2 0

1 1 1 1

−  

№ 12. 

4 1 1 5

0 2 2 3

3 4 1 2

4 1 1 2

−

−

−

 

№ 13. 

6 0 1 1

2 2 0 1

1 1 3 3

4 1 1 2

−

−

−

−

 

№ 14. 

3 2 0 5

4 3 5 0

1 0 2 3

0 1 3 4

−

−

−

−

 

№ 15. 

4 5 1 5

3 2 8 2

5 3 1 3

2 4 6 8

− − −

− −

− −

 

№ 16. 

3 2 0 2

1 1 2 3

4 5 1 0

1 2 3 3

−

−

− −

 

№ 17. 

2 1 2 0

3 4 1 2

2 1 0 1

1 2 3 2

−

−

−

 

№ 18. 

2 7 2 1

1 1 1 0

3 4 0 2

0 5 1 3

−

− −

 

№ 19. 

1 2 3 4

2 1 4 3

3 4 1 2

4 3 2 1

− −

− −

− −

 

№ 20. 

1 1 2 0

3 6 2 5

1 0 6 4

2 3 5 1

−

−

−

 

№ 21. 

5 3 7 1

3 2 0 2

2 1 4 6

3 2 3 4

− −

−

−

 

№ 22. 

1 1 2 3

1 2 2 3

2 3 1 0

2 3 2 0

− −

−

−

 

№ 23. 

1 2 3 4

2 0 1 1

3 3 1 0

4 2 1 2

− −

−

−

−

 

№ 24. 

2 3 4 1

4 2 3 2

3 0 2 1

3 1 4 3

−

−

−
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№ 25. 

2 0 1 3

6 3 9 0

0 2 1 3

4 2 0 6

−

−

− −

 

№ 26. 

3 1 2 0

5 0 6 1

2 2 1 3

1 3 2 1

−

−

−

 

№ 27. 

3 5 3 2

2 4 1 0

1 2 2 1

5 1 2 4

−

−

 

№ 28. 

4 1 2 0

2 1 2 3

3 0 1 1

2 1 2 3

−

−

−

−

 

№ 29. 

3 1 2 3

4 1 2 4

1 1 1 1

4 1 2 5

−

−

−

 

№ 30. 

4 1 2 0

1 2 1 1

3 1 2 1

5 0 4 2

− −

−

 

 

1.2 Завдання № 1.2 

Обчислити матрицю C , якщо відомі матриці A  і B  [2, 9].  

№ 1. 
6 1 11

9 2 5

0 3 7

A

 
 
 
 
 

−

=
, 

3 0 1

0 2 7

1 3 2

B

 
 
 
 
 

=

−

, 3 5TC A B B E=  + −  

№ 2. 
2 3 4

3 1 4

1 2 2

A

 
 
 
 
 

−

= − −

−

, 

3 3 1

0 6 2

1 9 2

B

 
 
 
 
 

= , 2 3TC A B A E= +  +  

№ 3. 

5 4 2

1 2 4

3 0 5

A

 
 
 
 
 

= , 

5 4 5

3 7 1

1 2 2

B

 
 
 
 
 

−

= − , 3 2TC A B E A=  + −  

№ 4. 

1 2 1

1 2 4

3 5 3

A

 
 
 
 
 

= −

−

, 
7 5 1

5 3 1

1 2 3

B

 
 
 
 
 

= − , 2 TC E A B B= +  −  
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№ 5. 
3 1 0

4 3 2

2 2 7

A

 
 
 
 
 

=

−

, 
2 7 0

5 3 1

1 6 1

B

 
 
 
 
 

=

−

, 3 4TC A B E A=  + +  

№ 6. 

6 7 3

3 1 0

2 2 1

A

 
 
 
 
 

= , 
2 0 5

4 1 2

4 3 7

B

 
 
 
 
 

= − − , 7 TC A A B E= −  +  

№ 7. 

1 7 3

4 9 3

0 3 2

A

 
 
 
 
 

= − , 
6 5 2

1 9 2

4 5 2

B

 
 
 
 
 

=
, 5T TC A B E B=  + −  

№ 8. 
3 1 2

1 0 2

1 2 1

A

 
 
 
 
 

= −
, 

0 1 2

2 1 1

3 7 1

B

 
 
 
 
 

−

=
, 3T TC B A B E=  − +  

№ 9. 
8 5 1

1 5 3

1 1 0

A

 
 
 
 
 

−

=
, 

4 7 6

3 2 1

0 1 2

B

 
 
 
 
 

− −

= −
, 2 TC B A A E=  − −  

№ 10. 

3 7 2

1 8 3

4 2 3

A

 
 
 
 
 

−

= −

−

, 

0 5 3

2 4 1

2 1 5

B

 
 
 
 
 

−

=

−

, 4 6TB A A E − +  

№ 11. 

5 1 2

1 3 1

8 4 1

A

 
 
 
 
 

−

= −

−

, 

3 5 5

7 2 1

1 6 0

B

 
 
 
 
 

= , 3 5TC A B B E=  + −  

№ 12. 
3 4 2

1 5 3

0 1 2

A

 
 
 
 
 

−

= −
, 

1 4 4

1 3 2

4 1 2

B

 
 
 
 
 

=

−

, 2 3TC A B A E= +  +  
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№ 13. 
2 1 3

8 7 6

3 4 2

A

 
 
 
 
 

− −

= − −

−

, 
2 1 2

3 5 4

1 2 1

B

 
 
 
 
 

− −

= −
, 3 2TC A B E A=  + −  

№ 14. 
2 3 2

1 3 1

4 1 3

A

 
 
 
 
 

= −
, 

3 2 1

3 1 2

5 3 0

B

 
 
 
 
 

−

=
, 2 TC E A B B= +  −  

№ 15. 
2 1 1

2 1 1

1 0 1

A

 
 
 
 
 

−

= −
, 

3 6 0

2 4 6

1 2 3

B

 
 
 
 
 

= −

−

, 3 4TC A B E A=  + +  

№ 16. 
3 1 0

3 5 1

4 7 5

A

 
 
 
 
 

−

=

−

, 
1 0 2

1 8 5

3 0 2

B

 
 
 
 
 

−

= , 7 TC A A B E= −  +  

№ 17. 
1 2 5

3 0 6

4 3 4

A

 
 
 
 
 

−

= , 
1 1 1

2 3 3

1 2 1

B

 
 
 
 
 

−

=

− −

, 5T TC A B E B=  + −  

№ 18. 

2 2 5

3 3 6

4 3 4

A

 
 
 
 
 

= , 

1 1 1

2 3 3

1 2 1

B

 
 
 
 
 

−

=

− −

, 3T TC B A B E=  − +  

№ 19. 

5 8 4

7 0 5

4 1 0

A

 
 
 
 
 

− −

= − , 
1 5 5

1 2 1

2 1 3

B

 
 
 
 
 

=

− −

, 2 TC B A A E=  − −  

№ 20. 

3 4 0

4 5 1

2 3 3

A

 
 
 
 
 

−

=

−

, 

1 7 1

0 2 6

2 1 1

B

 
 
 
 
 

−

=

−

, 4 6TB A A E − +  
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№ 21. 
8 1 1

5 5 1

10 3 2

A

 
 
 
 
 

− −

= − − , 

3 2 5

3 2 1

1 0 2

B

 
 
 
 
 

= , 3 5TC A B B E=  + −  

№ 22. 
4 1 4

2 4 6

1 2 1

A

 
 
 
 
 

−

= −

−

, 
0 1 1

2 5 0

1 1 2

B

 
 
 
 
 

−

=

−

, 2 3TC A B A E= +  +  

№ 23. 

1 0 3

3 1 7

2 1 8

A

 
 
 
 
 

= , 

3 5 4

3 0 1

5 6 4

B

 
 
 
 
 

= −

−

, 3 2TC A B E A=  + −  

№ 24. 
1 1 1

2 4 1

4 3 1

A

 
 
 
 
 

−

= −

−

, 
1 0 4

2 5 3

4 3 2

B

 
 
 
 
 

−

= −

−

, 2 TC E A B B= +  −  

№ 25. 
3 5 6

2 4 3

3 1 1

A

 
 
 
 
 

−

=

−

, 
2 8 5

3 1 0

4 5 3

B

 
 
 
 
 

−

= − −

−

, 3 4TC A B E A=  + +  

№ 26. 

2 6 1

1 3 2

0 1 1

A

 
 
 
 
 

= , 
4 3 2

4 0 5

3 2 3

B

 
 
 
 
 

−

= −

−

, 7 TC A A B E= −  +  

№ 27. 
2 1 4

4 9 3

2 7 1

A

 
 
 
 
 

− −

= −

− −

, 
0 0 4

5 6 4

7 4 1

B

 
 
 
 
 

−

= −

−

, 5T TC A B E B=  + −  

№ 28. 
6 9 4

1 1 1

10 1 7

A

 
 
 
 
 

= − −
, 

1 1 1

3 4 3

0 5 2

B

 
 
 
 
 

= , 3T TC B A B E=  − +  
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№ 29. 
3 4 3

1 2 3

5 0 1

A

 
 
 
 
 

− −

=

−

, 

2 2 0

5 4 1

1 1 2

B

 
 
 
 
 

−

=

−

, 2 TC B A A E=  − −  

№ 30. 
1 0 2

2 3 2

3 7 1

A

 
 
 
 
 

−

= , 

3 0 1

3 1 7

1 3 2

B

 
 
 
 
 

= − , 4 6TB A A E − +  

 

1.3 Завдання № 1.3 

Дани матриці. Вказати всі випадки для яких можливий добуток 

двох матриць, а також записати розміри відповідних добутків [8, 9]. 

№ 1.   )23(),54(),32(),43(  FCBA  

№ 2.   )32(),25(),14(),45(  FCBA  

№ 3.   )29(),96(),98(),61(  FCBA  

№ 4.   (3 4), (2 3), (4 5), (3 2)A B C F     

№ 5.   )41(),76(),12(),23(  FCBA  

№ 6.   )45(),54(),23(),92(  FCBA  

№ 7.   )12(),313(),25(),112(  FCBA  

№ 8.   )25(),43(),61(),15(  FCBA  

№ 9.   (5 7), (1 3), (7 10), (15 1)A B C F     

№ 10.   (6 5), (8 1), (2 3), (1 5)A B C F     

№ 11.   (5 3), (5 1), (1 4), (2 2)A B C F     

№ 12.   )23(),51(),32(),43(  FCBA  

№ 13.   )26(),42(),61(),14(  FCBA  

№ 14.   (5 1), (1 6), (6 4), (4 5)A B C F     

№ 15.   )26(),42(),61(),16(  FCBA  

№ 16.   )31(),13(),65(),15(  FCBA  
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№ 17.   )35(),93(),91(),15(  FCBA  

№ 18.   )31(),43(),61(),16(  FCBA  

№ 19.   )26(),46(),69(),92(  FCBA  

№ 20.   )24(),62(),61(),14(  FCBA  

№ 21.   )137(),48(),67(),813(  FCBA  

№ 22.   )21(),43(),42(),13(  FCBA  

№ 23.   )95(),43(),49(),34(  FCBA  

№ 24.   )26(),43(),62(),23(  FCBA  

№ 25.   )35(),43(),51(),13(  FCBA  

№ 26.   )25(),45(),41(),12(  FCBA  

№ 27.   )34(),43(),61(),16(  FCBA  

№ 28.   )16(),64(),61(),14(  FCBA  

№ 29.   )47(),43(),73(),47(  FCBA  

№ 30.   )25(),23(),53(),25(  FCBA  

 

1.4 Завдання № 1.4 

Обчислити ранг матриці A  [9]. 

№ 1.   

1 2 1 3

4 3 2 5

5 5 1 2

3 3 3 10

A

− − 
 
−
 =
 −
 

− 

 

№ 2.   

2 2 1 1

7 8 4 3

7 0 3 2

2 3 1 1

A

− − 
 
 =
 
 
 
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№ 3.   

2 14 5 1

1 2 2 1

2 6 9 1

0 5 3 2

A

 
 
 =
 −
 
 

 

№ 4.   

3 10 1 5

1 15 2 15

8 17 2 11

8 22 3 20

A

 
 
 =
 
 
− − − − 

 

№ 5.   

2 6 4 1

1 3 2 1

2 10 9 7

0 8 9 2

A

− 
 
 =
 
 
 

 

№ 6.   

1 2 1 4

2 0 5 7

3 1 4 6

1 1 1 3

A

− 
 

−
 =
 −
 

− − 

 

№ 7.   

2 5 3 1

3 7 4 1

5 9 5 2

4 6 7 1

A

− 
 

− −
 =
 −
 

− 

 

№ 8.   

2 3 0 4

1 2 1 3

3 1 2 5

0 2 2 1

A

− 
 
−

 =
 −
 
 
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№ 9.   

1 1 1 4

2 3 1 2

3 1 4 2

2 3 2 9

A

− 
 

− −
 =
 −
 
 

 

№ 10.   

1 2 3 0

2 2 1 5

3 2 2 3

2 3 4 1

A

 
 
 =
 −
 
 

 

№ 11.   

2 3 1 4

1 2 2 5

2 3 3 4

1 1 0 2

A

− 
 

−
 =
 
 
 

 

№ 12.   

3 9 2 1

6 20 5 3

3 10 4 2

2 0 3 0

A

− 
 

−
 =
 −
 
 

 

№ 13.   

1 1 1 1

2 2 3 2

3 3 6 9

1 0 2 4

A

− − 
 

−
 =
 − −
 

− 

 

№ 14.   

2 1 3 3

3 2 4 5

2 3 0 4

3 2 3 2

A

 
 
 =
 −
 
 
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№ 15.   

1 1 6 4

3 4 12 0

2 8 5 7

2 3 14 10

A

 
 
 =
 
 
 

 

№ 16.   

2 3 3 4

2 1 1 2

6 2 1 0

2 3 0 5

A

− 
 

− =
 
 

− 

 

№ 17.   

1 2 4 0

2 1 3 0

1 2 5 2

3 1 0 4

A

 
 
 =
 − −
 
 

 

№ 18.   

1 2 1 4

3 1 4 6

1 5 6 1

7 3 4 5

A

− 
 

− =
 −
 
 

 

№ 19.   

4 2 5 7

5 2 3 6

1 5 9 4

8 1 4 3

A

 
 
 =
 −
 
 

 

№ 20.   

1 2 1 4

2 1 4 6

1 5 6 2

8 3 4 5

A

− 
 

− =
 −
 
 
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№ 21.   

1 4 1 4

2 1 4 6

1 10 6 4

8 3 1 5

A

− 
 

− =
 −
 

− 

 

№ 22.   

3 2 0 4

2 3 4 6

1 2 6 5

8 3 4 5

A

− 
 
 =
 
 
 

 

№ 23.   

1 2 0 4

2 1 4 6

1 3 6 5

8 2 4 5

A

 
 

− =
 
 

− − 

 

№ 24.   

3 5 1 7

4 2 2 6

1 3 1 4

8 1 2 5

A

− 
 
− − =
 − −
 
 

 

№ 25.   

4 2 5 7

5 4 3 6

1 1 2 0

2 3 3 5

A

 
 
 =
 
 

− 

 

№ 26.   

3 2 6 4

1 0 1 3

3 4 2 4

5 3 1 2

A

 
 
 =
 −
 
 
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№ 27.   

4 2 5 7

5 3 4 6

1 2 6 4

4 3 5 1

A

 
 
 =
 −
 

− 

 

№ 28.   

1 3 10 2

4 5 3 4

2 1 6 8

1 1 5 0

A

− 
 
 =
 −
 
− − 

 

№ 29.   

2 2 5 1

5 6 3 6

1 2 9 1

0 1 3 5

A

 
 
 =
 −
 
 

 

№ 30.   

6 0 3 4

1 5 2 3

5 3 4 2

4 6 1 5

A

 
 
 =
 
 
 

 

 

1.5 Завдання № 1.5 

Знайти матрицю, обернену до матриці A . Виконати перевірку, 

знайшовши добуток 
1A A−  або 

1A A−   [2-4]. 

№ 1. 

















−

−=

332

111

101

A  № 2. 

















−−=

131

052

321

A  
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№ 3. 

















−−

−−

=

461

351

341

A  

№ 4. 

















−−

−

=

113

312

121

A  

№ 5. 

















−

−

=

521

234

311

A  

№ 6. 

1 1 2

2 1 0

1 2 1

A

 
 

=
 
 − 

 

№ 7. 

















−

=

113

210

121

A  

№ 8. 

















−

−

=

111

012

111

A  

№ 9. 

1 1 0

3 1 2

2 1 1

A

− 
 

=
 
 
 

 

№ 10. 
1 4 5

2 1 1

3 11 12

A

− 
 

=
 
 − 

 

№ 11. 

1 2 1

1 3 3

3 5 2

A

 
 

=
 
 
 

 

№ 12. 

1 1 1

1 2 3

1 3 7

A

 
 

=
 
 
 

 

№ 13. 

1 2 0

4 2 7

2 1 4

A

− 
 

= −
 
 − 

 

№ 14. 

2 1 3

8 7 6

3 4 2

A

 
 
 
 
 

− −

= − −

−

 

№ 15. 

1 1 1

2 1 3

3 0 1

A

− 
 

=
 
 − 

 

№ 16. 

2 1 4

4 9 3

2 7 1

A

 
 
 
 
 

− −

= −

− −

 

№ 17. 
6 9 4

1 1 1

10 1 7

A

 
 
 
 
 

= − −  

№ 18. 

3 7 2

1 8 3

4 2 3

A

 
 
 
 
 

−

= −

−
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№ 19. 
5 1 2

1 3 1

8 4 1

A

 
 
 
 
 

−

= −

−

 

№ 20. 

3 4 2

1 5 3

0 1 2

A

 
 
 
 
 

−

= −  

№ 21. 

1 2 1

1 1 0

2 2 3

A

− 
 

= −
 
 
 

 

№ 22. 
2 3 2

1 3 1

4 1 3

A

 
 
 
 
 

= −  

№ 23. 

3 1 0

3 5 1

4 7 5

A

 
 
 
 
 

−

=

−

 

№ 24. 

1 2 5

3 0 6

4 3 4

A

 
 
 
 
 

−

=  

№ 25. 
6 1 11

9 2 5

0 3 7

A

 
 
 
 
 

−

=
 

№ 26. 
2 3 4

3 1 4

1 2 2

A

 
 
 
 
 

−

= − −

−

 

№ 27. 

5 4 2

1 2 4

3 0 5

A

 
 
 
 
 

=  

№ 28. 

1 2 1

1 2 4

3 5 3

A

 
 
 
 
 

= −

−

 

№ 29. 

6 7 3

3 1 0

2 2 1

A

 
 
 
 
 

=  

№ 30. 

3 1 2

1 0 2

1 2 1

A

 
 
 
 
 

= −  

 

1.6 Завдання № 1.6 

Розв’язати систему лінійних алгебраїчних рівнянь: а) за 

формулами Крамера; б) методом Гауса; в) матиричним методом [9].  

№ 1.   

1 2 3

1 2 3

1 2 3

4 3 2 8

2 5 3 11

5 6 2 13

x x x

x x x

x x x

− + =


+ − =
 + − =
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№ 2.   









=++

=++

=++

06

106

5

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

№ 3.   
1 2 3

1 2 3

1 2 3

3

4 6

4 0

x x x

x x x

x x x

+ + =


+ + =
 + + =

 

№ 4.  









=−+

=−−

=++

823

222

232

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

№ 5.   









=++

=++

=++

1132

132

523

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

№ 6.   

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2

3 4

3 0

x x x

x x x

x x x

+ + =


+ + =
 + + =

 

№ 7.   









=−−

=+−

=+−

324

92

6

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

№ 8.    
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3

4 3

3 6

x x x

x x x

x x x

− + =


+ + =
 + − = −

 

№ 9.   









=++

=++

=++

732

1342

32

321

321

321

xxx

xxx

xxx
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№ 10.  

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 2

3 5

5 7

x x x

x x x

x x x

+ + =


+ + =
 + + = −

 

№ 11.  









−=−−

=++

=+−

42

52

54

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

№ 12.  









−=+−

=++−

=−+

22

2

2

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

№ 13.  









=−+

=−+−

−=+−

3

623

232

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

№ 14.  









=+−

=++

=++

22

73

15423

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

№ 15.  









=+−

=++

−=++−

7232

6

12

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

№ 16.  









=++

−=−−

=++

93

1

922

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

№ 17.  









=−+

−=++−

=−−

833

122

0

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 



21 

 

№ 18.  









=++

=−+

=++−

822

63

922

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

№ 19.  









=++−

=++

=++

2223

1233

6

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

№ 20.  

1 2 3

1 2 3

1 2 3

5 14

5 6

3 10

x x x

x x x

x x x

+ + =

− + + =
 + + =

 

№ 21.  

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 2 3 3

2 1

2 2

x x x

x x x

x x x

− − =


+ + = −
 − − =

 

№ 22.  









−=++

=++

−=++

355

55

232

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

№ 23.  









=++−

=++−

=++−

0233

2352

124

321

321

321

xxx

xxx

xxx
 

№ 24.  

1 2 3

1 2 3

1 2 3

3

2 17

2 3 24

x x x

x x x

x x x

+ + = −


+ + = −
 + + = −

 

№ 25.  

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 5

2 2 4

2 5 3

x x x

x x x

x x x

+ − =


+ − =
− + + = −
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№ 26.  
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 4 31

5 2 29

10

x x x

x x x

x x x

− + =


+ + =
 − + =

 

№ 27.  









−=−+

=+−

−=−+

332

112

13

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

№ 28.  

1 2

1 2 3

1 2 3

2 3 3

3 5 0

2

x x x

x x x

x x x

− + =


+ + =
 − + = −

 

№ 29.  

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 1

2

3 2 1

x x x

x x x

x x x

− + = −


+ + =
 − + = −

 

№ 30.  

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 4

3 5 3 1

2 7 8

x x x

x x x

x x x

+ + =


− + =
 − + =

 

 

1.7 Завдання № 1.7 

Знайти загальний розв’язок системи лінійних алгебраїчних 

рівнять [2, 3, 9]. 

№ 1.   

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 2 3 4

2 5 4 9

3 5

x x x x

x x x x

x x x x

+ − − =


+ − − =
 + + − =
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№ 2.   

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

4 2 3 5

2 7 4 9

3 2 4

x x x x

x x x x

x x x x

− + + =


− + + =
 − + + =

  

№ 3.   

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 4 1

3 7 2 4

2 5 3 3

x x x x

x x x x

x x x x

+ − − =


+ − − =
 + + + =

 

№ 4.   

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 2 3 0

3 5 4 1

2 3 1

x x x x

x x x x

x x x x

− + + =


− + + =
 − − + =

 

№ 5.   

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

5 3 4 4

2 9 2 7

4 4 3

x x x x

x x x x

x x x x

− + + =


− + + =
 − − − =

  

№ 6.   

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 4

3 4 3 2

3 8 2 5

2 5 3 2 3

x x x x

x x x x

x x x x

− + + =


− + + =
 − − + =

  

№ 7.   

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 2 1

2 7 4 3 3

4 3 2

x x x x

x x x x

x x x x

+ − − =


+ − − =
 + − − =

 

№ 8.   . 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 2 4

2 5 4 3 7

2 3 3

x x x x

x x x x

x x x x

− + + =


− + + =
 − + + =

  

№ 9.   

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

4 2 0

3 4 3 1

2 3 3 3 1

x x x x

x x x x

x x x x

+ + + =


+ + + =
 + − + =
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№ 10.  

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 4 0

4 3 2 1

3 2 2 4 1

x x x x

x x x x

x x x x

− + + =


− + + =
 − − − =

  

№ 11.  

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 2 3 0

2 3 4 1

3 5 3 7 1

x x x x

x x x x

x x x x

− + + =


− + + =
 − + + =

  

№ 12.  

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

4 2 3 2

2 9 4 5

5 3

x x x x

x x x x

x x x x

+ − − =


+ − − =
 + + − =

  

№ 13.  

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

4 3 0

3 2 2 1

2 3 3 1

x x x x

x x x x

x x x x

− + + =


− + + =
 − − − =

  

№ 14.  

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 4 1

4 5 2 3

3 4 3 2

x x x x

x x x x

x x x x

+ − − =


+ − − =
 + + + =

  

№ 15.  

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 4 0

2 2 1

4 3 8 9 1

x x x x

x x x x

x x x x

− + + =


− + + =
 − + − =

  

№ 16.  

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

4 2 0

3 4 3 1

2 3 3 1

x x x x

x x x x

x x x x

+ + + =


+ + + =
 + − + =

  

№ 17.  

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 4 1

4 7 2 3

3 5 3 2

x x x x

x x x x

x x x x

− + + =


− + + =
 − − − =
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№ 18.  

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 2 1

2 7 4 3 3

4 3 3 2

x x x x

x x x x

x x x x

+ − − =


+ − − =
 + − − =

  

№ 19.  

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

4 2 3 5

2 7 4 9

3 2 2 4

x x x x

x x x x

x x x x

− + + =


− + + =
 − + − =

  

№ 20.  

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

4 3 0

3 2 2 1

2 3 1

x x x x

x x x x

x x x x

− + + =


− + + =
 − − − =

 

№ 21.  

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 2 3 4

2 5 4 9

3 4 5

x x x x

x x x x

x x x x

+ − − =


+ − − =
 + + − =

  

№ 22.  

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 2 3 0

2 3 4 1

3 5 3 3 1

x x x x

x x x x

x x x x

− + + =


− + + =
 − + + =

  

№ 23.  

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

5 3 4 4

2 9 2 7

4 3 3

x x x x

x x x x

x x x x

− + + =


− + + =
 − − − =

  

№ 24.  

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 4 3 2

3 8 2 5

2 5 3 3

x x x x

x x x x

x x x x

− + + =


− + + =
 − − − =

  

№ 25.  

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 4 1

3 7 2 4

2 5 4 3

x x x x

x x x x

x x x x

+ − − =


+ − + =
 + + + =
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№ 26.  

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 2 3 0

3 5 4 1

2 3 4 1

x x x x

x x x x

x x x x

− + + =


− + + =
 − − + =

  

№ 27.  

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 4 0

4 3 2 1

3 2 2 2 1

x x x x

x x x x

x x x x

− + + =


− + + =
 − − − =

  

№ 28.  

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

4 2 3 2

2 9 4 5

5 4 3

x x x x

x x x x

x x x x

+ − − =


+ − − =
 + + − =

  

№ 29.  

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 4 1

4 5 2 3

3 4 4 2

x x x x

x x x x

x x x x

+ − − =


+ − − =
 + + + =

  

№ 30.  

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 4 1

4 7 2 3

3 5 2

x x x x

x x x x

x x x x

− + + =


− + + =
 − − + =

  

 

1.8 Завдання № 1.8 

Знайти фундаментальний розв’язок системи однорідних лінійних 

рівнять [9].  

№ 1.   

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 4 5

3 4 2 0

2 2 3 7 2 0

11 34 5 0

x x x x x

x x x x x

x x x x

+ − + + =


− − − + =
 + + − =

 

№ 2.   

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

7 2 2 2 0

3 0

2 3 2 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

+ − − + =


− + − − =
 + + + + =
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№ 3.   

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

10 0

5 8 2 2 0

3 3 12 4 4 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

+ + + − =


− + − + =
 − − − + =

 

№ 4.   

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 3 3 3 0

6 2 0

16 6 6 7 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

+ + − − =


+ − + + =
 + − + + =

 

№ 5.   

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

6 9 21 3 12 0

4 6 14 2 8 0

2 3 7 4 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

− + − − =

− + − + + =
 − + − − =

 

№ 6.   

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3

2 0

2 2 0

2 3 0

x x x x x

x x x x x

x x x

+ − + − =


+ + − + =
 + + =

 

№ 7.   

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 2 0

10 3 2 0

4 19 4 5 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

− + − + =


+ − − − =
 + − − − =

 

№ 8.   

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

8 2 0

3 3 2 3 0

5 4 3 2 5 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

+ + − + =


− − + − =
 + + − + =

 

№ 9.   

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

5 2 9 4 0

4 2 2 5 0

6 2 11 2 6 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

− + − − =


+ + + − =
 + + − − =

 

№ 10.   

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 4

3 12 0

2 2 10 0

3 2 0

x x x x x

x x x x x

x x x

+ − + − =


− + − + =
 + + =
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№ 11.   

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

6 3 2 3 4 0

4 2 2 3 0

2 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

+ + + + =


+ + + + =
 + + + + =

 

№ 12.   

1 2 3 4 5

1 2 3 4

1 2 3 4 5

3 2 4 2 0

3 2 2 0

3 2 16 6 0

x x x x x

x x x x

x x x x x

+ + + + =


+ − + =
 + + + + =

 

№ 13.   

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

12 7 11 0

24 2 14 22 2 0

2 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

− + + − =


− + + − =
 + + − + =

 

№ 14.   

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

7 14 3 0

2 3 7 0

5 10 5 13 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

− + − + =


− + − + =
 − + + − =

 

№ 15.   

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 4 0

2 3 5 0

3 3 6 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

+ + + + =


+ + + − =
 + − + − =

 

№ 16.   

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 3 0

2 2 6 4 0

3 2 3 3 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

+ + + − =


− − − + =
 − + + − =

 

№ 17.   

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

0

2 2 2 0

2 5 2 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

+ + − − =


+ − − − =
 + + − − =

 

№ 18.   

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

3 5 9 0

2 7 3 7 2 0

4 2 16 3 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

+ − + − =


+ − − + =
 + + − + =
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№ 19.   

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 2 2 3 0

3 2 2 0

3 4 2 5 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

+ − + − =


− + − + =
 − + − + =

 

№ 20.   

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

5 2 3 4 0

3 3 3 5 0

6 3 2 4 5 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

+ − + + =


+ − + + =
 + − + + =

 

№ 21.   

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 3 10 0

2 3 10 0

6 9 30 3 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

+ − + − =

− − + + + =
 + − + − =

 

№ 22.   

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 5

3 2 2 4 0

7 5 3 2 0

7 0

x x x x x

x x x x x

x x x x

+ − − + =


+ − − + =
 + + − =

 

№ 23.   

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 7 5 0

2 3 5 7 0

3 2 2 2 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

+ − + + =


− + − − =
 − + + − =

 

№ 24.   

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

6 3 2 4 7 0

7 4 3 2 4 0

2 3 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

+ − + + =


+ − + + =
 + − − − =

 

№ 25.   

1 2 3 4 5

1 2 4 5

1 2 3 4 5

2 2 3 7 2 0

11 34 5 0

5 2 16 3 0

x x x x x

x x x x

x x x x x

− − − + =


+ + − =
 − − − + =

 

№ 26.   

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 5 2 5 0

7 4 3 0

5 7 4 9 0

x x x x

x x x x

x x x x

− + + =


− + + =
 + − − =

 



30 

 

№ 27.   

1 2 3 4 5

1 2 3 5

1 2 3 4 5

3 8 2 0

11 12 5 0

5 2 3 0

x x x x x

x x x x

x x x x x

+ − + + =


+ − − =
 − + + + =

 

№ 28.   

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

3 2 3 0

2 2 5 3 0

4 5 6 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

+ + − + =


+ + − + =
 + + − + =

 

№ 29.   

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 3 2 0

2 7 4 0

2 11 6 0

x x x x x

x x x x x

x x x x x

+ + − + =


+ + − + =
 + + − + =

 

№ 30.   

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4

2 0

2 3 0

2 2 3 0

x x x x x

x x x x x

x x x x

+ + + + =


− − + − =
 − − + =
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2 ВЕКТОРНА АЛГЕБРА ТА АНАЛІТИЧНА ГЕОМЕТРІЯ 

 

2.1 Завдання № 2.1 

Для заданих точок A , B , C  знайти [8, 9]:  

а) орт вектора 3a AB BC= −


; 

б) кут між векторами AB


 та AC


; 

в) проекцію вектора AB


 на вектор a


; 

г) координати точки M , яка ділить відрізок BC  у відношенні 

2 :3 . 

№ 1.   (1, 2,3), (0, 1,2), (3, 4,5)A B C− − −  

№ 2.  (0, 3,6), ( 12, 3, 3), ( 9, 3, 6)A B C− − − − − − −  

№ 3.   (3,3, 1), (5,5, 2), (4,1,1)A B C− −  

№ 4.   (1,0, 2), (2, 1,3), (0, 3, 2)A B C− − −  

№ 5.   (0,0, 4), ( 3, 6,1), ( 5, 10, 1)A B C− − − − −  

№ 6.   ( 1,2, 3), (0,1, 2), ( 3,4, 5)A B C− − − − −  

№ 7.   ( 4, 2,0), ( 1, 2,4), (3, 2,1)A B C− − − − −  

№ 8.   (2, 8, 1), (4, 6,0), ( 2, 5, 1)A B C− − − − − −  

№ 9.   (0,3, 6), (9,3,6), (12,3,3)A B C−  

№ 10.   (5,3, 1), (5, 2,0), (6, 4, 1)A B C− −  

№ 11.   (3, 6,9), (0, 3,6), (9, 12,15)A B C− − −  

№ 12.   (3, 3, 1), (5,1, 2), (4,1, 3)A B C− − − −  

№ 13.   ( 3, 7, 5), (0, 1, 2), (2,3,0)A B C− − − − −  

№ 14.   (0, 2, 4), (8, 2, 2), (6, 2, 4)A B C−  

№ 15.   ( 2,1,1), (2,3, 2), (0,0,3)A B C− −  

№ 16.   (2, 4,6), (0, 2,4), (6, 8,10)A B C− − −  

№ 17.   (0, 3,5), ( 7,2,6), ( 3,2,4)A B C− − −  
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№ 18.   (1, 4, 1), ( 2, 4, 5), (8, 4,0)A B C− − −  

№ 19.   (0,1, 2), (3,1, 2), (4,1,1)A B C−  

№ 20.   ( 4,3,0), (0,1,3), ( 2, 4, 2)A B C− − −  

№ 21.   (0,1,0), (0,2,1), (1,2,0)A B C  

№ 22.   (1,9, 4), (5,7,1), (3,5,0)A B C−  

№ 23.   (1, 1,0), ( 2, 1,4), (8, 1, 1)A B C− − − − −  

№ 24.   ( 4,0, 4), ( 1,6,7), (1,10,9)A B C− −  

№ 25.   (2,1, 1), (6, 1, 4), (4, 2,1)A B C− − −  

№ 26.   (7,0, 2), (7,1,3), (8, 1, 2)A B C −  

№ 27.   ( 2, 4, 6), (0, 2, 4), ( 6,8, 10)A B C− − − − −  

№ 28.   ( 1, 2,1), ( 4, 2,5), ( 8, 2, 2)A B C− − − − − −  

№ 29.   (2,3, 2), ( 1, 3, 1), ( 3, 7, 3)A B C− − − − − −  

№ 30.   (2, 2,7), (0,0,6), ( 2,5,7)A B C −  

 

2.2 Завдання № 2.2 

Обчислити площу паралелограму, побудованого на векторах a  і 

b  [3, 9]. 

№ 1. ( ) .6,2,1,3,2 ===−=+= qpqpqpbqpa  

№ 2. ( ) .4,1,4,2,3 ===−=+= qpqpqpbqpa  

№ 3. ( ) .2,1,51,2,3 ===+=−= qpqpqpbqpa  

№ 4. ( ) .65,21,4,5,23 ===+=−= qpqpqpbqpa  

№ 5. ( ) .43,3,2,2,2 ===+=−= qpqpqpbqpa  

№ 6. ( ) .3,3,2,2,3 ===−=+= qpqpqpbqpa  

№ 7. ( ) .2,2,3,3,2 ===+=−= qpqpqpbqpa  

№ 8. ( ) .4,2,7,,4 ===−=+= qpqpqpbqpa  
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№ 9. ( ) .6,2,1,3,4 ===+=−= qpqpqpbqpa  

№ 10. ( ) .3,2,7,2,4 ===−=+= qpqpqpbqpa  

№ 11. ( ) .2,1,10,,23 ===−=+= qpqpqpbqpa  

№ 12. ( ) .4,4,5,2,4 ===+=−= qpqpqpbqpa  

№ 13. ( ) .3,7,6,2,232 ===−=+= qpqpqpbqpa  

№ 14 ( ) .3,4,3,2,3 ===+=−= qpqpqpbqpa  

№ 15. ( ) .4,3,2,2,32 ===−=+= qpqpqpbqpa  

№ 16. ( ) .6,1,4,3,32 ===+=−= qpqpqpbqpa  

№ 17. ( ) .3,2,1,3,5 ===−=+= qpqpqpbqpa  

№ 18. ( ) .2,2,21,3,27 ===+=−= qpqpqpbqpa  

№ 19. ( ) .4,4,3,,6 ===+=−= qpqpqpbqpa  

№ 20. ( ) .6,1,4,23,10 ===−=+= qpqpqpbqpa  

№ 21. ( ) .3,21,8,2,6 ===+=−= qpqpqpbqpa  

№ 22. ( ) .2,2,5,2,,43 ===−=+= qpqppqbqpa  

№ 23. ( ) .43,1,3,3,7 ===−=+= qpqpqpbqpa  

№ 24. ( ) .3,5,3,3,3 ===−=+= qpqpqpbqpa  

№ 25. ( ) .4,2,7,3,3 ===−=+= qpqpqpbqpa  

№ 26. ( ) .65,3,5,,5 ===+=−= qpqpqpbqpa  

№ 27. ( ) .4,3,2,3,43 ===+=−= qpqpqpbqpa  

№ 28. ( ) .65,4,21,5,6 ===+=−= qpqpqpbqpa  

№ 29. ( ) .3,1,2,2,32 ===−=+= qpqpqpbqpa  

№ 30. ( ) .2,3,2,5,32 ===+=−= qpqpqpbqpa  
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2.3 Завдання № 2.3 

Довести, що вектори a


, b


, c


 утворюють базис. Знайти 

координати вектора d


 у цьому базисі [1, 9]. 

№ 1.  ( ) ( ) ( ) ( )2,3,1 , 0,3,3 , 0,2, 4 , 2,1,2a b c d= = = − = −


 

№ 2.  ( ) ( ) ( ) ( )1,5,2 , 3, 1,0 , 5,4,0 , 0,1,7a b c d= − = − = =


 

№ 3.  ( ) ( ) ( ) ( )2,0,4 , 3,4,3 , 1,0,3 , 1, 1,4a b c d= − = = = − −


 

№ 4.  ( ) ( ) ( ) ( )0, 4,3 , 2, 3,1 , 0,2,3 , 2, 3,0a b c d= − = − − = = − −


 

№ 5.  ( ) ( ) ( ) ( )5,2,1 , 1,0,1 6, 2,0,2 , 4,1,2a b c d= = = − =


 

№ 6.  ( ) ( ) ( ) ( )2,0,8 , 1,0,1 , 4,5,1 , 2, 2,1a b c d= = = − = −


 

№ 7.  ( ) ( ) ( ) ( )1,0, 3 , 6,0, 1 , 5,4, 1 , 3,1, 1a b c d= − = − = − = −


 

№ 8.  ( ) ( ) ( ) ( )1,0, 1 , 2,0, 1 , 2,2,4 5, 1, 4,0a b c d= − = − − = = −


 

№ 9.  ( ) ( ) ( ) ( )2,2, 2 , 1,0,8 , 4,0,1 , 3, 1,3a b c d= − = = − = − −


 

№ 10.  ( ) ( ) ( ) ( )1, 4,0 , 1,2,4 , 3, 3,0 , 0,2,5a b c d= − = = − =


 

№ 11.  ( ) ( ) ( ) ( )0,1,2 , 1,0,1 , 1,2,4 , 2,4,7a b c d= = = − = −


 

№ 12.  ( ) ( ) ( ) ( )4,1,1 , 2,0, 3 , 1,2,1 , 9,5,5a b c d= = − = − = −


 

№ 13.  ( ) ( ) ( ) ( )1,3,0 , 2, 1,1 , 0, 1,2 , 6,12, 1a b c d= = − = − = −


 

№ 14.  ( ) ( ) ( ) ( )2,0,1 , 1,3, 1 , 0,4,1 , 5, 5,5a b c d= − = − = = − −


 

№ 15.  ( ) ( ) ( ) ( )1,0,2 , 0,1,1 , 2, 1,4 , 3, 3,4a b c d= = = − = −


 

№ 16.  ( ) ( ) ( ) ( )2,1, 1 , 0,3,2 , 1, 1,1 , 1, 4,4a b c d= − = = − = −


 

№ 17.  ( ) ( ) ( ) ( )5,1,0 , 2, 1,3 , 1,0, 1 , 13,2,7a b c d= = − = − =

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№ 18.  ( ) ( ) ( ) ( )3,1,0 , 1,2,1 , 1,0,2 , 3,3, 1a b c d= = − = − = −


 

№ 19.  ( ) ( ) ( ) ( )1,2,1 , 2,0,3 , 1,1, 1 , 1,7, 4a b c d= − = = − = − −


 

№ 20.  ( ) ( ) ( ) ( )1,2, 1 , 3,0,2 , 1,1,1 , 8,1,12a b c d= − = = − =


 

№ 21.  ( ) ( ) ( ) ( )1, 1,2 , 3,2,0 , 1,1,1 , 11, 1,4a b c d= − = = − = −


 

№ 22.  ( ) ( ) ( ) ( )1, 1,2 , 3,0,2 , 1,1,1 , 11, 1,4a b c d= − = = − = −


 

№ 23.  ( ) ( ) ( ) ( )0,1,3 , 1,2, 1 , 2,0, 1 , 3,1,8a b c d= = − = − =


 

№ 24.   ( ) ( ) ( ) ( )2,1,0 , 1,0,1 , 4,2,1 , 3,1,3a b c d= = = =


 

№ 25.   ( ) ( ) ( ) ( )2,0,1 , 1,1,0 , 4,1,2 , 8,0,5a b c d= = = =


 

№ 26.  ( ) ( ) ( ) ( )1,0,2 , 1,0,1 , 2,5, 3 , 11,5, 3a b c d= = − = − = −


 

№ 27.  ( ) ( ) ( ) ( )1,0,1 , 1, 2,0 , 0,3,1 , 2,7,5a b c d= = − = =


 

№ 28.  ( ) ( ) ( ) ( )1,0,1 , 0, 2,1 , 1,3,0 , 8,9,4a b c d= = − = =


 

№ 29.  ( ) ( ) ( ) ( )1,1,0 , 0,1, 2 , 1,0,3 , 2, 1,11a b c d= = − = = −


 

№ 30.  ( ) ( ) ( ) ( )1,0,5 , 1,3,2 , 0, 1,1 , 5,15,0a b c d= = − = − =


 

 

2.4 Завдання № 2.4 

В трикутнику ABC , що заданий координатами вершин, знайти 

[4, 9]:  

а) рівняння сторони AB ; 

б) рівняння висоти CH  та її довжину; 

в) рівняння прямої, яка проходить через точку C  параллельно 

AB ; 

г) рівняння медіани BM та її довжину. 

№ 1. (3; 6), (0; 2), (9;5)A B C− −  
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№ 2. (2; 4), (8;2), (6; 4)A B C−  

№ 3. (3; 1), (5; 2), (4;1)A B C− −  

№ 4. ( 4;3), (0;1), ( 2;4)A B C− −  

№ 5. (1;0), ( 2;4), (8; 1)A B C− −  

№ 6. (7;2), (1;3), (8; 1)A B C −  

№ 7. (3;2), ( 1; 3), ( 3; 7)A B C− − − −  

№ 8. (2;7), (0;6), ( 2;5)A B C −  

№ 9. (2; 3), (1; 2), (4; 5)A B C− − −  

№ 10. (0; 6), (3;6), ( 3;3)A B C− −  

№ 11. (3; 1), (5;1), (4; 3)A B C− −  

№ 12. ( 2;1), (2; 3), (0;3)A B C− −  

№ 13. (4; 1), ( 2; 5), (8;0)A B C− − −  

№ 14. (0;1), (2; 1), (1; 2)A B C− −  

№ 15. ( 4;4), ( 1;6), (1;9)A B C− −  

№ 16. ( 2;3), ( 1;2), (3; 4)A B C− − −  

№ 17. ( 3;6), ( 12; 3), ( 9; 6)A B C− − − − −  

№ 18. (3; 1), (5; 2), (4;1)A B C− −  

№ 19. ( 1;2), (3;4), (1; 1)A B C− −  

№ 20. ( 4;0), ( 1;4), (3; 2)A B C− − −  

№ 21. (5;3), (2;0), (6;4)A B C  

№ 22. ( 3; 7), ( 1; 2), (2;3)A B C− − − −  

№ 23. (2;6), ( 2;4), ( 8;10)A B C− −  

№ 24. ( 1; 2), ( 1;2), (4;1)A B C− − −  

№ 25. ( 3; 1), (5; 2), (4;2)A B C− − −  

№ 26. ( 2;1), (6; 4), (4;2)A B C− −  

№ 27. ( 1;1), ( 2;5), ( 8; 2)A B C− − − −  
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№ 28. (0;4), ( 3; 6), ( 5; 10)A B C− − − −  

№ 29. (2; 8), (4; 6), ( 2; 7)A B C− − − −  

№ 30. (2; 4), (6; 2), (7; 3)A B C− − −  

 

2.5 Завдання № 2.5 

В піраміді 
1 2 3 4A A A A , яка задана координатами вершин, знайти 

[3, 9]:  

а) рівняння ребра 
2 4A A ; 

б) рівняння грані 
1 2 3A A A  та її площу; 

в) об’єм піраміди; 

г) довжину висоти, проведеної з вершини 
4A  до грані 

1 2 3A A A ; 

д) кут між гранню 
1 2 3A A A  та ребром 

2 4A A  . 

№ 1. ( )1 2 3 4(1;3;0), (4; 1;2), (3;0;1), 4;3;5A A A A− −  

№ 2. ( )1 2 3 4( 2; 1; 1), (0;3;2), 3;1; 4 ( 4;7;3)A A A A− − − − −  

№ 3. ( )1 2 3 4( 3; 5;6), 2;1; 4 , (0; 3; 1), ( 5;2; 8)A A A A− − − − − − −  

№ 4. 
1 2 3 4(2; 4; 3), (5; 6;0), ( 1;3; 3), ( 10; 8;7)A A A A− − − − − − −  

№ 5. 
1 2 3 4(1; 1;2), (2;1;2), (1;1;4), (6; 3;8)A A A A− −  

№ 6. 
1 2 3 4(9;5;5), ( 3;7;1), (5;7;8), (6;9;2)A A A A−  

№ 7. 
1 2 3 4(0;7;1), (4;1;5), (4;6;3), (3;9;8)A A A A  

№ 8. 
1 2 3 4(5;5;4), (3;8;4), (3;5;10), (5;8;2)A A A A  

№ 9. 
1 2 3 4(6;1;1), (4;6;6), (4;2;0), (1;2;6)A A A A  

№ 10. 
1 2 3 4(7;5;3), (9;4;4), (4;5;7), (7;9;6)A A A A  

№ 11. ( )1 2 3 4(1;3;2), (4;0;2), (2;0;0), 3;2;5A A A A  

№ 12. ( )1 2 3 4(2;2;5), (1; 3;2), 3;0;6 ( 3;2;4)A A A A− −  
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№ 13. ( )1 2 3 4(1;2;3), 2;0; 1 , (0;0; 4), (3;2; 8)A A A A− − − −  

№ 14. 
1 2 3 4(2;4; 1), (1; 2;1), (1;4;2), ( 1;3;0)A A A A− − −  

№ 15. 
1 2 3 4(3;2;7), ( 2;1;0), (2; 1;4), (6;1;5)A A A A− −  

№ 16. 
1 2 3 4(1;3;6), (2;2;1), ( 1;0;1), ( 4;6; 3)A A A A− − −  

№ 17. 
1 2 3 4(2; 4; 3), ( 4; 1; 5), (5; 6;0), ( 1;3; 3)A A A A− − − − − − − −  

№ 18. 
1 2 3 4(2;1;4), ( 3; 5;6), ( 3;5;0), ( 5; 8;2)A A A A− − − − −  

№ 19. 
1 2 3 4( 2; 1; 1), (0;3;2), (3;1; 4), ( 4;7;3)A A A A− − − − −  

№ 20. 
1 2 3 4(1;3;0), (3;4; 4), (4; 1;2), (0;1;6)A A A A− −  

№ 21. ( )1 2 3 4(10; 3;0), ( 4;1;2), (3;1; 4), 2; 1;5A A A A− − − −  

№ 22. ( )1 2 3 4(1;2; 1), (2; 2;1), 3;1;0 ( 1;0;2)A A A A− − −  

№ 23. ( )1 2 3 4( 1;2; 3), 4; 1;0 , (2;1; 2), (3;4;5)A A A A− − − −  

№ 24. 
1 2 3 4(2; 7; 3), (5; 3;2), ( 1;5;7), ( 3;6;3)A A A A− − − − −  

№ 25. 
1 2 3 4(1;1;2), (2; 2;4), ( 1; 1;3), (0; 3; 3)A A A A− − − − −  

№ 26. 
1 2 3 4(5;2;0), (3;5; 1), (1;2;4), ( 1;1;2)A A A A− −  

№ 27. 
1 2 3 4( 3; 7;4), ( 2;7;5), ( 3;6;3), ( 1;0; 2)A A A A− − − − − −  

№ 28. 
1 2 3 4(2; 1;4), (1;2; 4), (3;2;1), ( 5;4;2)A A A A− − −  

№ 29. 
1 2 3 4( 2;1;1), (4;3; 3), (1;2;0), ( 1; 2;6)A A A A− − − −  

№ 30. 
1 2 3 4( 1;5; 3), (2;4;4), (4;1; 1), (2;5; 6)A A A A− − − −  

 

2.6 Завдання № 2.6 

Знайти точку N , яка симетрична точці M  відносно заданої 

прямої або відносно заданої площини [2, 8, 9]. 

№ 1.   
1 1,5

(0, 3, 2),
1 1 1

x y z
М

− +
− − = =

−
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№ 2.   ( 1,0,1), 2 4 3 0М x y− + − =  

№ 3.   
1 0,5 1,5

(2, 2, 3),
1 0 0

x y z
М

− + +
− − = =

−
 

№ 4.   (2, 2, 3), 2 0М y z− − + + =  

№ 5.   
4,5 3 2

(2, 1,1),
1 0,5 1

x y z
М

− + −
− = =

−
 

№ 6.   ( 2,0,3), 2 2 10 1 0М x y z− − + + =  

№ 7.   
0,5 1 4

( 1,0,1),
0 0 2

x y z
М

+ − −
− = =  

№ 8.   ( 2, 3,0), 5 4 0М x y− − + + =  

№ 9.   
2 1,5 1

(1,1,1),
1 2 1

x y z
М

− + −
= =

−
 

№ 10.   (3, 3, 1), 2 4 4 13 0М x y z− − − − − =  

№ 11.   
0,5 1,5 1,5

(0, 3, 2),
0 1 1

x y z
М

− + −
− − = =

−
 

№ 12.   (1,0, 1), 2 4 1 0М y z− + − =  

№ 13.   
0,5 1,5 1,5

(1,2,3),
0 1 1

x y z
М

− + −
= =

−
 

№ 14.   (0, 3, 2), 2 10 10 1 0М x y z− − + + − =  

№ 15.   
0,5 1,5

(1,0, 1),
0 2 0

x y z
М

− −
− = =  

№ 16.   (1, 2,3), 2 10 10 1 0М x y z+ + − =  

№ 17.   
2 1,5 0,5

(2,1,0),
0 1 1

x y z
М

− + +
= =

−
 

№ 18.   (1,1,1), 4 3 5 0М x y z+ + + =  

№ 19.   
0,5 1,5 0,5

( 2, 3,0),
1 0 1

x y z
М

+ + −
− − = =  
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№ 20.   (2, 1,1), 2 2 0М x y z− − + − =  

№ 21.   
1,5 2

( 1,0, 1),
1 0 1

x y z
М

− −
− − = =

−
 

№ 22.   ( 1, 2,0), 4 5 7 0М x y z− − − − =  

№ 23.   
1,5 2

(0,2,1),
2 1 1

x y z
М

− −
= =
−

 

№ 24.   (2,1,0), 2 0М y z+ + =  

№ 25.   
6 3,5 0,5

(3, 3, 1),
5 4 0

x y z
М

− − +
− − = =  

№ 26.   (0, 2,1), 2 4 3 0М x y+ − =  

№ 27.   
1 1,5 3

(3,3,3),
1 0 1

x y z
М

− − −
= =

−
 

№ 28.   ( 1,0, 1), 2 6 2 11 0М x y z− − + − + =  

№ 29.   
0,5 0,75 2

( 1,2,0),
1 0,2 2

x y z
М

+ + −
− = =

−
 

№ 30.   (1,0,1), 4 6 4 25 0М x y z+ + − =  

 

2.7 Завдання № 2.7 

Привести рівняння до канонічного вигляду, визначити тип 

кривої, знайти її основні параметри, зробити рисунок [1, 9]. 

№ 1.   
2 2 4 6 30 0x y x y− + − − =  

№ 2.   
2 4 5 0x x y− − − =  

№ 3.   
2 23 12 6 13 0x y x y+ − + − =  

№ 4.   
22 4 4 6 0y x y+ − − =  

№ 5.   
2 23 6 4 2 0x y x y− + − − =  

№ 6.   
2 23 5 18 10 13 0x y x y+ + − − =  
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№ 7.   
2 22 4 2 5 0x y x y− + − + − =  

№ 8.   
2 26 24 2 0x y x y+ + + =  

№ 9.   
2 6 1 0x x y− + − =  

№ 10.  
2 25 2 30 8 7 0x y x y+ + − − =  

№ 11.  
2 24 12 6 36 0x y x y+ − − + =  

№ 12.  
2 24 8 32 52 0x y x y− + + − =  

№ 13.  
2 4 5 0y x y− − + =  

№ 14.  
2 24 48 4 132 0x y x y+ − − + =  

№ 15.  
2 24 8 32 44 0x y x y− + + − =  

№ 16.  
2 4 4 8 0y x y− − + =  

№ 17.  
2 24 24 2 31 0x y x y− − − + =  

№ 18.  
2 2 6 4 9 0x y x y+ − + + =  

№ 19.  
2 24 16 4 16 0x y x y− − − + =  

№ 20.  
2 29 54 2 72 0x y x y+ − − + =  

№ 21.  
2 2 3 0y x y+ − + =  

№ 22.  
2 24 16 4 8 0x y x y− − − + =  

№ 23.  
2 4 4 8 0x x y+ + − =  

№ 24.  
2 29 8 25 0x y y− − − =  

№ 25.  
2 6 8 0x x y− − + =  

№ 26.  
2 24 8 12 0x y x+ + + =  

№ 27.  
2 4 2 0y x y+ − + =  

№ 28.  
2 2 8 7 0x y y+ + + =  

№ 29.  
2 2 1 0y x y− + − =  
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№ 30.  
2 24 25 40 0x y x+ + =  

 

2.8 Завдання № 2.8 

Визначити тип поверхні [8, 9]. 

№ 1.   
2 22 6 2 0x y y z+ + − =  

№ 2.   
2 2 23 2 0x y z z+ − + =  

№ 3.   
2 2 22 4 2 0x y z z− + − =  

№ 4.   
2 2 5 4 0x y z− + − =  

№ 5.   
2 2 22 4 4 4 0x y z x+ − − + =  

№ 6.   
2 2 2 2 0x y z y− + − − =  

№ 7.   
2 22 4 2 0x y y z+ − − =  

№ 8.   
2 22 4 0x y y z− − − =  

№ 9.   
2 2 29 4 36 8 32 0x y z y+ − + − =  

№ 10.  
2 2 28 4 0x y z x− + + =  

№ 11.  
2 2 2 2 0x y x z+ − − + =  

№ 12.  
2 2 22 4 2 0x y z x+ + + =  

№ 13.  
2 2 24 4 0x y z y+ + − =  

№ 14.  
2 22 2 1 0y z x z+ − + − =  

№ 15.  
2 2 29 4 8 32 0x y z y+ − − − =  

№ 16.  
2 2 22 2 0x y z z− + + =  

№ 17.  
2 2 2 4 2 4 0x y z x y z+ + − + − =  

№ 18.  
2 22 4 8 0x y z+ − + =  

№ 19.  
2 2 236 16 9 18 0x y z z+ − + =  
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№ 20.  
2 2 2 2 1 0x y z z− − + − =  

№ 21.  
2 22 2 5 0x y x z+ − + − =  

№ 22.  
2 2 2 4 0x y z z− + + =  

№ 23.  
2 2 2 2 2 0x y z x z+ + + + =  

№ 24.  
2 2 22 2 1 0x y z z+ − + + =  

№ 25.  
2 22 4 4 0x z x y+ − + − =  

№ 26.  
2 2 4 2 0x y x z+ + + =  

№ 27.  
2 2 24 8 4 0x y z y− + − − =  

№ 28.  
2 2 24 2 4 8 0x y z x− − − =  

№ 29.  
2 2 25 15 4 8 24 0x y z z+ − + − =  

№ 30.  021164642 222 =−−−−++ zyxzyx  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 44 

3 ДИФЕРЕНЦІАЛЬНЕ ЧИСЛЕННЯ ФУНКЦІЇ ОДНІЄЇ ЗМІННОЇ 

 

3.1 Завдання № 3.1 

Обчислити границі функцій, не використовуючи правило 

Лопіталя [6, 7, 9]. 

№ 1. а) 
2

2

7 6 1
lim

3 2x

x x

x→

+ −

− +
; б) 

2

23

9
lim

5 6x

x

x x→

−

− +
; 

в) 
21

3 2
lim

4 5x

x x

x x→

+ −

+ −
; г) 

6 5
3 2

lim
3 5

x

x

x

x

−

→

+ 
 

− 
; 

д) 
0

2 1
lim

sin 4

x

x x→

−
. 

№ 2. а) 
2

2

5 1
lim

3 2x

x x

x→

− −

+
; б) 

2

22

4 12
lim

4x

x x

x→

+ −

−
; 

в) 
22

2 2
lim

2x

x x

x x→

+ −

− −
; г) 

3
1

lim
2

x

x

x

x→

+ 
 

+ 
; 

д) 
0

1 cos 2
lim
x

x

x tgx→

−


. 

№ 3. а) 

2

2

1
lim
x

x x

x x→

− −

+
; б) 

2

22

6
lim

2 8x

x x

x x→

+ −

+ −
; 

в) 
20

1 1
lim

7x

x

x x→

+ −

+
; г) 

22 1
2

2

1
lim

x

x

x

x

−

→

 +
 
 

; 

д) 
0

5 1
lim

sin 6

x

x x→

−
. 

№ 4. а) 
3

3 2

7 6 1
lim

1x

x x

x x→

+ −

− +
; б) 

2

21

6 5
lim

1x

x x

x→−

+ +

−
; 

в) 
22

2 6
lim

4 12x

x x

x x→

+ − −

+ −
; г) 

5 1
3 4

lim
3 2

x

x

x

x

+

→

+ 
 

− 
; 
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д) 
4

0

1
lim

arcsin

x

x

e

x→

−
. 

№ 5. а) 
2

2

5 2 2
lim

1x

x x

x x→

− −

+ +
; б) 

2

24

20
lim

16x

x x

x→

− −

−
; 

в) 
21

1 2
lim

2x

x

x x→

+ −

+ −
; г) 

4 1
7 3

lim
7 2

x

x

x

x

−

→

+ 
 

− 
; 

д) 
0

ln(1 2 )
lim

3

x

x

x
arctg

→

− . 

№ 6. а) 

3

3

1
lim

5 6 2x

x x

x x→

− −

− +
; б) 

2

22

2
lim

4x

x x

x→−

+ −

−
; 

в) 
22

2 6
lim

2 8x

x x

x x→

− −

+ −
; г) 

3
3 1

lim
3 7

x

x

x

x

−

→

− 
 

+ 
; 

д) 
0

1 4
lim

x

x arctgx→

−
. 

№ 7. а) 

2

2

1
lim

3 2x

x x

x x→

+ −

− +
; б) 

2

24

12
lim

16x

x x

x→

− −

−
; 

в) 
21

3 2
lim

4 5x

x

x x→

+ −

+ −
; г) 

23 1
2

2

2
lim

4

x

x

x

x

+

→

 +
 

− 
; 

д) 
0

6
lim

ln(1 2 )x

arctg x

x→ +
. 

№ 8. а) 

3

3

7 2
lim
x

x x

x x→

− +

−
; б) 

2

22

3 2
lim

4x

x x

x→−

+ +

−
; 

в) 
21

1
lim

2x

x

x x→

−

+ −
; г) 

3 1
7 2

lim
6 2

x

x

x

x

−

→

+ 
 

+ 
; 
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д) 
0

1 cos 2
lim

arcsin 3 ln(1 2 )x

x

x x→

−

 −
. 

№ 9. а) 

2

2

1
lim

6x

x x

x x→

+ +

−
; б) 

2

21

1
lim

5 4x

x

x x→−

−

+ +
; 

в) 
23

3
lim

12x

x

x x→

−

+ −
; г) 

2 1
2

2

1
lim

1

x

x

x x

x

+

→

 − +
 

+ 
; 

д) 
0

arcsin 5
lim

ln(1 6 )x

x

x→ −
. 

№ 10. а) 

2

2

1
lim

3x

x x

x→

+ −

−
; б) 

2

23

12
lim

9x

x x

x→

+ −

−
; 

в) 
22

2 2
lim

6x

x x

x x→

− +

+ −
; г) 

2
3 1

lim
3 6

x

x

x

x

+

→

− 
 

+ 
; 

д) 
0

3
lim

sin 5x

arctg x

x→
. 

№ 11. а) 

2

2

1
lim

1 3x

x x

x x→

+ −

+ −
; б) 

2

21

2
lim

1x

x x

x→

+ −

−
; 

в) 
21

3 2
lim

2x

x

x x→−

+ −

− −
; г) 

6 1
5 2

lim
5 3

x

x

x

x

−

→

+ 
 

− 
; 

д) 
0

1 cos3
lim

sinx

x

x x→

−


. 

№ 12. а) 

2

2

2
lim

3 1x

x x

x x→

+ +

− −
; б) 

2

21

6 7
lim

1x

x x

x→

+ −

−
; 

в) 
20

1 1
lim

7x

x x

x x→

+ − −

−
; г) 

5 1
6 2

lim
6 1

x

x

x

x

+

→

+ 
 

− 
; 

д) 
0

ln(1 )
lim

1 cos 2x

x x

x→

 −

−
. 
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№ 13. а) 

3

3

1
lim

3 1x

x x

x x→

− +

+ −
; б) 

2

23

3 18
lim

9x

x x

x→−

− −

−
; 

в) 
21

3 1
lim
x

x x

x x→−

+ − −

+
; г) 

4 1
6

lim
2

x

x

x

x

+

→

+ 
 

− 
; 

д) 
0

arcsin
lim

1 cos 4x

x x

x→



−
. 

№ 14. а) 

2

2

7 2 1
lim

3 1x

x x

x→

+ −

−
; б) 

2

22

3 10
lim

4x

x x

x→

+ −

−
; 

в) 

2

1

2
lim

5 2x

x x

x→−

− −

+ −
; г) 

4 5
3 1

lim
3 2

x

x

x

x

+

→

− 
 

+ 
; 

д) 
0

ln(1 2 )
lim

sin 6x

x

x→

+
. 

№ 15. а) 

3

3

3 2
lim

2 1x

x x

x x→

+ +

− +
; б) 

2

22

2
lim

4x

x x

x→−

+ −

−
; 

в) 

2

1

5 6
lim

3 2x

x x

x→

+ −

+ −
; г) 

1
3 8

lim
3 1

x

x

x

x

+

→

+ 
 

− 
; 

д) 
0

arcsin8
lim

ln(1 6 )x

x

x→ −
. 

№ 16. а) 

2

2

2
lim

7 2 1x

x x

x x→

− +

− +
; б) 

2

23

5 24
lim

9x

x x

x→

+ −

−
; 

в) 

2

1

5 4
lim

3 2x

x x

x→−

+ +

+ −
; г) 

5 2
7 8

lim
7 3

x

x

x

x

+

→

+ 
 

− 
; 

д) 
0

3
lim

arcsin8x

arctg x

x→
. 

№ 17. а) 
2

2

5 1
lim

5 6 2x

x x

x→

− +

− −
; б) 

2

21

3 2
lim

1x

x x

x→−

+ +

−
; 
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в) 
2

2

7 10
lim

2 6x

x x

x x→

− +

+ − −
; г) 

5 2
3 1

lim
3 8

x

x

x

x

−

→

− 
 

+ 
; 

д) 
0

arcsin 5
lim

ln(1 4 )x

x

x→ −
. 

№ 18. а) 
3

3 2

5
lim

3 6 1x

x x

x x→

− +

− −
; б) 

2

23

7 30
lim

9x

x x

x→

+ −

−
; 

в) 
2

2

6 16
lim

2 2x

x x

x→

+ −

+ −
; г) 

3 1
5 1

lim
5 8

x

x

x

x

−

→

+ 
 

− 
; 

д) 
0

1 cos6
lim

5x

x

x arctg x→

−


. 

№ 19. а) 
2

2

6 1
lim

5 1x

x x

x x→

− +

− +
; б) 

2

22

7 10
lim

4x

x x

x→−

+ +

−
; 

в) 
23

6 3
lim

12x

x

x x→

+ −

+ −
; г) 

1
10 3

lim
10 8

x

x

x

x

−

→

+ 
 

− 
; 

д) 
0

ln(1 6 )
lim

arcsin12x

x

x→

+
. 

№ 20. а) 
3 2

2 3

1
lim

1 2x

x x x

x x x→

− − −

+ + −
; б) 

2

21

3 4
lim

1x

x x

x→

+ −

−
; 

в) 
24

2
lim

20x

x

x x→

−

+ −
; г) 

4 8
7 1

lim
7 3

x

x

x

x

−

→

− 
 

+ 
; 

д) 
0

cos7 1
lim

sin 5x

x

x x→

−


. 

№ 21. а) 
2

2

1
lim

1 5x

x x

x x→

+ +

− −
; б) 

2

22

3 10
lim

4x

x x

x→

+ −

−
; 

в) 
25

4 3
lim

2 35x

x

x x→

+ −

+ −
; г) 

6 3
5 2

lim
5 1

x

x

x

x

−

→

− 
 

+ 
; 
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д) 
0

ln(1 6 )
lim

sin 7x

x

x→

−
. 

№ 22. а) 
3 2

2 3

7 1
lim

6 3 7x

x x x

x x x→

− + +

− +
; б) 

2

26

42
lim

36x

x x

x→

+ −

−
; 

в) 
25

1 6
lim

20x

x

x x→

+ −

− −
; г) 

1
3 2

lim
6 2

x

x

x

x

+

→

− 
 

− 
; 

д) 
0

ln(1 2 )
lim .

8x

x

arctg x→

−
 

№ 23. а) 
2

2

4
lim

5 3x

x

x x→

−

− +
; б) 

2

22

5 14
lim

4x

x x

x→

+ −

−
; 

в) 
21

8 3
lim

3 4x

x

x x→

+ −

+ −
; г) 

7
1

lim
5

x

x

x

x

−

→

− 
 

− 
; 

д) 
0

cos3 1
lim

2x

x

x arctg x→

−


. 

№ 24. а) 
3

3
lim

6 5 3x

x x

x x→

−

+ +
; б) 

2

25

20
lim

25x

x x

x→

− −

−
; 

в) 
22

7 3
lim

3 10x

x

x x→

+ −

+ −
; г) 

2 1
8 5

lim
5 4

x

x

x

x

+

→

+ 
 

− 
; 

д) 
0

12
lim

ln(1 12 )x

tg x

x→ −
. 

№ 25. а) 
2

2

3 1
lim

5 5x

x x

x x→

− + −

− +
; б) 

2

28

5 24
lim

64x

x x

x→

− −

−
; 

в) 
25

1 2
lim

4 5x

x

x x→

− −

− −
; г) 

2 1
3 6

lim
5 6

x

x

x

x

+

→

− 
 

− 
; 

д) 
0

ln(1 2 )
lim

1 cos3x

x x

x→

 −

−
. 
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№ 26. а) 
2

2

5
lim

4 3x

x x

x x→

− −

+ −
; б) 

2

27

6 7
lim

49x

x x

x→

− −

−
; 

в) 
27

2 3
lim

56x

x

x x→

+ −

+ −
; г) 

5 1
7 1

lim
7 8

x

x

x

x

+

→

+ 
 

− 
; 

д) 
0

6
lim

cos 2 1x

x arctg x

x→



−
. 

№ 27. а) 
2 3

3 2

5
lim

2 7x

x x x

x x x→

+ −

− +
; б) 

2

3 21

3 2
lim

2 2x

x x

x x x→−

+ +

+ − −
; 

в) 
0

1 1
lim

3x

x x

x→

+ − −
; г) 

2 1
1

lim
2

x

x

x

x

−

→

+ 
 

− 
; 

д) 
2

1/2

4 1
lim

arcsin(1 2 )x

x

x→

−

−
. 

№ 28. а) 
2

2

2 5
lim

3x

x x

x x→

− +

+
; б) 

2

21

2 1
lim

2 1x

x x

x x→

− +

− −
; 

в) 
20

1 3 1 2
lim
x

x x

x x→

+ − −

+
; г) 

1

33 4
lim

3 2

x

x

x

x

+

→

− 
 

+ 
; 

д) 
0

ln(1 )
lim

sin 2x

x

x→

−
. 

№ 29. а) 
2

2

1 3
lim

7 2x

x

x x→

−

+ −
; б) 

2

21

1
lim

2 1x

x

x x→

−

− −
; 

в) 
4

1 2 3
lim

2x

x

x→

+ −

−
; г) 

2

2

2

1
lim

1

x

x

x

x→

 +
 

− 
; 

д) 
20

sin 2
lim

3x

x x

tg x→
. 

№ 30. а) 
2

2

7 1
lim

3 2x

x x

x x→

+ −

− +
; б) 

2

22

8 12
lim

4x

x x

x→

− +

−
; 
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в) 
2

2

2 8
lim

2 6x

x x

x x→

+ −

+ − −
; г) 

33

3

5
lim 1

x

x x

+

→

 
+ 

 
; 

д) 
2

0

2
lim

1 cos5x

x

x→ −
. 

 

3.2 Завдання № 3.2  

Дослідити функції на неперервність та встановити тип точок 

розриву, якщо вони є. Для завдання «а» схематично побудувати графік 

функції [7, 9]. 

№ 1. а) 2

1, 0;

( ) 1, 0 1;

4 2, 1.

x x

f x x x

x x

− 


= −  
 − 

 б) 

1

2( ) 3xf x += . 

№ 2. а) 

2

2

, 1;

( ) 2 1, 1 0;

2, 0.

x x

f x x x

x x

  −


= + −  

− + 

 б) 

1

( ) 5 xf x
−

= . 

№ 3. а) 
2

3 1, 0;

( ) 1, 0 1;

4 , 1.

x x

f x x x

x x

+ 


= +  
 − 

 б) 

1

3( ) 4 xf x −= . 

№ 4. а) 

2 , 0;

( ) , 0 4;

1, 4.

x x

f x x x

x

− 


=  
 


 б) 

1

3( ) 6 xf x −= . 

№ 5. а) 
2

, 0;

( ) , 0 2;

1, 2.

x x

f x x x

x x

− 


=  
 + 

 б) 

1

3( ) 2 xf x += . 
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№ 6. а) 2

2 , 0;

( ) 1, 0 1;

2, 1.

x x

f x x x

x

− 


= +  
 

 б) 

1

5( ) 9 xf x += . 

№ 7. а) 
2

cos , 0;

( ) 1, 0 1;

, 1.

x x

f x x x

x x




= +  
 

 б) 

1

1( ) 5 xf x −= . 

№ 8. а) 

2 , 0;

( ) , 0 ;
4

2, .
4

x x

f x tgx x

x






− 



=  





 б) 

1

3( ) xf x e += . 

№ 9. а) 2

, 0;

( ) ( 1) , 0 2;

3, 2.

x x

f x x x

x x

− 


= − −  
 − 

 б) 

1

2( ) 3xf x −= . 

№ 10. а) 2

( 1), 1;

( ) ( 1) , 1 1;

, 1.

x x

f x x x

x x

− +  −


= + −  
 

 б) 

1

5( ) 2 xf x −= . 

№ 11. а) 2

2, 1;

( ) 1, 1 1;

3, 1.

x x

f x x x

x x

+  −


= + −  
− + 

 б) 

1

1( ) 7 xf x += . 

№ 12. а) 

, 0;

( ) sin , 0 ;

2, .

x x

f x x x

x x





− 


=  
 − 

 б) 

2

7( ) 5xf x += . 
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№ 13. а) 2

4, 1;

( ) 2, 1 1;

2 , 1.

x x

f x x x

x x

+  −


= + −  
 

 б) 

1

9( ) 13xf x += . 

№ 14. а) 2

3, 1;

( ) 1, 1 0;

1, 0.

x

f x x x

x x

 −


= + −  
 + 

 б) 

1

3( ) 8 xf x −= . 

№ 15. а) 2

1, 0;

( ) 2 1, 0 1;

4, 1.

x x

f x x x

x

+ 


= +  
 

 б) 

1

4( ) 3 xf x −= . 

№ 16. а) 

2 1, 1;

( ) 2, 1 1;

3 1, 1.

x x

f x x

x x

 +  −


= −  
 + 

 б) 

1

2 4( ) 7 xf x −= . 

№ 17. а) 2

4 3, 1;

( ) , 1 2;

5, 2.

x x

f x x x

x

− 


=  
 

 б) 

1

2( ) 4 xf x
−

+= . 

№ 18. а) 2

1, 1;

( ) 1, 1 1;

2 , 1.

x x

f x x x

x x

− −  −


= + −  
 

 б) 

2

5( ) 6 xf x += . 

№ 19. а) 2

4, 2;

( ) , 2 2;

2, 2.

x

f x x x

x x

 −


= −  
 − 

 б) 

1

1( ) 11 xf x −= . 

№ 20. а) 

3 2, 0;

( ) 4, 0 2;

2 , 2.

x x

f x x

x x

− 


=  
 

 б) 

3

5( ) xf x e −= . 
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№ 21. а) 

2

3, 2;

( ) 1, 2 3;

5, 3.

x x

f x x

x x

 − 


= −  


− 

 б) 

1

4( ) 7 xf x += . 

№ 22. а) 2

sin , 0;

( ) , 0 1;

2, 1.

x x

f x x x

x




=  
 

 б) 

1

3( ) 8 xf x += . 

№ 23. а) 2

cos , 0;

( ) 1, 0 1;

2 , 1.

x x

f x x x

x x




= +  
 − 

 б) 

1

6( ) 4 xf x −= . 

№ 24. а) 

21 , 0;

( ) cos , 0 ;
2

2, .
2

x x

f x x x

x






 − 



=  





 б) 

1

1( ) 4 xf x −= . 

№ 25. а) 

2 , 1;

( ) , 1 1;

2, 1.

x x

f x x x

x

 −  −


= −  
 

 б) 

1

2( ) 8 xf x
−

+= . 

№ 26. а) 2

2, 0;

( ) 2, 0 1;

3 , 1.

x

f x x x

x x




= +  
 − 

 б) 

1

2( ) 9 xf x −= . 

№ 27. а) 

2 , 1;

( ) 2 2 , 1 1;

ln , 1.

x

f x x x

x x

 −


= − −  
 

 б) 

2

4( ) 5xf x −= . 
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№ 28. а) 

1
4 , 0;

2

( ) cos 2 , 0 ;
4

, .
4

x x

f x x x

x x






− 




=  



− 


 б) 

2

5( ) 7 xf x += . 

№ 29. а) 

4
, 2;

( ) , 2 0;

1 , 0.

x
x

f x x x

x x


 −


= −  
 − 



 б) 

1

3( ) 6 xf x
−

+= . 

№ 30. а) 

2

2

4, 2;

( ) 3 2, 2 2;

12 , 2.

x x

f x x x

x x

 −  −


= + −  
 − 

 б) 

2

7( ) 8xf x −= . 

 

3.3 Завдання № 3.3  

Знайти та схематично побудувати асимптоти графіка функції 

( )y f x=  [6, 7]. 

№ 1. 
x

x
y

16

42 −
= . 

№ 2. 
x

x
y

12 −
= . 

№ 3. 
2

3 4

x

x
y

+
= . 

№ 4. 
1

1
2 +

=
x

y . 

№ 5. 
1

2
2 +

=
x

x
y . 

№ 6. 
12

3

−
=
x

x
y . 

№ 7. 
)1(2

2

−
=

x

x
y . 

№ 8. 
1

22

−

−
=
x

xx
y . 
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№ 9. 
x

x
y

92 −
= . 

№ 10. 
x

x
y

3

12 −
= . 

№ 11. 
2

3 8

x

x
y

+
= . 

№ 12. 
1

2
2 −

=
x

y . 

№ 13. 
12 +

=
x

x
y . 

№ 14. 
42

3

−
=
x

x
y . 

№ 15. 
)3(2

2

−
=

x

x
y . 

№ 16. 
2

2

−

−
=
x

xx
y . 

№ 17. 
2

31

x

x
y

−
= . 

№ 18. 
( )2

2

12 +
=

x

x
y . 

№ 19. 
13

4

−
=
x

x
y . 

№ 20. 
1

2 2

+

+
=
x

xx
y . 

№ 21. 
32

3

−
=
x

x
y . 

№ 22. 
2

3

1 x

x
y

−
= . 

№ 23. 
( )2

2

1+
=
x

x
y . 

№ 24. 
xx

x
y

2

1
2 −

−
= . 

№ 25. 
1

332

−

+−
=

x

xx
y . 

№ 26. 
1

1
12

−
+−=
x

xy . 

№ 27. 
x

x
y

2

2
+= . 

№ 28. 
x

x
y

23−
= . 

№ 29. 
2

2 1

x
xy += . 

№ 30. 
2

3 2

+

−
=
x

x
y . 
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3.4 Завдання № 3.4  

Обчислити похідні заданих функцій [7, 9].  

№ 1. а) ( ) xxy 3sin13 += ; б) 
lnarctg(sin ) 5 xy x= − ; 

в) 022 =++ yxe xy ; г) 
sin xy x= ; 

д) 
cos 2 ,

sin 2 .

y t

x t

=


=
 

№ 2. а) 
x

x

e

e
y

−

+
=
1

1
; б) 

arctg 3

23 log ( 5 )xy x x= − − ; 

в) yxyxy +=+ 2
; г) 2

x

xy = ; 

д) 
cos ,

sin .

t

t

y e t

x e t

 =


=

 

№ 3. а) 
12

2sin

+
=
x

x
y ; б) 

2

3arcsin log 1y x x x= + + ; 

в) ln lnx y x y+ = + ; г) ( )xxy 12 += ; 

д) 
sin ,

2 cos .

y t t

x t

= +


= −
 

№ 4. а) ( ) xxy 3cos12 += ; б) 
3 3ln arccos 2 tg 1y x x= + + ; 

в) sin cosy x x y+ = + ; г) 
12+= xxy ; 

д) 

2

1
,

1
.

1

y
t

x
t


=


 =
 +
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№ 5. а) 
2

cos

x

x
y = ; б) ( )ln 1y x x= + + ; 

в) sin cos cosy x y y + = ; г) ( )
2

arcsin
x

y x= ; 

д) 

sin ,

1
.

cos

y t

x
t

=



=


 

№ 6. а) ( ) xexxy 22 16 −+= ; б) 
1 cos

ln
1 cos

x
y

x

−
=

+
; 

в) ( )5y tg xy= ; г) ( )sin
x

y x= ; 

д) 
,

1 .

y t

x t

 =


= −

 

№ 7. а) 
x

x
y

ln1

ln4

−
= ; б) 

ctg 83 cosxy x=  ; 

в) xyyx +=+ 22
; г) ( )

arcsin x
y x= ; 

д) 

1,

1
.

1

y t

x
t

 = −



=
−

 

№ 8. а) 
14

3sin4
2 +−

=
xx

x
y ; б) 

2ln ( )y x tgx= + ; 

в) xeye yx +=+ ; г) ( )
3

cos
x

y x= ; 

д) 

2 1,

ln .

y t

x t

 = −


=
 

№ 9. а) ( ) xxy 2cos1−= ; б) 
( )2ln 1 4

3
x

y
+

= ; 
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в) 
222 yxyx −=+ ; г) ( )

sin x
y arctgx= ; 

д) 

2

2

,

.

y t t

x t t

 = +


= −

 

№ 10. а) ( ) xexy 13 −= ; б) 
2 4

ln sin
x

y
x

+
= ; 

в) yxyx 3222 +=+ ; г) ( )
3

cos
x

y x= ; 

д) 

3

2

3 ,

2 .

y t t

x t t

 = −


= −

 

№ 11. а) 
1

3cos
23 ++

=
xx

x
y ; б) 

2 3ln ln lny x= ; 

в) 
2 2 0x ye x y− + = ; г) 

2

xy x= ; 

д) 
sin cos ,

cos sin .

y t t t

x t t t

= −


= −
 

№ 12. а) 
2

ln

3 1

x
y

x
=

+
; б) 

1
arcsin ln

3 2
y

x
=

−
; 

в) sin cos 0x y y x− = ; г) 
ctgxy x= ; 

д) 
2

ln ,

.

y t

x t t

=


= −
 

№ 13. а) ( )2 1 4y x tg x= + ; б) 
4ln cos xy e−= ; 

в) 2 y
x y arctg

x
= + ; г) 

2arccos xy x= ; 

д) 
sin ,

2 cos .

y t t

x t

= −


= +
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№ 14. а) 
5 1

2

x
y
arctg x

+
= ; б) 

3ln arcsin cos 5y x x= − ; 

в) sinx y y
e

x

+ = ; г) ( )
2

1
x

y tgx= + ; 

д) 
cos ,

ln sin .

y t

x t

=


=
 

№ 15. а) 
xtg

x
y

2

3 2

= ; б) 
2 3

ln cos
3 2

x
y

x

+
=

+
; 

в) ln 2ln 0xy y x+ − = ; г) 2 xy x= ; 

д) 
cos sin ,

sin cos .

y t t t

x t t t

= +


= −
 

№ 16. а) ( ) xxy 3cos82 −= ; б) 
3ln (1 2 )y tg x= + ; 

в) ( )sin cos cosy x x y y+ − = ; г) 
21 3xy x += ; 

д) 
2 1

,

.

t

t

y e

x e +

 =


=
 

№ 17. а) xey x 2sin−= ; б) 
1 tg

ln
1 tg

x
y

x

+
=

−
; 

в) ( )cos
y

xy
x

= ; г) 
( )2sin x

y x= ; 

д) 

2

ln( ),

1
.

1

y arctgt

x
t

=



= +

 

№ 18. а) ( ) 1282 ++= xxy ; б) 
arcsin 2 2

55 log ( 7 )xy x x= − − ; 



 61 

в) ( ) ( )
2 3

2x y x y+ = − ; г) ( )
sin

2
x

y arctg x= ; 

д) 

2

3

4 1,

3 .

y t t

x t t

 = + −


= +
 

№ 19. а) 
x

x
y

2sin

3
= ; б) 

2ln
2

x
y tg= ; 

в) ln lny x x y x y− = + ; г) ( )sin3
x

y x= ; 

д) 
ln ,

.

y tgt

x ctgt

=


=
 

№ 20. а) 
arcsin

1 2cos

x
y

x
=

+
; б) 

rctg 1 ln(2 3)a x
y e

+ +
= ; 

в) 03233 =+− xyyx ; г) 
cos 4xy x−= ; 

д) 
(1 cos ),

sin .

y t t

x t t

= −


=
 

№ 21. а) 
1 sin

1 cos

x
y

x

−
=

+
; б) ( )sinarc 1xy tg e= − ; 

в) 03sin32 =+− yyx ; г) ( )
3

7
x

y tg x= ; 

д) 

2sin ,

sin 2 .

y t

x t

 =


=
 

№ 22. а) 
1

1

tgx
y

tgx

+
=

−
; б) 

2 2cos ln ln siny x x= + ; 

в) ( ) 02cos =− xxy ; г) ( )
sin

2 3
x

y x= + ; 
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д) 
cos ,

2

sin .

t
x

y t t


=


 = −

 

№ 23. а) 
2

5

sin 3

ctg x
y

x x
=

+
; б) lny arctg ctgx= ; 

в) 0ln32 =+ yxyx ; г) ( )
cos

sin
x

y x= ; 

д) 

2 5 ,

2cos3 .

x t t

y t

 = −


=
 

№ 24. а) 
1 cos 4

sin 3

x
y

x x

−
=

+
; б) 

3lg lny ctgx= ; 

в) 02 =− xytgy ; г) 
2

1

xy x= ; 

д) 

3

3

3 1,

3 1.

y t t

x t t

 = + +


= − +

 

№ 25. а) 
3

sintgx x
y

x

−
= ; б) 

4ln arccos 1 xy e= − ; 

в) 04sin 2 =+− xyy ; г) 
3sin xy e= ; 

 д) 

3 2

2

1 1
,

3 2

1 1
.

2

x t t t

y t
t


= + +


 = +


 

№ 26. а) sin8 3y x ctg x=  ; б) ( )2ln 1x xy e e= + + ; 

в) 
yxey += 1 ; г) 

21 3xy x += ; 
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д) 
2

sin ,

5cos .

x t

y t

=


=
 

№ 27. а) cosxy e x−= ; б) 
2

1
ln

1
y arcctg

x
=

+
; 

в) 03 =+ xyey ; г) ( )
2 1

ln
x

x
−

; 

д) 
ln 2 ,

ln 2 .

x t t

y t t

= +


= −
 

№ 28. а) 
5 lny x x= ; б) 

3

1 sin
log

1 cos

x
y

x

−
=

+
; 

в) 0333 =−+ xyyx ; г) 

1

1

x

xy x
−

+= ; 

д) 
sin ,

1 cos .

x t t

y t

= −


= −
 

№ 29. а) ( )2 1 3y x arctg x= − ; б) 
ln

ln
1

sin

x
y

x

= ; 

в) 0=+ yexy ; г) 
2cos xy x= ; 

д) 

2

3

1,

.

x t t

y t t

 = + +


= +
 

№ 30. а) 

5

2

2

1

x

y
x x

=
+ +

; б) 
1

arctg
1

x
y

x

−
=

+
; 

в) 
2244 yxyx =+ ; г) ( )

33
cos

x
x

+
; 

д) 
2

sin ,

cos .

x t

y t

=


=
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3.5 Завдання № 3.5  

Скласти рівняння дотичної та нормалі до заданої кривої 

)(xfy =  в точці 0x  [6, 7]. 

№ 1. 
3 4

3

x
y

x

−
=

−
, 0 1x = . 

№ 2. 
21

1
4

у x= − , 0 1x = . 

№ 3. 21
( 3)

2
у x= − , 0 1x = . 

№ 4. 
4

1

x
y

x

−
=

+
, 0 1x = . 

№ 5. 21
2

3
у x= − , 0 1x = . 

№ 6. 21
( 3)

6
у x= + , 0 1x = . 

№ 7. 
3 4

3

x
y

x

−
=

−
, 0 0x = . 

№ 8. 21
2

4
у x= − , 0 1x = − . 

№ 9. 21
( 1)

2
у x= + , 0 2x = . 

№ 10. 
3 1

2

x
y

x

+
=

−
, 0 0x = . 

№ 11. 21
2

3
у x= + , 0 1x = − . 

№ 12. 21
( 3)

6
у x= − , 0 1x = . 

№ 13. 
2 1

2

x
y

x

+
=

−
, 0 1x = . 

№ 14. 21
1

4
у x= + , 

0 1x = − . 

№ 15. 21
(1 )

2
у x= − , 

0 2x = . 

№ 16. 
3 2

3

x
y

x

−
=

−
, 0 1x = . 

№ 17. 21
3

8
у x= + , 0 1x = − . 

№ 18. 21
(3 )

6
у x= − , 0 1x = . 

№ 19. 
4

3

x
y

x

−
=

−
, 0 1x = . 

№ 20. 21
3

4
у x= − , 0 1x = . 

№ 21. 
23

1
2

x
у

−
= − , 0 2x = . 

№ 22. 
2

5

x
y

x

+
=

−
, 0 1x = . 

№ 23. 21
1

3
у x= − , 0 1x = . 

№ 24. 21
2

4
у x= − , 0 1x = . 

№ 25. 
2 4

1

x
y

x

−
=

−
, 0 0x = . 

№ 26. 21
4

8
у x= − , 0 1x = . 
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№ 27. 21
3

8
у x= − , 0 1x = − . 

№ 28. 
3 4

3

x
y

x

−
=

−
, 

0 1x = − . 

№ 29. 21
2

3
у x= − , 0 1x = . 

№ 30. 21
6

4
у x= − , 0 1x = . 

 

3.6 Завдання № 3.6 

Обчислити границі функції за правилом Лопиталя [7, 9]. 

№ 1. 
20

ln(cos )
lim
x

x

x→
. 

№ 2. 
0

1
lim

sin

x

x

e

x→

−
. 

№ 3. 

2 2

60

1
lim

sin 2

x

x

e x

x→

− −
. 

№ 4. 
20

arctg
lim
x

x x

x→

−
. 

№ 5. 
20

2 3
lim

3

x x

x x x→

−

+
. 

№ 6. 
0

ln
lim

1 2ln sinx

x

x→ +
. 

№ 7. 
0

lim
sin 4

x x

x

e e

x

−

→

−
. 

№ 8. 
20

ln(1 )
lim
x

x x

x→

+ −
. 

№ 9. 
20

sin 7 7sin
lim
x

x x

x→

−
. 

№ 10. 

3

0

1
lim

sin

x

x

e

x→

−
. 
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№ 11. 

3

1

1
lim

1x

x

x→

−

−
. 

№ 12. 
xx ex

x
−→ −

+

3cos

)1ln(
lim

2

0
. 

№ 13. 
1

lim( 1)ctg ( 1)
x

x x
→

− − . 

№ 14. 
0

lim( 2)ctgx x

x
e e x−

→
+ − . 

№ 15. 
2

2

1 1

6
sin41

lim
x

x

x −

−

→



. 

№ 16. 

2

23

ln( 8)
lim

2 5 3x

x

x x→

−

− −
. 

№ 17. 
10

21

10 9
lim

( 1)x

x x

x→

− +

−
. 

№ 18. 
1cos

1
lim

2

0 −

−

→ x

ex

x
. 

№ 19. 

2
sin1

1
lim

1 x

x

x 
−

−

→

. 

№ 20. 

2

2 20

1 cos
lim

sinx

x

x x→

−

−
. 

№ 21. 

4 3 2

4 31

3 5 2
lim

2 2 1x

x x x x

x x x→−

+ − − −

+ − −
. 

№ 22. 

4 3 2

4 3 21

2 3 4 9 4
lim

3 5 3 3 2x

x x x x

x x x x→−

+ − − −

+ + + +
. 

№ 23. 

3 2

3 21

3 7 5
lim

2 9 6x

x x x

x x x→

− + −

+ − +
. 
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№ 24. 
)1ln(

arctg
lim

0 x

x

x +→
. 

№ 25. 

5 2

41

3 7 5
lim

5 4x

x x x

x x→

− + −

− +
. 

№ 26. 
x

x

x ex

xe
2

2

lim
+→

. 

№ 27. 
xx

ee xx

x cos3sin
lim

0

−

→

−
. 

№ 28. 
/2

cos7
lim

cos5x

x

x→
. 

№ 29. 
sin15

lim
sin 9x

x

x→
. 

№ 30. 
0

ln cos
lim
x

x

x→
. 

 

3.7 Завдання № 3.7  

Знайти найменше та найбільше значення функції ( )y f x=  на 

замкненому проміжку [6, 9]. 

№ 1. ].3,1[,33 23 +−= xxy   

№ 2. ].2,2[,26 23 −+−= xxy   

№ 3. ].4,2[,11232 23 −+−−= xxxy  

№ 4. ].1,2[,692 23 −+−−= xxy   

№ 5. ].3,0[,524152 23 ++−= xxxy   

№ 6. 
3 18 7; [0;4].y x x= − +  

№ 7. 
5 46 ; [ 1;1].y x x= − −  
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№ 8. 
3 23 ; [ 2;2].y x x= − −  

№ 9. 
4 81 ; [ 4;1].y x x= − −  

№ 10. 
5 44 ; [ 2;2].y x x= − −  

№ 11. 
6 7 ; [ 3;3].y x x= + −  

№ 12. 
4 20 ; [ 4;1].y x x= + −   

№ 13. ].1,1[,2 22

−+= − xey x
  

№ 14. ].1,0[,12 2 +−= xxy   

№ 15. ].4,1[,ln3
2

x
x

xy −+=   

№ 16. ].1,0[,
22xxey −=   

№ 17. ].2,21[,ln33 xxy +=   

№ 18. ].2,1[,2 −= −xexy   

№ 19. ].1,0[,124 +−= xarctgxy   

№ 20. ].3,0[,523 +−−= xxxy   

№ 21. 
4 4 ; [ 2;2].y x x= + −  

№ 22. 
4 12 ; [ 3;1].y x x= + −  

№ 23. 
5 12 ; [ 2;2].y x x= + −  

№ 24. ].2,0[,sin2 xxy −=  

№ 25. ].3,4[,cos2 −+= xxy  

№ 26. ].4,3[,
6

12
2

−
+

+
=
x

x
y   

№ 27. ].3,1[,
3

14
2

−
+

−
=
x

x
y   
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№ 28. ].3,0[,
3

1
2 +

+
=
x

x
y   

№ 29. ].4,1[,
1

43
2

−
+

+
=
x

x
y   

№ 30. ].2,2[,
4

32
2

−
+

+
=
x

x
y  

 

3.8 Завдання № 3.8  

Визначити інтервали монотонності і екстремуми функції 

( )y f x=  [6, 7]. 

№ 1. 

3

2

4x
y

x

+
= . 

№ 2. 
2

2

2
y

x x
=

+
. 

№ 3. 
2

12

9

x
y

x
=

+
. 

№ 4. 

3

2

4 x
y

x

−
= . 

№ 5. 

3

2

2 1x
y

x

+
= . 

№ 6. 

2

2( 1)

x
y

x
=

−
. 

№ 7. 
2

8

4

x
y

x

−
=

+
. 

№ 8. 

4

3

3 1x
y

x

+
= . 

№ 9. 
2

8( 1)

( 1)

x
y

x

−
=

+
. 

№ 10. 
2

4

2 3
y

x x
=

+ −
. 

№ 11. 
4

1

1
y

x
=

−
. 

№ 12. 

3

2

32x
y

x

−
= . 

№ 13. 
3

3 2x
y

x

−
= . 

№ 14. 

3 1

1

x x
y

x

− +
=

−
. 

№ 15. 

2

2

4

3

x
y

x
=

+
. 

№ 16. 

2 3 3

1

x x
y

x

− +
=

−
. 

№ 17. 
2 4 1

4

x x
y

x

− +
=

−
. 
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№ 18. 

2

2

( 1)x
y

x

−
= . 

№ 19. 

2
1

1y
x

 
= + 
 

. 

№ 20. 

2
1

1

x
y

x

− 
=  

+ 
. 

№ 21. 
2

4

(1 )

x
y

x
=

+
. 

№ 22. 

3

2

1 2x
y

x

−
= . 

№ 23. 
2

4

3 2
y

x x
=

+ −
. 

№ 24. 

2

2

x
y

x

 
=  

+ 
. 

№ 25. 

2

2

( 1)

2 4

x
y

x x

+
=

+ +
. 

№ 26. 

3

3

27 54x x
y

x

− +
= . 

№ 27. 
2 4 1

4

x x
y

x

+ +
= −

+
. 

№ 28. 
( )

1 2

1

x
y

x

+
= −

+
. 

№ 29. 
22 4 4

3

x x
y

x

+ −
=

−
. 

№ 30. 
22 2

3

x x
y

x

− −
=

+
. 
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4 ІНТЕГРАЛЬНЕ ЧИСЛЕННЯ ФУНКЦІЇ ОДНІЄЇ ЗМІННОЇ 

 

4.1 Завдання № 4.1  

Обчислити інтеграли [5, 8]. 

№ 1. а) 
2cos

2

dx

x ; б) 
24 ln

dx

x x−
  

в) ( ) 34 3 xx e dx−−  ; г) 
2 4 5

dx

x x+ + ; 

д) 

( )( )

4

2 3

x
dx

x x

−

− −
; е) 3sin

2

x
dx

; 

ж) 

2 1

dx

x+ +


; з) 
2

24

x dx

x−


. 

№ 2. а) 
3

x

e dx ; б) 
2

2

arcsin

1

xdx

x−


; 

в) ( )3 16 sin 4x xdx−  ; г) 
2 4 29

dx

x x+ +


; 

д) 
2

3

3 2 3x x
dx

x x

+ −

−
; е) 

4sin

dx

x
; 

ж) 
2

2

x dx

x −


; з) 
2

23

x dx

x−


. 

№ 3. а) 
2sin (3 2)

dx

x − ; б) 

23(2 1) ln (2 1)

dx

x x+ +


; 

в) ( ) 33 4 xx e dx+  ; г) 
2 6 13

dx

x x− +
; 
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д) 
3 2

2

2

x
dx

x x

+

− ; е) 3cos 2xdx ; 

ж) 

2

dx

x x +


; з) 
2 21

dx

x x+


. 

№ 4. а) 
3 12 x dx−

 ; б) 
2 tg

2cos

xe dx

x

−

 ; 

в) ( )4 3 sin5x xdx+  ; г) 
2 2 3

dx

x x+ +


; 

д) 
2

3 2

2 5 1

2 3

x x
dx

x x x

− +

− + ; е) 
4cos

dx

x
; 

ж) 2

1

x
dx

x x

+

−


; з) 

2 29

dx

x x+


. 

№ 5. а) sin
3

x
dx ; б) 

2

3 39 2

x
dx

x−


; 

в) ( ) 21 6 xx e dx−  ; г) 
2 2 2

dx

x x+ +
; 

д) 
2

3 2

2 4

4 4

x x
dx

x x x

+ +

+ + +
; е) 2 3sin cosx xdx ; 

ж); 

3

dx

x+
  з) 

2 2 2

dx

x x −


. 

№ 6. а) 
2xe dx−

 ; б) 
223 xx dx− ; 

в) ( )1 8 sin3x xdx−  ; г) 
2 2 2

dx

x x+ +


; 

д) 
3 2

7 15

2 5

x
dx

x x x

−

− + ; е) ( )
2

1 3cos2x dx+ ; 
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ж) 

( )1

dx

x x −


; з) 

2 2 4

dx

x x −


. 

№ 7. а) cos(3 5)x dx− ; б) ( )
4

1 4ln x
dx

x

+


; 

в) ( ) 35 2 xx e dx−  ; г) 
2 3 3

dx

x x+ + ; 

д) 

( ) ( )

2

2 2

3 2 1

1 1

x x
dx

x x

+ +

+ +


; е) 2 3sin cosx xdx ; 

ж) 

2

x
dx

x + ; з) 
2

4

1 x
dx

x

+


. 

№ 8. а) 
103 xdx ; б) 

25 ln ( 1)

1

x
dx

x

+

+ ; 

в) ( )4 3 cos2x xdx−  ; г) 
21 2

dx

x x− −


; 

д) 
3

1

4
dx

x x+ ; е) 
3

2

cos

sin

x
dx
x ; 

ж) 
32 1

dx

x+ −
 ; з) 

2

4

9 x
dx

x

+


. 

№ 9. а) 
3(2 7)

dx

x − ; б) 
6 3 21 7x x dx−  ; 

в) ( )2ln 4x dx+ ; г) 
29 6 2

dx

x x− +
; 

д) 

( )( )
2

11 16

1 2

x
dx

x x

+

− +


; е) 3 5sin cos
2 2

x x
dx

; 
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ж) 
32 1

xdx

x+ −
 ; з) 

2

2

1 x
dx

x

−
 . 

№ 10. а) 
3xe dx−

 ; б) 
23(1 ) ln (1 )

dx

x x− −


; 

в) 
2sin

x
dx
x ; г) 

29 6 2

dx

x x− +


; 

д) 
3 2

5 8

4 4

x
dx

x x x

−

− +
; е) ( )

2
1 2sin3x dx+ ; 

ж) 
3

1

2

x
dx

x

+

+
 ; з) 

2

2

3 x
dx

x

−


. 

№ 11. а) 
2cos (1 )

dx

x− ; б) 

( )23 5ln

dx

x x+


; 

в) ( ) 32 9 xx e dx−−  ; г) 
2 2 5

dx

x x− + ; 

д) 

( )
2

1

dx

x x +


; е) 3 5cos 2 sin 2x xdx ; 

ж) 4x x dx − ; з) 

( )
3

21

dx

x+


. 

№ 12. а) 
10(1 2 )x dx− ; б) 

3

88 3

x dx

x−


; 

в) 
2cos

x
dx
x

; г) 

25 4

dx

x x− −


; 
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д) 

( )( )( )1 2 3

dx

x x x+ + +
; е) 

3

2

sin

cos

x
dx
x

; 

ж) 1

2 1

x
dx

x

−

−


; з) 

( )
3

23

dx

x+


. 

№ 13. а) sin(8 7)x dx− ; б) 

1
3

2
5 x

dx

x

+

 ; 

в) 
2

4
x

x
dx

e

+
 ; г) 

2 4 29

dx

x x+ +
; 

д) 
3 2 2 2

dx

x x x+ + + ; е) ( )
3

1 2sin x dx+ ; 

ж) 
3

1

1 1
dx

x + −


; з) ( )
3

2

6

1 x
dx

x

−


. 

№ 14. а) 
4 23 xdx−

 ; б) 

( )2sinx x

dx

e e−


; 

в) ( )2ln 4 1x dx+ ; г) 
23 2

dx

x x− −


; 

д) 
3 2

5 14

4 4

x
dx

x x x

−

− − + ; е) 

4sin
2

dx

x
; 

ж) 

2

x
dx

x +
 ; з) ( )

3
2

6

4 x
dx

x

−


. 

№ 15. а) cos(10 3 )x dx− ; б) 


=2
2ln

1

n nn
; 
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в) ( )3 4 sin 2x xdx−  ; г) 
24 4 17

dx

x x− +
; 

д) 

( ) ( )

2

2

14

4 2

x x
dx

x x

− +

− −


; е) 
5

2

cos
2

sin
2

x

dx
x

; 

ж) 
3 1

x
dx

x +
 ; з) 

21

dx

x x +


. 

№ 16. а) 
1/3(1 2 )x dx− ; б) 

( )27 4x x

dx

e e−−


; 

в) ( )2 5 sin 4x xdx−  ; г) 

24 4 17

dx

x x− +


; 

д) 

( )2 3

dx

x x +


; е) ( )
3

1 2cos2x dx− ; 

ж) 
1

2

x
dx

x x

+

 −
 ; з) 

22

dx

x x +
 . 

№ 17. а) cos 7
4

x
dx

 
− 

 
 ; б) 

( ) 22 3tg cos

dx

x x−
; 

в) 

( ) ( )

2

2

2 5 5

1 3

x x
dx

x x

+ +

+ +


; г) 
29 6 2

dx

x x− + ; 

д) 

( )( )

4

2 3

x
dx

x x

−

− −
; е) 

5

2

sin 2

cos 2

x
dx
x

; 

ж) 

3 2

dx

x+ +
 ; з) 2 24x x dx − . 
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№ 18. а) 
1 37 xdx−

 ; б) 3 5 x

x

e
dx

e

−+


; 

в) ( )2 1 cos
2

x
x dx+  ; г) 

2 4 5

dx

x x+ +


; 

д) 

( )( )

25 2 3

3 2 1

x x
dx

x x x

− +

− +
; е) 2 4sin cosx xdx ; 

ж) 
2

3

x dx

x +
 ; з) 2 25x x dx − . 

№ 19. а) 
2sin (2 3)

dx

x + ; б) 
2arcsin

22 1

xe dx

x−


; 

в) ( ) 42 5 xx e dx−+  ; г) 
23 2

dx

x x− − ; 

д) 

( ) ( )

2

2

4

1 1

x
dx

x x

−

+ −


; е) 4sin 2xdx ; 

ж) 

3

dx

x x −


; з) 
2

29

x dx

x−


. 

№ 20. а) 
3

2
3

dx

x 
− 

 

 ; б) 
2cos

dx

x x
 ; 

в) ( )2ln 2 3x dx− ; г) 
2

5

3 6

x
dx

x x

+

− −


; 

д) 
3 2

2 2

2 2 5

( 1) ( 4)

x x
dx

x x

− +

− +
; е) 

4cos
2

dx

x
; 
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ж) 1

3

x
dx

x x

−

 +


; з) 
2

4

4 x
dx

x

−
 . 

№ 21. а) 

10
10

2 7

x
dx

 
+ 

 
 ; б) 

( )2cos 2 tg

dx

x x−
; 

в) arctgx xdx ; г) 
29 6 2

dx

x x+ +
; 

д) 

( )( )( )

22 41 91

1 3 4

x x
dx

x x x

+ −

− + −
; е) 2 4cos sinx xdx ; 

ж) 

4

dx

x−


; з) 
2 24

dx

x x+
 . 

№ 22. а) cos 2
5

x
dx

 
− 

 
 ; б) 

45 2

xdx

x+ ; 

в) ( ) 24 3 xx e dx−−  ; г) 
2 6 13

dx

x x− +


; 

д) 

( )( )( )

7 1

1 2 3

x
dx

x x x

+

+ − +
; е) 4cos

2

x
dx ; 

ж) 

( )4

dx

x x +


; з) 
2 3

dx

x x −
 . 

№ 23. а) 

1

5(2 5)x dx− ; б) 
2

2

arcsin

1

xdx

x−


; 

в) ( )2 5 cos4x xdx−  ; г) 
2 2 3

dx

x x+ + ; 

д) 

( )( )1 2 1

x
dx

x x+ +
; е) 2 2sin 3 cos 3x xdx ; 
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ж) 

5

x
dx

x − ; з) 
2

2

5 x
dx

x

−
 . 

№ 24. а) 
2 0.5xe dx−

 ; б) ( )
4

1 2ln x
dx

x

−


; 

в) ( )5 sin3x xdx+  ; г) 

29 6 2

dx

x x+ +


; 

д) 

( )

2

2

3 2

2 1

x x
dx

x x x

− +

+ +


; е) 
3sin

cos

x
dx
x


; 

ж) 
33 2

dx

x+ +


; з) 

( )
3

22

dx

x+


. 

№ 25. а) 
1 4

dx

x− ; б) 

( )24ln 9

dx

x x −


; 

в) ( )8 3 cos5x xdx−  ; г) 
24 4 17

dx

x x+ + ; 

д) 
4 2

dx

x x− ; е) 2tg 5xdx ; 

ж) 

2 1 2

xdx

x − +
 ; з) 

( )
3

2

6

9 x
dx

x

−


. 

№ 26. а) 

2

3(1 7 )x dx− ; б) 
2

64 5

x dx

x+ ; 

в) ( )2 3 sin 2x xdx−  ; г) 
2 3 3

dx

x x+ +
 ; 
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д) 
2

41

x dx

x−
; е) 

3cos

sin

x
dx
x

 ; 

ж) 
3

2

1

x
dx

x

−

+
 ; з) 

24

dx

x x +


. 

№ 27. а) 

( )
10

3 5

dx

x−


; б) sin 2

4 3cos 2

x
dx
x− ; 

в) ( )4 7 cos3x xdx+  ; г) 
24 4 17

dx

x x+ + ; 

д) 

( ) ( )
2

1 1

x
dx

x x+ −


; е) 2ctg 3xdx ; 

ж) 3x x dx + ; з) 2 23x x dx − . 

№ 28. а) 25

x

dx
−

 ; б) 
4

102

x dx

x+


; 

в) 2 lnx xdx ; г) 
2 3 3

dx

x x+ +


; 

д) 
3 24

dx

x x+ ; е) 5sin cosx x dx ; 

ж) 2

2 3

x
dx

x

+

−
 ; з) 

2

22

x dx

x−


. 

№ 29. а) 
5

3

2 x

dx
 ; б) 

( )21 1 3arcsin

dx

x x− +


; 

в) ( )3 2 cos5x xdx−  ; г) 
2

4 8

4 6 13

x
dx

x x

+

+ − ; 
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д) 
3 2

1x
dx

x x

−

+ ; е) 3 3sin 2 cos 2x xdx ; 

ж) 
3 2 1 2

dx

x + +
 ; з) 

2 25

dx

x x+


. 

№ 30. а) sin(1 3 )x dx− ; б) 
2

4 5

x

x

e dx

e + ; 

в) ( )5 6 sin 2x xdx+  ; г) 
2

3 7

5 1

x
dx

x x

−

− +


; 

д) 

( ) ( )

2

2

3 4

1 1

x x
dx

x x

+ +

+ −


; е) 
7 6sin 5cos

1 cos

x x
dx

x

+ −

+ ; 

 ж) 

4

xdx

x −


; з) 
2 5

dx

x x −
 . 

 

4.2 Завдання № 4.2  

Обчислити інтеграли [3, 5, 8]. 

№ 1. а) 
3

1

1

2

1
dxe

x
x

 б) ( ) −
3

0

3cos1



xdxx  

№ 2. а) 

6
4

0

sin cosx xdx



  б) 
e

xdx
1

ln  

№ 3. а) 

3

1 1 ln

e
dx

x x+
  б) 

1

0

arctgxdx 
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№ 4. а) ( )
1

2
3 3

0

1 x xe e dx+  б) 

2

2

4

sin

xdx

x




  

№ 5. а) 

3

2
1 4

xdx

x−
  б) 

−

1

0

dxxe x
 

№ 6. а) 

1

2

0

sin( 3)x x dx+  б) 

1

0

xarctgxdx  

№ 7. а) 

3

5 2

0

9x x dx −  б) 

2

1

3 ln( 2)x x dx
−

+  

№ 8. а) 

2

2
1 5

xdx

x−
  б) 

/2

0

sin
2

x
x dx



  

№ 9. а) 
3

1

1

2
2

1
dx

x
x  б) ( )

1

0

1 xx e dx−−  

№ 10. а)  +

1

0

32 1dxxx  б) 
e

xdxx
1

ln  

№ 11. а) 

1

2ln 1
e

x
dx

x

+
  б) 

4

0

cos



xdxx  

№ 12. а) 

9

4 1

xdx

x −
  б) 

/3

/6

arccosx xdx





  

№ 13. а) 

4

1

xe dx

x
  б) 

3

0

ln(3 1)x dx+  
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№ 14. а) 

1

0

x x

dx

e e−+  б) 

1 2

0

arcsin 2xdx  

№ 15. а) 

/4 6

2

0

(2 tg )

cos

x dx

x


+

  б) ( )
2

2

1

2
x

x e dx−  

№ 16. а) 

2

52 3

1

2 3x x dx +  б) ( )
1

1

ln 1

e

x dx

−

+  

№ 17. а) 

/3

0

sin

2 cos

x
dx
x



−
  б) 

2

0
2

x
arctg dx  

№ 18. а) 

/6

2

0

cos

3 sin

xdx

x



−  б) 

/2

/3

(2 1)sinx x dx





+  

№ 19. а) 

2
10

1

(1 ln )
e

x
dx

x

−
  б) 

4

2

0
cos

xdx

x



  

№ 20. а) 

3

0 1 1

dx

x+ +
  б) 

1

0

arctg xdx  

№ 21. а) 

1
2

3

0
5

x dx

x−  б) 

3

0

cos3x x dx



  

№ 22. а) dxxx 
2

0

3 cossin



 б) 

0

2

1

(2 3) xx e dx−

−

+  
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№ 23. а) dx
x

tgx


+4

6

2cos

51





 б) 

1

1

2 arctgx x dx
−

  

№ 24. а) 

2 1/

2

1

xe
dx

x
 б) 

0,5

0

arcsinx xdx  

№ 25. а) 

3

2
1 3

xdx
dx

x +
  б) ( )

1

1

ln 1

e

x dx

−

+  

№ 26. а) 

3

1

1 2ln
e

xdx

x

+
  б) ( )

2

2

1

2
x

x e dx−  

№ 27. а) 

1 2

3 3
0 2

x
dx

x−
  б) 

1

ln

e

x xdx  

№ 28. а) 

1 2

0

ln (2 3)

2 3

x dx

x

+

+  б) 

/3

/6

arccosx xdx





  

№ 29. а) 

2
2

0

sin cosx xdx



  б) ( )
1

0

ln 1x dx+  

№ 30. а) dxee xx

 +

1

0

10)1(  б) 

2

0

( 1)sin 2x xdx



−  

 

4.3 Завдання № 4.3 

Дослідити на збіжність невласні інтеграли [2, 5]. 

№ 1.   ( )

( )


+0
2x41

dxx2arctg  
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№ 2.   
( )

3
lne

dx

x x



  

№ 3.   
32

0

xx e dx



−

  

№ 4.   

0

( 1) cos 2x xdx



+  

№ 5.   

( )
3

2
1 2

xdx

x



+
  

№ 6.   

( )2

2
ln 1e

dx

x x



−
  

№ 7.   
5

2

0
1

arctg xdx

x



+  

№ 8.   
lne

dx

x x



  

№ 9.   
( )2 2

0 cos

x
dx

x



  

№ 10.   

2

6

0
1

x
dx

x



+
 

№ 11.   

1

2

1

хе
dx

x



  

№ 12.   

2

2

0

x

xe dx


−

  

№ 13.   

( )
5

6/6

cos

1 sin

xdx

x



−
  

№ 14.   
( )

1

sin ln x
dx

x



  

№ 15.   ( )
0

2sinx x dx
−

  

№ 16.   
3 2

0 1

xdx

x



+
 . 

№ 17.   
( )

( )27

sin 3

cos 3

x dx

x



  

№ 18.   

1 1

x

x

e dx

e



−
  

№ 19.   ln
e

x xdx



  

№ 20.   
2

cos x
dx

x




  

№ 21.   
2

2sin cosx xdx



−

  

№ 22.   
2ln

e

dx

x x



  

№ 23.   

( )2

1

4

1 ln

dx

x x



+
  

№ 24.   

0

sinx xdx



  

№ 25.   

2

41

xdx

x
−

−  
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№ 26.   

2

ln x
dx

x



  

№ 27.   
2

/4
cos

tgxdx

x




  

№ 28.   
0

2 3

xdx

x
−

+  

№ 29.   
2

0

xxe dx



−

  

№ 30.   2

0
cos

tgxe dx

x



  

 

4.4 Завдання № 4.4 

Обчислити площу фігури, що задана лініями [1, 3, 5].  

№ 1. 1
y

x
= , y x= , 0y = , 4x = . 

№ 2. 1xy = , y x= , 4y = . 

№ 3. 1xy = , 4x = , 4y = , 0x = , 0y = . 

№ 4. 
2 5 6y x x= + + , 2 6 0x y− + = . 

№ 5. 21 7
1

6 6
y x x= − + − , 2 2 0x y− − = . 

№ 6. ( )
2

1x y= + , 2 1x y= + . 

№ 7. ( )
2

1y x= − , 1y x= − . 

№ 8. 8xy = , 38y x= , 27y = . 

№ 9. 
2y x= , 

2

1
y

x
= , 0y = , 0x = , 3x = . 

№ 10. ( )
2

1y x= − , 2 1y x= − . 

№ 11. 
2y x= , y x= . 

№ 12. 23 7
2

2 2
y x x= − + , 1 0x y− − = . 

№ 13. 2y x x= − , 2 2y x= . 
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№ 14. 24x y= − , 2 2x y y= − . 

№ 15. 23 3
1

2 2
y x x= + − , 3 2 1 0x y− + = . 

№ 16. 
2y x= , 2y x= , y x= . 

№ 17. ( )
3

1x y= − , 9 9x y= − . 

№ 18. 23 1
1

2 2
y x x= − − , 2 0x y− + = . 

№ 19. 
2y x= , 2y x= , y x= . 

№ 20. 2 2
2 1

3
y x x= − − , 2 3 5 0x y− + = . 

№ 21. 25 11
1

6 2
y x x= − + , 3 2 3 0x y− − = . 

№ 22. 2 2 1y x x= − + + , 1 0x y− − = . 

№ 23. 2 5 6y x x= + + , 2 6 0x y− + = . 

№ 24. 2y x x= + , 1 0x y− + = . 

№ 25. 21 1
2

2 2
y x x= + − , 2 3 0x y− − = . 

№ 26. 21 3
1

2 2
y x x= − + , 2 1 0x y− − = . 

№ 27. 21 1
2

2 2
y x x= + − , 2 3 0x y− − = . 

№ 28. 21 3
1

2 2
y x x= − + + , 3 2 1 0x y− + = . 

№ 29. 
2y x= , y x= − . 

№ 30. 
2y x= , 

3

3

x
y = . 
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