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Вступ

Посiбник мiстить теоретичнi вiдомостi з теми «Диферен-
цiальнi рiвняння» у вiдповiдностi до програми курсу «Вища
математика» багатоступеневої пiдготовки фахiвцiв електро- i
радiотехнiчних спецiальностей. Передбачається, що читач во-
лодiє технiкою диференцiювання i iнтегрування. Крiм того, ви-
кладення суттєво спирається на поняття лiнiйної незалежностi,
яке вiдоме з курсу лiнiйної алгебри.

Викладення побудовано в такий спосiб, щоб охопити основ-
нi типи звичайних диференцiальних рiвнянь i прийоми та ме-
тоди їх розв’язання. Разом з тим, сформульовано i доведено
низку теорем, якi використовують при практичнiй побудовi
розв’язкiв.

Усi основнi теоретичнi положення iлюструються великою
кiлькiстю вiдповiдних прикладiв. Приклади обмежено позна-
чками C i B. Автори, зокрема, ретельно добирали приклади,
якi iлюструють хiд постановки математичних задач для опису
фiзичних процесiв.

Певнi фрагменти матерiалу набрано дрiбним шрифтом. Як
правило, при першому читаннi цi фрагменти можна пропусти-
ти, але автори настiйливо рекомендують повернутись до них.

В посiбнику мiстяться також iндивiдуальнi завдання в кiль-
костi 15 варiантiв i приклад розв’язку одного варiанту. Завда-
ння для самостiйної роботи дiбрано в такий спосiб, щоб вiдпо-
вiдi переважно мiстили цiлi значення рiзних коефiцiєнтiв. По-
перше, отримання вiдповiдi з цiлими коефiцiєнтами, на думку
авторiв, повинно вiдiгравати роль непрямої вказiвки на пра-
вильнiсть розв’язку. По-друге, зручнiсть розрахункiв дозволяє
не вiдволiкатись на громiздкi арифметичнi дiї, а зосередитись
на iдеях i практичних аспектах теорiї звичайних диференцiаль-
них рiвнянь.
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1 ОСНОВНI ТЕРМIНИ

I ОЗНАЧЕННЯ

1.1 Приклади i означення

Зазвичай при розв’язуваннi фiзичних, технiчних або iнших за-
дач ми описуємо явища, перебiг яких пiдпорядковується пев-
ним законам. В елементарних випадках законом є алгебраїчний
зв’язок мiж параметрами стану описуваної системи. Прикла-
дами можуть бути закони Менделєєва-Клапейрона pV = m

µ RT ,

Ома I = U
R , всесвiтнього тяжiння F = GMm

r2 тощо.
Але в бiльш загальному випадку закон може включати в се-

бе не тiльки параметри стану системи, а ще й їх похiднi, тобто
замiсть алгебраїчної може набувати диференцiальної форми.
C Приклад 1.1. Човен масою m штовхнули з початковою

швидкiстю v0. Знайти залежнiсть швидкостi човна вiд часу,
вважаючи силу опору пропорцiйною до швидкостi з коефiцi-
єнтом пропорцiйностi λ.

За другим законом Ньютона ma = F . За означенням при-
скорення a = dv

dt . За умовою задачi F = −λv. Маємо:

m
dv

dt
= −λv(t). (1.1)

Отже, треба знайти функцiю v(t), яка в довiльну мить пропор-
цiйна до своєї похiдної. Маємо:

dv

v
= − λ

m
dt,

∫
dv

v
= −

∫
λ

m
dt, ln |v| = − λ

m
t+ C.

Обмежуючись випадком v > 0, маємо

v(t) = e−
λ
m t+C = eC · e− λ

m t. (1.2)

За умовою, якщо t = 0, то v = v0, тобто v0 = eC · e0, eC = v0.
Остаточно,

v(t) = v0e
− λ
m t. (1.3)

Якби прискорення гальмування було сталим, ми б отримали
вiдому формулу v = v0 − at. Але вона, на вiдмiну вiд (1.3), не
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здатна врахувати, що з плином часу сила опору (а отже, i при-
скорення руху) зменшується. B

Важливо, що в рiвняннi (1.1) змiна dv швидкостi залежить
вiд того миттєвого значення v(t), яке має мiсце в кожний кон-
кретний момент. Iншими словами, в рiвняннi (1.1) враховано,
що шукана величина v(t) є саме функцiєю. В цьому i поля-
гає принципова вiдмiннiсть алгебраїчних форм законiв вiд ди-
ференцiальних форм: розв’язуючи алгебраїчне рiвняння, ми
отримуємо у вiдповiдi числа, а розв’язуючи диференцiальне
рiвняння (ДР) – функцiї.
� Означення 1.1. Диференцiальним називають рiвняння, що

мiстить шукану функцiю i її похiднi.
Рiвняння (1.1) – диференцiальне.
� Означення 1.2. Звичайним називають диференцiальне рiв-

няння, в якому шуканою є функцiя однiєї змiнної.
ДР (1.1) – звичайне.
Iснують диференцiальнi рiвняння, якi мiстять шукану фун-

кцiю декiлькох змiнних, а також її частиннi похiднi. Наприклад,
рiвняння Лапласа ∂2z

∂x2 + ∂2z
∂y2 = 0, де z = z(x, y); одновимiрне рiв-

няння теплопровiдностi ∂2u
∂x2 = 1

a2 ·
∂u
∂t , де u = u(x, t), i т.д. Такi

рiвняння називають диференцiальними рiвняннями з частин-
ними похiдними; ми їх не розглядатимемо.
� Означення 1.3. Порядком звичайного ДР називають най-

вищий порядок похiдної, яка до нього входить.
ДР (1.1) – першого порядку. Наведемо приклад, коли вини-

кає рiвняння другого порядку.
C Приклад 1.2. Конденсатор ємнiстю C зарядили зарядом Q0

i приєднали до котушки iнтуктивнiстю L. Знайти залежнiсть
Q(t) заряду на конденсаторi вiд часу.

За означенням електроємностi заряд конденсатора Q = CU ,
де U – напруга на конденсаторi. Це означення справедливе
для будь-якого моменту часу, отже, U(t) = Q(t)

C . Струм розряду
конденсатора (за означенням миттєвого значення сили стру-
му) I = dQ

dt . За законом Фарадея електромагнiтної iндукцiї ЕРС
самоiндукцiї E(t) = −LdIdt = −LQ′′. Тодi напруга на котушцi
UL(t) = −E(t) = LQ′′. За законом Кiрхгофа для замкненого кола
без джерел UL(t) +U(t) = 0, LQ′′+ Q(t)

C = 0. Позначимо ω2 = 1
LC .

Маємо:
Q′′ + ω2Q(t) = 0. (1.4)
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Отримали рiвняння власних коливань. Математично воно є зви-
чайним диференцiальним рiвнянням другого порядку. Спосiб
отримання його розв’язку буде подано нижче, а зараз ми цей
розв’язок просто пред’явимо:

Q(t) = A cosωt+B sinωt. (1.5)

Справдi,
I(t) = Q′(t) = −Aω sinωt+Bω cosωt,

Q′′ = −Aω2 cosωt−Bω2 sinωt =

= −ω2 (A cosωt+B sinωt) = −ω2Q(t).

Для перевiрки залишається пiдставити це до (1.4).
В початковий момент часу t = 0 за умовою Q(0) = Q0. Але

струму в котушцi до замикання не було. Оскiльки струм ко-
тушки є неперервною1 функцiєю часу, то пiсля замикання вiн
з’явиться не одразу; в момент замикання пiсля замикання вiн
також дорiвнюватиме нулю: I(0) = Q′(0) = 0. Маємо систему:{

Q(0) = A cos 0 +B sin 0 = Q0;
Q′(0) = −Aω sin 0 +Bω cos 0 = 0.

Її очевидний розв’язок A = Q0, B = 0. Остаточно,

Q(t) = Q0 cosωt, ω =
1√
LC

. B (1.6)

При порiвняннi наведених прикладiв бачимо їх спiльнi ри-
си: для ДР (1.1), (1.4), виникає безлiч розв’язкiв, якi утворюють
сiмейство функцiй (1.2), (1.5) вiдповiдно. Всерединi сiмейства
можна обирати будь-яку функцiю, надаючи певнi значення до-
вiльним сталим iнтегрування (в сiмействi (1.2) це константа C,
а в сiмействi (1.5) це незалежнi константи A, B). Кiлькiсть не-

залежних довiльних констант iнтегрування завжди збiгається

з порядком рiвняння (одна константа в першому прикладi, i
двi – в другому). Сукупнiсть усiх функцiй в знайденому сiмей-
ствi утворює загальний розв’язок рiвняння. Для рiвняння (1.1)
загальним розв’язком є однопараметричне сiмейство функцiй
(1.2), а для рiвняння (1.4) – двопараметричне сiмейство (1.5).

1В електротехнiцi цю властивiсть (а також неперервнiсть напруги на кон-
денсаторi) називають законом комутацiї.
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До рiвняння можна приєднати додатковi умови, якi накла-
даються на початкове значення функцiї i її похiдних. Це т.зв.
початковi умови. Їх кiлькiсть повинна дорiвнювати порядку
рiвняння, i тодi їх вистачить для знаходження вiдповiдної кiль-
костi довiльних сталих iнтегрування. При використаннi кон-
кретних значень довiльних сталих iнтегрування iз сiмейства
розв’язкiв обирається єдина функцiя: (1.3) або (1.6) вiдповiдно.
Ця функцiя задовольняє не лише рiвняння, а ще й початковi
умови. Її називають частинним розв’язком.

Отже, надалi можна вивчати задачi двох класiв. В задачах
першого класу ми маємо лише ДР. Формулювання задачi таке:
«знайти усi2 розв’язки ДР». Її математичний вигляд такий: зна-
йти n-параметричну родину функцiй y(x,C1, C2, · · · , Cn), для
яких

F (x, y, y′, y′′, · · · , y(n)) = 0.

В задачах другого класу ми маємо ДР деякого порядку i
приєднанi до нього початковi умови в кiлькостi, яка дорiвнює
цьому порядку. Тепер задача звучить так: «знайти розв’язок
ДР, який задовольняє заданi початковi умови». Це є формулю-
вання т.зв. задачi Кошi. Її математичний вигляд такий: знайти
функцiю y(x), для якої{

F (x, y, y′, y′′, · · · , y(n)) = 0;
y(0) = c0, y

′(0) = c1, · · · , y(n−1)(0) = cn−1.

1.2 Питання для перевiрки

1. Що таке ДР?

2. Що таке розв’язок ДР?

3. Що таке звичайне ДР?

4. Що таке порядок звичайного ДР?

5. Що таке загальний розв’язок звичайного ДР?

2В переважнiй бiльшостi навчальних прикладiв «знайти усi усi розв’язки»
означає те саме, що «знайти загальний розв’язок». Але iснують випадки, ко-
ли деяка функцiя є розв’язком диференцiального рiвняння, проте її не можна
отримати iз загального розв’язку анiяким пiдбором довiльних констант iнте-
грування. Такi розв’язки називають особливими.
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6. Скiльки довiльних констант iнтегрування мiстить загаль-
ний розв’язок звичайного ДР?

7. Що таке частинний розв’язок звичайного ДР?

8. Що таке початковi умови i навiщо вони потрiбнi?

9. Що таке задача Кошi? Скiльки початкових умов до неї
входить?

10. Чому не завжди правильно казати, що загальний розв’я-
зок мiстить усi можливi розв’язки ДР?
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2 РIВНЯННЯ ПЕРШОГО ПОРЯДКУ

2.1 Нормальна форма

Найбiльш загальний вигляд звичайних ДР першого порядку
вiдносно функцiї y(x) є

F (x, y, y′) = 0. (2.1)

Наприклад,
√
y′ + x

y−y′ − 2ex
2+yy′ = 0. На жаль, загальних мето-

дiв розв’язування таких рiвнянь не iснує.
Однак, певнi припущення щодо функцiї F дозволяють зве-

сти (2.1) до деяких окремих випадкiв, якi можуть бути розв’я-
занi аналiтично. Наприклад, нехай рiвняння (2.1) вдалось одно-
значно розв’язати вiдносно y′, виразивши цю похiдну через x
i y. Рiвняння набуде вигляду:

y′ = f(x, y). (2.2)

В цьому разi кажуть, що рiвняння (2.1) зведено до нормальної

(або нормалiзованої) форми (2.2).

2.2 Елементарнi окремi випадки

1◦. Нехай при зведеннi рiвняння першого порядку до нормаль-
ної форми з’ясувалось, що права частина (2.2) не залежить вiд
функцiї y, тобто нормальна форма має вигляд

y′ = ϕ(x).

Тодi загальний розв’язок виникає в результатi безпосереднього
iнтегрування:

y(x) =

∫
y′(x) dx =

∫
ϕ(x) dx+ C.

C Приклад 2.1. Знайти загальний розв’язок ДР першого по-
рядку y′ = 2x+ 3x2. Маємо:

y(x) =

∫
y′(x) dx =

∫ (
2x+ 3x2

)
dx = x2 + x3 + C. B
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2◦. Нехай при зведеннi рiвняння першого порядку до нор-
мальної форми з’ясувалось, що права частина (2.2) не залежить
вiд аргументу x, тобто нормальна форма має вигляд

y′ = ψ(y).

Тодi
dy

dx
= ψ(y),

dy

ψ(y)
= dx,

∫
dy

ψ(y)
=

∫
dx+ C.

C Приклад 2.2. Знайти загальний розв’язок ДР першого по-
рядку y′ = 1

4y3+cos y . Маємо:

dy

dx
=

1

4y3 + cos y
,
(
4y3 + cos y

)
dy = dx.

Iнтегруючи, отримуємо:

y4 + sin y = x+ C.

Очевидно, це рiвняння є трансцендентним вiдносно y, тобто
розв’язати його аналiтично i отримати явний вигляд функцiї
y = y(x) неможливо. Проте, з точки зору теорiї диференцiаль-
них рiвнянь вважається, що задане рiвняння розв’язане, оскiль-
ки воно зведене до такого вигляду, який бiльше не мiстить
символу диференцiювання (кажуть, що ми проiнтегрували ди-

ференцiальне рiвняння). Тобто, загальний розв’язок подано в
цьому прикладi неявно. Можна сказати також, що знайдено
функцiю x(y) = y4 + sin y − C, обернену до шуканої. B
C Приклад 2.3. Знайти загальний розв’язок диференцiаль-

ного рiвняння першого порядку y′ = e−y
2

. Маємо:

dy

dx
= e−y

2

, ey
2

dy = dx.

Iнтегруючи, отримуємо:∫
ey

2

dy = x+ C.

Як вiдомо, iнтеграл в лiвiй частинi взагалi неможливо виразити
у виглядi комбiнацiї скiнченної кiлькостi елементарних фун-
кцiй (цей iнтеграл «не береться»). Проте, з точки зору теорiї
диференцiальних рiвнянь теж вважається, що задане рiвняння
розв’язано. Останнє рiвняння є першим iнтегралом диферен-

цiального рiвняння; воно i надає розв’язок. B
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2.3 Рiвняння

з вiдокремлюваними змiнними

2.3.1 Основний випадок

Нехай рiвняння (2.1) першого порядку вдалося звести до нор-
мальної форми (2.2), i виявилось, що права частина є добутком
двох спiвмножникiв, кожен з яких є функцiєю лише одного
аргументу:

y′ = ϕ(x) · ψ(y).

Такi рiвняння називають диференцiальними рiвняннями з вiд-

окремлюваними змiнними. Їх розв’язок легко побудувати ана-
лiтично:

dy

dx
= ϕ(x) · ψ(y),

dy

ψ(y)
= ϕ(x) dx,

∫
dy

ψ(y)
=

∫
ϕ(x) dx+ C.

C Приклад 2.4. Знайти загальний розв’язок диференцiаль-
ного рiвняння першого порядку y′ = 2xe−y.

Маємо:

dy

dx
= 2xe−y,

dy

e−y
= 2x dx,

∫
ey dy =

∫
2x dx,

ey = x2 + C, y(x) = ln
(
x2 + C

)
. B

Цей тип рiвнянь узагальнює елементарнi випадки, описанi в
п. 2.2. Справдi, якщо ψ(y) ≡ 1, то рiвняння з вiдокремлюваними
змiнними перетворюється на елементарний окремий випадок
1◦, а якщо ϕ(x) ≡ 1 – то на елементарний окремий випадок 2◦.

2.3.2 Додатковий випадок

Нехай рiвняння (2.1) першого порядку вдалося звести до нор-
мальної форми (2.2), i виявилось, що аргументом функцiї в пра-
вiй частинi є лiнiйна комбiнацiя x i y:

y′ = f(ax+ by).

Покажемо, що в такому рiвняннi можливе вiдокремлення змiн-
них. Покладемо

z(x) = ax+ by(x), z′ = a+ by′, y′ =
z′ − a
b

.
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Рiвняння набуває вигляду

z′ − a
b

= f(z),
dz

dx
= a+ bf(z),

dz

a+ bf(z)
= dx,

i змiннi вiдокремлено.
C Приклад 2.5. Розв’яжемо рiвняння y′ = (x + y)2. Введемо

замiну z(x) = x+y, тодi z′ = 1+y′, y′ = z′−1, i рiвняння набуває
вигляду z′ − 1 = z2. Маємо: dz

dx = 1 + z2, dz
1+z2 = dx, i змiннi

вiдокремлено. Iнтегруємо:∫
dz

1 + z2
=

∫
dx, arctg z = x+ C, arctg(x+ y) = x+ C. B

2.4 Однорiднi рiвняння

2.4.1 Основний випадок

Нехай рiвняння (2.1) першого порядку вдалося звести до нор-
мальної форми (2.2), i виявилось, що права частина залежить
тiльки вiд вiдношення змiнних x i y:

y′ = f
(y
x

)
.

Рiвняння такого типу називають однорiдними ДР першого по-

рядку.
Введемо замiну z(x) = y

x , тодi y(x) = x · z(x),

y′ = x′z + xz′ = z + xz′,

i рiвняння набуває вигляду

z + xz′ = f(z), z′ =
1

x
(f(z)− z) .

Якщо позначити ϕ(x) = 1
x , ψ(z) = f(z)−z, то рiвняння зводиться

до випадку вiдокремлення змiнних.
C Приклад 2.6. Знайти загальний розв’язок ДР першого по-

рядку xy′ = y +
√
x2 − y2. Маємо:

y′ =
y

x
+

√
1−

(y
x

)2

.
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Покладемо z(x) = y
x , тодi y(x) = x · z(x), y′ = z + xz′, i рiвняння

набуває вигляду

z + xz′ = z +
√

1− z2, x · dz
dx

=
√

1− z2,
dz√

1− z2
=
dx

x
.

Тепер змiннi вiдокремленi, i можна iнтегрувати:

arcsin z = ln |x|+ ln |C| .

Зауважимо, довiльну сталу iнтегрування часто вигiдно обирати
в виглядi ln |C| (а не C). Це сутi справи не змiнює, оскiльки
функцiя логарифм перекриває множиною своїх значень усю
множину дiйсних чисел. Тодi

arcsin z = ln |Cx| , z(x) = sin ln |Cx| , y(x) = xz = x sin ln |Cx| . B

2.4.2 Додатковий випадок

Нехай рiвняння (2.1) першого порядку вдалося звести до нор-
мальної форми (2.2), i виявилось, що права частина є функцiєю
одного аргументу, який дробово-лiнiйно залежить вiд x i y:

y′ = f

(
a1x+ b1y + c1
a2x+ b2y + c2

)
,

тобто y′ = f(t), де t = a1x+b1y+c1
a2x+b2y+c2

.
Розглянемо систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь:{

a1x+ b1y + c1 = 0,
a2x+ b2y + c2 = 0.

Нехай вона невироджена, i її єдиний розв’язок – впорядкована
пара (x0, y0). Введемо замiну{

ξ = x− x0,
η = y − y0.

Маємо:

y′ =
dy

dx
=
d(η + y0)

d(ξ + x0)
=
dη

dξ
= η′,

де в правiй частинi похiдна береться за аргументом ξ. Маємо
також:

a1x+ b1y + c1
a2x+ b2y + c2

=
a1(ξ + x0) + b1(η + y0) + c1
a2(ξ + x0) + b2(η + y0) + c2

=
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=
a1ξ + b1η + (a1x0 + b1y0 + c1)

a2ξ + b2η + (a2x0 + b2y0 + c2)
=
a1ξ + b1η

a2ξ + b2η
=
a1 + b1

η
ξ

a2 + b2
η
ξ

.

Тут враховано, що a1x0 + b1y0 + c1 = 0, a2x0 + b2y0 + c2 = 0,
оскiльки (x0, y0) – розв’язок вiдповiдної системи. Рiвняння на-
буває вигляду

η′ = f

(
a1 + b1

η
ξ

a2 + b2
η
ξ

)
.

Очевидно, воно є однорiдним i може бути розв’язано за допо-
могою замiни ζ(ξ) = η(ξ)

ξ .
Нехай тепер система вироджена, тобто рядки коефiцiєнтiв

a1,2, b1,2 пропорцiональнi. Тодi iснує λ таке, що a2 = λa1, b2 =
= λb1. Запровадимо позначення

z(x) = a1x+ b1y(x), z′ = a1 + b1y
′, y′ =

z′ − a1

b1
,

одержимо:

a1x+ b1y + c1
a2x+ b2y + c2

=
a1x+ b1y + c1

λ (a1x+ b1y) + c2
=

z + c1
λz + c2

= ϕ(z),

i рiвняння набуває вигляду

z′ − a1

b1
= f (ϕ(z)) ,

dz

dx
= a1 + b1ψ(z).

Тут змiннi вже можуть бути вiдокремленi.

2.5 Лiнiйнi рiвняння першого порядку

Неоднорiдним лiнiйним звичайним диференцiальним рiвнян-

ням першого порядку називають ДР вигляду

y′ + p(x) · y = f(x). (2.3)

Для розв’язування такого рiвняння користуються або мето-

дом Лагранжа (методом варiацiї довiльної сталої), або мето-

дом Бернуллi.

17



2.5.1 Варiацiя довiльної сталої

Розв’язування методом Лагранжа (методом варiацiї довiльної
сталої) здiйснюють в два етапи.

На першому етапi заданому рiвнянню ставлять у вiдповiд-
нiсть однорiдне лiнiйне звичайне диференцiальне рiвняння

першого порядку, яке виникає при вiдкиданнi правої частини
f(x) i має вигляд:

y′ + p(x) · y = 0. (2.4)

Воно є рiвнянням з вiдокремлюваними змiнними:

dy

dx
= −p(x) · y, dy

y
= −p(x) dx.

Iнтегруючи, маємо:

ln |y| = −
∫
p(x) dx+ ln |C| , yодн = Ce−

∫
p(x) dx.

На другому етапi загальний розв’язок неоднорiдного рiвня-
ння знаходять, варiюючи довiльну сталу iнтегрування, тобто
припускаючи її змiну в залежностi вiд x. А саме, кажуть: за-

гальний розв’язок неоднорiдного рiвняння методом Лагранжа

(варiацiї довiльної сталої) шукаємо у виглядi:

yнеодн(x) = C(x)e−
∫
p(x) dx. (2.5)

Фактично це рiвняння виконує роль замiни змiнної, за допомо-
гою якої ми переходимо вiд задачi пошуку функцiї yнеодн(x) до
задачi пошуку функцiї C(x). Ми зараз переконаємось, що ця
нова задача є бiльш простою.

Диференцiюючи (2.5), отримуємо:

y′неодн = C ′(x)e−
∫
p(x) dx + C(x)

(
e−
∫
p(x) dx

)′
=

y′неодн = C ′(x)e−
∫
p(x) dx − C(x)e−

∫
p(x) dx

(∫
p(x) dx

)′
=

= C ′(x)e−
∫
p(x) dx − C(x)e−

∫
p(x) dx · p(x).

Пiдставляючи тепер y′неодн i yнеодн до (2.3), отримуємо:

C ′(x)e−
∫
p(x) dx−C(x)e−

∫
p(x) dx · p(x) + p(x) ·C(x)e−

∫
p(x) dx = f(x),
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C ′(x)e−
∫
p(x) dx = f(x), C ′(x) = f(x)e

∫
p(x) dx.

Тодi

C(x) =

∫
C ′(x) dx+ C0 =

∫
f(x)e

∫
p(x) dx dx+ C0,

i розв’язок знайдено у виглядi (2.5).
C Приклад 2.7. Методом Лагранжа (варiацiї довiльної сталої)

розв’язати рiвняння y′ − 2xy = ex
2

cosx.
Утворюємо вiдповiдне однорiдне рiвняння:

dy

dx
− 2xy = 0,

dy

dx
= 2xy,

dy

y
= 2x dx,

i змiннi вiдокремлено. Iнтегруємо:

ln |y| = x2 + ln |C| , yодн(x) = Cex
2

.

Переходимо до другого етапу. Загальний розв’язок неоднорi-
дного рiвняння методом Лагранжа (варiацiї довiльної сталої)
шукаємо у виглядi

yнеодн(x) = C(x)ex
2

, y′неодн(x) = C ′(x)ex
2

+ C(x)ex
2

· 2x.

Пiдставляємо y′неодн i yнеодн до умови задачi:

C ′(x)ex
2

+ C(x)ex
2

· 2x− 2x · C(x)ex
2

= ex
2

cosx,

C ′(x)ex
2

= ex
2

cosx, C ′(x) = cosx, C(x) = sinx+ C0.

Остаточно:
yнеодн(x) = (sinx+ C0) ex

2

. B

2.5.2 Метод Бернуллi

Розв’яжемо тепер задачу (2.3) методом Бернуллi. Згiдно до цьо-
го методу розв’язок неоднорiдного рiвняння шукається у ви-
глядi

y(x) = u(x) · v(x).

Фактично ми зараз переходимо вiд задачi пошуку однiєї фун-
кцiї y(x) до задачi пошуку двох рiзних функцiй u(x) i v(x). Тому
залишимо за собою право одну з них, наприклад, u(x), обрати
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в довiльний зручний нам спосiб. Мiркування зручностi конкре-
тизуємо нижче. Маємо: y′ = u′v + uv′, i рiвняння (2.3) набуває
вигляду:

u′v + uv′ + p(x)uv = f(x).

Згрупуємо перший i третiй доданки в правiй частинi:

(u′ + p(x)u) v + uv′ = f(x).

Оскiльки обрати u(x) – наше право, вимагатимемо рiвностi:

u′ + p(x)u = 0,
du

dx
= −p(x)u,

du

u
= −p(x) dx,

i змiннi вiдокремлено. Iнтегруємо:

ln |u| = −
∫
p(x) dx+ ln |C| , u(x) = Ce−

∫
p(x) dx.

Скориставшись своїм правом обирати конкретну функцiю u(x),
покладемо C = 1. Тодi

u(x) = e−
∫
p(x) dx.

При цьому рiвняння набуває вигляду

uv′ = f(x), e−
∫
p(x) dxv′ = f(x), v′ = f(x)e

∫
p(x) dx,

Тодi

v(x) =

∫
v′(x) dx+ C0 =

∫
f(x)e

∫
p(x) dx dx+ C0,

i розв’язок знайдено у виглядi y(x) = u(x) · v(x).
Якщо провести паралелi з методом Лагранжа, то з’ясується

еквiвалентнiсть цих методов. Функцiя v(x) в разi метода Бер-
нуллi вiдiграє таку саму роль, як i функцiя C(x) в разi методу
Лагранжа, а функцiя u(x) – як функцiя yодн(x).
C Приклад 2.8. Рiвняння y′ − 2xy = ex

2

cosx розв’язати мето-
дом Бернуллi.

Нехай y(x) = u(x) ·v(x), тодi y′ = u′v+uv′, i рiвняння набуває
вигляду:

u′v + uv′ − 2xuv = ex
2

cosx, (u′ − 2xu) v + uv′ = ex
2

cosx.
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Вимагатимемо

u′ − 2xu = 0,
du

dx
= 2xu,

du

u
= 2x dx,

i змiннi вiдокремлено. Iнтегруємо:

ln |u| = x2 + ln |C| , u = Cex
2

.

Покладемо C = 1. Тодi u = ex
2

, i рiвняння набуває вигляду:

uv′ = ex
2

cosx, ex
2

v′ = ex
2

cosx,

v′(x) = cosx, v(x) = sinx+ C0.

Остаточно:

y(x) = u(x) · v(x) = ex
2

(sinx+ C0) . B

2.5.3 Один нелiнiйний випадок

Деякi рiвняння першого порядку, нелiнiйнi за змiнною y, мо-
жуть виявитись лiнiйними за змiнною x (чи можуть бути зве-
деними до таких). В цьому разi величину y починають вважа-

ти незалежною змiнною, i вiд задачi пошуку функцiї y = y(x)
переходять до задачi пошуку функцiї x = x(y), оберненої до
шуканої. Можливо, з родини функцiй x = x(y, C) величину y
виразити в явному виглядi i не вдасться. Попри це, задачу те-
орiї диференцiальних рiвнянь вважають розв’язаною.

При переходi до пошуку оберненої функцiї користуються
очевидним спiввiдношенням:

y′x =
dy

dx
=

1
dx
dy

=
1

x′y
,

де нижнiм iндексом вказано змiнну, за якою береться похiдна.

C Приклад 2.9. Розв’яжемо рiвняння y′
(

3y2 − x
y

)
= ln y. Оче-

видно, воно є нелiнiйним за змiнною y, але змiнна x входить
до нього лише в першому степенi. Тому переходимо до задачi
пошуку оберненої функцiї x(y). Маємо:

dy

dx

(
3y2 − x

y

)
= ln y, 3y2 − x

y
= ln y · dx

dy
,
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dx

dy
+ x · 1

y ln y
=

3y2

ln y
.

Розв’язок цiєї задачi методом Бернуллi шукаємо у виглядi до-
бутку x(y) = u(y) · v(y):

u′v + uv′ + uv · 1

y ln y
=

3y2

ln y
,

(
u′ + u · 1

y ln y

)
v + uv′ =

3y2

ln y
.

Функцiю u пiдберемо як частинний розв’язок рiвняння

du

dy
+ u · 1

y ln y
= 0,

du

u
= − dy

y ln y
, lnu = − ln (ln y) , u =

1

ln y
.

Тодi
1

ln y
· v′ =

3y2

ln y
, v′ = 3y2, v = y3 + C.

Остаточно маємо

x(y) = u(y) · v(y) =
y3 + C

ln y
.

Очевидно, знайти звiдси залежнiсть y(x) неможливо. Проте, з
точки зору теорiї диференцiальних рiвнянь задача вважається
розв’язаною. B

2.6 Рiвняння Бернуллi

Метод Лагранжа (варiацiї довiльної сталої) i метод Бернуллi
при їх застосуваннi до лiнiйного рiвняння виявились еквiва-
лентними. Насправдi рiзниця мiж ними є. Метод Бернуллi iнодi
вдається застосувати i до нелiнiйних рiвнянь, в той час як ме-
тод Лагранжа в цих випадках не застосовується. З iншого боку,
метод Лагранжа (при певнiй модифiкацiї) може бути застосо-
ваний до рiвнянь порядкiв вище першого, в той час як метод
Бернуллi цього не дозволяє. Отже, рiвноцiннiсть цих методiв
має мiсце лише в разi лiнiйного рiвняння першого порядку.

Розглянемо тепер рiвняння Бернуллi з показником n. Воно
має вигляд:

y′ + p(x) · y = f(x) · yn, n 6= 1. (2.6)

При n = 1 ми б мали лiнiйне рiвняння з вiдокремлюваними
змiними: y′ = (f(x)− p(x)) y; його розв’язок вiдомий. При n 6= 1
рiвняння (2.6) є нелiнiйним за рахунок нелiнiйного члену yn.
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2.6.1 Застосування методу Бернуллi

Розв’яжемо (2.6) методом Бернуллi. Розв’язок шукатимемо у
виглядi y(x) = u(x) · v(x), y′ = u′v + uv′. Як i ранiше, ми зараз
переходимо вiд задачi пошуку однiєї функцiї y(x) до задачi по-
шуку двох рiзних функцiй u(x) i v(x). Тому залишимо за собою
право одну з них, наприклад, u(x), обрати в довiльний зручний
нам спосiб. Мiркування зручностi конкретизуємо нижче. ДР
набуває вигляду (факт залежностi функцiй u, v, p, f вiд x ми
бiльше не пiдкреслюємо):

u′v + uv′ + puv = funvn, (u′ + pu)v + uv′ = funvn.

Оберемо тепер u(x) так, щоб виконувалась рiвнiсть u′ + pu = 0.
Це можливо при u(x) = e−

∫
p(x) dx. Наголосимо, u(x) – цiлком

конкретна функцiя, i невизначена стала iнтегрування не вини-
кає. Тодi залишиться

u
dv

dx
= funvn,

dv

vn
= fun−1 dx,

i змiннi вiдокремлено, причому в правiй частинi всi функцiї
вiдомi. Тодi, iнтегруючи, знаходимо звiдси v(x,C), i отже – за-
гальний розв’язок y = u(x) · v(x,C).
C Приклад 2.10. Розв’язати рiвняння y′ − 2y

x + 3ex
3

y2 = 0 ме-
тодом Бернуллi. Маємо:

y(x) = u(x) · v(x), y′ = u′v + uv′,

i з умови отримуємо:

u′v + uv′ − 2uv

x
+ 3ex

3

u2v2 = 0,

(
u′ − 2u

x

)
v + uv′ + 3ex

3

u2v2 = 0.

Вимагатимемо:

u′ − 2u

x
= 0,

du

dx
=

2u

x
,

du

u
=

2

x
dx,∫

du

u
=

∫
2

x
dx, ln |u| = 2 ln |x|+ ln |C| , u = Cx2.

Отже, достатньо покласти u = x2. Маємо далi:

u
dv

dx
= −3ex

3

u2v2, −dv
v2

= 3ex
3

u dx.
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Iнтегруючи, отримуємо:

1

v
=

∫
3ex

3

u dx =

∫
3x2ex

3

dx = ex
3

+B, v =
1

ex3 +B
.

Остаточно:

y(x) = uv =
x2

ex3 +B
. B

2.6.2 Метод лiнеаризацiї

Наведемо iнший спосiб розв’язування рiвняння Бернуллi (2.6).
Введемо замiну

z(x) = [y(x)]
1−n

, z′ = (1− n)y−n · y′ = (1− n)
y′

yn
, (2.7)

y′

yn
=

z′

1− n
, n 6= 1.

Роздiлимо рiвняння (2.6) на yn:

y′

yn
+ p(x) · y1−n = f(x),

z′

1− n
+ p(x) · z = f(x).

Отже, рiвняння перетворилось на лiнiйне, а такi рiвняння зав-
жди можуть бути розв’язанi. Кажуть, що введена замiна змiн-
ної здiйснює лiнеаризацiю нелiнiйного рiвняння.
C Приклад 2.11. Розв’язати рiвняння y′ − 2y

x + 3ex
3

y2 = 0 ме-
тодом замiни змiнної.

Розглядуване рiвняння є рiвнянням Бернуллi з показником
n = 2. Отже, замiна (2.7) набуває вигляду

z(x) = [y(x)]
1−2

=
1

y
, z′ = − y

′

y2
, y′ = −y2z′.

Початкове рiвняння набуває вигляду

−y2z′− 2y

x
+3ex

3

y2 = 0, z′+
2

x
· 1
y
−3ex

3

= 0, z′+
2

x
z = 3ex

3

.

Останнє рiвняння вже є лiнiйним неоднорiдним вiдносно z(x).
Розв’яжемо вiдповiдне однорiдне рiвняння:

dz

dx
+

2

x
z = 0,

dz

dx
= − 2

x
z,

dz

z
= −2 dx

x
,
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i змiннi вiдокремлено. Iнтегруємо:

ln |z| = −2 ln |x|+ ln |C| , zодн =
C

x2
.

Тодi загальний розв’язок неоднорiдного рiвняння методом Ла-
гранжа (варiацiї довiльної сталої) шукаємо у виглядi:

zнеодн =
C(x)

x2
.

Маємо:

z′неодн =
C ′(x)x2 − C(x) · 2x

x4
=
C ′(x)

x2
− 2C(x)

x3
,

i неоднорiдне рiвняння набуває вигляду

C ′(x)

x2
− 2C(x)

x3
+

2

x
· C(x)

x2
= 3ex

3

, C ′(x) = 3x2ex
3

.

Iнтегруючи, отримуємо:

C(x) =

∫
C ′(x) dx =

∫
3x2ex

3

dx = ex
3

+ C0.

Тодi

zнеодн =
C(x)

x2
=
ex

3

+ C0

x2
.

При введеннi зворотної замiни остаточно отримуємо:

y(x) =
1

zнеодн
=

x2

ex3 + C0
,

що збiгається з вiдповiддю, одержаною в попередньому при-
кладi методом Бернуллi. B

2.7 Рiвняння в повних диференцiалах

2.7.1 Випадок повного диференцiалу

Нехай рiвняння першого порядку подано в нормальнiй формi
y′ = f(x, y). Оскiльки y′ = dy

dx , то нормальнiй формi безпосере-
дньо вдається надати вигляду dy = f(x, y) dx. Узагальнимо цей
вигляд рiвнянням

P (x, y) dx+Q(x, y) dy = 0. (2.8)
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Рiвняння (2.8) називають рiвнянням в повних диференцiалах,

якщо iснує функцiя u(x, y) така, що du = P (x, y) dx + Q(x, y) dy.
Тодi рiвняння (2.8) набуває вигляду du = 0. Очевидно, його
загальний розв’язок в неявному виглядi u(x, y) = C.
C Приклад 2.12. Розв’яжемо рiвняння

(2xy + y3) dx+ (x2 + 3xy2) dy = 0.

Легко побачити, що лiва частина є повним диференцiалом фун-
кцiї u(x, y) = x2y + xy3. Справдi,

∂u

∂x
= 2xy + y3,

∂u

∂y
= x2 + 3xy2.

Тодi вираз du = ∂u
∂x dx+ ∂u

∂y dy для повного диференцiалу функцiї
u(x, y) збiгається з лiвою частиною умови задачi. Тодi наше рiв-
няння має вигляд du = 0, а його загальний розв’язок подається
в неявному виглядi u(x, u) = C, тобто x2y + xy3 = C. B

Часто вiднайти потрiбну функцiю u(x, y) важко. У нас навiть
немає гарантiї, що така функцiя iснує.

Розглянемо випадок, коли таку гарантiю можна надати. Не-
хай iснує функцiя u(x, y), диференцiал du = ∂u

∂x dx + ∂u
∂y dy якої

тотожно дорiвнює виразу P (x, y) dx+Q(x, y) dy. Тодi{
P (x, y) = ∂u

∂x ,
Q(x, y) = ∂u

∂y . (2.9)

Продиференцiюємо перше рiвняння за змiнною y, а друге – за
змiнною x: {

∂P
∂y = ∂2u

∂x∂y ,
∂Q
∂x = ∂2u

∂y∂x .

Оскiльки друга мiшана частинна похiдна функцiї u не зале-
жить вiд порядку диференцiювання, то

∂P

∂y
=
∂Q

∂x
. (2.10)

Отримане рiвняння (2.10) є необхiдною умовою iснування по-
трiбної функцiї u. Можна також сказати: порушення рiвностi
(2.10) є достатньою умовою того, що потрiбна функцiя не iснує.
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Обмежимось поки випадком, коли умова (2.10) виконана.
Розглянемо два способи вiдновлення функцiї u за її повним
диференцiалом.

1◦. Iнтегруючи перше рiвняння системи (2.9) за змiнною x,
знаходимо

u =

∫
∂u

∂x
dx =

∫
P (x, y) dx+ ϕ(y). (∗)

При обчисленнi iнтегралу
∫
P dx вважаємо, що y = const. Фун-

кцiя ϕ(y) вiдiграє роль невизначеної константи iнтегрування
(при знаходженнi частинної похiдної ∂u

∂x ця функцiя зникне як
константа). Пiдставляємо знайдений вираз для u до другого
рiвняння системи (2.9):

∂

∂y

(
ϕ(y) +

∫
P dx

)
= Q, ϕ′(y) = Q− ∂

∂y

∫
P dx.

Функцiю ϕ(y) знаходимо звiдси iнтегруванням за змiнною y
при x = const:

ϕ(y) =

∫
ϕ′(y) dy + C =

∫ [
Q− ∂

∂y

∫
P dx

]
dy + C.

Тепер функцiю u знайдено у виглядi (∗) з точнiстю до адитивної
константи C.

Порядок дiй можна змiнити на протилежний: спочатку ко-
ристуємось другим рiвнянням системи (2.9), а потiм – першим.
З другого рiвняння маємо:

u =

∫
∂u

∂y
dy =

∫
Q(x, y) dy + ψ(x). (∗∗)

При обчисленнi iнтегралу
∫
Qdy вважаємо, що x = const. Пiд-

ставляємо знайдений вираз для u до першого рiвняння:

∂

∂x

(
ψ(x) +

∫
Qdy

)
= P, ψ′(x) = P − ∂

∂x

∫
Qdy.

Функцiю ψ(x) знаходимо звiдси iнтегруванням за змiнною x
при y = const:

ψ(x) =

∫
ψ′(x) dx+ C =

∫ [
P − ∂

∂x

∫
Qdy

]
dx+ C.
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Тепер функцiю u знайдено у виглядi (∗∗) з точнiстю до адитив-
ної сталої C.
C Приклад 2.13. Розв’яжемо знову рiвняння

(2xy + y3) dx+ (x2 + 3xy2) dy = 0.

Маємо: P (x, y) = 2xy+y3, ∂P∂y = 2x+3y2, Q(x, y) = x2 +3xy2, ∂Q∂x =

= 2x+3y2. Отже, умову (2.10) виконано. Тодi функцiя u, повний
диференцiал якої збiгається з лiвою частиною нашого рiвнян-
ня, може бути знайдена способом, описаним вище. З першого
рiвняння системи (2.9) маємо:

u =

∫
P (x, y) dx =

∫ (
2xy + y3

)
dx = x2y + xy3 + ϕ(y).

Пiдставимо цей вираз до другого рiвняння цiєї системи:

∂

∂y

(
x2y + xy3 + ϕ(y)

)
= Q(x, y),

x2 + 3xy2 + ϕ′(y) = x2 + 3xy2, ϕ′(y) = 0.

Отже, ϕ(y) = C = const. Тодi u = x2y + xy3 + C. Це збiгається
з вiдповiддю, отриманою в попередньому прикладi, з точнiстю
до адитивної сталої. Остаточна вiдповiдь записується в неяв-
ному виглядi u = const, або x2y + xy3 = const. B

2◦. Розглянемо другий спосiб побудови розв’язку рiвняння
(2.8). Цей спосiб дозволяє одразу знайти частинний розв’язок,
який задовольняє початкову умову y(x0) = y0.

Нехай M0(x0, y0) – деяка початкова точка координатної пло-
щини Oxy, а M(x, y) – довiльна поточна точка. Нехай M0M –
довiльний контур, який мiститься всерединi областi D, в якiй
функцiї P , Q неперервно диференцiйовнi. Оскiльки за вико-
нання умови (2.10) вираз P dx + Qdy = du є повним диферен-
цiалом, то криволiнiйний iнтеграл вiд нього не залежить вiд
форми контуру M0M . Тодi частинний розв’язок в неявному
виглядi

u(M)− u(M0) =

∫
M0M

P dx+Qdy.

Власне, цей спосiб мiстить обидва варiанти попереднього.
Справдi, вище ми обчислювали криволiнiйний iнтеграл вздовж
ламаної, перша ланка якої горизонтальна (y = const), а друга –
вертикальна (x = const), або навпаки.
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2.7.2 Iнтегруючий множник

Розглянемо тепер випадок, коли умову (2.10) порушено, i потрiбної функцiї u
не iснує. В цьому разi домножимо1 рiвняння (2.8) на деяку (поки невiдому)
функцiю µ(x, y). Утворюється нове рiвняння

P ∗(x, y) dx+Q∗(x, y) dy = 0, (2.8A)

де позначено P ∗(x, y) = µ(x, y) · P (x, y), Q∗(x, y) = µ(x, y) ·Q(x, y). Якщо фун-
кцiю µ(x, y) дiбрано вдало, то умова (2.10), яка була порушена для функцiй
P (x, y), Q(x, y), може виявитись виконаною для функцiй P ∗(x, y), Q∗(x, y). То-
дi рiвняння (2.8A) може бути розв’язаним в той же спосiб, що i рiвняння (2.8).
Функцiю µ(x, y), яка перетворює вираз P (x, y) dx+Q(x, y) dy на повний дифе-
ренцiал, називають iнтегруючим множником.

З’ясуємо умови, за яких функцiя µ(x, y) є iнтегруючим множником. Для
цього достатньо виконати умову (2.10) для функцiй P ∗(x, y), Q∗(x, y). Маємо:

∂P ∗

∂y
=
∂Q∗

∂x
,

∂(µP )

∂y
=
∂(µQ)

∂x
,

∂µ

∂y
P + µ

∂P

∂y
=
∂µ

∂x
Q+ µ

∂Q

∂x
,

Q
∂µ

∂x
− P

∂µ

∂y
= µ

(
∂P

∂y
−
∂Q

∂x

)
. (2.11)

Отримали ДР з частинними похiдними для функцiї µ(x, y). Але ця задача не
простiша за початкову, навiть попри те, що нам потрiбен лише будь-який ча-
стинний розв’язок рiвняння (2.11). Однак, можна надати певнi рекомендацiї
щодо пошуку цього частинного розв’язку. Це неважко зробити, припускаю-
чи2, що µ є функцiєю лише одного змiнного. В цьому разi рiвняння в частинних
похiдних спрощується, оскiльки перетворюється на звичайне ДР.

1◦. Припустимо, iнтегруючий множник iснує у виглядi µ(x), тодi дослi-
димо, за яких умов таке припущення є обгрунтованим. Маємо: ∂µ

∂y
= 0. Тодi

рiвняння (2.11) набуває вигляду

1

µ
·
dµ

dx
=

1

Q
·
(
∂P

∂y
−
∂Q

∂x

)
. (2.12)

Тут частинну похiдну ∂µ
∂x

замiнено на похiдну dµ
dx

, оскiльки µ тепер є функцiєю
лише одного аргументу x. Якщо з’ясується, що права частина (2.12), як i лiва,
залежить лише вiд x, то отримане рiвняння є звичайним ДР з роздiленими
змiнними. Його загальний розв’язок подається у виглядi

µ = Ce
∫ 1
Q
·
(
∂P
∂y
− ∂Q
∂x

)
dx
.

Частинний розв’язок можна отримати, наприклад, при C = 1.
C Приклад 2.14. Розглянемо рiвняння (3x + 2y2) dx + 2xy dy = 0. Маємо:

P = 3x+ 2y2, Q = 2xy; ∂P
∂y

= 4y, ∂Q
∂x

= 2y, i рiвнiсть (2.10) не виконано. Отже,
вираз в лiвiй частинi рiвняння не є повним диференцiалом.

1Рiвняння µ(x, y) = 0 задає неявно y як функцiю x. Якщо виявиться, що
рiвняння µ(x, y) = 0 виконано, то ця функцiя опиниться серед розв’язкiв. В
такий спосiб виникає стороннiй розв’язок, який є хибним. Тому вважатимемо,
що µ(x, y) 6= 0.

2На жаль, загальних методiв знаходження iнтегруючого множника не iснує.
Тому ми вимушенi обмежуватись певними припущеннями, розглядаючи лише
деякi окремi випадки.
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Перевiримо, чи iснує iнтегруючий множник, який залежить лише вiд x:

1

Q
·
(
∂P

∂y
−
∂Q

∂x

)
=

1

2xy
· (4y − 2y) =

1

x
.

Отриманий вираз не залежить вiд y, тому iнтегруючий множник може бу-
ти знайдений як довiльний частинний розв’язок рiвняння (2.12). Це рiвняння
зараз набуває вигляду:

1

µ
·
dµ

dx
=

1

x
,

dµ

µ
=
dx

x
.

Iнтегруючи, отримуємо: lnµ = lnx, µ = x. Довiльна константа iнтегрування тут
вiдсутня, оскiльки ми шукаємо будь-який частинний розв’язок. Домножимо
рiвняння в умовi задачi на знайдений множник:

(3x2 + 2xy2) dx+ 2x2y dy = 0.

Для нових функцiй P , Q маємо: P = 3x2+2xy2, Q = 2x2y; ∂P
∂y

= 4xy, ∂Q
∂x

= 4xy,

i рiвнiсть (2.10) тепер виконано. Отже, вираз (3x2 + 2xy2) dx+ 2x2y dy тепер є
повним диференцiалом. Тодi з використанням рiвнянь системи (2.9) маємо:

u =

∫
P (x, y) dx =

∫
(3x2 + 2xy2) dx = x3 + x2y2 + ϕ(y).

Тодi ∂
∂y

(
x3 + x2y2 + ϕ(y)

)
= Q(x, y), 2x2y + ϕ′(y) = 2x2y. Звiдси знаходимо

ϕ′(y) = 0, ϕ(y) = C = const. Тодi u = x3 + x2y2 + C. Остаточна вiдповiдь
записується в неявному виглядi u = const, або x3 + x2y2 = const. B

2◦. Припустимо, шуканий iнтегруючий множник iснує у виглядi µ = µ(y),
тодi дослiдимо, за яких умов таке припущення є обгрунтованим. Маємо: ∂µ

∂x
=

= 0. Тодi рiвняння (2.11) набуває вигляду

1

µ
·
dµ

dy
= −

1

P
·
(
∂P

∂y
−
∂Q

∂x

)
. (2.13)

Тут частинну похiдну ∂µ
∂y

замiнено на похiдну dµ
dy

, оскiльки µ тепер є функцiєю
лише одного аргументу y. Якщо з’ясується, що права частина (2.13), як i лiва,
залежить лише вiд y, то отримане рiвняння є звичайним ДР з вiдокремлоюва-
ними змiнними. Його загальний розв’язок подається у виглядi

µ = Ce
−
∫ 1
P
·
(
∂P
∂y
− ∂Q
∂x

)
dy
.

Частинний розв’язок можна отримати, наприклад, при C = 1.
C Приклад 2.15. Розглянемо рiвняння

sin y dx+ 2 [sin y + (x+ 2y) cos y] dy = 0.

Маємо: P = sin y, Q = 2 [sin y + (x+ 2y) cos y]; ∂P
∂y

= cos y, ∂Q
∂x

= 2 cos y. Рiвнiсть
(2.10) не виконано; вираз в умовi задачi не є повним диференцiалом.

Перевiримо, чи iснує iнтегруючий множник, який залежить лише вiд y:

−
1

P
·
(
∂P

∂y
−
∂Q

∂x

)
= −

1

sin y
· (cos y − 2 cos y) = ctg y.
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Отриманий вираз не залежить вiд x, тому iнтегруючий множник може бу-
ти знайдений як довiльний частинний розв’язок рiвняння (2.13). Це рiвняння
зараз набуває вигляду:

1

µ
·
dµ

dy
= ctg y,

dµ

µ
= ctg y dy.

Iнтегруючи, отримуємо: lnµ = ln sin y, µ = sin y. Невизначена константа iнте-
грування тут вiдсутня, оскiльки ми шукаємо довiльний частинний розв’язок.
Домножимо рiвняння в умовi задачi на знайдений множник:

sin2 y dx+ 2
[
sin2 y + (x+ 2y) sin y cos y

]
dy = 0.

Маємо: P = sin2 y, Q = 2
[
sin2 y + (x+ 2y) sin y cos y

]
. Виконання рiвностi (2.10)

перевiрити нескладно; вираз sin2 y dx+ 2
[
sin2 y + (x+ 2y) sin y cos y

]
dy тепер є

повним диференцiалом. Тодi з використанням рiвнянь системи (2.9) маємо:

u =

∫
P (x, y) dx =

∫
sin2 y dx = x sin2 y + ϕ(y).

Тодi ∂
∂y

(
x sin2 y + ϕ(y)

)
= Q(x, y),

2x sin y cos y + ϕ′(y) = 2
[
sin2 y + (x+ 2y) sin y cos y

]
,

ϕ′(y) = 2
[
sin2 y + 2y sin y cos y

]
= 2 sin2 y + 2y · 2 sin y cos y,

Звiдси ϕ(y) =
∫
ϕ′(y) dy = 2y sin2 y + C. Тодi

u = x sin2 y + 2y sin2 y + C = (x+ 2y) sin2 y + C. B

3◦. Припустимо, iнтегруючий множник знову є функцiєю однiєї змiнної i
iснує у виглядi µ = µ(z), де z = z(x, y) – деяка (поки що невiдома) диферен-
цiйовна функцiя. Дослiдимо, за яких умов таке припущення є обгрунтованим.
За теоремою про похiдну складної функцiї маємо:{

∂µ
∂x

= dµ
dz
· ∂z
∂x

,
∂µ
∂y

= dµ
dz
· ∂z
∂y

.

Тодi рiвняння (2.11) набуває вигляду

Q ·
dµ

dz
·
∂z

∂x
− P ·

dµ

dz
·
∂z

∂y
= µ

(
∂P

∂y
−
∂Q

∂x

)
,

dµ

dz

(
Q ·

∂z

∂x
− P ·

∂z

∂y

)
= µ

(
∂P

∂y
−
∂Q

∂x

)
,

1

µ
·
dµ

dz
=

∂P
∂y
− ∂Q

∂x

Q · ∂z
∂x
− P · ∂z

∂y

. (2.14)

Якщо з’ясується, що права частина (2.14), як i лiва, залежить лише вiд z, то
отримане рiвняння є звичайним ДР з вiдокремлюваними змiнними. Його за-
гальний розв’язок подається у виглядi

µ = Ce

∫ ∂P
∂y
− ∂Q
∂x

Q· ∂z
∂x
−P · ∂z

∂y

dz

.
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Частинний розв’язок можна отримати, наприклад, при C = 1. Зауважимо,
рiвняння (2.14) мiстить всерединi себе рiвняння (2.12), (2.13) в якостi окремих
випадкiв: при z = x, z = y вiдповiдно. В бiльш загальних випадках в якостi z
можуть виступати комбiнацiї вигляду z= x± y, z = xy, z = axm + byn тощо.

Метою подальшого розв’язування є пошук (пiдбiр) такого виразу z(x, y),
який зробить праву частину рiвняння (2.14) функцiєю тiльки однiєї змiнної z.
C Приклад 2.16. Розглянемо рiвняння

(3 sinx+ (x+ y) cosx) dx+ 3 sinx dy = 0.

Маємо: P = 3 sinx + (x + y) cosx, Q = 3 sinx. Легко переконатись, що рiвнiсть
(2.10) не виконано.

Пiдберемо функцiю двох змiнних z = z(x, y), за якої права частина рiвня-
ння (2.14) стає функцiєю однiєї змiнної z. Маємо:

∂P
∂y
− ∂Q

∂x

Q · ∂z
∂x
− P · ∂z

∂y

=
cosx− 3 cosx

3 sinx ∂z
∂x
− [3 sinx+ (x+ y) cosx] ∂z

∂y

.

Цей вираз значно спроститься, якщо з нього зникне синус. Цього легко досяг-
ти, поклавши ∂z

∂x
= ∂z

∂y
. Отримаємо:

∂P
∂y
− ∂Q

∂x

Q · ∂z
∂x
− P · ∂z

∂y

=
−2 cosx

−(x+ y) cosx ∂z
∂y

=
2

(x+ y) ∂z
∂y

.

Тодi покладемо z(x, y) = x + y. При цьому ∂z
∂x

= ∂z
∂y

= 1, i рiвняння (2.14)
набуває вигляду

1

µ
·
dµ

dz
=

2

x+ y
=

2

z
.

Iнтегруючи, отримуємо:

lnµ = 2 ln z, µ = z2 = (x+ y)2.

Довiльна константа iнтегрування тут вiдсутня, оскiльки ми шукаємо будь-який
частинний розв’язок. Домножимо рiвняння в умовi задачi на знайдений мно-
жник: (

3(x+ y)2 sinx+ (x+ y)3 cosx
)
dx+ 3(x+ y)2 sinx dy = 0. (∗)

Маємо: P = 3(x+ y)2 sinx+ (x+ y)3 cosx, Q = 3(x+ y)2 sinx;

∂P

∂y
= 6(x+ y) sinx+ 3(x+ y)2 cosx,

∂Q

∂x
= 6(x+ y) sinx+ 3(x+ y)2 cosx,

i рiвнiсть (2.10) тепер виконана. Отже, лiва частина (∗) – повний диференцi-
ал. Рiвняння системи (2.9) зручно розв’язати в зворотному порядку (спочатку
друге, а потiм перше). Маємо:

u =

∫
Q(x, y) dy =

∫
3(x+ y)2 sinx dy = (x+ y)3 sinx+ ψ(x).

Тодi ∂
∂x

(
(x+ y)3 sinx+ ψ(x)

)
= P (x, y),

3(x+ y)2 sinx+ (x+ y)3 cosx+ ψ′(x) = 3(x+ y)2 sinx+ (x+ y)3 cosx.

Звiдси ψ′(x) = 0, ψ(x) = C = const. Тодi u = (x + y)3 sinx + C. Остаточно
одержуємо розв’язок в неявному виглядi u = const, або (x+ y)3 sinx = const. B
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2.8 Огляд iнших випадкiв

Досi розглядались випадки, коли рiвняння (2.1) першого порядку було можливо
подати в нормальнiй формi (2.2). Тепер розглянемо випадки, коли y′ виразити
через x i y не вдається.

1◦. Нехай F залежить лише вiд y′, тобто (2.1) має вигляд

F (y′) = 0,

причому (недиференцiальне) рiвняння F (t) = 0 має принаймнi один дiйсний
корiнь t0: F (t0) = 0. Число t0 може бути i невiдомим. Покладемо y′ = t0,
тодi y(x) = t0x + C, t0 = y−C

x
. Тодi загальний розв’язок неявно буде заданий

рiвнянням F (t0) = 0, тобто

F

(
y − C
x

)
= 0.

2◦. Нехай F залежить лише вiд y′ i x, але не залежить вiд y, тобто (2.1)
набуває вигляду

F (x, y′) = 0.

Обмежимось випадком, коли з цього рiвняння вдається знайти x, тобто звести
рiвняння до вигляду

x = ϕ(y′).

Покладемо y′ = t. Оскiльки y′ = dy
dx

, то dy = y′ · dx = t · dx. Але з початкового
рiвняння dx = d(ϕ(y′)) = d(ϕ(t)) = ϕ′t dt, i тодi

dy = t · ϕ′t dt,

y =

∫
t · ϕ′t dt+ C.

Тодi загальний розв’язок параметрично буде заданий системою{
x(t) = ϕ(t),
y(t) =

∫
t · ϕ′t dt+ C.

3◦. Нехай F залежить лише вiд y′ i y, але не залежить вiд x, тобто (2.1) має
вигляд

F (y, y′) = 0.

Обмежимось випадком, коли з цього рiвняння вдається знайти y, тобто звести
рiвняння до вигляду

y = ϕ(y′).

Знову покладемо y′ = t. Оскiльки y′ = dy
dx

, то

dx =
dy

y′
=
d(ϕ(y′))

t
=
d(ϕ(t))

t
=
ϕ′t dt

t
,

x =

∫
ϕ′t dt

t
+ C.

Тодi загальний розв’язок параметрично буде заданий системою{
x(t) =

∫ ϕ′t dt
t

+ C,
y(t) = ϕ(t).

Далi розглянемо бiльш складнi випадки, коли в рiвняннi наявнi i x, i y, i y′.
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4◦. А) Припустимо, рiвнянню F (x, y, y′) = 0 вдалося надати вигляду

y = f(x, y′).

Покладемо y′ = p. З вихiдного рiвняння маємо:

y = f(x, p),

dy =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂p
dp,

dy

dx
=
∂f

∂x
+
∂f

∂p
·
dp

dx
,

p =
∂f

∂x
+
∂f

∂p
·
dp

dx
.

Це рiвняння вже можна вважати розв’язаним вiдносно похiдної:

dp

dx
=
p− ∂f

∂x
∂f
∂p

= G(x, p),

оскiльки функцiя f(x, p) вiдома. Припустимо, це рiвняння вдалося розв’язати,
i його iнтеграл Φ(x, p, C) = 0. Тодi загальний розв’язок неявно-параметрично
буде заданий системою {

Φ(x, p, C) = 0,
y = f(x, p).

Величина p вiдiграє роль параметру.
4◦. Б) Припустимо, рiвнянню F (x, y, y′) = 0 вдалося надати вигляду

x = f(y, y′).

Знову покладемо y′ = p. З початкового рiвняння маємо:

x = f(y, p),

dx =
∂f

∂y
dy +

∂f

∂p
dp.

Оскiльки y′ = dy
dx

, то dx = dy
y′ = dy

p
, i ми отримуємо:

dy

p
=
∂f

∂y
dy +

∂f

∂p
dp,

1

p
=
∂f

∂y
+
∂f

∂p
·
dp

dy
.

Це рiвняння вже можна вважати розв’язаним вiдносно похiдної:

dp

dy
=

1
p
− ∂f

∂y

∂f
∂p

= H(y, p),

оскiльки функцiя f(y, p) вiдома. Припустимо, це рiвняння вдалося розв’язати,
i його iнтеграл Φ(y, p, C) = 0. Тодi загальний розв’язок неявно-параметрично
буде заданий системою {

Φ(y, p, C) = 0,
x = f(y, p).

Величина p також вiдiграє роль параметру.
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2.9 Питання для перевiрки

1. Який найбiльш загальний вигляд звичайних ДР першого
порядку вiдносно функцiї y(x)?

2. Що таке нормальна форма ДР першого порядку?

3. Як розв’язують ДР з вiдокремлюваними змiнними?

4. Як виглядає однорiдне ДР першого порядку? Яка замiна
змiнних зводить однорiдне ДР першого порядку до ДР з
вiдокремлюваними змiнними?

5. Як виглядає лiнiйне ДР першого порядку? Якi два методи
його розв’язування ви знаєте?

6. З яких двох етапiв складається метод Лагранжа (метод
варiацiї довiльної сталої) розв’язування лiнiйних ДР пер-
шого порядку?

7. В чому полягає метод Бернуллi розв’язування лiнiйних ДР
першого порядку?

8. Як виглядає рiвняння Бернуллi?

9. Якi два пiдхода до розв’язування рiвняння Бернуллi ви
знаєте?

10. Яка замiна змiнних зводить рiвняння Бернуллi до лiнiйно-
го ДР?

11. Що таке «рiвняння в повних диференцiалах»?

35



3 РIВНЯННЯ, ЯКI ДОПУСКАЮТЬ

ЗНИЖЕННЯ ПОРЯДКУ

Звичайне ДР n-го порядку має вигляд

F
(
x, y, y′, · · · , y(n)

)
= 0. (3.1)

Його загальним розв’язком є n-параметричне сiмейство фун-
кцiй вигляду Φ(x, y, C1, C2, · · · , Cn) = 0.

На жаль, унiверсальних методiв розв’язування таких ДР не
iснує. Але, припускаючи певнi властивостi функцiї F , iнодi
вдається побудувати аналiтичнi розв’язки. Далi розглядаються
випадки, коли можливо знизити порядок ДР (3.1).

3.1 Випадок вiдсутностi функцiї

i її декiлькох похiдних

Нехай рiвняння (3.1) не мiстить в явному виглядi функцiю y i
(k − 1) її перших похiдних, тобто має вигляд:

F
(
x, y(k), y(k+1), · · · , y(n)

)
= 0.

Замiна p(x) = y(k)(x) знижує порядок на k одиниць, i рiвняння
набуває вигляду:

F
(
x, p, p′, · · · , p(n−k)

)
= 0.

Пiсля знаходження функцiї p(x) її iнтегрують k разiв поспiль
за змiнною x.
C Приклад 3.1. Розглянемо рiвняння третього порядку

y′′′ + λy′′ = 0.

Воно не мiстить функцiю y i її першу похiдну y′. Позначимо
p(x) = y′′(x), тодi y′′′ = p′, i рiвняння набуває вигляду

p′ + λp = 0.
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Знизили порядок на двi одиницi (з третього до першого). Ма-
ємо: dp

dx = −λp, dp
p = −λ dx, ln |p| = −λx + ln |C1|, p(x) = C1e

−λx.
Тодi

y′ =

∫
y′′ dx =

∫
p(x) dx =

∫
C1e

−λx dx = −C1

λ
e−λx + C2,

y =

∫
y′ dx =

∫ (
−C1

λ
e−λx + C2

)
dx =

C1

λ2
e−λx + C2x+ C3,

що i є загальним розв’язком. Вiн мiстить три довiльних ста-
лих C1, C2, C3. Так i має бути, оскiльки рiвняння – третього
порядку. B

3.2 Випадок вiдсутностi аргументу

Нехай рiвняння (3.1) не мiстить в явному виглядi аргумент x,
тобто має вигляд:

F
(
y, y′, · · · , y(n)

)
= 0.

В цьому випадку порядок вдається знизити на одиницю.
Введемо замiну p(y) = y′. Тодi

y′ =
dy

dx
= p,

y′′ =
dy′

dx
=
dp

dx
=
dp

dy
· dy
dx

=
dp

dy
· p = pp′,

y′′′ =
dy′′

dx
=
d
(
dp
dy · p

)
dx

=
d
(
dp
dy · p

)
dy

· dy
dx

=

=

(
d2p

dy2
p+

(
dp

dy

)2
)
· p = p

[
pp′′ + (p′)

2
]

i т.д. Звертаємо особливу увагу на наступну обставину. В дано-
му випадку x вiдсутнiй, i роль «нового» незалежного аргументу
виконує змiнна y, (яка в рiвняннi є функцiєю, а не аргументом).
Роль «нової» функцiї тепер якраз i виконує y′ = p(y). Тому в
наведених вище виразах «штрих» в лiвих частинах слiд розумi-
ти як символ похiдної за «старим» аргументом x, а в правих –
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за «новим» аргументом y. Наприклад, рiвняння y′′ = pp′ слiд
розумiти в такий спосiб: y′′xx = pp′y, тобто d2y

dx2 = p(y) · dpdy .
C Приклад 3.2. Розв’язати рiвняння yy′′ − 2 (y′)

2
= 0.

У рiвняннi вiдсутнiй x, тому вводимо замiну p(y) = y′. Тодi
y′′ = pp′, i рiвняння набуває вигляду

ypp′ − 2p2 = 0, p

(
y
dp

dy
− 2p

)
= 0.

Або p = 0, y′ = 0, y = C = const, або

y
dp

dy
= 2p,

dp

p
=

2 dy

y
.

Отримали рiвняння з вiдокремлюваними змiнними (тобто по-
рядок зменшився з другого до першого). Iнтегруємо його:

ln |p| = 2 ln |y|+ ln |C1| , p = C1y
2,

dy

dx
= C1y

2,
dy

y2
= C1 dx.

Ще раз iнтегруємо:

−1

y
= C1x+ C2, y = − 1

C1x+ C2
. B

C Приклад 3.3. Розглянемо рiвняння другого закону Нью-
тона для матерiальної точки масою m, що рухається пiд дiєю
сили F , в проекцiї на вiсь Ox:

mx′′ = F (x, x′, t).

Тут F (x, x′, t) – сила, яка дiє на точку, t – «старий» аргумент,
x(t) – «стара» функцiя, яка задає рiвняння руху. В загальному
випадку це рiвняння є дуже складним.

Обмежимось випадком, коли сила F залежить лише вiд по-
ложення (координати) точки. Тобто, нехай F = F (x) i не зале-
жить вiд швидкостi v = x′ i часу t явно. Саме такими є сили
пружностi F (x) = kx i всесвiтнього тяжiння F (x) = GMm

x2 . Тодi
виникає рiвняння:

mx′′ = F (x).

Оскiльки «старий» аргумент t тут вiдсутнiй, то «стару» фун-
кцiю x будемо вважати «новим» аргументом, а «нову» функцiю
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(замiсть p) введемо замiною v(x) = dx
dt . Тодi

x′′ =
d

dt

(
dx

dt

)
=
dv

dt
=
dv

dx
· dx
dt

=
dv

dx
· v,

i рiвняння набуває вигляду

mv
dv

dx
= F (x).

Отримали рiвняння першого порядку. Його iнтегрування пiсля
вiдокремлення змiнних призводить до результату:

mv2

2
=

∫
F (x) dx+ C,

де в правiй частинi виникає робота змiнної сили. Отримали
теорему про кiнетичну енергiю.

З урахуванням позначення v = x′ останнє рiвняння є рiвня-
нням першого порядку. Величина v = x′ може бути виражена
в явному виглядi i проiнтегрована безпосередньо. B

3.3 Питання для перевiрки

1. В яких випадках можна знизити порядок ДР? Якi замiни
змiнної застосовують для зниження порядку?

2. Нехай p(y) = y′x, де y = y(x). Доведiть, що d2y
dx2 = p · dpdy .
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4 ЛIНIЙНI РIВНЯННЯ

ВИЩИХ ПОРЯДКIВ

4.1 Основнi означення

� Означення 4.1. Неоднорiдним лiнiйним звичайним диферен-

цiальним рiвнянням n-го порядку зi змiнними коефiцiєнтами

називають рiвняння вигляду

y(n)+a1(x)y(n−1)+a2(x)y(n−2)+· · ·+an−1(x)y′+an(x)y = f(x). (4.1)

Тут ak(x), k = 1, n – деякi функцiї аргументу x. Рiвняння (4.1),
є неоднорiдним за рахунок наявностi правої частини f(x).
� Означення 4.2. Однорiдним лiнiйним звичайним дифе-

ренцiальним рiвнянням n-го порядку зi змiнними коефiцiєнта-

ми, яке вiдповiдає рiвнянню (4.1), називають рiвняння вигляду

y(n) +a1(x)y(n−1) +a2(x)y(n−2) + · · ·+an−1(x)y′+an(x)y = 0. (4.2)

Отже, з неоднорiдного ДР вiдповiдне йому однорiдне виникає
при вiдкиданнi правої частини f(x).
� Означення 4.3. Неоднорiдним лiнiйним звичайним дифе-

ренцiальним рiвнянням n-го порядку зi сталими коефiцiєнта-

ми називають рiвняння вигляду

y(n) + a1y
(n−1) + a2y

(n−2) + · · ·+ an−1y
′ + any = f(x). (4.3)

Тут ak, k = 1, n – деякi числа.
� Означення 4.4. Однорiдним лiнiйним звичайним дифе-

ренцiальним рiвнянням n-го порядку зi сталими коефiцiєнта-

ми, яке вiдповiдає рiвнянню (4.3), називають рiвняння вигляду

y(n) + a1y
(n−1) + a2y

(n−2) + · · ·+ an−1y
′ + any = 0. (4.4)

Зручно спочатку побудувати теорiю однорiдних рiвнянь, i
вже потiм враховувати наявнiсть правих частин.

4.2 Однорiднi лiнiйнi рiвняння

Розглянемо теореми, якi стосуються ДР (4.2), (4.4).
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4.2.1 Принцип суперпозицiї

� Теорема 4.1. Нехай кожна з функцiй y1(x), y2(x) є частинним
розв’язком лiнiйного однорiдного ДР. Тодi суперпозицiя (лiнiй-
на комбiнацiя) y(x) = C1y1(x) + C2y2(x) цих функцiй також є
розв’язком цього ДР при довiльних C1, C2.
� Доведення. За умовою теореми функцiя y1(x) є розв’язком

рiвняння (4.4), тому

y
(n)
1 + a1y

(n−1)
1 + a2y

(n−2)
1 + · · ·+ an−1y

′
1 + any1 = 0.

Аналогiчно, функцiя y2(x) також є розв’язком рiвняння (4.4):

y
(n)
2 + a1y

(n−1)
2 + a2y

(n−2)
2 + · · ·+ an−1y

′
2 + any2 = 0.

Домножимо перше рiвняння на C1, а друге – на C2, i додамо
їх. Групуючи вiдповiднi доданки, отримуємо:[

C1y
(n)
1 + C2y

(n)
2

]
+
[
C1a1y

(n−1)
1 + C2a1y

(n−1)
2

]
+ · · ·+

+ [C1an−1y
′
1 + C2an−1y

′
2] + [C1any1 + C2any2] = 0.

Винесемо за дужки кожний коефiцiєнт ak. Крiм того, врахує-
мо, що похiдна суми дорiвнює сумi похiдних (i це стосується
першої похiдної, другої похiдної i т.д.). Тодi

[C1y1 + C2y2]
(n)

+ a1 [C1y1 + C2y2]
(n−1)

+ · · ·+

+an−1 [C1y1 + C2y2]
′
+ an [C1y1 + C2y2] = 0.

Замiнюючи всюди C1y1 + C2y2 на y, отримуємо:

y(n) + a1y
(n−1) + a2y

(n−2) + · · ·+ an−1y
′ + any = 0,

що збiгається з рiвнянням (4.4). Це i означає, що y = C1y1 +C2y2

є розв’язком рiвняння (4.4). �
Зауваження 1. Доведена теорема узагальнюється на випа-

док довiльної кiлькостi розв’язкiв yk(x), якi утворюють супер-
позицiю. Справдi, до функцiй y1(x), y2(x), якi є розв’язками,
приєднаємо функцiю y3(x), яка теж є розв’язком. За доведе-
ним C1y1 + C2y2 є розв’язком (ми можемо його називати пер-
шим), i за умовою y3(x) є розв’язком (ми можемо його називати
другим). Тодi за доведеним суперпозицiя C̃1 (C1y1 + C2y2)+C̃2y3
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також є розв’язком. В такий спосiб можна продовжувати при-
єднання наступних розв’язкiв.

Зауваження 2. При доведеннi теореми ми не спирались на
те, залежать чи не залежать величини ak вiд x. Тому доведена
теорема справедлива i в разi ДР (4.4), i в разi ДР (4.2).

Зауваження 3. Доведену теорему можна назвати принци-

пом суперпозицiї (принципом накладання) розв’язкiв лiнiйно-
го однорiдного ДР за аналогiєю до численних випадкiв, коли
загальний результат виникає при накладаннi («змiшуваннi в
певнiй пропорцiї») окремих внескiв без їх взаємного впливу.

Отже, доведена теорема в подальшому спонукає нас шукати
загальний розв’язок лiнiйного однорiдного ДР n-го порядку у
виглядi суперпозицiї

yодн(x) = C1y1(x) + C2y2(x) + · · ·+ Cnyn(x). (4.5)

C Приклад 4.1. Розглянемо рiвняння y′′ − 5y′ + 6y = 0. Пе-
реконаємось, що кожна з функцiй y1(x) = e2x, y2(x) = e3x є
частинним розв’язком:

y′1 =
(
e2x
)′

= 2e2x, y′′1 =
(
2e2x

)′
= 4e2x.

Пiдставляємо цю функцiю в лiву частину нашого рiвняння:

y′′1 − 5y′1 + 6y1 = 4e2x − 5 · 2e2x + 6 · e2x = 0.

Отже, функцiя y1(x) = e2x є розв’язком ДР. Аналогiчно,

y′2 =
(
e3x
)′

= 3e3x, y′′2 =
(
3e3x

)′
= 9e3x.

Пiдставляємо цю функцiю в лiву частину нашого рiвняння:

y′′2 − 5y′2 + 6y2 = 9e3x − 5 · 3e3x + 6 · e3x = 0.

Отже, функцiя y2(x) = e3x – теж розв’язок ДР. Тодi за принци-
пом суперпозицiї функцiя

y(x,C1, C2) = C1y1 + C2y2 = C1e
2x + C2e

3x

також є розв’язком, причому при довiльних i незалежних C1,
C2. Те, що знайдений розв’язок є загальним, ми ще не довели.
Поки маємо лише непряму вказiвку на загальнiсть: кiлькiсть
довiльних сталих в сiмействi функцiй y(x,C1, C2) – двi, i це
вичерпує порядок рiвняння. B
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4.2.2 Вронскiан

� Означення 4.5. Нехай yi(x) – розв’язки деякого однорiдного
ДР. Кажуть, що сукупнiсть цих розв’язкiв утворює фундамен-

тальну систему розв’язкiв (ФСР), якщо 1) їх кiлькiсть дорiвнює
порядку рiвняння i 2) усi розв’язки yi(x) лiнiйно незалежнi. Са-
мi розв’язки yi(x) називають фундаментальними.

Суперпозицiя (4.5) будь-яких розв’язкiв (в тому числi i фун-
даментальних), взятих в довiльнiй кiлькостi, є розв’язком; це
випливає з теореми 4.1. Питання в тому, чи буде ця суперпо-
зицiя загальним розв’язком. Виявляється, що так, але лише у
випадку, коли складовi yi(x) утворюють ФСР (ми доведемо це
в наступному пунктi). А зараз наведемо приклад, коли вимо-
ги означення ФСР порушуються, i це призводить до втрати
загальностi розв’язку.
C Приклад 4.2. Розглянемо рiвняння y′′ − 5y′ + 6y = 0. Вище

ми вже встановили, що y1(x) = e2x, y2(x) = e3x – розв’язки. Оче-
видно, вони лiнiйно незалежнi, тобто не iснує таких чисел α,
β, не рiвних нулю одночасно, за яких виконується тотожнiсть
αe2x + βe3x ≡ 0. Крiм того, порядок рiвняння (n = 2) вичерпу-
ється кiлькiстю цих розв’язкiв. Отже, вони утворюють ФСР.
Тодi за принципом суперпозицiї загальний розв’язок

yодн(x) = C1y1(x) + C2y2(x) = C1e
2x + C2e

3x. (4.6)

1) Порушимо першу вимогу означення ФСР. Нехай кiль-
кiсть врахованих в (4.5) фундаментальних розв’язкiв недоста-
тня (менша за порядок рiвняння). Тодi загальнiсть розв’язку
втрачається. Справдi, замiсть двох фундаментальних розв’яз-
кiв y1, y2 обмежимось одним, i покладемо y = C1y1 = C1e

2x.
Очевидно, цей розв’язок не є загальним: нi при якому значен-
нi C1 з нього не зможе виникати, наприклад, розв’язок y = e3x,
який виникає з (4.6) при C1 = 0, C2 = 1.

2) Порушимо другу вимогу означення ФСР. Припустимо,
ми сформували систему функцiй y∗1 = e2x, y∗2 = 5e2x. Вони рiзнi,
i кожна з них є розв’язком. Але цi розв’язки лiнiйно залежнi:
y∗2 = 5y∗1 . Спроба за зразком (4.5) сформувати загальний розв’я-
зок призводить до виразу

y = C1y
∗
1 + C2y

∗
2 .

Здавалося б, ми вичерпали обидва ступеня свободи, i тому цей

43



розв’язок є загальним. Насправдi ж

y = C1y
∗
1 + C2y

∗
2 = C1y

∗
1 + C2 · 5y∗1 = (C1 + 5C2) y∗1 .

Позначаючи C = C1 + 5C2, отримуємо y = Cy∗1 . Отже, факти-
чно вичерпано лише один ступiнь свободи з двох; отриманий
розв’язок не є загальним (з нього, як i ранiше, неможливо отри-
мати, наприклад, частинний розв’язок y = e3x). Справа в тому,
що система функцiй y∗1 , y∗2 (на вiдмiну вiд системи функцiй y1,
y2) не утворює ФСР, оскiльки мiстить лiнiйну залежнiсть. B

Отже, для гарантування загальностi розв’язку нам потрiбна
ознака лiнiйної незалежностi функцiй. Її сформульовано i до-
ведено польським математиком Юзефом Вронським.
� Теорема 4.2. Якщо система функцiй yi(x), i = 1, n, на

деякому вiдрiзку x ∈ [a; b] є лiнiйно залежною, то визначник
Вронського цих функцiй на цьому вiдрiзку дорiвнює нулю:

W =

∣∣∣∣∣∣∣∣
y1 y2 · · · yn
y′1 y′2 · · · y′n
· · · · · · · · · · · ·

y
(n−1)
1 y

(n−1)
2 · · · y

(n−1)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≡ 0.

� Доведення. За означенням лiнiйної залежностi система фун-
кцiй yi(x) є лiнiйно залежною, якщо iснують числа αi, i = 1, n,
з яких хоча б одне вiдмiнне вiд нуля, такi, що

α1y1(x) + α2y2(x) + · · ·+ αnyn(x) ≡ 0.

Це не є рiвняння вiдносно x, яке може виконуватись при де-
яких x, а саме тотожнiсть, виконана для будь-яких x ∈ [a; b].
Тому її можна диференцiювати.

Покладемо α1 6= 0 (якщо це не так, то завжди можна змiнити
нумерацiю цих функцiй). Позначимо

β2 =
α2

α1
, β3 =

α3

α1
, · · · , βn =

αn
α1
.

Тодi
y1(x) ≡ −β2y2(x)− β3y3(x)− · · · − βnyn(x),

y′1(x) ≡ −β2y
′
2(x)− β3y

′
3(x)− · · · − βny′n(x),

y′′1 (x) ≡ −β2y
′′
2 (x)− β3y

′′
3 (x)− · · · − βny′′n(x), · · · ,
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y
(n−1)
1 (x) ≡ −β2y

(n−1)
2 (x)− β3y

(n−1)
3 (x)− · · · − βny(n−1)

n (x).

Заповнимо цими похiдними перший стовпець вронскiана (ви-
значника Вронського). Додамо до першого стовпця другий, по-
передньо помножений на β2, третiй, попередньо помножений
на β3, i т.д. аж до останнього стовпця. Тодi перший стовпець
буде складатися лише з нулiв, тому W = 0. Це i треба було
довести. �

Наслiдок. Якщо W 6= 0, то функцiї лiнiйно незалежнi.
Власне, цей наслiдок i є ознакою лiнiйної незалежностi фун-

кцiй.
C Приклад 4.3. Обчислимо вронскiан функцiй y1 = cosx,

y2 = sinx. Маємо:

W =

∣∣∣∣ y1 y2

y′1 y′2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ cosx sinx
− sinx cosx

∣∣∣∣ = cos2 x+ sin2 x ≡ 1 6= 0.

Отже, розглядуванi функцiї y1, y2 є лiнiйно незалежними на
будь-якому iнтервалi. Їх можна вносити до ФСР. B

Лiнiйна залежнiсть двох функцiй може бути наявною на
одному iнтервалi i вiдсутньою на iншому.
C Приклад 4.4. Розглянемо функцiї

y1 =

{
ex, x < 0;

cosx, x > 0,
y2 =

{
ex, x < 0;

sinx, x > 0.

Очевидно, вони є лiнiйно незалежними на будь-якому iнтерва-
лi, розташованому праворуч вiд нуля. Але вони лiнiйно залежнi
на будь-якому iнтервалi, розташованому лiворуч вiд нуля. B
C Приклад 4.5. Задано функцiї y1 = eλx, y2 = eµx. Дослiдимо

їх на лiнiйну залежнiсть. Маємо:

W =

∣∣∣∣ y1 y2

y′1 y′2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ eλx eµx

λeλx µeµx

∣∣∣∣ = e(λ+µ)x(µ− λ).

Якщо µ = λ, то W = 0, i функцiї y1, y2 є лiнiйно залежними
на будь-якому iнтервалi. Їх не можна вносити до ФСР. Якщо
µ 6= λ, то W 6= 0, i функцiї y1, y2 є лiнiйно незалежними на
будь-якому iнтервалi. Їх можна вносити до ФСР. B
C Приклад 4.6. Задано функцiї y1 = xreλ1x, y2 = xseλ1x. До-

слiдимо їх на лiнiйну залежнiсть. Маємо:

W =

∣∣∣∣ xreλ1x xseλ1x

rxr−1eλ1x + xrλ1e
λ1x sxs−1eλ1x + xsλ1e

λ1x

∣∣∣∣ =
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= e2λ1xxr
(
sxs−1 + xsλ1

)
− e2λ1xxs

(
rxr−1 + xrλ1

)
=

= e2λ1xxr+s−1(s− r).

Якщо s 6= r, то W 6= 0, i функцiї y1, y2 є лiнiйно незалежними.
Їх можна вносити до ФСР. B

4.2.3 Про загальнiсть розв’язку

� Теорема 4.3. Нехай функцiї yi(x), i = 1, n, є частинними
розв’язками однорiдного лiнiйного диференцiального рiвнян-
ня n-го порядку, i нехай вони утворюють ФСР. Тодi загальний
розв’язок цього ДР подається суперпозицiєю (4.5)

yодн(x,C1, C2, · · · , Cn) = C1y1(x) + C2y2(x) + · · ·+ Cnyn(x). (4.5)

� Доведення. Приєднаємо до ДР довiльнi початковi умови у
виглядi 

y(0) = y
(0)
0 ,

y′(0) = y
(1)
0 ,

y′′(0) = y
(2)
0 ,

· · · ,
y(n−1)(0) = y

(n−1)
0 .

Отримали задачу Кошi. Будемо виходити з того, що її розв’язок
Y (x) iснує i є єдиним.

Щоб довести, що суперпозицiя (4.5) є загальним розв’язком,
достатньо довести, що при будь-яких значеннях y(k−1)

0 , k = 1, n,
початкових умов iснують числа Ci, i = 1, n, за яких наша супер-
позицiя yодн(x) буде збiгатись з розв’язком Y (x). Справдi, iсну-
вання таких Ci доведе, що будь-який розв’язок Y (x) мiститься
всерединi сiмейства (4.5), тобто це сiмейство узагальнює всi
такi можливi розв’язки. При цьому, оскiльки розв’язок задачi
Кошi за даних початкових умов є єдиним, то замiсть виконан-
ня тотожностi yодн(x) ≡ Y (x) достатньо обмежитись значенням
x = 0 i забезпечити виконання системи

yодн(0) = Y (0),
y′одн(0) = Y ′(0),
y′′одн(0) = Y ′′(0),

· · · ,
y

(n−1)
одн (0) = Y (n−1)(0).
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Продиференцiюємо суперпозицiю (4.5) потрiбну кiлькiсть ра-
зiв i пiдставимо її в лiвi частини рiвнянь цiєї системи, а заданi
початковi умови – в правi частини. При цьому утворюється
система лiнiйних аглебраїчних рiвнянь вiдносно коефiцiєнтiв
Ci. Легко бачити, що визначник цiєї системи i є вронскiаном
фундаментальних розв’язкiв yi(x), обчисленим при x = 0. Вiн
невироджений, оскiльки фундаментальнi розв’язки утворюють
ФСР. Отже, розв’язок цiєї системи рiвнянь (сукупнiсть значень
Ci) iснує i є єдиним, що i треба було довести. Зауважимо, до-
ведене стосується i рiвнянь (4.2), i рiвнянь (4.4). �
C Приклад 4.7. Для рiвняння y′′ − 5y′ + 6y = 0 в прикладi 4.1

було показано, що функцiї y1(x) = e2x, y2(x) = e3x є частинними
розв’язками. В прикладi 4.5 було показано, що такi розв’язки
лiнiйно незалежнi. Оскiльки порядок рiвняння (n = 2) вичерпу-
ється кiлькiстю знайдених розв’язкiв, то вони утворюють ФСР.
Тодi розв’язок y(x) = C1e

2x + C2e
3x є загальним. B

4.3 Однорiднi лiнiйнi рiвняння

зi сталими коефiцiєнтами

Знаходження фундаментальних розв’язкiв yk(x) при довiльних
залежностях aj = aj(x) є складною задачею. Вона значно спро-
щується, якщо aj – сталi. Тому тепер обмежимось лише випад-
ком однорiдних лiнiйних рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами.

В цьому випадку фундаментальнi розв’язки yk(x) за допо-
могою пiдстановки Ейлера шукають у виглядi

yk(x) = eλx. (4.7)

Вiдповiдно, похiднi дорiвнюють

y′k(x) = λeλx, y′′k (x) = λ2eλx, · · · , y
(n)
k (x) = λneλx.

Пiсля пiдстановки цих похiдних до (4.4) одержимо

eλx
(
λn + a1λ

n−1 + a2λ
n−2 + · · ·+ an−1λ+ an

)
= 0.

Многочлен

F (λ) = λn + a1λ
n−1 + a2λ

n−2 + · · ·+ an−1λ+ an (4.8)
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назвемо характеристичним многочленом, що вiдповiдає одно-
рiдному рiвнянню (4.4). Тодi пiсля пiдстановки Ейлера i скоро-
чення на eλx це рiвняння зводиться до алгебраїчного рiвняння
n-го степеня:

F (λ) = 0.

Його називають характеристичним рiвнянням, яке вiдповiдає
заданому однорiдному диференцiальному рiвнянню зi сталими
коефiцiєнтами. Його коренi i є шуканi числа λk.

4.3.1 Випадок простих дiйсних коренiв

Нехай виявилось, що всi n коренiв характеристичного рiвняння
є рiзними дiйсними числами. Тодi функцiї yk(x) = eλkx є лiнiй-
но незалежними. Тому вони утворюють ФСР. Тодi загальний
розв’язок має вигляд

y = C1e
λ1x + C2e

λ2x + · · ·+ Cne
λnx.

C Приклад 4.8. Розв’язати рiвняння y′′−8y′+15y = 0. Розгля-
дуване рiвняння є лiнiйним однорiдним звичайним диференцi-
альним рiвнянням зi сталими коефiцiєнтами. Йому вiдповiдає
характеристичне рiвняння λ2 − 8λ + 15 = 0. Його коренi λ1 =
= 3, λ2 = 5. Тому фундаментальнi розв’язки y1 = eλ1x = e3x,
y2 = eλ2x = e5x. Тодi загальний розв’язок

y = C1y1 + C2y2 = C1e
3x + C2e

5x. B

C Приклад 4.9. Розв’язати рiвняння y′′ − 2y′ = 0. Характери-
стичне рiвняння λ2 − 2λ = 0. Його коренi λ1 = 0, λ2 = 2. Тому
фундаментальнi розв’язки y1 = eλ1x = e0 = 1, y2 = eλ2x = e2x.
Тодi загальний розв’язок

y = C1y1 + C2y2 = C1 + C2e
2x. B

4.3.2 Одна важлива формула

Отримаємо вираз, якого набуде лiва частина ДР (4.4)

L ≡ a0y(n) + a1y
(n−1) + · · ·+ an−1y

′ + any =
n∑
k=0

aky
(n−k) (4.4 A)
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при пiдстановцi до неї функцiї y = xαQs(x)eµx, де Qs(x) – многочлен s-го
степеня i α – деяке натуральне число або нуль, тобто функцiї

y = xα
(
q0x

s + q1x
s−1 + · · ·+ qs−1x+ qs

)
eµx =

s∑
m=0

qmx
s+α−meµx. (4.9)

Спочатку розв’яжемо допомiжну задачу про пiдстановку функцiї

yr = xreµx. (4.10)

до лiвої частини ДР (4.4). Декiлька її перших похiдних:

yr
′ = {xr}′ eµx + xr · µeµx = eµx

(
µxr + {xr}′

)
,

yr
′′ = µeµx

(
µxr + {xr}′

)
+ eµx

(
µ {xr}′ + {xr}′′

)
=

= eµx
(
µ2xr + 2µ {xr}′ + {xr}′′

)
,

yr
′′′ = µeµx

(
µ2xr + 2µ {xr}′ + {xr}′′

)
+ eµx

(
µ2 {xr}′ + 2µ {xr}′′ + {xr}′′′

)
=

= eµx
(
µ3xr + 3µ2 {xr}′ + 3µ {xr}′′ + {xr}′′′

)
i т.д. Взагалi, за формулою Лейбнiца1 маємо:

yr
(k) = eµx

(
C0
kµ

kxr + C1
kµ

k−1 {xr}′ + · · ·+ Ckk {x
r}(k)

)
=

= eµx
k∑
p=0

Cpkµ
k−p {xr}(p) .

Тут Cpk = k!
p!(k−p)! – кiлькiсть сполучень iз k елементiв по p елементiв. Надаючи

параметру k послiдовно значення n, n− 1, · · · , 0, одержуємо:

yr
(n) = eµx

n∑
p=0

Cpnµ
n−p {xr}(p) ,

yr
(n−1) = eµx

n−1∑
p=0

Cpn−1µ
n−1−p {xr}(p) ,

yr
(n−2) = eµx

n−2∑
p=0

Cpn−2µ
n−2−p {xr}(p) , · · · ,

yr
(1) = yr

′ = eµx
1∑
p=0

Cp1µ
1−p {xr}(p) = eµx

(
µxr + {xr}′

)
,

yr
(0) = yr = eµx

0∑
p=0

Cp0µ
−p {xr}(p) = eµxxr.

Пiдставляємо цi похiднi до (4.4 A). Для цього перше з наведених рiвнянь до-
множимо на a0, друге – на a1 i т.д., останнє – на an, i додамо їх. При цьому
органiзуємо такий порядок групування доданкiв. Спочатку згрупуємо тiльки

1Вiдома формула Лейбнiца n-кратного диференцiювання добутку двох фун-

кцiй: (uv)(n) =
n∑
k=0

Cknu
(n−k)v(k).
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першi доданки (при p = 0) усiх сум; вони мiстять {xr}(0) = xr i присутнi у
кожнiй сумi. Потiм згрупуємо тiльки другi доданки (при p = 1) усiх сум; вони
мiстять {xr}′ i присутнi у кожнiй сумi, крiм останньої. Далi згрупуємо тiльки
третi доданки (при p = 2) усiх сум; вони мiстять {xr}′′ i присутнi у кожнiй
сумi, крiм двох останнiх. Продовжимо процес поступового зростання номеру
похiдної вiд xr . Тодi в передостанню групу (при {xr}(n−1)) увiйдуть перед-
останнiй доданок першої суми i останнiй доданок другої суми (при p = n− 1).
Останню групу (при {xr}(n)) буде представлено лише останнiм доданком (при
p = n) першої суми. Крiм того, тимчасово (для скорочення запису) роздiлимо
лiву i праву частини утворюваної рiвностi на eµx. Тодi{

a0yr
(n) + a1yr

(n−1) + a2yr
(n−2) + · · ·+ an−1yr

′ + anyr
}
e−µx =

= xr
[
a0C

0
nµ

n + a1C
0
n−1µ

n−1 + · · ·+ an−1C
0
1µ+ anC

0
0

]
+

+ {xr}′
[
a0C

1
nµ

n−1 + a1C
1
n−1µ

n−2 + · · ·+ an−2C
1
2µ+ an−1C

1
1

]
+

+ {xr}′′
[
a0C

2
nµ

n−2 + a1C
2
n−1µ

n−3 + · · ·+ an−3C
2
3µ+ an−2C

2
2

]
+

+ · · ·+ {xr}(n−1)
[
a0C

n−1
n µ+ a1C

n−1
n−1

]
+ {xr}(n) [a0C

n
n ] .

Як бачимо, тут вираз у перших квадратних дужках правої частини дорiвнює
значенню характеристичного многочлену в точцi µ:

a0µ
n + a1µ

n−1 + · · ·+ an−1µ+ an = F (µ).

Вираз у других квадратних дужках правої частини дорiвнює вiдповiднiй пер-
шiй похiднiй:

a0nµ
n−1 + a1(n− 1)µn−2 + · · ·+ an−22µ+ an−1 = F ′(µ).

Вираз у третiх квадратних дужках правої частини дорiвнює половинi вiдповiд-
ної другої похiдної:

a0
n(n− 1)

2
µn−2 + a1

(n− 1)(n− 2)

2
µn−3 + · · ·+

+an−3
3 · 2

2
µ+ an−2

2 · 1
2

=
1

2
F ′′(µ).

Для узагальнення цих результатiв розглянемо квадратнi дужки, якi є спiв-
множником при {xr}(m), m = 0, n. Легко переконатись, що цей вираз дорiвнює

[ ]
m

=

n−m∑
j=0

ajC
m
n−jµ

n−m−j .

Методом математичної iндукцiї доведемо, що[ ]
m

=
1

m!
F (m)(µ),

тобто доведемо, що

1

m!
F (m)(µ) =

n−m∑
j=0

ajC
m
n−jµ

n−m−j . (A)
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На першому кроцi при m = 0 маємо:

1

0!
F (0)(µ) =

n−0∑
j=0

ajC
0
n−jµ

n−0−j , F (µ) =

n∑
j=0

ajµ
n−j ,

що очевидно. На другому кроцi будемо вважати, що рiвняння (А) вже викона-
но, i з використанням цього перевiримо виконання рiвняння

1

(m+ 1)!
F (m+1)(µ) =

n−(m+1)∑
j=0

ajC
m+1
n−j µ

n−(m+1)−j . (B)

Продиференцiюємо рiвняння (А) за змiнною µ. Оскiльки в сумi (А) останнiй
доданок (при j = n − m) не залежить вiд µ, то пiсля диференцiювання вiн
зникне. Отже, дiапазон сумування за j можна звузити на одиницю зверху.
Тодi

1

m!
F (m+1)(µ) =

n−m−1∑
j=0

ajC
m
n−j(n−m− j)µn−m−j−1.

Роздiлимо це рiвняння на m+ 1:

1

(m+ 1)!
F (m+1)(µ) =

n−m−1∑
j=0

aj
Cmn−j(n−m− j)

m+ 1
µn−m−j−1.

Отже, порiвнюючи з (В), залишається довести, що

Cm+1
n−j =

Cmn−j(n−m− j)
m+ 1

.

Маємо:
(n− j)!

(m+ 1)!(n− j −m− 1)!
=

(n− j)!(n−m− j)
m!(n− j −m)!(m+ 1)

,

1

(n− j −m− 1)!
=

(n−m− j)
(n− j −m)!

,

що очевидно. Другий крок методу математичної iндукцiї вичерпано. Тодi при
пiдстановцi функцiї yr (4.10) до (4.4 A) отримуємо:

L|y=yr
eµx

=
[
a0yr

(n) + a1yr
(n−1) + a2yr

(n−2) + · · ·+ an−1yr
′ + anyr

]
e−µx =

= xr
F (µ)

0!
+ {xr}′

F ′(µ)

1!
+ {xr}′′

F ′′(µ)

2!
+ · · ·+

+ {xr}(n−1) F
(n−1)(µ)

(n− 1)!
+ {xr}(n)

F (n)(µ)

n!
=

n∑
k=0

{xr}(k)
F (k)(µ)

k!
,

L|y=yr=xreµx =
n∑
k=0

ak {xreµx}(n−k) = eµx
n∑
k=0

{xr}(k)
F (k)(µ)

k!
(4.11)

Розв’яжемо тепер основну задачу про пiдстановку функцiї (4.9) до виразу
(4.3 А). Маємо:

L =
n∑
k=0

aky
(n−k) =

n∑
k=0

ak

(
s∑

m=0

qm
(
xs−m+αeµx

))(n−k)

=
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=

n∑
k=0

ak

s∑
m=0

qm
(
eµxxs−m+α

)(n−k)
=

s∑
m=0

qm

(
n∑
k=0

ak
(
eµxxs−m+α

)(n−k))
.

Ми врахували, що (n−k)-а похiдна суми дорiвнює сумi вiдповiдних похiдних, i
винесли константи qm за знак диференцiювання; потiм змiнили порядок суму-
вання. В останньому виразi внутрiшня сума i є (4.11), отримувана при значеннi
r = s−m+ α. Тодi

L|y=xαQs(x)eµx = eµx
s∑

m=0

qm

(
n∑
k=0

{
xs−m+α

}(k) F (k)(µ)

k!

)
. (4.12)

4.3.3 Випадок кратних дiйсних коренiв

Може статися, що деякий корiнь (наприклад, λ1) є кратним
кратностi p. Тодi в розкладаннi характеристичного многочлену
на множники мiститься множник (λ−λ1)p, якому вiдповiдають
коренi

λ1 = λ2 = · · · = λp.

Формально це породжує p однакових розв’язкiв

y1 = y2 = · · · = yp = eλ1x.

Ясно, що система цих функцiй є лiнiйно залежною, i тому
ФСР не утворює. Отже, суперпозицiя цих функцiй надає нам
розв’язок, але вiн не є загальним. Справдi, вiдповiдний фра-
гмент суперпозицiї має вигляд

C1y1 + C2y1 + · · ·+ Cpy1 = (C1 + C2 + · · ·+ Cp) y1.

Позначаючи C1 +C2 + · · ·+Cp = C, переконуємось, що цей фра-
гмент мiстить лише одну довiльну сталу C замiсть p довiльних
сталих. Отже, така суперпозицiя мiстить на (p − 1) ступенiв
свободи менше, нiж очiкувалось.

Отже, фундаментальнi розв’язки yk = eλ1x, k = 1, p, потрi-
бно модифiкувати так, щоб вiдновити їх лiнiйну незалежнiсть.
Пропонується кожну наступну з цих функцiй домножити на

наступний степiнь аргументу, тобто покласти

y1 = eλ1x, y2 = xeλ1x, y3 = x2eλ1x, · · · , yp = xp−1eλ1x. (4.13)

Доведемо наступне. Нехай λ1 – корiнь кратностi p. Тодi 1)
усi функцiї (4.13) – розв’язки рiвняння (4.4); 2) вони є лiнiйно
незалежними.
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1) Кожна з функцiй (4.13) має вигляд (4.10), тому при пiд-
становцi до (4.4) згiдно з (4.11) отримуємо:

eλ1x
n∑
k=0

{xr}(k) F
(k)(λ1)

k!
= 0, r = 0, p− 1.

Але за рахунок кратностi кореня маємо:

F (λ1) = F ′(λ1) = F ′′(λ1) = · · · = F (p−1)(λ1) = 0.

Отже, в сумi вiдсутнi доданки з номерами k = 0, p− 1. Решта
доданкiв також дорiвнює нулю, оскiльки їх номери k > p, звiд-
ки k > r, i {xr}(k) ≡ 0. Отже, рiвняння виконано.

2) Доведемо лiнiйну незалежнiсть системи функцiй (4.13).
Зауважимо, попарної лiнiйної незалежностi цих функцiй, доведеної в при-

кладi 4.6, ще недостатньо для лiнiйної незалежностi системи цих функцiй.
Наприклад, функцiї y1(x) ≡ 1, y2(x) = x, y3(x) = 1 − x попарно лiнiйно неза-
лежнi:

W12 =

∣∣∣∣ y1 y2
y′1 y′2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1 x
0 1

∣∣∣∣ = 1 6= 0,

W23 =

∣∣∣∣ y2 y3
y′2 y′3

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ x 1− x
1 −1

∣∣∣∣ = −1 6= 0,

W31 =

∣∣∣∣ y3 y1
y′3 y′1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1− x 1
−1 0

∣∣∣∣ = 1 6= 0.

Але система цих функцiй лiнiйну залежнiсть мiстить: y1 ≡ y2 + y3.

Доведення лiнiйної незалежностi системи функцiй (4.13) з
використанням визначника Вронського є занадто громiздким.
Простiше скористатись означенням лiнiйної незалежностi. До-
статньо довести, що тотожнiсть C1y1 + C2y2 + · · · + Cpyp ≡ 0
можлива лише за умови C1 = C2 = · · · = Cp = 0. Маємо:

C1y1 + C2y2 + · · ·+ Cpyp =

= C1e
λ1x + C2xe

λ1x + · · ·+ Cpx
p−1eλ1x =

= eλ1x
(
C1 + C2x+ · · ·+ Cpx

p−1
)
.

Оскiльки eλ1x 6= 0, то C1 + C2x + · · · + Cpx
p−1 ≡ 0. Методом

невизначених коефiцiєнтiв при усiх степенях x з нульового по
(p − 1)-й маємо: C1 = C2 = · · · = Cp = 0, що i потрiбно було
довести.

Тепер, якщо деякий корiнь λ1 характеристичного рiвняння

є кратним кратностi p, то для формування вiдповiдного внеску
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до ФСР кожний наступний фундаментальний розв’язок вигля-

ду eλ1x слiд домножувати на наступний степiнь аргумента аж

до вичерпання кратностi (тобто до p− 1-го степеня включно).

C Приклад 4.10. Розв’язати рiвняння y′′ − 2y′ + y = 0. Хара-
ктеристичне рiвняння λ2 − 2λ + 1 = 0, або (λ − 1)2 = 0. Його
корiнь λ1 = 1 кратностi p = 2. Отже, ФСР:

y1 = eλ1x = ex, y2 = xeλ1x = xex,

i кратнiсть кореня вичерпано. Тодi загальний розв’язок

y = C1y1 + C2y2 = C1e
x + C2xe

x = ex (C1 + C2x) . B

C Приклад 4.11. Розв’язати рiвняння y′′′− 6y′′+ 12y′− 8y = 0.
Характеристичне рiвняння λ3−6λ2+12λ−8 = 0, або (λ− 2)

3
= 0.

Його корiнь λ1 = 2 кратностi p = 3. Отже, ФСР:

y1 = eλ1x = e2x, y2 = xeλ1x = xe2x, y3 = x2eλ1x = x2e2x,

i кратнiсть кореня вичерпано. Тодi загальний розв’язок

y = C1y1 + C2y2 + C3y3 =

= C1e
2x + C2xe

2x + C3x
2e2x = e2x

(
C1 + C2x+ C3x

2
)
. B

C Приклад 4.12. Розв’язати рiвняння y′′′ − 5y′′ + 7y′ − 3y = 0.
Характеристичне рiвняння λ3 − 5λ2 + 7λ− 3 = 0, або

(λ− 1)
2

(λ− 3) = 0.

Його коренi λ1 = 1 кратностi p = 2 i λ2 = 3. Отже, внесок до
ФСР, який вiдповiдає першому кореню:

y1 = eλ1x = ex, y2 = xeλ1x = xex,

i кратнiсть першого кореня вичерпано. Крiм того, за рахунок
другого кореня до ФСР приєднуємо ще одну функцiю:

y3 = eλ2x = e3x.

Тодi загальний розв’язок

y = C1y1 + C2y2 + C3y3 = C1e
x + C2xe

x + C3e
3x. B
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C Приклад 4.13. Розв’язати рiвняння y′′′ = 0. Це рiвняння
можна розв’язати трикратним iнтегруванням:

y′′ =

∫
y′′′ dx =

∫
0 dx = 0 + C1 = C1,

y′ =

∫
y′′ dx =

∫
C1 dx = C1x+ C2,

y =

∫
y′ dx =

∫
(C1x+ C2) dx = C1

x2

2
+ C2x+ C3.

Отже, загальний розв’язок – довiльний квадратний тричлен.
Проте, цiкаво, як спрацює викладена теорiя. Характеристичне
рiвняння λ3 = 0. Його корiнь λ1 = 0 кратностi p = 3. Отже,
ФСР:

y1 = eλ1x = e0 = 1,

y2 = xeλ1x = xe0 = x,

y3 = x2eλ1x = x2e0 = x2,

i кратнiсть кореня вичерпано. Тодi загальний розв’язок

y = C1y1 + C2y2 + C3y3 = C1 + C2x+ C3x
2,

тобто загальний розв’язок – довiльний квадратний тричлен. B

4.3.4 Початковi вiдомостi про комплекснi числа

В цьому пунктi розглянемо комплекснi числа i елементарнi
операцiї з ними. Викладення обмежимо лише обсягом, необ-
хiдним для роботи з подальшим матерiалом.

Комплексним називають число вигляду z = x + iy, x, y ∈ R.
Величину i називають уявною одиницею; вона має властивiсть
i2 = −1. Звичайно, i не є дiйсним числом (квадрати дiйсних
чисел невiд’ємнi).

Число x ∈ R називають дiйсною частиною комплексного
числа z (пишуть x = Re z, real – дiйсний), а число y ∈ R (не
символ iy, а тiльки число y) – уявною частиною комплексного
числа z (пишуть y = Im z, imaginary – уявний). Якщо Re z = 0,
тобто z = iy, кажуть, що z є суто уявним числом.

Розглянемо окремий випадок, коли Im z = 0. В цьому разi
маємо: z = x + i0 = x ∈ R. Отже, множина комплексних чисел
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є узагальненням множини дiйсних чисел, тобто кожне дiйсне
число можна розглядати як окремий випадок комплексного чи-
сла. Але комплекснi числа – це об’єкти нової, бiльш складної
математичної природи. Тому для них потрiбно вводити новi
означення операцiй додавання, множення, пiднесення до сте-
пеню тощо. Новi означення при їх застосуваннi до окремого
випадку дiйсних чисел повиннi виявляти звичнi нам власти-
востi. Наприклад, додавання дiйсних чисел має комутативну
(переставну) властивiсть a + b = b + a i асоцiативну (сполучну)
властивiсть (a+ b) + c = a+ (b+ c). Отже, означення суми ком-
плексних чисел треба сформулювати так, щоб цi властивостi
виконувались при додаваннi будь-яких комплексних чисел. То-
дi вони будуть виконанi в тому числi i для дiйсних чисел, а
отже, операцiя додавання комплексних чисел буде узагальню-
вати вiдому операцiю додавання дiйсних чисел.

Вiдповiдно, множення дiйсних чисел має комутативну (пе-
реставну) властивiсть ab = ba, асоцiативну (сполучну) власти-
вiсть (ab) c = a (bc), i дистрибутивну (розподiльну) властивiсть
вiдносно додавання a(b+ c) = ab+ ac. Отже, означення добутку
комплексних чисел треба сформулювати так, щоб цi властиво-
стi виконувались при множеннi будь-яких комплексних чисел.

Дiйсне число x можна зобразити точкою на координатнiй
прямiй Ox, використовуючи значення x в якостi координати.
Вiдповiдно, комплексне число z = x + iy можна зобразити то-
чкою (x, y) на координатнiй площинi Oxy. Природно домови-
тись про наступне: два комплексних числа є рiвними, якщо
точки, якi зображують їх на площинi Oxy, збiгаються. Звiдси
випливає означення рiвностi комплексних чисел:

z1 = z2 ⇔
{

Re z1 = Re z2;
Im z1 = Im z2.

Якщо з рiвнянь останньої системи не виконано хоча б одне,
то z2 6= z1. При цьому жодне з чисел z1, z2 не є бiльшим чи
меншим2 за iнше; вони просто не дорiвнюють одне одному.

2Поняттям «бiльше», «менше» (т.зв. вiдношенням порядку) теж треба давати
означення. В разi дiйсних чисел це просто: якщо числа x1, x2 зображуються на
осi Ox точками A1, A2, i точка A2 розташована з правого боку вiд точки A1, то
x2 > x1, а якщо точки збiгаються, то x2 = x1. А на площинi (на вiдмiну вiд пря-
мої) iснує нескiнченно багато напрямкiв, вдовж яких можна рухатись вiд однiєї
точки до iншої. Обрати серед них якийсь особливий «напрямок збiльшення»
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Сумою двох комплексних чисел називають комплексне чи-
сло, яке обчислюється за правилом:

z1 + z2 = (x1 + iy1) + (x2 + iy2) = (x1 + x2) + i (y1 + y2) .

Виконання комутативностi i асоцiативностi легко перевiрити
самостiйно. Наочним аналогом додавання комплексних чисел
є додавання векторiв на площинi в координатах (в проекцiях).

Добутком двох комплексних чисел називають комплексне
число, яке обчислюється за правилом:

z1 · z2 = (x1 + iy1) · (x2 + iy2) = (x1x2 − y1y2) + i (x1y2 + x2y1) .

Виконання комутативностi, асоцiативностi i дистрибутивностi
вiдносно додавання легко перевiрити самостiйно.

Обчислимо i2. За означенням добутку маємо:

i2 = i · i = (0 + i1) · (0 + i1) =

= (0 · 0− 1 · 1) + i(0 · 1 + 0 · 1) = −1 + i0 = −1.

Ця обставина в поєднаннi з наведеними властивостями дозво-
ляє поводитись з комплексними числами так, нiби вони є мно-
гочленами. Iншими словами, при переходi до комплексних чи-
сел у нас зберiгаються права групувати доданки та спiвмно-
жники, зводити подiбнi члени, виносити спiльний множник за
дужки, розкривати дужки тощо.
C Приклад 4.14. Обчислимо значення виразу (1 + i)(2− i):

(1 + i)(2− i) = 1 · 2− 1 · i+ i · 2− i · i =

= 2− i+ 2i− i2 = 2 + i− (−1) = 3 + i. B

Наступна операцiя – комплексне спряження. Так назива-
ють змiну знаку уявної частини комплексного числа на проти-
лежний. Якщо z = x+ iy, то z = x+ iy = x− iy. Очевидно, точки,
якi зображають числа z i z, симетричнi одна однiй вiдносно осi
Ox. Цiкаво зауважити, що добуток z · z завжди є дiйсним не-
вiд’ємним числом:

z · z = (x+ iy)(x− iy) = x2 − ixy + ixy − i2y2 = x2 + y2 > 0.

неможливо, оскiльки всi напрямки рiвноправнi. Тому на множинi комплексних
чисел поняття «бiльше», «менше» взагалi не визначають. Математики кажуть,
що множина комплексних чисел (на вiдмiну вiд множини дiйсних чисел) є
невпорядкованою.
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Це вiдкриває шлях до дiлення комплексних чисел (z2 6= 0):

z1

z2
=
z1 · z2

z2 · z2
=

(x1 + iy1)(x2 − iy2)

x2
2 + y2

2

=
x1x2 + y1y2

x2
2 + y2

2

+ i · x2y1 − x1y2

x2
2 + y2

2

.

Розглянемо квадратне рiвняння az2 + bz + c = 0. Нехай його
дискримiнант D = b2 − 4ac < 0. В цьому випадку рiвняння дiй-
сних коренiв не має. Але комплекснi коренi iснують. Знайдемо
їх. Позначимо D1 = −D, D1 > 0. Тодi

z1,2 =
−b±

√
D

2a
=
−b±

√
−D1

2a
=
−b±

√
−1 ·
√
D1

2a
=
−b± i

√
D1

2a
.

Позначимо x = − b
2a , y =

√
D1

2a – дiйснi числа. Тодi коренi рiвнян-
ня z1,2 = x± iy. Отже, якщо коефiцiєнти квадратного рiвняння

з вiд’ємним дискримiнантом є дiйсними числами, то коренi

рiвняння – комплекснi, комплексно спряженi один до одного.

Пiсля введення основних арифметичних дiй (порiвняння,
додавання, множення, спряження, дiлення) розглянемо ще пiд-
несення числа e до комплексного степеня. Це роблять за допо-
могою формули Ейлера, яка має вигляд:

eiϕ = cosϕ+ i sinϕ. (4.14)

Степiнь з комплексним показником – це величина, яка теж
потребує означення. Наведена формула Ейлера як раз i вiдi-
грає роль такого означення. Покажемо, що воно узгоджується
з розвиненнями вiдповiдних елементарних функцiй в ряд Ма-
клорена. Для експоненти маємо збiжний ряд:

ez = 1 + z +
z2

2!
+
z3

3!
+
z4

4!
+
z5

5!
+
z6

6!
+
z7

7!
+ · · · .

Нехай z – комплексне. Домовимось ez розумiти в сенсi суми
цього ряду (також комплексної!) в точцi z. Зокрема, при z = iϕ
маємо:

eiϕ = 1 + iϕ+
i2ϕ2

2!
+
i3ϕ3

3!
+
i4ϕ4

4!
+
i5ϕ5

5!
+
i6ϕ6

6!
+
i7ϕ7

7!
+ · · · .

Враховуючи, що i1 = i, i2 = −1, i3 = −i, i4 = 1 i т.д., отримуємо:

eiϕ = 1 + iϕ− ϕ2

2!
− iϕ3

3!
+
ϕ4

4!
+
iϕ5

5!
− ϕ6

6!
− iϕ7

7!
+ · · · =
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=

(
1− ϕ2

2!
+
ϕ4

4!
− ϕ6

6!
+ · · ·

)
+

+i

(
ϕ− ϕ3

3!
+
ϕ5

5!
− ϕ7

7!
+ · · ·

)
= cosϕ+ i sinϕ.

Отже, формула Ейлера не протирiчить узагальненню рядiв Ма-
клорена для ескпоненти, синуса i косинуса на випадок компле-
ксних значень аргументу.

Формулою Ейлера можна скористатись для подання сину-
са i косинуса у виглядi комбiнацiї експонент. Формула (4.14)
справедлива для будь-яких кутiв ϕ, i в тому числi для проти-
лежного кута −ϕ. Враховуючи парнiсть косинуса i непарнiсть
синуса, маємо:

e−iϕ = cosϕ− i sinϕ.

Додаючи це рiвняння до (4.14), позбавимось синуса, а вiднiма-
ючи його вiд (4.14), позбавимось косинуса. Отримаємо:

cosϕ =
eiϕ + e−iϕ

2
, sinϕ =

eiϕ − e−iϕ

2i
. (4.15)

4.3.5 Випадок простих комплексних коренiв

Нехай характеристичний многочлен розкладено на множники,
i один з них виявився квадратним тричленом з вiд’ємним дис-
кримiнантом. Подальше розкладання на множники в дiйсних
числах неможливе, i коренi – комплексно спряженi, тобто ма-
ють вигляд

λ1,2 = a± ib.

При b 6= 0 маємо λ2 6= λ1, тому вiдповiдна пара розв’язкiв

ỹ1 = eλ1x = e(a+ib)x, ỹ2 = eλ2x = e(a−ib)x

лiнiйної залежностi не мiстить. Отже, цi розв’язки є фундамен-
тальними i можуть бути внесеними до ФСР. Внесок цiєї пари в
загальний розв’язок становить Aỹ1 +Bỹ2, причому A, B можуть
виявитись i комплексним числами. Маємо:

Aỹ1 +Bỹ2 = Ae(a+ib)x +Be(a−ib)x =

= eax
(
Aeibx +Be−ibx

)
=

= eax [A (cos bx+ i sin bx) +B (cos bx− i sin bx)] =
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= eax [(A+B) cos bx+ (iA− iB) sin bx] .

Позначимо A+B = C1, iA− iB = C2. Тодi внесок має вигляд

Aỹ1 +Bỹ2 = C1e
ax cos bx+ C2e

ax sin bx.

Отже, в разi комплексно спряжених коренiв замiсть пари фун-
даментальних розв’язкiв

ỹ1 = e(a+ib)x, ỹ2 = e(a−ib)x

зручно користуватись парою фундаментальних розв’язкiв

y1 = eax cos bx, y2 = eax sin bx.

C Приклад 4.15. Розв’язати рiвняння y′′ + 9y = 0. Характе-
ристичне рiвняння λ2 + 9 = 0, його коренi λ1,2 = a ± ib = ±3i.
Отже, a = 0, b = 3, ФСР

y1 = eax cos bx = cos 3x, y2 = eax sin bx = sin 3x.

Тодi загальний розв’язок

y = C1y1 + C2y2 = C1 cos 3x+ C2 sin 3x. B

C Приклад 4.16. Розв’язати рiвняння y′′− 6y′+ 13y = 0. Хара-
ктеристичне рiвняння λ2 − 6λ+ 13 = 0, його коренi

λ1,2 =
6±
√
−16

2
=

6± 4i

2
= 3± 2i.

Тодi a = 3, b = 2, ФСР

y1 = eax cos bx = e3x cos 2x, y2 = eax sin bx = e3x sin 2x.

Тодi загальний розв’язок

y = C1y1 + C2y2 = C1e
3x cos 2x+ C2e

3x sin 2x. B

C Приклад 4.17. Розв’язати рiвняння

y(4) − 2y′′′ + 5y′′ − 8y′ + 4 = 0.

Характеристичне рiвняння

λ4 − 2λ3 + 5λ2 − 8λ+ 4 = 0,
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(λ− 1)
2 (
λ2 + 4

)
= 0.

Коренi λ1,2 = 1 (кратностi p = 2), λ3,4 = ±2i. Тодi ФСР

y1 = ex, y2 = xex, y3 = cos 2x, y4 = sin 2x.

Зауважимо, тут комплексно спряженим кореням λ3,4 вiдповiда-
ють фундаментальнi розв’язки y3, y4, якi включаються до ФСР
незалежно вiд факту кратностi дiйсного кореня λ1,2. Цю кра-
тнiсть враховано рiвнiстю y2 = xy1.

Тодi загальний розв’язок:

y =

4∑
k=1

Ckyk = C1e
x + C2xe

x + C3 cos 2x+ C4 sin 2x. B

C Приклад 4.18. Отримати рiвняння вiльних коливань еле-
ктричного заряду в послiдовному коливальному контурi з па-
раметрами: iндуктивнiсть котушки L, ємнiсть конденсатора C,
омiчний опiр дротiв R.

Нехай заряд конденсатора в момент часу t дорiвнює Q(t).
Струм в контурi I = Q′(t). ЕРС самоiндукцiї в котушцi за зако-
ном Фарадея E = −L dI

dT = −LQ′′. Напруга на котушцi дорiвнює
UL = −E = LQ′′. Напруга на резисторi UR = IR = Q′R. На-
пруга на конденсаторi за означенням електроємностi UC = Q

C .
Оскiльки коливання вiльнi, то джерела в контурi вiдсутнi. Тодi
за правилом Кiрхгофа UL + UR + UC = 0,

LQ′′ +Q′R+
Q

C
= 0.

Позначимо β = R
2L , ω2

0 = 1
LC . Отримуємо ДР:

Q′′ + 2βQ′ + ω2
0Q(t) = 0.

Характеристичне рiвняння λ2 + 2βλ+ ω2
0 = 0. Дискримiнант

D = (2β)
2 − 4ω2

0 = −4
(
ω2

0 − β2
)

= −4ω2 = (2iω)
2
.

Тут позначено ω =
√
ω2

0 − β2 > 0; враховано, що при малому
омiчному опорi β < ω0. Тодi коренi характеристичного рiвняння
λ1,2 = −2β±2iω

2 = −β ± iω. Тодi ФСР

Q1(t) = e−βt cosωt, Q2(t) = e−βt sinωt.
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Загальний розв’язок ДР:

Q(t) = C1Q1(t) + C2Q2(t) = e−βt (C1 cosωt+ C2 sinωt) .

Це i є вiдоме рiвняння вiльних затухаючих коливань. Зауважи-
мо, за наявностi втрат енергiї вони вiдбуваються з частотою ω,
трохи меншою за частоту ω0 власних коливань. B

4.3.6 Випадок кратних комплексних коренiв

Нехай тепер характеристичний многочлен ДР пiсля розклада-
ння на множники мiстить спiвмножник

(
λ2 + uλ+ v

)p
, де u, v ∈

R, i дискримiнант u2 − 4v < 0. Тодi подальше розкладання на
множники можливо тiльки з використанням комплексно спря-
жених коренiв. Нехай вони дорiвнюють λ1 = a+ ib, λ2 = a− ib.
Очевидно, кожен з них є кратним кратностi p:(

λ2 + uλ+ v
)p

= (λ− λ1)
p

(λ− λ2)
p
.

Це, аналогiчно до (4.13), породжує 2p таких фундаментальних
розв’язкiв:

y+
1 = eλ1 , y−1 = eλ2 ,

y+
2 = xeλ1 , y−2 = xeλ2 ,

y+
3 = x2eλ1 , y−3 = x2eλ2 ,

· · · ,

y+
p = xp−1eλ1 , y−p = xp−1eλ2 .

Вище ми довели: якщо фукнцiя ϕ(x) = eλx є розв’язком i ко-
рiнь λ є кратним кратностi p, то функцiї ψr(x) = xrϕ(x) також
є розв’язками при r = 1, p− 1, причому система функцiй ϕ(x),
ψr(x) лiнiйно незалежна. При цьому для доведення не мало
значення, корiнь λ є дiйсним чи комплексним. Тому цей ви-
сновок справедливий i зараз. Отже, функцiї y±k , k = 1, p, утво-
рюють внесок до ФСР, який вiдповiдає парi комплексно спря-
жених коренiв λ1,2 кратностi p кожний.

Користуватись функцiями y±k незручно, оскiльки вони мi-
стять комплекснi значення a ± ib. Доведемо, що при побудовi
ФСР кожну пару функцiй y±k можна замiнити парою функцiй

fk(x) = xk−1eax cos bx, gk(x) = xk−1eax sin bx.
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Нехай деякий фрагмент Y (x) загального розв’язку подано у
виглядi лiнiйної комбiнацiї функцiй y+

k , y−k з довiльними коефi-
цiєнтами α, β. Доведемо, що завжди iснують коефiцiєнти C1,
C2 такої лiнiйної комбiнацiї функцiй fk(x), gk(x), яка подає той
самий фрагмент. Маємо:

Y (x) = αy+
k + βy−k = C1fk + C2gk,

αxk−1e(a+ib)x + βxk−1e(a−ib)x = C1x
k−1eax cos bx+ C2x

k−1eax sin bx,

αeaxeibx + βeaxe−ibx = C1e
ax cos bx+ C2e

ax sin bx,

α (cos bx+ i sin bx) + β (cos bx− i sin bx) = C1 cos bx+ C2 sin bx.

Методом невизначених коефiцiєнтiв при функцiях cos bx, sin bx
маємо: {

C1 = α+ β;
C2 = iα− iβ.

Отже, якщо деякий фрагмент Y (x) загального розв’язку може
бути поданий у виглядi лiнiйної комбiнацiї функцiй y±k з ко-
ефiцiєнтами α, β, то вiн також може бути поданий у виглядi
лiнiйної комбiнацiї функцiй fk, gk з коефiцiєнтами C1, C2. Це i
означає, що при побудовi ФСР пару функцiй y±k можна замi-

нити парою функцiй fk, gk.
Отже, якщо числа λ1,2 = a± ib є коренями характеристично-

го рiвняння кратностi p кожний, то вiдповiдний цим кореням
внесок у ФСР може бути записаний у виглядi

eax cos bx, eax sin bx,

xeax cos bx, xeax sin bx,

· · · ,

xp−1eax cos bx, xp−1eax sin bx.

C Приклад 4.19. Нехай характеристичний многочлен деякого
ДР F (λ) =

(
λ2 + 4

)3
. Скласти загальний розв’язок.

Маємо F (λ) = 0,
(
λ2 − (2i)2

)3
= 0, (λ− 2i)

3
(λ+ 2i)

3
= 0. От-

же, коренi λ1,2 = ±2i мають кратнiсть p = 3 кожний. При цьому
a = Reλ1 = 0, b = Imλ1 = 2. Тодi ФСР

y1 = cos 2x, y2 = sin 2x,
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y3 = x cos 2x, y4 = x sin 2x,

y5 = x2 cos 2x, y6 = x2 sin 2x.

Загальний розв’язок y =
6∑
k=1

Ckyk,

y = C1 cos 2x+ C2 sin 2x+

+C3x cos 2x+ C4x sin 2x+ C5x
2 cos 2x+ C6x

2 sin 2x =

=
(
C1 + C3x+ C5x

2
)

cos 2x+
(
C2 + C4x+ C6x

2
)

sin 2x. B

C Приклад 4.20. Нехай характеристичний многочлен деякого
ДР F (λ) =

(
λ2 + 4λ+ 5

)2
. Скласти загальний розв’язок.

Знайдемо коренi квадратного тричлена λ2 + 4λ+ 5:

λ1,2 =
−4±

√
16− 20

2
=
−4± 2i

2
= −2± i.

Отже, λ1,2 = a ± ib, причому a = −2, b = 1. Цi коренi мають
кратнiсть p = 2 кожний. Тодi ФСР

y1 = e−2x cosx, y2 = e−2x sinx, y3 = xe−2x cosx, y4 = xe−2x sinx.

Загальний розв’язок:

y = C1e
−2x cosx+ C2e

−2x sinx+ C3xe
−2x cosx+ C4xe

−2x sinx =

= e−2x [(C1 + C3x) cosx+ (C2 + C4x) sinx] . B

4.4 Метод варiацiї довiльних сталих

Тепер, коли однорiдне рiвняння (4.4) розв’язано, перейдемо до
врахування правої частини, тобто до розв’язування рiвняння
(4.3). В цьому роздiлi вважатимемо, що права частина (4.3) має
довiльний вигляд f(x). Метод, який буде викладено нижче, мо-
же бути поширений i на лiнiйнi рiвняння (4.1) зi змiнними ко-
ефiцiєнтами.

Нехай загальний розв’язок вiдповiдного однорiдного рiвня-
ння вже вiдомий. Тодi загальний розв’язок неоднорiдного рiв-
няння можна знайти методом Лагранжа (методом варiацiї до-

вiльних сталих). Розглянемо технiку застосування цього мето-
ду на прикладi лiнiйного рiвняння третього порядку:

y′′′ + a1(x)y′′ + a2(x)y′ + a3(x)y = f(x). (∗)
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Нехай вдалося пiдiбрати функцiї y1(x), y2(x), y3(x), якi утво-
рюють ФСР. Загальний розв’язок вiдповiдного однорiдного рiв-
няння має вигляд

yодн(x) = C1y1(x) + C2y2(x) + C3y3(x).

Тут C1, C2, C3 – довiльнi сталi. Тодi загальний розв’язок не-
однорiдного рiвняння (∗) шукаємо методом варiацiї довiльних
сталих у виглядi:

y(x) = C1(x)y1(x) + C2(x)y2(x) + C3(x)y3(x). (A)

Фактично вiд задачi пошуку однiєї функцiї y(x) ми пере-
ходимо до задачi пошуку трьох функцiй: C1(x), C2(x), C3(x).
Тому треба мати три рiвняння. В нашому розпорядженнi поки
є лише одне – рiвняння (∗). Тому в процесi розв’язку треба
побудувати ще два.

Диференцiюємо рiвняння (A):

y′(x) = C ′1y1 + C1y
′
1 + C ′2y2 + C2y

′
2 + C ′3y3 + C3y

′
3.

Покладемо
C ′1y1 + C ′2y2 + C ′3y3 = 0. (∗∗)

Тодi
y′(x) = C1y

′
1 + C2y

′
2 + C3y

′
3. (B)

Диференцiюємо рiвняння (B):

y′′(x) = C ′1y
′
1 + C1y

′′
1 + C ′2y

′
2 + C2y

′′
2 + C ′3y

′
3 + C3y

′′
3 .

Покладемо
C ′1y

′
1 + C ′2y

′
2 + C ′3y

′
3 = 0. (∗ ∗ ∗)

Тодi
y′′(x) = C1y

′′
1 + C2y

′′
2 + C3y

′′
3 . (D)

Диференцiюємо рiвняння (D):

y′′′(x) = C ′1y
′′
1 + C1y

′′′
1 + C ′2y

′′
2 + C2y

′′′
2 + C ′3y

′′
3 + C3y

′′′
3 . (G)

Аналогiчно покласти C ′1y
′′
1 +C ′2y

′′
2 +C ′3y

′′
3 = 0 ми вже не можемо,

бо усi три степеня свободи (для пошуку трьох функцiй C1, C2,
C3) вже вичерпано трьома рiвняннями (∗), (∗∗), (∗ ∗ ∗).
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Пiдставимо тепер рiвняння (A), (B), (D), (G) до рiвняння (∗).
Оскiльки yi(x) – розв’язки однорiдного рiвняння, то

y′′′i + a1(x)y′′i + a2(x)y′i + a3(x)yi ≡ 0, i = 1, 2, 3.

Враховуючи це, рiвняння (∗) пiсля пiдстановки легко спростити
до вигляду

C ′1y
′′
1 + C ′2y

′′
2 + C ′3y

′′
3 = f(x).

Тодi система рiвнянь (∗∗), (∗ ∗ ∗), (∗) набуває вигляду y1 y2 y3

y′1 y′2 y′3
y′′1 y′′2 y′′3

 C ′1
C ′2
C ′3

 =

 0
0

f(x)

 .

Матриця цiєї системи є невиродженою, оскiльки її визначник
вiдмiнний вiд нуля як визначник Вронського ФСР yi(x). Тодi її
розв’язок

(
C ′1 C ′2 C ′3

)T
iснує i є єдиним. Iнтегруючи компо-

ненти цього розв’язку, знаходимо функцiї C1(x), C2(x), C3(x).
Кожна з них при iнтегруваннi мiстить довiльну сталу, C01, C02,
C03 вiдповiдно. Остаточно, розв’язком неоднорiдного рiвняння
(∗) є вираз (A) при вiдомих функцiях C1(x), C2(x), C3(x). Цей
вираз мiстить три степеня свободи за рахунок сталих C01, C02,
C03; їх кiлькiсть вiдповiдає порядку рiвняння.
C Приклад 4.21. Рiвняння y′′ + y = 1

cos x розв’язати методом
Лагранжа (методом варiацiї довiльних сталих).

Задане рiвняння є неоднорiдним. Вiдповiдне однорiдне рiв-
няння має вигляд y′′ + y = 0. Очевидно, функцiї y1(x) = cosx,
y2(x) = sinx утворюють ФСР. Тодi за принципом суперпозицiї
загальний розв’язок однорiдного рiвняння

yодн(x) = C1y1 + C2y2 = C1 cosx+ C2 sinx.

Загальний розв’язок неоднорiдного рiвняння методом Лагран-
жа варiацiї довiльних сталих шукаємо у виглядi:

y(x) = C1(x)y1(x) + C2(x)y2(x) = C1(x) cosx+ C2(x) sinx. (4.16)

В даний момент ми переходимо вiд задачi пошуку однiєї фун-
кцiї y(x) до задачi пошуку двох функцiй C1(x), C2(x). Але в
нашому розпорядженнi є лише одне рiвняння – задане в умо-
вi задачi. Тому залишимо за собою право приєднати до нього
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ще одне рiвняння в довiльний зручний нам спосiб. Мiркування
зручностi конкретизуємо нижче.

Пiдставимо «проект розв’язку» (4.16) до розв’язуваного рiв-
няння. Попередньо знайдемо похiднi:

y′ = C ′1y1 + C1y
′
1 + C ′2y2 + C2y

′
2 = (C ′1y1 + C ′2y2) + (C1y

′
1 + C2y

′
2) .

При знаходженнi другої похiдної y′′ з’являться другi похiднi
C ′′1 (x), C ′′2 (x) шуканих функцiй. Вважатимемо за зручне, щоб
цього не сталось, тобто вимагатимемо, щоб вираз (C ′1y1 + C ′2y2)
дорiвнював нулю. Iншими словами, до заданого рiвняння при-
єднаємо ще одне рiвняння

C ′1y1 + C ′2y2 = 0.

Тодi перша похiдна набуває вигляду

y′ = C1y
′
1 + C2y

′
2,

i ми отримаємо:

y′′ = C ′1y
′
1 + C1y

′′
1 + C ′2y

′
2 + C2y

′′
2 .

Пiдставляючи цю похiдну i «проект розв’язку» до розв’язува-
ного рiвняння, а також позначаючи f(x) = 1

cos x , отримуємо:

(C ′1y
′
1 + C1y

′′
1 + C ′2y

′
2 + C2y

′′
2 ) + (C1y1 + C2y2) = f(x).

Перегруповуючи доданки в лiвiй частинi, маємо:

C ′1y
′
1 + C ′2y

′
2 + C1 (y′′1 + y1) + C2 (y′′2 + y2) = f(x).

Тут (y′′1 + y1) = 0 i (y′′2 + y2) = 0, оскiльки y1 i y2 є розв’язками
вiдповiдного однорiдного рiвняння. Залишається:

C ′1y
′
1 + C ′2y

′
2 = f(x).

Отже, отримали систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь вiдно-
сно функцiй C ′1, C

′
2:{

C ′1y1 + C ′2y2 = 0
C ′1y

′
1 + C ′2y

′
2 = f(x)

⇔
(
y1 y2

y′1 y′2

)(
C ′1
C ′2

)
=

(
0

f(x)

)
. (4.17)
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Матриця цiєї системи невироджена як вронскiан системи фун-
кцiй, якi утворюють ФСР. Тому розв’язок цiєї системи рiвнянь
iснує i є єдиним. Знайдемо його. Явний вигляд системи:{

C ′1 cosx+ C ′2 sinx = 0,
−C ′1 sinx+ C ′2 cosx = 1

cos x .

Домножимо перше рiвняння на cosx, а друге – на sinx, i вiднi-
мемо з першого друге; виникає C ′1. Також домножимо перше
рiвняння на sinx, а друге – на cosx, i додамо їх; виникає C ′2:{

C ′1 = − tg x,
C ′2 = 1.

Iнтегруючи цi рiвняння, знаходимо:{
C1(x) = ln cosx+ C01,
C2(x) = x+ C02.

Тодi остаточно загальний розв’язок (4.16) є

y(x) = (ln cosx+ C01) cosx+ (x+ C02) sinx. B

C Приклад 4.22. Рiвняння y′′ − y = ex
(

2
x −

1
x2

)
розв’язати ме-

тодом Лагранжа варiацiї довiльних сталих.
Однорiдне рiвняння, яке вiдповiдає умовi задачi: y′′ − y = 0.

Очевидно, функцiї y1(x) = ex, y2(x) = e−x є його розв’язками i
вони утворюють ФСР. Тодi загальний розв’язок неоднорiдного
рiвняння методом Лагранжа варiацiї довiльних сталих шукаємо
у виглядi

y(x) = C1(x)y1(x) + C2(x)y2(x).

Позначаючи праву частину f(x) = ex
(

2
x −

1
x2

)
, маємо{

C ′1y1 + C ′2y2 = 0,
C ′1y

′
1 + C ′2y

′
2 = f(x);

{
C ′1e

x + C ′2e
−x = 0,

C ′1e
x − C ′2e−x = ex

(
2
x −

1
x2

)
.

Єдиний розв’язок цiєї системи{
C ′1 = 1

x −
1

2x2 ,
C ′2 = e2x

(
1

2x2 − 1
x

)
.

Iнтегруючи, отримуємо:{
C1(x) = lnx+ 1

2x + C01,

C2(x) = − e
2x

2x + C02.
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Тодi загальний розв’язок неоднорiдного рiвняння

y(x) = C1(x)y1(x) + C2(x)y2(x) = C1(x)ex + C2(x)e−x =

=

(
lnx+

1

2x
+ C01

)
ex +

(
−e

2x

2x
+ C02

)
e−x =

= C01e
x + C02e

−x + ex lnx. B

4.5 Неоднорiднi лiнiйнi рiвняння

зi сталими коефiцiєнтами

i спецiальною правою частиною

Метод Лагранжа варiацiї довiльних сталих є потужним засо-
бом розв’язання ДР через свою унiверсальнiсть (вiн «спрацьо-
вує» для будь-якого вигляду правої частини). Але вiн занадто
складний. В той же час, якщо вдається пiдiбрати хоча б один
частинний розв’язок неоднорiдного рiвняння, то його загаль-
ний розв’язок знайти дуже просто. Для цього навiть не по-
трiбно iнтегрувати, i можна обмежитись лише елементарними
операцiями. Щоправда, для цього права частина повинна мати
деякий спецiальний вигляд. Ми конкретизуємо його нижче.

4.5.1 Теорема про загальний розв’язок

неоднорiдного лiнiйного рiвняння

� Теорема 4.4. Загальний розв’язок неоднорiдного лiнiйного
ДР дорiвнює сумi загального розв’язку вiдповiдного однорi-

дного лiнiйного ДР i будь-якого частинного розв’язку заданого
неоднорiдного ДР:

y(x) = yодн(x) + y∗(x).

� Доведення. Нехай y∗(x) – будь-який частинний розв’язок
неоднорiдного лiнiйного ДР (4.1). Його загальний розв’язок шу-
катимемо у виглядi

y(x) = z(x) + y∗(x). (4.18)

Пiдставимо цей вираз до (4.1):

(z + y∗)
(n)

+ a1(x) (z + y∗)
(n−1)

+ · · ·+
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+an−1(x) (z + y∗)
′
+ an(x) (z + y∗) = f(x).

Оскiльки похiдна суми дорiвнює сумi похiдних, то(
z(n) + a1(x)z(n−1) + · · ·+ an−1(x)z′ + an(x)z

)
+

+
(
y

(n)
∗ + a1(x)y

(n−1)
∗ + · · ·+ an−1(x)y′∗ + an(x)y∗

)
= f(x).

Але y∗ є частинним розв’язком неоднорiдного рiвняння (4.1),
тодi вираз у других дужках дорiвнює f(x). Залишається:

z(n) + a1(x)z(n−1) + · · ·+ an−1(x)z′ + an(x)z = 0.

Отримали однорiдне рiвняння (4.2), яке вiдповiдає неоднорi-
дному рiвнянню (4.1). Отже, z(x) має бути розв’язком вiдповiд-
ного однорiдного рiвняння (4.2), що i треба було довести. �

Зауваження. Очевидно, випадок сталих коефiцiєнтiв ai є
окремим випадком змiнних коефiцiєнтiв, тому доведена теоре-
ма справедлива також i для ДР (4.3).
C Приклад 4.23. Розв’язати рiвняння y′ − y = 1− 3x.
Розв’яжемо це рiвняння двома способами: спочатку мето-

дом Лагранжа, а потiм – методом невизначених коефiцiєнтiв.
I) Вiдповiдне однорiдне рiвняння є рiвнянням з вiдокремлю-

ваними змiнними: dydx − y = 0, dyy = dx, ln |y| = x+ ln |C|, yодн(x) =
= Cex.

Загальний розв’язок заданого неоднорiдного рiвняння шу-
каємо методом варiацiї довiльної сталої, тобто у виглядi

y = C(x)ex, y′ = C ′(x)ex + C(x)ex.

Тодi з умови задачi випливає:

(C ′(x)ex + C(x)ex)︸ ︷︷ ︸
y′

−C(x)ex︸ ︷︷ ︸
y

= 1− 3x,

C ′(x)ex = 1− 3x, C ′(x) = (1− 3x) e−x,

C(x) =

∫
C ′(x) dx =

∫
(1− 3x) e−x dx =

=
u = 1− 3x du = −3 dx
dv = e−x dx v = −e−x = (3x− 1)e−x − 3

∫
e−x dx =

= (3x− 1)e−x + 3e−x + C0 = (3x+ 2)e−x + C0.
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Тодi одержуємо загальний розв’язок неоднорiдного рiвняння

y = C(x)ex =
(
(3x+ 2)e−x + C0

)
ex = (3x+ 2) + C0e

x.

II) В той же час, цю задачу можна розв’язати значно простi-
ше, уникнувши iнтегрування взагалi. Частинний розв’язок не-

однорiдного рiвняння шукаємо у виглядi, який нагадує праву

частину рiвняння i узагальнює її, тобто:

y∗(x) = ax+ b,

тодi y′∗(x) = a, i початкове рiвняння набуває вигляду

a− (ax+ b) = 1− 3x.

Прирiвняємо коефiцiєнти при однакових степенях x (двокра-
пка – символ коментаря):

x1: −a = −3;
x0: a− b = 1.

Методом невизначених коефiцiєнтiв отримали систему лiнiй-
них алгебраїчних рiвнянь вiдносно коефiцiєнтiв a, b. Її розв’я-
зок a = 3, b = 2. Тодi y∗(x) = 3x+ 2, i за теоремою 4.4 загальний
розв’язок неоднорiдного рiвняння має вигляд

y(x) = yодн(x) + y∗(x) = Cex + 3x+ 2,

що збiгається з вiдповiддю, отриманою методом варiацiї до-
вiльної сталої. Отже, теорема 4.4 дозволяє обмежитись лише
елементарними операцiями. B

Теорема 4.4 легко узагальнюється на випадок складної пра-
вої частини вигляду f(x) = f1(x) + f2(x). Справдi, нехай рiвня-
ння має вигляд

y(n) + a1y
(n−1) + · · ·+ an−1y

′ + any = f1(x) + f2(x). (∗)

Розглянемо також окремi рiвняння

y(n) + a1y
(n−1) + · · ·+ an−1y

′ + any = f1(x), (∗∗)

y(n) + a1y
(n−1) + · · ·+ an−1y

′ + any = f2(x). (∗ ∗ ∗)
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Позначимо їх частиннi розв’язки y∗,1(x), y∗,2(x). Покладемо

y∗(x) = y∗,1(x) + y∗,2(x).

Загальний розв’язок y(x) неоднорiдного рiвняння (∗) шукаємо
у виглядi:

y(x) = z(x) + y∗(x) = z(x) + y∗,1(x) + y∗,2(x). (4.19)

Пiдставимо цей вираз до (∗):

(z + y∗,1 + y∗,2)
(n)

+ a1 (z + y∗,1 + y∗,2)
(n−1)

+ · · ·+

+an−1 (z + y∗,1 + y∗,2)
′
+ an (z + y∗,1 + y∗,2) = f1(x) + f2(x).

Оскiльки похiдна суми дорiвнює сумi похiдних, то(
z(n) + a1z

(n−1) + · · ·+ an−1z
′ + anz

)
+

+
(
y

(n)
∗,1 + a1y

(n−1)
∗,1 + · · ·+ an−1y

′
∗,1 + any∗,1

)
+

+
(
y

(n)
∗,2 + a1y

(n−1)
∗,2 + · · ·+ an−1y

′
∗,2 + any∗,2

)
= f1(x) + f2(x).

Але y∗,1 є частинним розв’язком неоднорiдного рiвняння (∗∗),
тодi вираз у других дужках дорiвнює f1(x). Аналогiчно, y∗,2 є
частинним розв’язком неоднорiдного рiвняння (∗∗∗), тодi вираз
у третiх дужках дорiвнює f2(x). Залишається:

z(n) + a1z
(n−1) + · · ·+ an−1z

′ + anz = 0.

Знову отримали однорiдне рiвняння, тому формулювання те-
ореми 4.4 залишається незмiнним i у випадку складної правої
частини вигляду f(x) = f1(x) + f2(x). Але тепер ми можемо
пiдбирати частиннi розв’язки, виходячи з вигляду кожного до-
данку f1(x), f2(x), взятого окремо, а не з вигляду всiєї правої
частини цiлком. Ясно, що цi мiркування легко узагальнити на
випадок довiльної скiнченної кiлькостi доданкiв fj(x) в правiй
частинi лiнiйного неоднорiдного рiвняння.
C Приклад 4.24. Розв’язати рiвняння y′ − y = 1− 3x+ 8e5x.
Вiдповiдне однорiдне ДР є рiвнянням з вiдокремлюваними

змiнними: dydx − y = 0, dyy = dx, ln |y| = x+ ln |C|, yодн(x) = Cex.
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В правiй частинi неоднорiдного рiвняння можна виокреми-
ти два доданки: f1(x) = 1− 3x i f2(x) = 8e5x. Вiдповiднi частиннi
розв’язки спробуємо шукати у виглядi

y∗,1(x) = Ax+B, y∗,2(x) = De5x.

Втiм, можна одразу покласти

y∗(x) = y∗,1(x) + y∗,2(x) = Ax+B +De5x,

тодi y′∗(x) = A+ 5De5x, пiдставляємо у рiвняння(
A+ 5De5x

)
−
(
Ax+B +De5x

)
= 1− 3x+ 8e5x.

Прирiвняємо коефiцiєнти при всiх функцiях: степеневих i екс-
поненцiальнiй:

x1: −A = −3;
x0: A−B = 1.
e5x: 5D −D = 8.

Методом невизначених коефiцiєнтiв отримали систему лiнiй-
них алгебраїчних рiвнянь вiдносно коефiцiєнтiв A, B, D. Цiкаво
зауважити, що ця система розпадається на двi незалежнi си-
стеми. З першої системи (першi два рiвняння) можна знайти A
i B окремо вiд D, а з другої (третє рiвняння) – D окремо вiд
A i B. Саме такi вiдокремленi системи ми i отримували би при
розв’язуваннi двох неоднорiдних рiвнянь з окремими правими
частинами f1(x), f2(x).

Очевиднi розв’язки: A = 3, B = 2, D = 2. Тодi

y∗(x) = 3x+ 2 + 2e5x,

y(x) = yодн(x) + y∗(x) = Cex + 3x+ 2 + 2e5x. B

4.5.2 Побудова частинного розв’язку.

Нерезонанснi випадки

4.5.2.1 Спецiальна права частина

Теорема 4.4 вiдкриває шлях до розв’язання ДР (4.3), але вона
не мiстить пряму вказiвку на спосiб знаходження частинного
розв’язку y∗(x). Методом невизначених коефiцiєнтiв вдається
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виявити цей розв’язок, якщо вигляд, в якому його шукають, пi-
дiбрано вдало (вiдповiднi приклади наведено вище). Але систе-
ма вiдносно шуканих кофiцiєнтiв може виявитись несумiсною.
Це не буде означати, що частинний розв’язок не iснує взагалi.
Це буде лише означати, що вигляд розв’язку дiбрано невдало, i
частинний розв’язок неможливо знайти саме в такому виглядi.

Обмежимось випадками, коли сумiснiсть системи вiдносно
шуканих коефiцiєнтiв гарантується. Виявляється, що таку га-
рантiю завжди можна надати для правої частини вигляду

f(x) = Ps(x)eµx, (4.20)

де Ps(x) – многочлен s-го степеня. Такий вираз називають спе-

цiальною правою частиною. Цей термiн застосовують також
до лiнiйної комбiнацiї таких виразiв.

Означення (4.20) охоплює багато практично значущих ви-
падкiв. Беручи до уваги, що число µ може бути комплексним, з
вигляду (4.20) можна отримати многочлени, показниковi фун-
кцiї, тригонометричнi функцiї, а також їх комбiнацiї.
C Приклад 4.25. Наприклад, при s = 0, µ = a + ib з викори-

станням (4.14) маємо:

f(x) = p0e
(a+ib)x = p0e

ax · eibx =

= p0e
ax (cos bx+ i sin bx) = eax(P cos bx+Q sin bx).

Тут позначено P = p0, Q = ip0. Справедливе також i обернене
твердження: вираз eax(P cos bx + Q sin bx) при довiльних P , Q
можна подати у виглядi комбiнацiї спецiальних правих частин
(4.20). Справдi, з використанням (4.15) маємо:

eax(P cos bx+Q sin bx) = eax
(
P
eibx + e−ibx

2
+Q

eibx − e−ibx

2i

)
=

= eax

eibx
{
P

2
+
Q

2i

}
︸ ︷︷ ︸

=M

+e−ibx
{
P

2
− Q

2i

}
︸ ︷︷ ︸

=N

 =

= Me(a+ib)x +Ne(a−ib)x = Meµx +Neµx. B

В цьому роздiлi доводиться iснування частинного розв’язку
в певному виглядi при рiзних сполученнях значень s i µ. Зви-
чайно, найбiльш загальним є випадок s 6= 0, µ = a + ib, a, b 6= 0.
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Але ми вважатимемо за краще наблизитись до нього поступо-
во, розглядаючи попередньо бiльш простi окремi випадки.

Зауважимо також, що вигляд, в якому частинний розв’язок
гарантовано iснує, залежить вiд того, чи є число µ коренем
характеристичного рiвняння. Iнакше кажучи, нам буде важли-
во, чи виконано рiвняння F (µ) = 0, де використано позначення
(4.8). Якщо нi – то випадок називають нерезонансним, а якщо
так – то резонансним. Цi назви стануть зрозумiлими при роз-
глядi рiвняння коливань.

Протягом найближчих семи пiдпунктiв дослiджуються не-
резонанснi випадки F (µ) 6= 0.

4.5.2.2 Випадок 1: s = 0, µ = 0

Найпростiший випадок спецiальної правої частини виникає з
(4.20) при s = 0 i µ = 0. Права частина набуває вигляду

f(x) = P,

де P = const – єдиний коефiцiєнт многочлену. В цьому разi
шукатимемо частинний розв’язок у виглядi

y∗ = M = const. (4.21)

Пiдставимо цей «проект розв’язку» до (4.3). Похiднi вiд (4.21)
дорiвнюють нулю: y′∗ = y′′∗ = · · · = y

(n)
∗ = 0, тому права частина

(4.3) буде мiстити лише останнiй доданок. Рiвняння набуває
вигляду

anM = P.

Коефiцiєнт an є вiльним членом (4.8). Тому an = F (0). Але µ = 0
не є коренем характеристичного многочлену:

F (0) = F (µ)|µ=0 6= 0.

Це означає, що an 6= 0, тодi:

M =
P

an
.

Отже, якщо параметри спецiальної правої частини s = µ = 0,
то при F (0) 6= 0 (тобто при an 6= 0) гарантується iснування
частинного розв’язку y∗ у формi (4.21).
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C Приклад 4.26. Розв’яжемо рiвняння y′′ − 3y′ + 2y = 8. Вiд-
повiдне однорiдне рiвняння y′′ − 3y′ + 2y = 0. Характеристичне
рiвняння λ2 − 3λ + 2 = 0. Його коренi λ1 = 1, λ2 = 2. ФСР
складається з функцiй y1 = ex, y2 = e2x. Загальний розв’язок
однорiдного рiвняння yодн = C1e

x + C2e
2x.

Праву частину ДР можна представити у виглядi 8 = 8x0e0·x,
тобто вона є спецiальною правою частиною, параметри якої
s = 0, µ = 0. При цьому µ 6= λ1,2. Тому згiдно з (4.21) частинний
розв’язок неоднорiдного ДР шукаємо у виглядi y∗ = M = const.
Тодi y′∗ = y′′∗ = 0, i ДР набуває вигляду: 0− 3 · 0 + 2M = 8, звiдки
M = 4, y∗ = 4. Тодi остаточно:

y = yодн + y∗ = C1e
x + C2e

2x + 4. B

4.5.2.3 Випадок 2: s = 0, µ 6= 0

Нехай s = 0, i µ 6= 0. Тодi права частина ДР має вигляд

f(x) = Peµx.

В цьому разi шукатимемо частинний розв’язок у виглядi

y∗ = Meµx. (4.22)

Пiдставимо цей «проект розв’язку» до (4.3). Оскiльки

y
(k)
∗ =

dk

dxk
(Meµx) = Mµkeµx,

то ми отримаємо:

Mµneµx + a1Mµn−1eµx + · · ·+ an−1Mµeµx + anMeµx = Peµx,

Meµx
(
µn + a1µ

n−1 + a2µ
n−2 + · · ·+ an−1µ+ an

)
= Peµx,

MeµxF (µ) = Peµx.

Оскiльки F (µ) 6= 0, то M = P
F (µ) . Отже, можна гарантувати,

що у випадку спецiальної правої частини з параметром s = 0 i
параметром µ, який не є коренем характеристичного рiвняння,
частинний розв’язок y∗ iснує у формi (4.22).
C Приклад 4.27. Розв’яжемо рiвняння y′′ − 3y′ + 2y = 36e5x.

Вiдповiдне однорiдне рiвняння y′′ − 3y′ + 2y = 0. Характеристи-
чне рiвняння λ2 − 3λ + 2 = 0. Його коренi λ1 = 1, λ2 = 2. ФСР
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складається з функцiй y1 = ex, y2 = e2x. Загальний розв’язок
однорiдного рiвняння yодн = C1e

x + C2e
2x.

Права частина ДР є спецiальною правою частиною з пара-
метрами s = 0, µ = 5. При цьому µ 6= λ1,2. Тому згiдно з (4.22)
частинний розв’язок неоднорiдного рiвняння шукаємо у вигля-
дi y∗ = Me5x. Тодi y′∗ = 5Me5x, y′′∗ = 25Me5x, i неоднорiдне ДР
набуває вигляду:

25Me5x − 3 · 5Me5x + 2 ·Me5x = 36e5x,

звiдки M = 3, y∗ = 3e5x. Тодi остаточно:

y = yодн + y∗ = C1e
x + C2e

2x + 3e5x. B

4.5.2.4 Випадок 3: s 6= 0, µ = 0

Нехай µ = 0, i s – натуральне число. Тодi права частина ДР є
многочленом s-го степеня:

f(x) = Ps(x) = p0x
s + p1x

s−1 + · · ·+ ps−1x+ ps.

В цьому разi шукатимемо частинний розв’язок у виглядi мно-
гочлену того ж степеня s:

y∗ = Ms(x) = m0x
s +m1x

s−1 + · · ·+ms−1x+ms. (4.23)

Пiдставимо цей «проект розв’язку» до (4.3) i отримаємо тото-
жну рiвнiсть многочленiв однакового степеня:

M (n)
s + a1M

(n−1)
s + · · ·+ an−2M

′′
s + an−1M

′
s + anMs = Ps. (4.24)

Перепишемо доданки лiвої частини в зворотному порядку, пiд-
ставляючи сюди (4.23):

an
(
m0x

s +m1x
s−1 +m2x

s−2 + · · ·+ms−2x
2 +ms−1x+ms

)
+

+an−1

[
sm0x

s−1 + (s− 1)m1x
s−2 + · · ·+ 2ms−2x+ms−1

]
+

+an−2

[
s(s− 1)m0x

s−2 + (s− 1)(s− 2)m1x
s−3 + · · ·+ 2ms−2

]
+

+ · · ·+ const = Ps(x) = p0x
s + p1x

s−1 + · · ·+ ps−1x+ ps.

Тут кiлькiсть рядкiв в лiвiй частинi залежить вiд спiввiдношен-
ня мiж n i s. Кожне наступне диференцiювання знижує степiнь
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многочлену Ms(x) на одиницю: Ms є многочленом s-го степеня,
M ′s є многочленом (s−1)-го степеня, M ′′s є многочленом (s−2)-го
степеня i т.д. Очевидно, усi похiднi многочлена Ms, починаючи
з (s+1)-ї, тотожно дорiвнюють нулю. Тому декiлька початкових
доданкiв в лiвiй частинi (4.24) можуть бути вiдсутнiми. Напри-
клад, якщо n = 4, то загальний вигляд лiвої частини є

M (4) + a1M
′′′ + a2M

′′ + a3M
′ + a4M.

Нехай при цьому s = 2, тодi M – квадратний тричлен, M ′ –
лiнiйний двочлен, M ′′ – константа, M ′′′ ≡ M (4) ≡ 0. Крiм то-
го, деякi рядки можуть зникнути, якщо вiдповiднi коефiцiєнти
ak дорiвнюють нулю. Але кожний з шуканих коефiцiєнтiв mk

в лiвiй частинi буде присутнiм принаймнi за рахунок першо-
го рядка, оскiльки an 6= 0. (Справдi, при an = 0 число λ = 0
було б коренем характеристичного многочлену. Але тодi ми б
отримали µ = λ, що суперечить умовi).

Для знаходження розв’язку (4.23) потрiбно знайти (s + 1)
коефiцiєнтiв mk, k = 0, s. Для цього потрiбно скласти (s + 1)
рiвнянь. Скористаємось методом невизначених коефiцiєнтiв i
прирiвняємо коефiцiєнти при степеневих функцiях xk, послi-
довно зменшуючи степiнь k вiд s до нуля:

xs: anm0 = p0;
xs−1: anm1 + an−1sm0 = p1;
xs−2: anm2 + an−1(s− 1)m1 + an−2s(s− 1)m0 = p2;
· · · · · · .

Методом невизначених коефiцiєнтiв отримали систему лiнiй-
них алгебраїчних рiвнянь для знаходження коефiцiєнтiв mk.
Очевидно, розв’язок цiєї системи iснує i є єдиним. Справдi, з
першого рiвняння можна знайти: m0 = p0

an
, оскiльки an 6= 0. З

другого рiвняння можна знайти m1 при вiдомому m0, з третьо-
го – m2 при вiдомих m1 i m0 i т.д. Отже, можна гарантувати,
що при F (0) 6= 0 у випадку спецiальної правої частини з пара-
метрами s ∈ N, µ = 0 (права частина – многочлен s-го степеня)
частинний розв’язок y∗ iснує у формi (4.23).
C Приклад 4.28. Розв’яжемо рiвняння

y′′ − 6y′ + 8y = 16x3 − 36x2 − 12x+ 58.

Вiдповiдне однорiдне рiвняння y′′ − 6y′ + 8y = 0. Характеристи-
чне рiвняння λ2 − 6λ + 8 = 0. Його коренi λ1 = 2, λ2 = 4. ФСР
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складається з функцiй y1 = e2x, y2 = e4x. Загальний розв’язок
однорiдного рiвняння yодн = C1e

2x + C2e
4x.

Права частина ДР є спецiальною правою частиною з пара-
метрами s = 3, µ = 0. При цьому µ 6= λ1,2. Тому згiдно з (4.23)
частинний розв’язок неоднорiдного рiвняння шукаємо у вигля-
дi y∗ = ax3 + bx2 + cx+ d. Маємо:

y′∗ = 3ax2 + 2bx+ c, y′′∗ = 6ax+ 2b.

Тодi рiвняння в умовi задачi набуває вигляду:

(6ax+ 2b)− 6
(
3ax2 + 2bx+ c

)
+ 8

(
ax3 + bx2 + cx+ d

)
=

= 16x3 − 36x2 − 12x+ 58.

Методом невизначених коефiцiєнтiв маємо систему:

x3: 8a = 16;
x2: −18a+ 8b = −36;
x1: 6a− 12b+ 8c = −12;
x0: 2b− 6c+ 8d = 58.

Її розв’язок a = 2, b = 0, c = −3, d = 5. Тодi частинний розв’язок
неоднорiдного ДР y∗ = 2x3 − 3x + 5. Тодi загальний розв’язок
неоднорiдного ДР:

y = yодн + y∗ = C1e
2x + C2e

4x + 2x3 − 3x+ 5. B

4.5.2.5 Випадок 4: s = 0, µ = ib

Нехай права частина ДР дорiвнює

f(x) = P cos bx+Q sin bx.

Тут b 6= 0, iнакше ми б мали випадок 1 (s = µ = 0 ⇒ f = const).
Зауважимо, одне з чисел P , Q може дорiвнювати нулю.

Розглядуваний випадок виникає при комбiнуваннi двох ви-
разiв (4.20) iз суто уявними комплексно спряженими показни-
ками µ = ib, µ = −ib, b ∈ R, якщо покласти s = 0. Справдi, з
використанням подання (4.15) маємо:

f(x) =
P

2

(
eibx + e−ibx

)
+
Q

2i

(
eibx − e−ibx

)
=
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= eibx
(
P

2
+
Q

2i

)
+ e−ibx

(
P

2
− Q

2i

)
.

При введеннi замiн A1 = P
2 + Q

2i , A2 = P
2 −

Q
2i права частина

набуває вигляду f(x) = f1(x) + f2(x), де

f1(x) = A1e
µx, f2(x) = A2e

µx.

Тодi вся справа зводиться до випадку 2: iснують3 числа B1, B2

такi, що частинний розв’язок має вигляд:

y∗(x) = B1e
µx +B2e

µx.

Тут за наслiдком (4.19) теореми 4.4 частиннi розв’язки, якi вiд-
повiдають функцiям f1(x), f2(x), знайдено окремо. З викори-
станням формули (4.14) маємо далi:

y∗ = B1(cos bx+ i sin bx) +B2(cos bx− i sin bx) =

= (B1 +B2) cos bx+ (iB1 − iB2) sin bx.

Позначимо M = B1 + B2, N = iB1 − iB2. Тодi можна вважати
доведеним, що частинний розв’язок iснує у виглядi

y∗ = M cos bx+N sin bx. (4.25)

Цiлком можливо, що права частина (при P = 0) має ви-
гляд f(x) = Q sin bx, тобто не мiстить косинуса. Пiдкреслимо,
це зовсiм не означає, що i частинний розв’язок не повинен йо-
го мiстити. Тобто, якщо спецiальна права частина має вигляд
f(x) = Q sin bx, то частинний розв’язок треба шукати у роз-
ширеному виглядi y∗ = M cos bx + N sin bx, а не в скороченому
виглядi y∗ = N sin bx, який формально узагальнює праву части-
ну. Аналогiчно, при правiй частинi f(x) = P cos bx частинний

3У випадку 2 нiде не стверджувалось, що µ – дiйсне число, отже результат
випадку 2 поширюється також i на комплекснi значення µ.

Зауважимо, якщо F (µ) 6= 0, то F (µ) 6= 0. Справдi, нехай це не так, i F (µ) = 0.
Тодi F (µ) = 0 = 0. Але

F (µ) =
n∑
k=0

ak (µ)n−k =
n∑
k=0

ak(µ)n−k =
n∑
k=0

ak (µ)n−k = F (µ) 6= 0,

i протирiччя отримано. Враховано, що ak – дiйснi числа, i ak = ak. Отже,
результат випадку 2 є застосовним.
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розв’язок шукають як y∗ = M cos bx + N sin bx, а не як y∗ =
= M cos bx.
C Приклад 4.29. Розв’яжемо рiвняння y′′ − 3y′ + 2y = 10 sinx.

Вiдповiдне однорiдне рiвняння y′′ − 3y′ + 2y = 0. Характеристи-
чне рiвняння λ2 − 3λ + 2 = 0. Його коренi λ1 = 1, λ2 = 2. ФСР
складається з функцiй y1 = ex, y2 = e2x. Загальний розв’язок
однорiдного рiвняння yодн = C1e

x + C2e
2x.

З урахуванням подання (4.15) бачимо, що права частина ДР
є комбiнацiєю спецiальних правих частин з параметрами s = 0,
µ = ±ib = ±i. При цьому µ 6= λ1,2. Тому згiдно з (4.25) частинний
розв’язок неоднорiдного рiвняння шукаємо у виглядi

y∗ = M cosx+N sinx.

Маємо:

y′∗ = −M sinx+N cosx, y′′∗ = −M cosx−N sinx.

Тодi рiвняння в умовi задачi набуває вигляду:

(−M cosx−N sinx)− 3(−M sinx+N cosx)+

+2(M cosx+N sinx) = 10 sinx.

Методом невизначених коефiцiєнтiв маємо систему:

cosx: −M − 3N + 2M = 0;
sinx: −N + 3M + 2N = 10.

Її розв’язок M = 3, N = 1. Тодi частинний розв’язок неоднорi-
дного ДР y∗ = 3 cosx+ sinx. Тодi загальний розв’язок неоднорi-
дного ДР:

y = yодн + y∗ = C1e
x + C2e

2x + 3 cosx+ sinx.

Зауважимо, в цьому прикладi права частина не мiстила коси-
нуса, але в частинному розв’язку вiн виникає. B
C Приклад 4.30. Нехай матерiальна точка масою m здiйснює

коливання на пружинi жорсткiстю k пiд дiєю зовнiшньої сили,
яка змiнюється з часом за гармонiчним законом F (t) = F0 cos Ωt.
Знайдемо рiвняння руху.
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За другим законом Ньютона в проекцiї на напрямок дiї сил
маємо: mx′′ = Fпруж + F (t). За законом Гука сила пружностi
дорiвнює Fпруж = −kx, тодi

mx′′ = −kx+ F0 cos Ωt, mx′′ + kx = F0 cos Ωt.

Позначимо ω2 = k
m , f0 = F0

m . Тодi

x′′ + ω2x = f0 cos Ωt.

Вiдповiдне однорiдне рiвняння x′′ + ω2x = 0. Характеристичне
рiвняння λ2 + ω2 = 0. Його коренi λ1,2 = ±iω. ФСР складається
з функцiй y1 = cosωt, y2 = sinωt. Загальний розв’язок однорi-
дного рiвняння yодн = C1 cosωt+ C2 sinωt.

Права частина ДР є комбiнацiєю спецiальних правих частин
з параметрами s = 0, µ = ±iΩ. В цьому прикладi будемо вва-
жати, що Ω 6= ω. Тодi µ 6= λ1,2. Тому згiдно з (4.25) частинний
розв’язок неоднорiдного ДР шукаємо у виглядi y∗ = M cos Ωt+
+N sin Ωt. Маємо:

y′∗ = −MΩ sin Ωt+NΩ cos Ωt,

y′′∗ = −MΩ2 cos Ωt−NΩ2 sin Ωt.

Тодi рiвняння в умовi задачi набуває вигляду:(
−MΩ2 cos Ωt−NΩ2 sin Ωt

)
+ ω2 (M cos Ωt+N sin Ωt) = f0 cos Ωt.

Методом невизначених коефiцiєнтiв маємо систему:

cos Ωt: −MΩ2 +Mω2 = f0;
sin Ωt: −NΩ2 +Nω2 = 0.

Її розв’язок при Ω 6= ω є M = f0
ω2−Ω2 , N = 0. Тодi частинний

розв’язок неоднорiдного ДР y∗ = f0
ω2−Ω2 · cos Ωt. Тодi загальний

розв’язок неоднорiдного ДР:

y = yодн + y∗ = C1 cosωt+ C2 sinωt+
f0

ω2 − Ω2
cos Ωt.

Якщо обирати частоту Ω зовнiшньої сили близькою до частоти
ω власних коливань, то амплiтуда M = f0

ω2−Ω2 вимушених коли-
вань буде великою. При Ω → ω отримаємо M → ∞. В цьому i
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полягає явище резонансу: аплiтуда вимушених коливань збiль-
шується, коли настає збiг частоти зовнiшньої сили i частоти
власних коливань. Саме за цим збiгом (µ = λ, де λ – корiнь
характеристичного рiвняння, i F (λ) = 0) ми i вiдрiзняємо ре-
зонанснi i нерезонанснi випадки. Зокрема, випадок Ω = ω є
резонансним; вiн буде розглянутий нижче. B
C Приклад 4.31. Отримати рiвняння вимушених коливань

електричного заряду в послiдовному коливальному контурi з
параметрами: iндуктивнiсть котушки L, ємнiсть конденсатора
C, омiчний опiр дротiв R. Джерело змiнного струму з ЕРС
E(t) = E0 cos Ωt, яке живить цей контур, є iдеальним (внутрi-
шнiй опiр вiдсутнiй).

Нехай заряд конденсатора в момент часу t дорiвнює Q(t).
Струм в контурi I = Q′(t). ЕРС самоiндукцiї в котушцi за зако-
ном Фарадея Es = −L dI

dT = −LQ′′. Напруга на котушцi дорiвнює
UL = −Es = LQ′′. Напруга на резисторi UR = IR = Q′R. Напру-
га на конденсаторi за означенням електроємностi UC = Q

C . За
правилом Кiрхгофа UL + UR + UC = E(t),

LQ′′ +Q′R+
Q

C
= E0 cos Ωt.

Позначимо β = R
2L , ω2

0 = 1
LC , ε0 = E0

L . Отримуємо:

Q′′ + 2βQ′ + ω2
0Q(t) = ε0 cos Ωt.

Вiдповiдне однорiдне рiвняння

Q′′ + 2βQ′ + ω2
0Q(t) = 0.

Характеристичне рiвняння λ2 + 2βλ+ ω2
0 = 0. Дискримiнант

D = (2β)
2 − 4ω2

0 = −4
(
ω2

0 − β2
)

= −4ω2 = (2iω)
2
.

Тут позначено ω =
√
ω2

0 − β2 > 0; враховано, що при малому
омiчному опорi виконано нерiвнiсть β < ω0. Тодi коренi хара-
ктеристичного рiвняння λ1,2 = −2β±2iω

2 = −β ± iω. Маємо ФСР

Q1(t) = e−βt cosωt, Q2(t) = e−βt sinωt.

Одержуємо загальний розв’язок однорiдного рiвняння

Qодн(t) = C1Q1(t) + C2Q2(t) = e−βt (C1 cosωt+ C2 sinωt) .
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Права частина ДР є комбiнацiєю спецiальних правих частин з
параметрами s = 0, µ = ±iΩ. Оскiльки β 6= 0, то µ 6= λ1,2 (навiть
у випадку Ω = ω). Тому згiдно з (4.25) частинний розв’язок
неоднорiдного ДР шукаємо у виглядi Q∗ = M cos Ωt + N sin Ωt.
Маємо:

Q′∗ = −MΩ sin Ωt+NΩ cos Ωt,

Q′′∗ = −MΩ2 cos Ωt−NΩ2 sin Ωt.

Тодi неоднорiдне рiвняння набуває вигляду:(
−MΩ2 cos Ωt−NΩ2 sin Ωt

)
+ 2β (−MΩ sin Ωt+NΩ cos Ωt) +

+ω2
0 (M cos Ωt+N sin Ωt) = ε0 cos Ωt.

Методом невизначених коефiцiєнтiв маємо систему:

cos Ωt: −MΩ2 + 2βNΩ +Mω2
0 = ε0;

sin Ωt: −NΩ2 − 2βMΩ +Nω2
0 = 0.

Її розв’язок при довiльних Ω:

M =

(
ω2

0 − Ω2
)
ε0

(ω2
0 − Ω2)

2
+ 4β2Ω2

, N =
2βΩε0

(ω2
0 − Ω2)

2
+ 4β2Ω2

.

Тодi частинний розв’язок неоднорiдного ДР

Q∗ = M cos Ωt+N sin Ωt.

Одержуємо загальний розв’язок неоднорiдного ДР:

Q = Qодн +Q∗ = e−βt (C1 cosωt+ C2 sinωt) +M cos Ωt+N sin Ωt

при вже вiдомих M , N . Цi коефiцiєнти, на вiдмiну вiд C1, C2,
вже цiлком визначено (при змiнi початкових умов змiняться
C1, C2, але M , N залишаться незмiнними).

Отриманий результат заслуговує на обговорення. Навiть при малих втра-
тах енергiї (β � ω0, ω ≈ ω0) внесок Qодн(t) = e−βt (C1 cosωt+ C2 sinωt) швид-
ко згасає, причому за довiльних початкових умов. Виникають коливання, що
встановились: Q(t) = Q∗(t) = M cos Ωt + N sin Ωt. Вони є гармонiчними i вiд-
буваються з частотою Ω змушуючої сили (а не з частотою ω0 власних чи ω
вiльних коливань). Маємо:

Q(t) =
√
M2 +N2

(
M

√
M2 +N2

cos Ωt+
N

√
M2 +N2

sin Ωt

)
.
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Оскiльки

∣∣∣∣ M√
M2+N2

∣∣∣∣ 6 1,

∣∣∣∣ N√
M2+N2

∣∣∣∣ 6 1, то iснує кут ϕ0 такий, що

sinϕ0 =
M

√
M2 +N2

, cosϕ0 =
N

√
M2 +N2

.

Тодi коливання, що встановились:

Q(t) =
√
M2 +N2 sin (Ωt+ ϕ0) .

Їх амплiтуда

Qmax =
√
M2 +N2 =

ε0√(
ω2
0 − Ω2

)2
+ 4β2Ω2

.

Фiзично явище резонансу спостерiгається при частотi Ω, за якої досягається
максимум величини Qmax, тобто мiнiмум функцiї f(Ω) =

(
ω2
0 − Ω2

)2
+ 4β2Ω2.

Позначаючи z = Ω2, маємо: f =
(
ω2
0 − z

)2
+ 4β2z. Очевидно, це квадратична

функцiя, її графiк – парабола вiтками догори. Отже, мiнiмум досягається в
точцi, стацiонарнiй за першою похiдною:

df

dz
= 2(z − ω2

0) + 4β2 = 0, zрез = ω2
0 − 2β2.

Якщо R <
√

2L
C

(а ця нерiвнiсть зазвичай виконується), то ω2
0 − 2β2 > 0, i тодi

iснує резонансна частота

Ωрез =
√
zрез =

√
ω2
0 − 2β2 ≈ ω0.

Отже, як i завжди, резонанс виникає, коли частота Ω змушуючої сили збiгає-

ться з частотою ω0 власних коливань.

З математичної точки зору розглянутий випадок не є резо-
нансним, оскiльки рiвнiсть µ = λ не виконано. Справдi, i µ, i λ
є комплексним числами, але λ мiстить дiйсну частину β 6= 0, а
µ є суто уявним. B

4.5.2.6 Випадок 5: s = 0, µ = a+ ib

Нехай права частина ДР має вигляд

f(x) = eax(P cos bx+Q sin bx).

Зокрема, одне з чисел P , Q може дорiвнювати нулю.
Розглядуваний випадок виникає при комбiнуваннi двох ви-

разiв (4.20) iз комплексно спряженими показниками µ = a+ ib,
µ = a− ib, a, b ∈ R, якщо покласти s = 0. Справдi, з використан-
ням подання (4.15) маємо:

f(x) = eax
(
P · e

ibx + e−ibx

2
+Q · e

ibx − e−ibx

2i

)
=
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= eax
[
eibx

(
P

2
+
Q

2i

)
+ e−ibx

(
P

2
− Q

2i

)]
.

При введеннi замiн A1 = P
2 + Q

2i , A2 = P
2 −

Q
2i права частина

набуває вигляду

f(x) = eax
[
A1e

ibx +A2e
−ibx] =

= A1e
(a+ib)x +A2e

(a−ib)x = A1e
µx +A2e

µx.

Тодi аналогiчно до випадку 4 частинний розв’язок iснує у ви-
глядi

y∗ = B1e
µx +B2e

µx = B1e
(a+ib)x +B2e

(a−ib)x =

= B1e
ax · eibx +B2e

ax · e−ibx = eax
(
B1e

ibx +B2e
−ibx) =

= eax [B1 (cos bx+ i sin bx) +B2 (cos bx− i sin bx)] =

= eax [(B1 +B2) cos bx+ i (B1 −B2) sin bx] .

Позначаючи M = B1 +B2, N = i(B1 −B2), отримуємо:

y∗ = eax (M cos bx+N sin bx) . (4.26)

Отже, доведено, що частинний розв’язок в розглядуваному ви-
падку iснує у виглядi (4.26).

Цiлком можливо, що права частина (при Q = 0) має вигляд
f(x) = Peax cos bx, тобто не мiстить синуса. Пiдкреслимо, це
зовсiм не означає, що i частинний розв’язок не повинен йо-
го мiстити. Тобто, якщо спецiальна права частина має вигляд
f(x) = Peax cos bx, то частинний розв’язок треба шукати у роз-
ширеному виглядi y∗ = eax (M cos bx+N sin bx), а не в скороче-
ному виглядi y∗ = Meax cos bx, який формально узагальнює пра-
ву частину. Аналогiчно, при правiй частинi f(x) = Qeax sin bx
частинний розв’язок шукають як y∗ = eax (M cos bx+N sin bx), а
не як y∗ = Neax sin bx.
C Приклад 4.32. Розв’яжемо рiвняння y′ + 5y = 34e3x cos 2x.

Вiдповiдне однорiдне рiвняння y′ + 5y = 0. Характеристичне
рiвняння λ + 5 = 0. Його корiнь λ = −5. ФСР мiстить лише
функцiю y1 = e−5x. Загальний розв’язок однорiдного рiвняння
yодн = Cy1 = Ce−5x.

Права частина ДР є комбiнацiєю спецiальних правих частин
з параметрами s = 0, µ = 3± 2i. При цьому µ 6= λ. Тому згiдно з
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(4.26) частинний розв’язок неоднорiдного рiвняння шукаємо у
виглядi y∗ = e3x (M cos 2x+N sin 2x). Маємо:

y′∗ = 3e3x (M cos 2x+N sin 2x) + e3x (−2M sin 2x+ 2N cos 2x) =

= e3x [(3M + 2N) cos 2x+ (3N − 2M) sin 2x] .

Тодi рiвняння в умовi задачi набуває вигляду:

e3x [(3M + 2N + 5M) cos 2x+(3N − 2M + 5N) sin 2x] = 34e3x cos 2x.

Методом невизначених коефiцiєнтiв маємо систему:

e3x cos 2x: 8M + 2N = 34;
e3x sin 2x: 8N − 2M = 0.

Її розв’язок M = 4, N = 1. Тодi частинний розв’язок нео-
днорiдного ДР y∗ = e3x (4 cos 2x+ sin 2x). Отримуємо загальний
розв’язок неоднорiдного ДР:

y = yодн + y∗ = Ce−5x + e3x (4 cos 2x+ sin 2x) .

Зауважимо, в цьому прикладi узагальненням правої частини
f(x) = 34e3x cos 2x згiдно з (4.26) є вираз e3x (M cos 2x+N sin 2x),
а не вираз Me3x cos 2x, який формально вiдповiдає правiй ча-
стинi. B

4.5.2.7 Випадок 6: s 6= 0, µ – дiйсне

Нехай права частина ДР дорiвнює

f(x) = Ps(x)eµx,

де Ps(x) є многочленом s-го степеня:

Ps(x) = p0x
s + p1x

s−1 + · · ·+ ps−1x+ ps =

s∑
j=0

pjx
s−j .

В цьому разi шукатимемо частинний розв’язок у виглядi

y∗ = Ms(x)eµx =
(
m0x

s +m1x
s−1 + · · ·+ms−1x+ms

)
eµx. (4.27)

Пiдставимо цей «проект розв’язку» до (4.3). З використанням
(4.12) при α = 0 (при цьому замiсть Qs(x) з коефiцiєнтами qm
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маємо Ms(x) з коефiцiєнтами mj ; iндекс пiдсумовування позна-
чимо через j) пiсля скорочення на eµx маємо:

m0

[
xsF (µ) + {xs}′ F ′(µ) + {xs}′′ F

′′(µ)

2
+ · · ·+ {x

s}(n)
F (n)(µ)

n!

]
+

+m1

[
xs−1F (µ) +

{
xs−1

}′
F ′(µ) + · · ·+

{
xs−1

}(n)
F (n)(µ)

n!

]
+

+m2

[
xs−2F (µ) +

{
xs−2

}′
F ′(µ) + · · ·+

{
xs−2

}(n)
F (n)(µ)

n!

]
+ · · ·+

+ms−1 [xF (µ) + F ′(µ)] +msF (µ) =

s∑
j=0

pjx
s−j .

Методом невизначених коефiцiєнтiв складаємо систему лiнiй-
них алгебраїчних рiвнянь, прирiвнюючи коефiцiєнти при фун-
кцiях xk. При цьому поступово зменшуємо k вiд s до нуля. Ми
отримаємо (s+ 1) рiвнянь для знаходження (s+ 1) коефiцiєнтiв
mk за вiдомими коефiцiєнтами pk, k = 0, s:

xs: m0F (µ) = p0;
xs−1: m1F (µ) +m0sF

′(µ) = p1;
xs−2: m2F (µ) +m1(s− 1)F ′(µ) +m0s(s− 1)F

′′(µ)
2 = p2;

· · · · · ·
x1: ms−1F (µ) +ms−2 · 2F ′(µ) + · · · = p1;
x0: msF (µ) +ms−1F

′(µ) + · · · = p0.

Ця система невироджена, тобто її розв’язок iснує i є єдиним.
Справдi, наведенi рiвняння зручно розв’язувати в послiдовно-
стi «зверху донизу». З першого рiвняння маємо: m0 = p0

F (µ)

(оскiльки в усiх рiвняннях F (µ) 6= 0). Знаючи m0, з другого
рiвняння знаходимо m1. Знаючи m0 i m1, з третього рiвняння
знаходимо m2, i т.д. Отже, в розглядуваному випадку iснуван-
ня частинного розв’язку гарантується у виглядi (4.27).
C Приклад 4.33. Розв’яжемо рiвняння

y′′ + 4y′ + 3y = (15x+ 83)e2x.

Вiдповiдне однорiдне рiвняння y′′ + 4y′ + 3y = 0. Характеристи-
чне рiвняння λ2 + 4λ+ 3 = 0. Його коренi λ1 = −1, λ2 = −3. ФСР
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складається з функцiй y1 = e−x, y2 = e−3x. Загальний розв’язок
однорiдного рiвняння yодн = C1e

−x + C2e
−3x.

Множник µ = 2 в показнику степеня правої частини не є
коренем характеристичного рiвняння. Тому згiдно з (4.27) ча-
стинний розв’язок неоднорiдного рiвняння шукаємо у виглядi
y∗ = (ax+ b)e2x. Маємо:

y′∗ = ae2x + (ax+ b) · 2e2x = (2ax+ a+ 2b)e2x,

y′′∗ = 2ae2x + (2ax+ a+ 2b) · 2e2x = (4ax+ 4a+ 4b)e2x.

Тодi рiвняння в умовi задачi набуває вигляду:

(4ax+ 4a+ 4b)e2x + 4(2ax+ a+ 2b)e2x + 3(ax+ b)e2x = (15x+ 83)e2x,

(15ax+ 8a+ 15b)e2x = (15x+ 83)e2x.

Методом невизначених коефiцiєнтiв маємо систему:

xe2x: 15a = 15;
e2x: 8a+ 15b = 83.

Її розв’язок a = 1, b = 5. Тодi частинний розв’язок однорiдного
ДР y∗ = (x + 5)e2x. Одержуємо загальний розв’язок неоднорi-
дного ДР:

y = yодн + y∗ = C1e
−x + C2e

−3x + (x+ 5)e2x. B

C Приклад 4.34. Розв’яжемо рiвняння

y′ − 2y = ex(4x− 2x2 − 3).

Вiдповiдне однорiдне рiвняння y′ − 2y = 0. Характеристичне
рiвняння λ− 2 = 0. Його корiнь λ = 2. ФСР складається з однiєї
функцiї y1 = e2x. Загальний розв’язок однорiдного рiвняння
yодн = Ce2x.

Множник µ = 1 в показнику степеня правої частини не є
коренем характеристичного рiвняння. Тому згiдно з (4.27) ча-
стинний розв’язок неоднорiдного рiвняння шукаємо у виглядi
y∗ = (ax2 + bx+ c)ex. Маємо:

y′∗ = (2ax+ b)ex + (ax2 + bx+ c)ex =
[
ax2 + (2a+ b)x+ (b+ c)

]
ex.

Тодi рiвняння в умовi задачi набуває вигляду:[
ax2 + (2a+ b)x+ (b+ c)

]
ex − 2(ax2 + bx+ c)ex = ex(4x− 2x2 − 3),
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[
−ax2 + (2a− b)x+ (b− c)

]
ex = (4x− 2x2 − 3)ex.

Методом невизначених коефiцiєнтiв маємо систему:

x2ex: −a = −2;
xex: 2a− b = 4;
ex: b− c = −3.

Її розв’язок a = 2, b = 0, c = 3. Тодi частинний розв’язок одно-
рiдного ДР y∗ = (2x2 + 3)ex. Одержуємо загальний розв’язок
неоднорiдного ДР:

y = yодн + y∗ = Ce2x + (2x2 + 3)ex. B

4.5.2.8 Випадок 7: s 6= 0, µ = a+ ib

Нарештi, перейдемо до найбiльш загального випадку (серед не-
резонансних). Нехай права частина ДР дорiвнює

f(x) = eax (Ps′(x) cos bx+Qs′′(x) sin bx) ,

де Ps′(x), Qs′′(x) є многочленами (необов’язково однакових) сте-
пенiв s′, s′′:

Ps′(x) = p0x
s′ + p1x

s′−1 + · · ·+ ps′−1x+ ps′ ,

Qs′′(x) = q0x
s′′ + q1x

s′′−1 + · · ·+ qs′′−1x+ qs′′ .

Зауважимо, один з многочленiв Ps′ , Qs′′ може дорiвнювати ну-
лю (бути вiдсутнiм).

Розглядуваний випадок виникає при комбiнуваннi двох ви-
разiв (4.20) з комплексно спряженими показниками µ = a + ib,
µ = a − ib, a, b ∈ R. Справдi, з використанням подання (4.15)
маємо:

f(x) = eax
(
Ps′(x) · e

ibx + e−ibx

2
+Qs′′(x) · e

ibx − e−ibx

2i

)
=

= eax
[
eibx

(
Ps′(x)

2
+
Qs′′(x)

2i

)
+ e−ibx

(
Ps′(x)

2
− Qs′′(x)

2i

)]
.

Позначимо Rs(x) = Ps′ (x)
2 + Qs′′ (x)

2i , Ts(x) = Ps′
2 −

Qs′′ (x)
2i – деякi

многочлени степеня s, де s = max{s′, s′′} – бiльше з двох чисел
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s′, s′′ (або одне з двох, якщо вони рiвнi4). Тодi

f(x) = eax
(
eibxRs(x) + e−ibxTs(x)

)
= Rs(x)eµx + Ts(x)eµx.

Тодi за попереднiм пiдпунктом (застосовнiсть результатiв якого
не обмежується випадком лише дiйсних значень µ) частинний
розв’язок iснує у виглядi

y∗ = Bs(x)eµx + Cs(x)eµx = Bs(x)e(a+ib)x + Cs(x)e(a−ib)x =

= Bs(x)eax · eibx + Cs(x)eax · e−ibx = eax
(
Bs(x)eibx + Cs(x)e−ibx

)
=

= eax [Bs(x) (cos bx+ i sin bx) + Cs(x) (cos bx− i sin bx)] =

= eax [(Bs(x) + Cs(x)) cos bx+ i (Bs(x)− Cs(x)) sin bx] .

Позначаючи Ms(x) = Bs(x) + Cs(x), Ns(x) = i (Bs(x) − Ns(x)),
отримуємо:

y∗ = eax (Ms(x) cos bx+Ns(x) sin bx) . (4.28)

Отже, доведено, що частинний розв’язок в розглядуваному ви-
падку iснує у виглядi (4.28).

Можливо, в правiй частинi один з многочленiв Ps′(x), Qs′′(x)
має менший степiнь (або навiть повнiстю є вiдсутнiм). Але в ча-
стинному розв’язку потрiбно припускати наявнiсть бiльшого
степеня. Наприклад, якщо спецiальна права частина має ви-
гляд f(x) = eax [(p0x+ p1) cos bx+ q0 sinx], то частинний розв’я-
зок треба шукати у розширеному виглядi

y∗ = eax [(m0x+m1) cos bx+ (n0x+ n1) sinx] ,

а не в скороченому виглядi y∗ = eax [(m0x+m1) cos bx+ n0 sinx],
який формально узагальнює праву частину.
C Приклад 4.35. Розв’яжемо рiвняння

y′ = e6x [(15x+ 14) cos 3x+ sin 3x] .

4Сума двох многочленiв навiть однакових степенiв може виявитись много-
членом меншого степеня. Наприклад, нехай P2(x) = x − x2, Q2(x) = x2 + 1.
Сума цих двох многочленiв другого степеня є многочленом першого степеня:
P2(x) + Q2(x) = x + 1 = R1(x). Але, позначаючи s = max{s′, s′′}, ми нiчого
не втрачаємо. Зрештою, «зайвi» коефiцiєнти можна вважати рiвними нулю.
Проте, можна гарантувати, що степiнь, бiльший за s, тут не з’явиться.

91



Тут достатньо проiнтегрувати праву частину, але це складна
задача. Знайдемо цей iнтеграл, розв’язуючи рiвняння за наве-
деною схемою. Вiдповiдне однорiдне рiвняння має вигляд y′ =
= 0, характеристичне рiвняння λ = 0. ФСР складається з однiєї
функцiї y1 = e0 = 1, i загальний розв’язок однорiдного рiвняння
yодн = C.

Частинний розв’язок шукаємо у виглядi

y∗ = e6x [(Ax+B) cos 3x+ (Gx+D) sin 3x] .

Маємо:

y′∗ = 6e6x [(Ax+B) cos 3x+ (Gx+D) sin 3x] +

+e6x [A cos 3x− 3(Ax+B) sin 3x+G sin 3x+ 3(Gx+D) cos 3x] =

= e6x [cos 3x {x(6A+ 3G) + (6B +A+ 3D)} +

+ sin 3x {x(6G− 3A) + (6D − 3B +G)}] .

Методом невизначених коефiцiєнтiв отримуємо систему

xe6x cos 3x: 6A+ 3G = 15;
e6x cos 3x: 6B +A+ 3D = 14;
xe6x sin 3x: 6G− 3A = 0;
e6x sin 3x: 6D − 3B +G = 1.

Маємо: A = 2, B = 8
5 , G = 1, D = 4

5 . Тодi частинний розв’язок

y∗ = e6x

[(
2x+

8

5

)
cos 3x+

(
x+

4

5

)
sin 3x

]
=

=

(
x+

4

5

)
e6x (2 cos 3x+ sin 3x) .

Одержуємо загальний розв’язок неоднорiдного рiвняння

y = yодн + y∗ = C +

(
x+

4

5

)
e6x (2 cos 3x+ sin 3x) .

В цьому прикладi s′ = 1, P1(x) = 15x + 14, s′′ = 0, Q0(x) = 1.
Але у частинному розв’язку бiльший (перший) степiнь мають
i многочлен M1(x) = 2x+ 8

5 , i многочлен N1(x) = x+ 4
5 . B
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4.5.3 Побудова частинного розв’язку.

Резонанснi випадки

4.5.3.1 Випадок многочлену в правiй частинi

Нехай f(x) є многочленом степеня s, i тому дорiвнює

f(x) = p0x
s + p1x

s−1 + · · ·+ ps = Ps(x).

Це спецiальна права частина при µ = 0; її розглянуто у випадку
3 попереднього пункту. Але там вважалось, що an 6= 0. При
цьому гарантувалось iснування частинного розв’язку у виглядi

y∗(x) = m0x
s +m1x

s−1 + · · ·+ms = Ms(x).

Нехай тепер an = 0, тобто число λ = 0 є коренем хара-
ктеристичного рiвняння. Отже, виконано рiвнiсть λ = µ, тобто
трапився резонансний випадок. Висновок випадку 3 перестає
«працювати»: ми бiльше не можемо гарантувати iснування вiд-
повiдного частинного розв’язку.
C Приклад 4.36. Розглянемо рiвняння y′′ − y′ = 2x. Характе-

ристичне рiвняння λ2 − λ = 0 має коренi λ1 = 0, λ2 = 1. ФСР
складається з функцiй y1 = e0 = 1, y2 = ex, i загальний розв’язок
вiдповiдного однорiдного рiвняння yодн = C1 + C2e

x.
Права частина f(x) = 2x є спецiальною з параметрами s = 1,

µ = 0. Цей випадок є резонансним, оскiльки µ = λ1.
Спробуємо, узагальнюючи вигляд правої частини, шукати

частинний розв’язок у виглядi y∗(x) = Ax+B. Маємо:

y′∗(x) = A, y′′∗ (x) = 0.

Тодi ДР набуває вигляду 0 − A = 2x. Прирiвнюючи коефiцi-
єнти при x, отримуємо протирiччя: 0 = 2. Це не означає, що
частинного розв’язку не iснує; це лише означає, що частинний
розв’язок не може мати вигляд y∗(x) = Ax+B. Отже, факт ре-
зонансу µ = λ вимагає вiд нас переглянути спосiб знаходження
частинного розв’язку. B

Припустимо, що корiнь λ = 0 має кратнiсть α. В тому чи-
слi, значення α = 1 не виключається. Тодi нулю дорiвнюють
коефiцiєнти an, an−1, · · · , an−α+1, але an−α 6= 0. Введемо замiну
z(x) = y(α)(x) (тут α – номер похiдної). Тодi ДР стає рiвнянням
(n− α)-го порядку вiдносно z(x). Коефiцiєнт an−α 6= 0 тепер вi-
дiграє роль вiльного члену нового характеристичного рiвняння,
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тому тепер число λ = 0 не є його коренем, i випадок перестає
бути резонансним. Тому (як i вище у випадку 3) гарантується
iснування частинного розв’язку у виглядi

z∗ = y(α) = r0x
s + r1x

s−1 + · · ·+ rs = Rs(x).

Тепер послiдовне iнтегрування α разiв поспiль призведе до ви-
никнення многочлену степеня (s + α). Його коефiцiєнти при
xα−1, xα−2 i т.д. залежать вiд довiльних сталих iнтегрування
C1, C2, · · · , Cα i можуть бути довiльними. Зокрема, їх можна по-
класти рiвними нулю (нагадаємо, нас влаштовує будь-який ча-
стинний розв’язок). Тодi доведено, що iснує частинний розв’я-
зок у виглядi

y∗(x) = m0x
s+α +m1x

s−1 + · · ·+msx
α + 0,

y∗(x) = xα
(
m0x

s +m1x
s−1 + · · ·+ms

)
= xαMs(x). (4.29)

Зокрема, при α = 0 (випадок перестає бути резонансним)
цей вираз збiгається з результатом нерезонансного випадку 3.

В принципi, вираз (4.29) як многочлен (s + α)-го степеня
можна було подати i бiльш загально: Q∗s+α(x). Але форма (4.29)
не мiстить степенiв xα−1 i нижчих, що спрощує розрахунки.
C Приклад 4.37. Повернiмось до попереднього прикладу, i

знову розглянемо рiвняння y′′ − y′ = 2x. «Резонансний» корiнь
λ = 0 є простим, тобто кратним кратностi α = 1. Тодi, узагаль-
нюючи вигляд правої частини, потрiбно частинний розв’язок
шукати у виглядi

y∗(x) = xα (Ax+B) = x (Ax+B) = Ax2 +Bx.

Маємо:
y′∗(x) = 2Ax+B, y′′∗ (x) = 2A,

i ДР набуває вигляду

2A− (2Ax+B) = 2x.

Методом невизначених коефiцiєнтiв маємо систему:

x1: −2A = 2;
x0: 2A−B = 0.
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Її розв’язок A = −1, B = −2. Тодi частинний розв’язок однорi-
дного ДР дорiвнює y∗ = −x2−2x. Отримуємо загальний розв’я-
зок неоднорiдного ДР:

y = yодн + y∗ = C1 + C2e
x − x2 − 2x. B

Розглянемо ще один приклад кратного резонансного коре-
ня.
C Приклад 4.38. Розв’яжемо рiвняння y′′′−y′′ = 4−12x. Воно

має спецiальну праву частину з параметрами s = 1, µ = 0. Вiд-
повiдне однорiдне рiвняння y′′′ − y′′ = 0. Його характеристичне
рiвняння λ3 − λ2 = 0, λ2(λ− 1) = 0 має коренi λ1,2 = 0 (кратний
кратностi α = 2) i λ3 = 1 (простий). ФСР складається з функцiй
y1 = e0 = 1, y2 = xy1 = x (врахували кратнiсть), y3 = ex. Отже,
загальний розв’язок однорiдного рiвняння yодн = C1+C2x+C3e

x.
З урахуванням правої частини за вiдсутностi резонансу ми

б шукали частинний розв’язок у виглядi y∗ = Ax+B. Але тра-
пився резонанс (λ1,2 = µ), причому резонансний корiнь є кра-
тним (α = 2). Тому частинний розв’язок потрiбно шукати у
виглядi:

y∗(x) = xα (Ax+B) = x2 (Ax+B) = Ax3 +Bx2.

Маємо:

y′∗(x) = 3Ax2 + 2Bx, y′′∗ (x) = 6Ax+ 2B, y′′′∗ (x) = 6A,

i ДР набуває вигляду

6A− (6Ax+ 2B) = 4− 12x.

Методом невизначених коефiцiєнтiв маємо систему:

x1: −6A = −12;
x0: 6A− 2B = 4.

Її розв’язок A = 2, B = 4. Тодi частинний розв’язок неоднорi-
дного ДР дорiвнює y∗ = 2x3 +4x2. Отримуємо загальний розв’я-
зок неоднорiдного ДР:

y = yодн + y∗ = C1 + C2x+ C3e
x + 2x3 + 4x2. B
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4.5.3.2 Загальний випадок

Нехай f(x) має вигляд

f(x) = eµxPs(x) = eµx
(
p0x

s + p1x
s−1 + · · ·+ ps

)
,

причому число µ є коренем характеристичного рiвняння кра-
тностi α, тобто

F (µ) = F ′(µ) = · · · = F (α−1)(µ) = 0, F (α)(µ) 6= 0.

Доведемо, що в цьому разi iснує частинний розв’язок у виглядi

y∗(x) = xαeµxMs(x) = xαeµx
(
m0x

s +m1x
s−1 + · · ·+ms

)
. (4.30)

Пiдставимо (4.30) до (4.3). З використанням (4.12) (при цьому
замiсть Qs(x) з коефiцiєнтами qm маємо Ms(x) з коефiцiєнтами
mj ; iндекс пiдсумовування позначимо через j) пiсля скорочен-
ня на eµx маємо:

s∑
j=0

mj

(
n∑
k=0

{
xs−j+α

}(k) F (k)(µ)

k!

)
=

s∑
j=0

pjx
s−j .

Оскiльки кратнiсть кореня µ дорiвнює α, то у внутрiшнiй сумi
лiвої частини за рахунок спiвмножникiв F (k)(µ) вiдсутнi додан-
ки з номерами k = 0, α− 1. Тому сумування достатньо розпо-
всюдити лише на номери k = α, n:

s∑
j=0

mj

(
n∑

k=α

{
xs−j+α

}(k) F (k)(µ)

k!

)
=

s∑
j=0

pjx
s−j . (4.31)

Очевидно, j-а внутрiшня сума є многочленом, степiнь якого
дорiвнює5 s− j. Тодi (4.31) набуває вигляду

m0

(
a0x

s + a1x
s−1 + a2x

s−2 + · · ·+ as
)

+

+m1

(
b0x

s−1 + b1x
s−2 + · · ·+ bs−1

)
+

+m2

(
c0x

s−2 + c1x
s−2 + · · ·+ cs−2

)
+ · · ·+

5Такий степiнь пiсля диференцiювання α разiв поспiль матиме перший дода-
нок

{
xs−j+α

}(k) (при k = α), причому за умовою F (α)(µ) 6= 0. Решта доданкiв
матимуть менший степiнь або взагалi зникатимуть при диференцiюваннi.
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+ms−1 (u0x+ u1) +msv0,

причому усi старшi коефiцiєнти a0, b0, c0, · · · , u0, v0 вiдмiннi вiд
нуля (i дорiвнюють F (α)

α! ). Тодi методом невизначених коефiцi-
єнтiв маємо систему рiвнянь:

xs: m0a0 = p0;
xs−1: m1b0 +m0a1 = p1;
xs−2: m2c0 +m1b1 +m0a2 = p2;
· · · · · ·
x1: ms−1u0 + · · ·+m0as−1 = ps−1;
x0: msv0 +ms−1u1 + · · ·+m0as = ps.

Очевидно, розв’язок цiєї системи iснує i є єдиним. Справдi, на-
веденi рiвняння зручно розв’язувати послiдовно «зверху дони-
зу». З першого рiвняння маємо: m0 = p0

a0
. Знаючи m0, з другого

рiвняння знаходимо m1. Знаючи m0 i m1, з третього рiвняння
знаходимо m2, i т.д. Отже, в розглядуваному випадку iснуван-
ня частинного розв’язку гарантується у виглядi (4.30).

4.5.3.3 Наслiдки

Вважаючи µ комплексним, формулу (4.30) можна застосува-
ти до правої частини f(x) = eax (Ps′(x) cos bx+Qs′′(x) sin bx), де
Ps′(x), Qs′′(x) – многочлени степенiв s′, s′′. Справдi:

f(x) = eax
(
Ps′(x) · e

ibx + e−ibx

2
+Qs′′(x) · e

ibx − e−ibx

2i

)
=

= eax
[
eibx

(
Ps′(x)

2
+
Qs′′(x)

2i

)
+ e−ibx

(
Ps′(x)

2
− Qs′′(x)

2i

)]
.

Очевидно, тут вирази в обидвох внутрiшнiх круглих дужках
є многочленами, степiнь яких дорiвнює6 s = max {s′, s′′}. Тодi,
позначаючи цi вирази через P̃s(x), Q̃s(x) вiдповiдно, маємо:

f(x) = eax
(
eibxP̃s(x) + e−ibxQ̃s(x)

)
=

= e(a+ib)xP̃s(x) + e(a−ib)xQ̃s(x) = eµxP̃s(x) + eµxQ̃s(x).

6Сума двох многочленiв навiть однакових степенiв може виявитись много-
членом меншого степеня; див. також виноску на с. 91
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Якщо µ є коренем кратностi α для характеристичного много-
члену з дiйсними коефiцiєнтами, то µ також є коренем кратно-
стi α. Тодi кожному доданку f1(x) = eµxP̃s(x), f2(x) = eµxQ̃s(x)
за (4.30) вiдповiдає частинний розв’язок

y∗,1(x) = xαeµxRs(x), y∗,2(x) = xαeµxTs(x).

Тодi за формулою (4.19) частинний розв’язок iснує у виглядi

y∗(x) = y∗,1(x) + y∗,2(x) = xα
[
eµxRs(x) + eµxTs(x)

]
=

= xα
[
e(a+ib)xRs(x) + e(a−ib)xTs(x)

]
=

= xαeax
[
eibxRs(x) + e−ibxTs(x)

]
=

= xαeax [(cos bx+ i sin bx)Rs(x) + (cos bx− i sin bx)Ts(x)] =

= xαeax [cos bx (Rs(x) + Ts(x)) + sin bx (iRs(x)− iTs(x))] =

= xαeax (Ms(x) cos bx+Ns(x) sin bx) ,

y∗(x) = xαeax (Ms(x) cos bx+Ns(x) sin bx) . (4.32)

Тут позначено7 Ms(x) = Rs(x) + Ts(x), Ns(x) = iRs(x) − iTs(x).
Зокрема, вважаючи µ дiйсним числом, тобто покладаючи b = 0,
a = µ, з (4.32) отримуємо (4.30).

Окремi спрощенi форми виразу (4.32) при рiзних сполучен-
нях значень s, a, b i вiдповiднi їм вигляди частинного розв’язку
подано в таблицi.

f(x) y∗(x)

P Mxα

Peµx xαMeµx

Ps(x) xαMs(x)
P cos bx+Q sin bx xα (M cos bx+N sin bx)
eax (P cos bx+Q sin bx) xαeax (M cos bx+N sin bx)
Ps(x)eµx xαMs(x)eµx

eax [Ps′(x) cos bx+
+Qs′′(x) sin bx]

xαeax [Ms(x) cos bx+
+Ns(x) sin bx],

де s = max {s′, s′′}

7Степенi многочленiв M , N можуть виявиться i меншими за s. Але виходити
з цього не можна, оскiльки буде обмежено загальнiсть мiркувань. Припущення,
що многочлени M i N мають степiнь s (i гарантовано не вище!), не обмежує
цю загальнiсть.
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Зауважимо, формула (4.32) охоплює також усi нерезонан-
снi випадки спецiальної правої частини при введеннi наступної
домовленостi. Якщо число µ не є коренем характеристичного
рiвняння, то домовимось8 це число вважати коренем кратностi
α = 0. При цьому спiвмножник xα з виразiв у правому стов-
пчику таблицi зникає. Вирази, якi залишаються, збiгаються з
формулами, отриманими в нерезонансних випадках 1–7.

4.6 Питання для перевiрки

1. Як виглядає неоднорiдне лiнiйне звичайне диференцiаль-
не рiвняння n-го порядку зi змiнними коефiцiєнтами?

2. Як виглядає однорiдне лiнiйне звичайне диференцiальне
рiвняння n-го порядку зi змiнними коефiцiєнтами?

3. Як виглядає неоднорiдне лiнiйне звичайне диференцiаль-
не рiвняння n-го порядку зi сталими коефiцiєнтами?

4. Як виглядає однорiдне лiнiйне звичайне диференцiальне
рiвняння n-го порядку зi сталими коефiцiєнтами?

5. Сформулюйте i доведiть принцип суперпозицiї розв’язкiв
лiнiйного однорiдного диференцiального рiвняння.

6. Чи iснує рiзниця у застосуваннi принципу суперпозицiї
до лiнiйних однорiдних ДР зi змiнними i сталими коефi-
цiєнтами?

7. Що таке фундаментальна система розв’язкiв (ФСР)?

8. Навiщо потрiбна лiнiйна незалежнiсть функцiй, якi утво-
рюють ФСР?

9. Випишiть загальний вигляд визначника Вронського.

10. Визначник Вронського системи лiнiйно залежних фун-
кцiй є виродженим. Доведiть це.

8Така домовленiсть є цiлком природною. Якщо µ є коренем характеристи-
чного рiвняння кратностi α, то розкладання характеристичного многочлену
F (λ) на множники мiстить множник (λ− µ)α. В разi нерезонансного випадку
(F (µ) 6= 0) множник (λ − µ) в цьому розкладаннi не мiститься, або мiститься
нуль разiв, тобто α = 0.
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11. Сформулюйте i доведiть ознаку лiнiйної незалежностi си-
стеми функцiй на вiдрiзку.

12. Наведiть приклади лiнiйно залежних (незалежних) фун-
кцiй.

13. Лiнiйна комбiнацiя функцiй, якi утворюють ФСР, при до-
вiльних коефiцiєнтах подає загальний розв’язок лiнiйного
однорiдного ДР. Доведiть це.

14. Здiйснюючи пiдстановку Ейлера y = eλx, лiнiйне ДР n-го
порядку зi сталими коефiцiєнтами легко звести до хара-
ктеристичного рiвняння. Випишiть його вигляд.

15. Як побудувати ФСР лiнiйного ДР n-го порядку зi сталими
коефiцiєнтами, якщо усi коренi характеристичного рiвня-
ння є дiсними i простими?

16. Як побудувати ФСР лiнiйного ДР n-го порядку зi стали-
ми коефiцiєнтами, якщо деякi коренi характеристичного
рiвняння є дiйсними i кратними?

17. Що таке комплексне число? Що таке дiйсна i уявна части-
ни комплексного числа? Що таке суто уявне комплексне
число?

18. Якi два комплексних числа називають рiвними?

19. Як виконують елементарнi арифметичнi дiї з комплексни-
ми числами?

20. Що таке комплексне спряження?

21. Як виглядає формула Ейлера для експоненти з компле-
ксним показником?

22. Як будують внесок до ФСР, який вiдповiдає парi простих
комплексно спряжених коренiв характеристичного рiвня-
ння?

23. Як будують внесок до ФСР, який вiдповiдає парi кратних
комплексно спряжених коренiв характеристичного рiвня-
ння?
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24. Пояснiть суть методу Лагранжа варiацiї довiльних сталих
на прикладi лiнiйного неоднорiдного ДР другого порядку.

25. Сформулюйте i доведiть теорему про загальний розв’язок
лiнiйного неоднорiдного ДР.

26. Як знайти частинний розв’язок неоднорiдного лiнiйного
ДР методом невизначених коефiцiєнтiв?

27. Що таке спецiальна права частина?

28. Якi випадки спецiальної правої частини є нерезонансни-
ми? резонансними? Наведiть приклади.

29. В якiй формi шукають частинний розв’язок неоднорiдно-
го лiнiйного ДР за вiдсутностi резонансу мiж параметрами
спецiальної правої частини i коренями характеристичного
рiвняння? Розгляньте сiм випадкiв.

30. В якiй формi шукають частинний розв’язок неоднорiдно-
го лiнiйного ДР за наявностi резонансу мiж параметрами
спецiальної правої частини i коренями характеристичного
рiвняння? Як ця форма залежить вiд кратностi цих коре-
нiв?
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5 СИСТЕМИ ЗВИЧАЙНИХ

ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

5.1 Загальнi поняття

Нехай t – незалежна дiйсна змiнна, i xk(t), k = 1, n – деякi
функцiї, диференцiйовнi потрiбну кiлькiсть разiв. Нехай мiж
змiнною t, функцiями xk(t) i їх похiдними iснує зв’язок, пода-
ний рiвнянням:

F
(
t;x1, x

′
1, x
′′
1 , · · · , x

(m1)
1 ; · · · ;xn, x

′
n, x
′′
n, · · · , x(mn)

n

)
= 0.

Тут в круглих дужках у верхньому iндексi вказано номер похi-
дної. В наявностi може бути одночасно декiлька таких рiвнянь
(наприклад, ` штук):

Fi

(
t;x1, x

′
1, · · · , x

(m1)
1 ; · · · ;xn, x

′
n, · · · , x(mn)

n

)
= 0, i = 1, `. (5.1)

� Означення 5.1. Систему рiвнянь (5.1) називають систе-

мою (звичайних) диференцiальних рiвнянь (СДР). Найбiльше
з чисел m1,m2, · · · ,mn називають порядком СДР.

Особливе мiсце серед СДР посiдають СДР першого поряд-
ку, оскiльки СДР довiльного порядку завжди може бути зведе-
ною до СДР першого порядку цiною вiдповiдного збiльшення
кiлькостi рiвнянь. Для цього достатньо новою лiтерою позна-
чити кожну функцiю xj(t) i усi її похiднi, крiм старшої.
C Приклад 5.1. Розглянемо систему двох ДР:{

F1 (t;x1, x
′
1, x
′′
1 ;x2, x

′
2, x
′′
2 , x
′′′
2 ) = 0,

F2 (t;x1, x
′
1, x
′′
1 ;x2, x

′
2, x
′′
2 , x
′′′
2 ) = 0.

Це СДР третього порядку, яка мiстить два рiвняння. Введемо
замiни y1 = x1, y2 = x′1. Старшу похiдну x′′1 не замiняємо. На-
томiсть маємо x′′1 = (x′1)

′
= y′2. Введемо також подальшi замiни

y3 = x2, y4 = x′2, y5 = x′′2 = (x′2)
′

= y′4. Старшу похiдну x′′′2 не за-
мiняємо. Натомiсть маємо x′′′2 = (x′′2)

′
= y′5. Тепер наша система

набуває вигляду{
F1 (t; y1, y2, y

′
2; y3, y4, y5, y

′
5) = 0,

F2 (t; y1, y2, y
′
2; y3, y4, y5, y

′
5) = 0.
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Отримана СДР є неповною: в умовi кiлькiсть шуканих фун-
кцiй (x1, x2) збiгалась iз кiлькiстю рiвнянь (F1 = 0, F2 = 0).
Рiвнянь залишилось два, а шуканих функцiй стало п’ять. Тому
нашу систему потрiбно доповнити ще трьома рiвняннями:

F1 (t; y1, y2, y
′
2; y3, y4, y5, y

′
5) = 0,

F2 (t; y1, y2, y
′
2; y3, y4, y5, y

′
5) = 0,

y′1 = y2,
y′3 = y4,
y′4 = y5.

Для надання цiй СДР вигляду (5.1) залишається ввести до роз-
гляду функцiї F3 = y′1 − y2, F4 = y′3 − y4, F5 = y′4 − y5. B

Отже, надалi можна зосередитись лише на СДР першого
порядку, i це не обмежуватиме загальностi мiркувань.
� Означення 5.2. Систему рiвнянь наступного вигляду

Fi (t;x1, x2, · · · , xn;x′1, x
′
2, · · · , x′n) = 0, i = 1, n (5.2)

називають системою диференцiальних рiвнянь (СДР) першого

порядку.
Зауважимо, з цього означення випливає, що кiлькiсть n рiвнянь в СДР

першого порядку повинна дорiвнювати кiлькостi шуканих функцiй xk(t). Вла-
сне, цю вимогу не обов’язково було включати до означення, але надалi ми
обмежимось лише такими випадками.

Функцiї Fi, якi входять до (5.2), можуть бути нелiнiйними за
своїми аргументами. В цьому випадку СДР (5.2) може вияви-
тись надзичайно складною. Загальних методiв розв’язування
таких СДР не iснує, навiть попри те, що похiднi вищих поряд-
кiв вiдсутнi.

Справа значно спрощується, якщо з системи рiвнянь (5.2)
аналiтично (без iнтегрування) вдається виразити кожну окремо
взяту похiдну через аргумент i шуканi функцiї:

x′k = fk (t;x1, x2, · · · , xn) , k = 1, n, (5.3)

або в розгорнутому виглядi
x′1 = f1 (t;x1, x2, · · · , xn) ,
x′2 = f2 (t;x1, x2, · · · , xn) ,

· · · ,
x′n = fn (t;x1, x2, · · · , xn) .

Кажуть також: рiвняння (5.3) розв’язано вiдносно похiдних.
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� Означення 5.3. СДР першого порядку, подану у вигля-
дi (5.3), називають нормальною (або нормалiзованою). Число n
iнодi називають порядком нормальної СДР.

З цього означення випливає: у випадку нормальної СДР кожна перша по-
хiдна виражена через шуканi функцiї, i усi вищi похiднi вiдсутнi.

Зокрема, при n = 1 отримаємо СДР, що складається з одного
рiвняння, яке збiгається з (2.2).

Надалi ми зосередимось лише на нормальних СДР.
� Означення 5.4. Кажуть, що впорядкована сукупнiсть по-

трiбної кiлькостi функцiй xk = ϕk(t) є розв’язком СДР, якщо цi
функцiї при пiдстановцi до рiвнянь СДР перетворюють кожне
рiвняння на тотожнiсть в певному iнтервалi значень t.

Це означення стосується СДР, поданих у довiльному вигля-
дi: (5.1), (5.2), (5.3). Розв’язок, визначений останнiм означен-
ням, є частинним. Як i в разi ДР, сукупнiсть усiх частинних
розв’язкiв утворює сiмейство функцiй, яке називають загаль-
ним розв’язком. Для видiлення конкретного розв’язку з цього
сiмейства, на додаток до рiвнянь системи, потрiбно сформу-
лювати також початковi умови. Якщо СДР нормалiзована, то
початковi умови достатньо1 подати у виглядi xk(t0) = x0k, де
x0k – деякi заздалегiдь вiдомi числа. Зазвичай покладають t0 =
= 0:

xk(0) = x0k, k = 1, n, (5.4)

або у розгорнутому виглядi:
x1(0) = x01,
x2(0) = x02,

· · · ,
xn(0) = x0n.

� Означення 5.5. Сукупнiсть рiвнянь (5.3) i початкових умов
(5.4), взятих у вiдповiднiй кiлькостi, називають задачею Кошi.

Отже, з використанням наведених вище означень, знайти
розв’язок задачi Кошi означає знайти впорядковану сукупнiсть
функцiй xk = ϕk(t), якi задовольняють 1) рiвняння (5.3); 2) по-
чатковi умови (5.4).

1Якщо СДР не нормалiзована, то до її складу можуть входити не тiльки
першi, а ще й вищi похiднi шуканих функцiй. В цьому разi початковi умо-
ви накладають не тiльки на початковi значення шуканих функцiй, а ще на
початковi значення їх похiдних.
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Можна довести наступне: якщо кожна функцiя fk в (5.3)
є диференцiйовною за кожним своїм аргументом, то розв’я-
зок задачi Кошi iснує i є єдиним. Звичайно, для СДР (5.3) цей
розв’язок є частинним.

Насправдi диференцiйовнiсть функцiй fk в (5.3) є доволi жорсткою (i тому
надлишковою) вимогою. Ця вимога суттєво звужує клас функцiй fk, в разi
використання яких розв’язок задачi Кошi iснує i є єдиним. Можна сформулю-
вати i менш жорсткi вимоги (i це зробить клас функцiй ширшим), за виконання
яких розв’язок задачi Кошi також буде iснувати i буде єдиним. Оскiльки ми не
доводимо теорему про iснування i єдинiсть розв’язку, то i потреби в обгово-
реннi шляхiв послаблення цих вимог немає.

В подальшому ми зосередимось лише на задачi Кошi, хоча
iснують i iншi задачi, якi до неї не зводяться.

Розглянемо задачу, яка не зводиться до задачi Кошi.
C Приклад 5.2. На промiжку t ∈ [0;π] знайти функцiю x(t),

яка задовольняє 1) рiвняння x′′ + ω2x = 0; 2) додатковi умови
x(0) = 0, x(π) = 0 i не дорiвнює тотожно нулю.

Очевидно, загальний розв’язок має вигляд

x(t) = C1 cosωt+ C2 sinωt.

Тодi додатковi умови набувають вигляду{
C1 cos (ω · 0) + C2 sin (ω · 0) = 0;
C1 cosπω + C2 sinπω = 0,

{
C1 + C2 · 0 = 0;
C1 cosπω + C2 sinπω = 0.

З першого рiвняння випливає: C1 = 0 незалежно вiд C2. Тодi
друге рiвняння набуває вигляду C2 sinπω = 0. Покласти тут
C2 = 0 не можна, оскiльки в цьому разi ми б отримали тiльки
тривiальний розв’язок x(t) ≡ 0. Залишається: sinπω = 0, πω =
= πn, ω = n, n ∈ Z.

Якщо виявиться, що число ω в умовi задачi не є цiлим, то
розв’язок задачi взагалi не iснує, оскiльки неможливо виконати
додатковi умови. Якщо ж число ω є цiлим, то розв’язок задачi
iснує, але додаткових умов недостатньо, аби визначити його
однозначно. Справдi, якщо ω ∈ Z, то функцiя x(t) = C2 sinωt є
розв’язком поставленої задачi при довiльному C2 ∈ R. B

Ясно тепер, що розглянуту задачу анiяк не можна перетво-
рити на задачу Кошi: в цiй задачi (на вiдмiну вiд задачi Кошi)
розв’язок не завжди iснує, а якщо i iснує, то вiн не завжди є
єдиним.

Задачi розглянутого типу i вiдповiднi додатковi умови нази-
вають крайовими. Крайовим задачам присвячено окремi курси
математики.

105



Для розв’язування СДР i вiдповiдних задач Кошi викори-
стовують метод виключення, методи замiни змiнних, а також
рiзнi числовi методи. Вказанi методи цiлком розробленi для
лiнiйних СДР. Тому зупинимось на елементах теорiї лiнiйних
СДР.

5.2 Лiнiйнi нормальнi СДР

� Означення 5.6. Нормальна система диференцiальних рiвнянь
називається лiнiйною, якщо кожна права частина (5.3) є фун-
кцiєю, лiнiйною за кожним аргументом xk, k = 1, n. При цьому
лiнiйнiсть за аргументотм t не є обов’язковою.

Розглянемо випадок n = 2. В цьому разi наведене означення
можна переформулювати так: нормальну СДР другого порядку
називають лiнiйною, якщо її подано у виглядi:{

x′1 = f11(t)x1(t) + f12(t)x2(t) + g1(t),
x′2 = f21(t)x1(t) + f22(t)x2(t) + g2(t).

(5.5)

Введемо функцiональнi2 матрицi:

F(t) =

(
f11(t) f12(t)
f21(t) f22(t)

)
, G(t) =

(
g1(t)
g2(t)

)
, X(t) =

(
x1(t)
x2(t)

)
.

Традицiйне означення похiдної в поєднаннi з арифметикою ма-
триць призводить до виникнення поняття похiдної вiд фун-
кцiональної матрицi3, причому диференцiювання вiдбувається
поелементно:

X′ =

(
x1(t)
x2(t)

)′
=

(
x′1(t)
x′2(t)

)
.

З урахуванням сказаного система (5.5) набуває легко осяжної
форми:

X′ = F(t)X + G(t). (5.6)

Очевидно, ця матрична форма залишається такою ж при змiнi
порядку СДР, i лише порядки введених функцiональних ма-
триць вiдповiдно змiнюються.

2Так називають матрицi, елементами яких є функцiї, а не числа. Матрицi
(як квадратнi, так i стовпцi; як функцiональнi, так i числовi) в цьому роздiлi
позначаємо жирним шрифтом.

3Строго кажучи, для цього потрiбно узагальнити поняття границi функцiї в
точцi, розповсюдивши його також на функцiї, значення яких є матрицями.
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Формально вигляд (5.6) збiгається з виглядом неоднорiдного
лiнiйного диференцiального рiвняння першого порядку. Тодi
природно для матрицi F ввести назву «матриця коефiцiєнтiв
СДР», а для матрицi G – «стовпець вiльних членiв».

У вiдповiдностi до термiнологiї, прийнятої в попередньому
роздiлi, якщо4 F = const, то СДР називають системою зi стали-
ми коефiцiєнтами, в iншому разi – зi змiнними коефiцiентами.
Якщо G ≡

(
0 0

)T
, СДР називають однорiдною, в iншому ра-

зi – неоднорiдною. СДР (5.6) є неоднорiдною. Однорiдна СДР,
яка їй вiдповiдає, виникає при вiдкиданнi стовпця вiльних чле-
нiв i має вигляд

X′ = F(t)X. (5.7)

Аналогiя з лiнiйним ДР першого порядку не вичерпується
введеними термiнами. В першу чергу, принцип суперпозицiї

розповсюджується на однорiднi лiнiйнi СДР так само, як i на

однорiднi лiнiйнi ДР.

� Теорема 5.1. Нехай стовпцi

U =
(
u1(t) u2(t) · · · un(t)

)T
,

V =
(
v1(t) v2(t) · · · vn(t)

)T
є розв’язками5 СДР (5.7). Тодi стовпець W = C1U +C2V також
є розв’язком цiєї СДР при довiльних C1, C2 ∈ R.
� Доведення. За умовою U є розв’язком, тобто U′ = FU.

Аналогiчно, V′ = FV. Потрiбно довести, що W – також розв’я-
зок, тобто потрiбно довести, що W′ = FW. Маємо:

W′ = (C1U + C2V)
′

= C1U
′ + C2V

′ =

= C1FU + C2FV = F (C1U + C2V) = FW,

що i потрiбно було довести. �
Зауваження. Очевидно, ця теорема легко узагальнюється на

випадок довiльної кiлькостi розв’язкiв.

4Мається на увазi поелементна рiвнiсть
(
f11 f12
f21 f22

)
=

(
const const
const const

)
.

5Нагадаємо, розв’язок СДР – це впорядкована сукупнiсть потрiбної кiлькостi
функцiй, тобто «набiр» {xk}. Для впорядкування цих функцiй їх зручно зобра-
жати як матричнi елементи деякого стовпця, тобто подавати розв’язок у ви-
глядi X(t) =

(
x1(t) x2(t) · · · xn(t)

)T, або X =
(
x1 x2 · · · xn

)T.
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Нехай стовпець

X(1) =
(
x

(1)
1 x

(1)
2 · · · x

(1)
n

)T

є деяким розв’язком однорiдної СДР (5.7), а стовпець

X(2) =
(
x

(2)
1 x

(2)
2 · · · x

(2)
n

)T

є деяким iншим розв’язком тiєї ж СДР. За доведеною теоремою
стовпець X = C1X

(1) + C2X
(2) також є розв’язком. Питання

тепер полягає в тому, чи є цей розв’язок загальним.
Як i у випадку лiнiйних однорiдних рiвнянь вищих порядкiв,

на поставлене запитання можна вiдповiсти «так» за виконання
двох умов: 1) набiр стовпцiв X(k) повинен бути повним; 2) цi
стовпцi повиннi бути лiнiйно незалежними.
� Означення 5.7. Для лiнiйної однорiдної СДР (5.7) n-го по-

рядку утворимо функцiональну квадратну матрицю R(t) по-
рядку n× n, в якiй k-й стовпець є розв’язком X(k):

R(t) =


x

(1)
1 x

(2)
1 · · · x

(n)
1

x
(1)
2 x

(2)
2 · · · x

(n)
2

· · · · · · · · · · · ·
x

(1)
n x

(2)
n · · · x

(n)
n

 .

Якщо стовпцi цiєї матрицi лiнiйно незалежнi (звичайно, для до-
вiльного моменту t), то її називають фундаментальною матри-

цею системи (5.7), або матрицею фундаментальних розв’язкiв.

Кожний окремий стовпець цiєї матрицi називають фундамен-

тальним розв’язком системи (5.7).
� Теорема 5.2. Загальний розв’язок лiнiйної однорiдної СДР

(5.7) може бути поданий у виглядi суперпозицiї стовпцiв фун-
даментальної матрицi:

X = C1X
(1) + C2X

(2) + · · ·+ CnX
(n).

� Доведення. До СДР (5.7) приєднаємо довiльнi початковi
умови: X(0) = X0, або в розширеному виглядi

X(0) ≡


x1(0)
x2(0)

...
xn(0)

 =


x01

x02

...
x0n

 ≡ X0.

108



Утворюється задача Кошi, розв’язок якої iснує i є єдиним.
Нехай стовпцi X(k), k = 1, n,– деякi розв’язки СДР (5.7), i

вони утворюють фундаментальну матрицю R(t) даної СДР. Те,

що суперпозицiя X =
n∑
k=1

CkX
(k) є розв’язком, випливає з до-

веденої вище теореми. Щоб довести, що цей розв’язок є за-
гальним, достатньо довести, що довiльний розв’язок задачi Ко-
шi мiститься всерединi цiєї суперпозицiї. Iншими словами, для
довiльного стовпця X0 достатньо довести iснування набору ко-
ефiцiєнтiв Ck, за яких виконано початковi умови.

Маємо:

X(t) =

n∑
k=1

CkX
(k) = C1X

(1) + C2X
(2) + · · ·+ CnX

(n) =

= C1


x

(1)
1

x
(1)
2
...

x
(1)
n

+ C2


x

(2)
1

x
(2)
2
...

x
(2)
n

+ · · ·+ Cn


x

(n)
1

x
(n)
2
...

x
(n)
n

 =

=


x

(1)
1 C1 + x

(2)
1 C2 + · · ·+ x

(n)
1 Cn

x
(1)
2 C1 + x

(2)
2 C2 + · · ·+ x

(n)
2 Cn

...
x

(1)
n C1 + x

(2)
n C2 + · · ·+ x

(n)
n Cn

 =

=


x

(1)
1 x

(2)
1 · · · x

(n)
1

x
(1)
2 x

(2)
2 · · · x

(n)
2

· · · · · · · · · · · ·
x

(1)
n x

(2)
n · · · x

(n)
n



C1

C2

...
Cn

 ,

X(t) =

n∑
k=1

CkX
(k) = R(t)

(
C1 C2 · · · Cn

)T
. (5.8)

Отже, початковi умови набувають вигляду

R(0)
(
C1 C2 · · · Cn

)T
= X(0) = X0.

Отримали систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь для знахо-
дження коефiцiєнтiв Ck. Її розв’язок:(

C1 C2 · · · Cn
)T

= R−1(0)X0.
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Очевидно, вiн iснує i є єдиним. Справдi, матриця R є фун-
даментальною, i тому невиродженою. Тодi обернена матриця
R−1(0) iснує i є єдиною. �

Розглянута теорема, на жаль, поки не вiдкриває шляхiв до
побудови загального розв’язку СДР, оскiльки не надає спосо-
бiв знаходження фундаментальної матрицi системи. До таких
способiв ми повернемось нижче.

Проте, якщо фундаментальна матриця вiдома, то доведена
теорема вiдкриває шлях до розв’язання задачi Кошi. Справдi,
користуючись виразом для стовпця коефiцiєнтiв Ck, розв’язок
(5.8) задачi Кошi зручно подати у компактному виглядi

XКошi = R(t)R−1(0)X0. (5.9)

5.3 Метод виключення

5.3.1 Загальний випадок

В п. 5.1 ми розглядали, як СДР вищого порядку можна зве-
сти до СДР першого порядку цiною збiльшення кiлькостi рiв-
нянь. Розглянемо тепер обернену задачу: нормальну СДР, яка
мiстить n рiвнянь, звести до одного рiвняння не вище n-го по-
рядку вiдносно однiєї шуканої функцiї. Обмежимось випадком
n = 3, оскiльки при збiльшеннi значення n якiснi змiни алгори-
тму не вiдбуваються.

Нехай задано СДР (5.3) при n = 3:x
′
1 = f1 (t;x1, x2, x3) ,
x′2 = f2 (t;x1, x2, x3) ,
x′3 = f3 (t;x1, x2, x3) .

(∗)

Поставимо за мету побудувати диференцiальне рiвняння не ви-
ще третього порядку вiдносно шуканої функцiї x1(t), виклю-
чивши невiдомi функцiї x2(t), x3(t).

Скористаємось правилом диференцiювання складної фун-
кцiї однiєї змiнної у виглядi:

d

dt
[ϕ (t;x(t), y(t), z(t))] =

∂ϕ

∂t
+
∂ϕ

∂x
· dx
dt

+
∂ϕ

∂y
· dy
dt

+
∂ϕ

∂z
· dz
dt
.

Продиференцiюємо перше рiвняння системи (∗) за змiнною t:

x′′1 =
df1

dt
=
∂f1

∂t
+
∂f1

∂x1
· dx1

dt
+
∂f1

∂x2
· dx2

dt
+
∂f1

∂x3
· dx3

dt
.
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Тут похiднi dx1

dt = x′1 = f1, dx2

dt = x′2 = f2, dx3

dt = x′3 = f3 вiдомi з
системи (∗) i вираженi лише через аргумент t i функцiї x1, x2,
x3 (але не через їх похiднi). Отримуємо:

x′′1 =
∂f1

∂t
+
∂f1

∂x1
· f1 +

∂f1

∂x2
· f2 +

∂f1

∂x3
· f3.

Очевидно, утворилась складна функцiя однiєї змiнної t:

x′′1 = Φ1 (t;x1, x2, x3) ,

яка не залежить вiд жодної похiдної x′1, x
′
2, x

′
3. Продиференцi-

юємо її за змiнною t за тим самим правилом:

x′′′1 =
dΦ1

dt
=
∂Φ1

∂t
+
∂Φ1

∂x1
· dx1

dt
+
∂Φ1

∂x2
· dx2

dt
+
∂Φ1

∂x3
· dx3

dt
=

=
∂Φ1

∂t
+
∂Φ1

∂x1
· f1 +

∂Φ1

∂x2
· f2 +

∂Φ1

∂x3
· f3.

Утворилась ще одна складна функцiя однiєї змiнної t:

x′′′1 = Φ2 (t;x1, x2, x3) .

Отже, маємо систему рiвнянь:x
′
1 = f1 (t;x1, x2, x3) ,
x′′1 = Φ1 (t;x1, x2, x3) ,
x′′′1 = Φ2 (t;x1, x2, x3) .

(∗∗)

В системi (∗∗) розглянемо усi рiвняння, крiм першого:{
x′′1 = Φ1 (t;x1, x2, x3) ,
x′′′1 = Φ2 (t;x1, x2, x3) .

Ця система не мiстить жодної похiдної (крiм похiдних функцiї
x1). Припустимо, її вдалося розв’язати6 вiдносно усiх функцiй,
крiм x1, i її розв’язок має вигляд:{

x2 = Ψ1 (t;x1, x
′′
1 , x
′′′
1 ) ,

x3 = Ψ2 (t;x1, x
′′
1 , x
′′′
1 ) .

6Мається на увазi аналiтичне розв’язування без застосування iнтегрування.
В загальному випадку функцiї Φ1, Φ2 можуть виявитись доволi громiздкими,
тому хiд розв’язування такої системи заздалегiдь невiдомий. Ми навiть не мо-
жемо гарантувати, що ця система взагалi може бути розв’язаною аналiтично.
Втiм, це проблема теорiї функцiй багатьох змiнних, а не теорiї диференцiаль-
них рiвнянь.
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Тодi, пiдставляючи цi розв’язки до першого рiвняння системи
(∗∗), отримуємо наступне рiвняння

x′1 = f1 (t;x1,Ψ1 (t;x1, x
′′
1 , x
′′′
1 ) ,Ψ2 (t;x1, x

′′
1 , x
′′′
1 )) . (5.10)

Отже, з трьох рiвнянь системи (∗) залишилось лише одне. Але
воно тепер мiстить тiльки одну невiдому функцiю x1; решту
функцiй тут виключено. «Розплатою» за виключення решти
невiдомих функцiй є зростання порядку рiвняння з першого
до третього (принаймнi, не вищого за третiй).

Припустимо, що рiвняння (5.10) розв’язано, i його загальний
розв’язок є

x1(t) = ϕ1 (t;C1, C2, C3) .

Тодi для знаходження решти функцiй достатньо лише викона-
ти операцiї диференцiювання:{

x2 (t;C1, C2, C3) = Ψ1 (t;ϕ1, ϕ
′′
1 , ϕ

′′′
1 ) ,

x3 (t;C1, C2, C3) = Ψ2 (t;ϕ1, ϕ
′′
1 , ϕ

′′′
1 ) .

Звичайно, загальним розв’язком початкової СДР (∗) буде впо-
рядкована сукупнiсть {x1, x2, x3}, кожна компонента якої зале-
жить вiд t, а також вiд C1, C2, C3.

Тепер для побудови частинного розв’язку потрiбно визначи-
ти константи C1, C2, C3. Якщо систему (∗) доповнити початко-
вими умовами (5.4), то за їх допомогою залишається скласти (i
далi розв’язати) системуx1 (0;C1, C2, C3) = x01,

x2 (0;C1, C2, C3) = x02,
x3 (0;C1, C2, C3) = x03

при вiдомiй правiй частинi. Її розв’язок {C1, C2, C3} i дозво-
лить конкретизувати впорядковану сукупнiсть {x1, x2, x3}, тоб-
то знайти розв’язок задачi Кошi.

Наприкiнцi цього пункту наведемо приклад виключення невiдомої з нелi-
нiйної СДР без подальшого розв’язування утвореного ДР.
C Приклад 5.3. Виключимо x2 з системи{

x′1 = 2x21
√
x2;

x′2 = ex1x
3/2
2 .

Диференцiюємо перше рiвняння:

x′′1 = 4x1x
′
1 ·
√
x2 + x21 ·

x′2√
x2
.
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Пiдставимо до правої частини першi похiднi, визначенi умовою задачi:

x′′1 = 4x1 · 2x21
√
x2 ·
√
x2 + x21 ·

ex1x
3/2
2√
x2

= 8x31x2 + x21x2e
x1 = Φ(x1, x2).

Звiдси маємо:

x2 =
x′′1

8x31 + x21e
x1

= Ψ(x1, x
′′
1 ).

Тодi перше рiвняння системи набуває вигляду

x′1 = 2x21

√
x′′1

8x31 + x21e
x1

= 2x1

√
x′′1

8x1 + ex1
,

i змiнну x2 виключено. B

5.3.2 Застосування методу виключення

для лiнiйної нормальної СДР

Як однорiдна, так i неоднорiдна лiнiйна СДР може мати i сталi,
i змiннi коефiцiєнти. Найскладнiшим з цих чотирьох випадкiв
є випадок неоднорiдної лiнiйної СДР зi змiнними коефiцiєнта-
ми. Застосуємо метод виключення саме до нього. Обмежимось
системою другого порядку, тобто розглянемо СДР (5.5):{

x′1 = f11x1 + f12x2 + g1,
x′2 = f21x1 + f22x2 + g2.

(5.5)

Тут усi величини залежать вiд t. Продиференцiюємо перше
рiвняння системи:

x′′1 = f ′11x1 + f11x
′
1 + f ′12x2 + f12x

′
2 + g′1.

Пiдставимо сюди вирази для x′1, x
′
2:

x′′1 = f ′11x1 + f11 (f11x1 + f12x2 + g1) +

+f ′12x2 + f12 [f21x1 + f22x2 + g2] + g′1 =

=
(
f ′11 + f2

11 + f12f21

)
x1 + [f ′12 + f12 (f11 + f22)]x2+

+f11g1 + f12g2 + g′1 = Φ1 (t;x1, x2)

(позначення Φ1 – вiдповiдно до загального випадку, розгляну-
того в п. 5.3.1). Система з цього рiвняння i першого рiвнян-
ня системи (5.5) вiдповiдає системi (∗∗) загального випадку. З
останнього рiвняння виключаємо змiнну x2:

x2 =
x′′1−

(
f ′11+f2

11+f12f21

)
x1−f11g1−f12g2−g′1

f ′12+f12 (f11+f22)
= Ψ1 (t;x1, x

′′
1)
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(позначення Ψ1 – вiдповiдно до загального випадку). Пiдстав-
ляючи цей вираз до першого рiвняння системи (5.5), отримаємо
диференцiальне рiвняння вiдносно шуканої функцiї x1. Легко
бачити, що воно буде лiнiйним неоднорiдним ДР зi змiнними
коефiцiєнтами. Знайшовши з нього x1, далi знайдемо x2 за до-
помогою функцiї Ψ1.

Розглянутий випадок все ще є складним. Подальшi спроще-
ння можливi за рахунок наступного. Якщо СДР – зi сталими
коефiцiєнтами, то f ′ik = 0. Якщо СДР при цьому ще й однорi-
дна, то gi = 0. В цьому разi для x1 виникає лiнiйне однорiдне
ДР зi сталими коефiцiєнтами, а технiка розв’язування таких
задач нам вже вiдома.
C Приклад 5.4. Розв’яжемо СДР{

x′1 = 7x1 − 5x2,
x′2 = 4x1 − 2x2.

Це лiнiйна однорiдна СДР зi сталими коефiцiєнтами. Проди-
ференцiюємо перше рiвняння:

x′′1 = 7x′1 − 5x′2.

Пiдставимо сюди вирази для x′1, x
′
2 з умови задачi:

x′′1 = 7 (7x1 − 5x2)− 5 (4x1 − 2x2) = 29x1 − 25x2.

Виключимо звiдси x2:

x2 =
29x1 − x′′1

25
. (∗ ∗ ∗)

Пiдставимо цей вираз в перше рiвняння умови задачi:

x′1 = 7x1 − 5 · 29x1 − x′′1
25

, x′1 = 7x1 −
29x1 − x′′1

5
,

5x′1 = 35x1 − 29x1 + x′′1 , x′′1 − 5x′1 + 6x1 = 0.

Змiнну x2 виключили, а для змiнної x1 отримали лiнiйне одно-
рiдне диференцiальне рiвняння зi сталими коефiцiєнтами. Ха-
рактеристичне рiвняння λ2 − 5λ + 6 = 0, його коренi λ1 = 2,
λ2 = 3. Тодi загальний розв’язок

x1(t) = C1e
2t + C2e

3t.
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Похiднi:

x′1(t) = 2C1e
2t + 3C2e

3t, x′′1(t) = 4C1e
2t + 9C2e

3t.

Пiдставляючи цi вирази до (∗ ∗ ∗), отримуємо:

x2 =
29
(
C1e

2t + C2e
3t
)
−
(
4C1e

2t + 9C2e
3t
)

25
= C1e

2t +
4

5
C2e

3t.

Вiдповiдь: X =

(
x1

x2

)
=

(
C1e

2t + C2e
3t

C1e
2t + 4

5C2e
3t

)
. B

C Приклад 5.5. Розв’яжемо СДР{
x′1 = 5x1 − x2 − 7t− 2,
x′2 = 3x1 + x2 − 9t− 1.

Це лiнiйна неоднорiдна СДР зi сталими коефiцiєнтами. Про-
диференцiюємо перше рiвняння за змiнною t:

x′′1 = 5x′1 − x′2 − 7.

Пiдставимо сюди вирази для x′1, x
′
2 з умови задачi:

x′′1 = 5 (5x1 − x2 − 7t− 2)− (3x1 + x2 − 9t− 1)− 7 =

= 22x1 − 6x2 − 26t− 16.

Виразимо звiдси x2:

x2 =
22x1 − 26t− 16− x′′1

6
. (∗ ∗ ∗∗)

Пiдставимо цей вираз в перше рiвняння умови задачi:

x′1 = 5x1 −
22x1 − 26t− 16− x′′1

6
− 7t− 2,

6x′1 = 30x1 − (22x1 − 26t− 16− x′′1)− 42t− 12,

x′′1 − 6x′1 + 8x1 = 16t− 4.

Змiнну x2 виключили, а для змiнної x1 отримали лiнiйне нео-
днорiдне диференцiальне рiвняння зi сталими коефiцiєнтами.
Характеристичне рiвняння λ2 − 6λ + 8 = 0, його коренi λ1 = 2,
λ2 = 4. Загальний розв’язок вiдповiдного однорiдного рiвняння

x1, одн(t) = C1e
2t + C2e

4t.
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Оскiльки права частина є многочленом першого степеня i чи-
сло λ = 0 не є коренем характеристичного рiвняння, то маємо
нерезонансний випадок, i частинний розв’язок шукаємо у ви-
глядi

x1,∗(t) = at+ b, x′1,∗(t) = a, x′′1,∗(t) = 0.

Неоднорiдне рiвняння набуває вигляду

0− 6a+ 8 (at+ b) = 16t− 4.

Методом невизначених коефiцiєнтiв маємо систему:

t1: 8a = 16;
t0: −6a+ 8b = −4.

Її розв’язок a = 2, b = 1. Тодi частинний розв’язок неоднорi-
дного ДР дорiвнює x1,∗(t) = 2t + 1. Тодi загальний розв’язок
неоднорiдного ДР:

x1(t) = x1, одн(t) + x1,∗(t) = C1e
2t + C2e

4t + 2t+ 1.

Похiднi:

x′1(t) = 2C1e
2t + 4C2e

4t + 2, x′′1(t) = 4C1e
2t + 16C2e

4t.

Пiдставляючи цi вирази до (∗ ∗ ∗∗), отримуємо:

x2 =
22
(
C1e

2t + C2e
4t + 2t+ 1

)
− 26t− 16−

(
4C1e

2t + 16C2e
4t
)

6
=

= 3C1e
2t + C2e

4t + 3t+ 1.

Вiдповiдь: X =

(
x1

x2

)
=

(
C1e

2t + C2e
4t + 2t+ 1

3C1e
2t + C2e

4t + 3t+ 1

)
. B

5.4 Метод замiни

Цей метод ми розповсюдимо лише на лiнiйнi СДР i обмежи-
мось тiльки т.зв. замiною Ейлера. Звичайно, термiн «метод за-
мiни» можна тлумачити i в бiльш широкий спосiб.
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5.4.1 Загальна iдея

Цей пiдпункт присвячено побудовi фундаментальної матрицi R(t).
При розв’язуваннi лiнiйних диференцiальних рiвнянь зi сталими коефiцi-

єнтами ми шукали фундаментальнi розв’язки за допомогою замiни (пiдста-
новки) Ейлера (4.7): y = eλx, i далi будували суперпозицiю цих розв’язкiв. Про-
демонструємо, як аналогiчну замiну можна застосувати до лiнiйної однорiдної
СДР зi сталими коефiцiєнтами.

Розглянемо СДР X′ = FX порядку n. Тут F – квадратна матриця порядку
n × n зi сталими коефiцiєнтами. Шукатимемо розв’язок у виглядi X = Ueλt

(мається на увазi поелементне множення на експоненцiальний спiвмножник),
де U =

(
u1 u2 · · · un

)T – стовпець висотою n. Матричнi елементи ui
вважаємо константами. При пiдстановцi СДР набуває вигляду

u1
u2
...
un

λeλt =


f11 f12 · · · f1n
f21 f22 · · · f2n
· · · · · · · · · · · ·
fn1 fn2 · · · fnn



u1
u2
...
un

 eλt,

або в матричнiй формi FU = λU. Отже, λ повинно бути власним значенням
матрицi F, а U – власним вектором, який вiдповiдає цьому значенню. Маємо:

f11 f12 · · · f1n
f21 f22 · · · f2n
· · · · · · · · · · · ·
fn1 fn2 · · · fnn



u1
u2
...
un

−

λu1
λu2

...
λun

 =


0
0
...
0

 ,


f11 − λ f12 · · · f1n
f21 f22 − λ · · · f2n
· · · · · · · · · · · ·
fn1 fn2 · · · fnn − λ



u1
u2
...
un

 =


0
0
...
0

 . (5.11)

Отримали систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь для знаходження матричних
елементiв ui. Введемо матрицю A = F − λE, де E – одинична матриця. Тодi
система (5.11) набуває вигляду AU = {0} (права частина – стовпець висо-
тою n, який складається з нулiв). Оскiльки система (5.11) є однорiдною, то
для iснування нетривiальних розв’язкiв її матриця повинна бути виродженою.
Отже, рiвняння для знаходження власних чисел λ має вигляд detA = 0, або
det (F− λE) = 0. Це рiвняння називають характеристичним. Воно є алгебра-
їчним рiвнянням n-го степеня. Отже, воно має n коренiв λk (з урахуванням
їх кратностей). При пiдстановцi кожного такого кореня до системи (5.11) з неї
можна знайти нетривiальний стовпець-розв’язок

U(k) =
(
u
(k)
1 u

(k)
2 · · · u

(k)
n

)T
.

Це породжує черговий частинний розв’язок X(k) = U(k)eλkt. Тодi за принци-
пом суперпозицiї загальний розв’язок однорiдної СДР:

X =

n∑
k=1

CkX
(k) =

n∑
k=1

CkU
(k)eλkt.
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Нагадаємо, фундаментальна матриця R(t) – це матриця, стовпцi якої є частин-
ними розв’язками X(k). Тодi той самий загальний розв’язок X можна також
подати у виглядi (5.8):

X(t) =

n∑
k=1

CkX
(k) = R(t)C.

Тут C =
(
C1 C2 · · · Cn

)T – стовпець довiльних сталих Ck.

5.4.2 Випадок простих дiйсних коренiв

Розглянемо випадок, коли серед коренiв λk немає кратних. В цьому разi си-
стема усiх стовпцiв X(k) = U(k)eλkt є лiнiйно незалежною, а суперпозицiя
X =

∑
(k) CkU

(k)eλkt є загальним розв’язком.
C Приклад 5.6. Знову розв’яжемо СДР (див. приклад 5.4){

x′1 = 7x1 − 5x2,
x′2 = 4x1 − 2x2.

Матриця СДР:

F =

(
f11 f12
f21 f22

)
=

(
7 −5
4 −2

)
.

Характеристичне рiвняння det (F− λE) = 0 набуває вигляду

det

(
7− λ −5

4 −2− λ

)
= 0, (7− λ) (−2− λ)− 4 · (−5) = 0,

λ2 − 5λ+ 6 = 0.

Його коренi λ1 = 2, λ2 = 3. Знайдемо стовпець U(1) власного вектора, який
вiдповiдає власному значенню λ1. Для цього розв’яжемо систему (5.11) при
використаннi цього значення:(

f11 − λ1 f12
f21 f22 − λ1

)(
u
(1)
1

u
(1)
2

)
=

(
0
0

)
,

(
7− 2 −5

4 −2− 2

)(
u
(1)
1

u
(1)
2

)
=

(
0
0

)
,

(
5 −5
4 −4

)(
u
(1)
1

u
(1)
2

)
=

(
0
0

)
.

Як бачимо, другий рядок лiнiйно залежить вiд першого, i його можна вiдкину-

ти. З першого рядка знаходимо: 5u
(1)
1 − 5u

(1)
2 = 0, u(1)2 = u

(1)
1 . Тодi

U(1) =

(
u
(1)
1

u
(1)
2

)
=

(
u
(1)
1

u
(1)
1

)
= u

(1)
1

(
1
1

)
.

В якостi u(1)1 можна обрати довiльне число, вiдмiнне вiд нуля. Справдi, стовпець
U(1) достатньо визначити з точнiстю до мультиплiкативної сталої (тiєї, на яку
домножають), оскiльки ми потiм будемо домножати цей стовпець на ∀C1 ∈ R.

Зручно покласти u
(1)
1 = 1. Тодi перший фундаментальний розв’язок

X(1) = U(1)eλ1t =

(
1
1

)
e2t.
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Знайдемо тепер стовпець U(2) власного вектора, який вiдповiдає власному
значенню λ2. Для цього розв’яжемо систему (5.11) при використаннi цього
значення: (

f11 − λ2 f12
f21 f22 − λ2

)(
u
(2)
1

u
(2)
2

)
=

(
0
0

)
,

(
7− 3 −5

4 −2− 3

)(
u
(2)
1

u
(2)
2

)
=

(
0
0

)
,

(
4 −5
4 −5

)(
u
(2)
1

u
(2)
2

)
=

(
0
0

)
.

Другий рядок знову можна вiдкинути. Маємо: 4u
(2)
1 − 5u

(2)
2 = 0, u(2)2 = 4

5
u
(2)
1 .

Тодi

U(2) =

(
u
(2)
1

u
(2)
2

)
=

(
u
(2)
1

4
5
u
(2)
1

)
= u

(2)
1

(
1
4
5

)
.

Зручно покласти u
(2)
1 = 1. Отже, другий фундаментальний розв’язок

X(2) = U(2)eλ2t =

(
1
4
5

)
e3t.

Тодi загальний розв’язок СДР:

X ≡
(
x1
x2

)
= C1X

(1) + C2X
(2) =

= C1

(
1
1

)
e2t + C2

(
1
4
5

)
e3t =

(
C1e2t + C2e3t

C1e2t + 4
5
C2e3t

)
,

що збiгається з вiдповiддю, отриманою вище в прикладi 5.4.
Формально отриманий розв’язок також може бути поданий за допомогою

фундаментальної матрицi у виглядi (5.8):

X(t) = R(t)C =

(
e2t e3t

e2t 4
5
e3t

)(
C1

C2

)
. B

5.4.3 Випадок простих комплексних коренiв

Власнi числа можуть виявитись комплексними. В цьому разi процедура зали-
шається тiєю самою, ускладнюючись лише за рахунок залучення арифметики
комплексних чисел.
C Приклад 5.7. Розв’яжемо СДР{

x′1 = 8x1 − 13x2,
x′2 = 5x1 − 8x2.

Характеристичне рiвняння det (F− λE) = 0 набуває вигляду

det

(
8− λ −13

5 −8− λ

)
= 0, (8− λ) (−8− λ)− 5 · (−13) = 0,

λ2 + 1 = 0, λ1,2 = ±i.
Знайдемо стовпець U(1) власного вектора, який вiдповiдає власному зна-

ченню λ1 = i. Система (5.11) набуває вигляду:(
8− i −13

5 −8− i

)(
u
(1)
1

u
(1)
2

)
=

(
0
0

)
.
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Другий рядок вiдкидаємо як лiнiйно залежний7. З першого рядка знаходимо:

(8− i)u(1)1 − 13u
(1)
2 = 0, u(1)2 = 8−i

13
u
(1)
1 . Тодi

U(1) =

(
u
(1)
1

u
(1)
2

)
=

(
u
(1)
1

8−i
13
u
(1)
1

)
= u

(1)
1

(
1

8−i
13

)
.

Зручно покласти u
(1)
1 = 13. Одержуємо перший фундаментальний розв’язок

X(1) = U(1)eλ1t =

(
13

8− i

)
eit.

Знайдемо стовпець U(2) власного вектора, який вiдповiдає власному зна-
ченню λ2 = −i. Система (5.11) набуває вигляду:(

8 + i −13
5 −8 + i

)(
u
(2)
1

u
(2)
2

)
=

(
0
0

)
.

Другий рядок вiдкидаємо як лiнiйно залежний8. З першого рядка знаходимо:

(8 + i)u
(2)
1 − 13u

(2)
2 = 0, u(2)2 = 8+i

13
u
(2)
1 . Тодi

U(2) =

(
u
(2)
1

u
(2)
2

)
=

(
u
(2)
1

8+i
13
u
(2)
1

)
= u

(2)
1

(
1

8+i
13

)
.

Зручно покласти u
(2)
1 = 13. Одержуємо другий фундаментальний розв’язок

X(2) = U(2)eλ2t =

(
13

8 + i

)
e−it.

Отже, загальний розв’язок СДР:

X ≡
(
x1
x2

)
= C1X

(1) + C2X
(2) = C1

(
13

8− i

)
eit + C2

(
13

8 + i

)
e−it.

Коефiцiєнти заданої СДР – дiйснi числа. Природно було би i розв’язок
отримати як вираз, який мiстить дiйснi коефiцiєнти. Це можливо зробити,
вважаючи числа C1, C2 комплексними. Покладемо9:

C1 = M + iN, C2 = M − iN.

З використанням формули Ейлера (4.14) отримуємо:

X = (M + iN)

(
13

8− i

)
(cos t+ i sin t) + (M − iN)

(
13

8 + i

)
(cos t− i sin t) =

=

(
13 (M + iN) + 13 (M − iN)

(8− i) (M + iN) + (8 + i) (M − iN)

)
cos t+

7Другий рядок виникає, якщо перший поелементно домножити на 8+i
13

.
8Другий рядок виникає, якщо перший поелементно домножити на 8−i

13
.

9Числа M , N в загальному випадку теж слiд розглядати як комплекснi. Якби
числа M , N були дiйсними, то перехiд вiд C1, C2 до M , N був би прихованою
формою твердження про те, що числа C1, C2 є комплексно спряженими одне
до одного. При цьому розв’язок, якщо його розумiти як комплексний, перестав
би бути загальним.
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+

(
13 (M + iN)− 13 (M − iN)

(8− i) (M + iN)− (8 + i) (M − iN)

)
i sin t =

=

(
26M

16M + 2N

)
cos t+

(
26iN

16iN − 2iM

)
i sin t =

=

(
26M cos t− 26N sin t

(16M + 2N) cos t+ (2M − 16N) sin t

)
. B

Виконанi процедури можуть видаватись громiздкими. Але найбiльш скла-
дну їх частину – роботу з комплексними числами – можна значно спростити.
Покажемо, як це зробити.

Розглянемо лiнiйну однорiдну СДР з матрицею F, елементи якої є дiйсни-
ми числами. Нехай деяке власне число λ виявилось комплексним, λ = a + ib
(a, b ∈ R); йому вiдповiдає власний вектор U, матричнi елементи якого теж
є комплексними числами. Очевидно, оскiльки матричнi елементи матрицi F є
дiйсними числами, то число λ = a−ib також буде власним, i йому буде вiдповiд-
ати власний вектор U (комплексне спряження вiдбувається поелементно). То-
дi фундаментальнi розв’язки можуть бути записаними у виглядi X̃(1) = Ueλt,
X̃(2) = Ueλt, а їх внесок в загальну суперпозицiю

X = C̃1X̃
(1) + C̃2X̃

(2) = C̃1Ue
(a+ib)t + C̃2Ue

(a−ib)t,

Xe−at = C̃1Ue
ibt + C̃2Ue

−ibt. (5.12)

Введемо стовпцi

V1 =
1

2

(
U + U

)
, V2 =

1

2i

(
U−U

)
.

Цi стовпцi є дiйсною i уявною частинами стовпця U. Справдi, легко отримати:

U = V1 + iV2, U = V1 − iV2.

Тодi з використанням формули Ейлера (4.14) рiвняння (5.12) набуває вигляду:

Xe−at = C̃1 (V1 + iV2) (cos bt+ i sin bt) + C̃2 (V1 − iV2) (cos bt− i sin bt) =

= C̃1V1 cos bt+ C̃1iV1 sin bt+ C̃1iV2 cos bt− C̃1V2 sin bt+

+C̃2V1 cos bt− C̃2iV1 sin bt− C̃2iV2 cos bt− C̃2V2 sin bt =

= cos bt
[
V1

(
C̃1 + C̃2

)
+ V2

(
C̃1i− C̃2i

)]
+

+ sin bt
[
V1

(
C̃1i− C̃2i

)
−V2

(
C̃1 + C̃2

)]
.

Позначимо C1 = C̃1 + C̃2, C2 = C̃1i− C̃2i. Тодi

Xe−at = cos bt (C1V1 + C2V2) + sin bt (C2V1 − C1V2) =

= C1 (V1 cos bt−V2 sin bt) + C2 (V2 cos bt+ V1 sin bt) ,

X = C1

(
V1e

at cos bt−V2e
at sin bt

)
+ C2

(
V2e

at cos bt+ V1e
at sin bt

)
.

Позначимо тепер

X(1) = V1e
at cos bt−V2e

at sin bt, X(2) = V2e
at cos bt+ V1e

at sin bt. (5.13)

Остаточно, згiдно з принципом суперпозицiї отримуємо:

X = C1X
(1) + C2X

(2).
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Звичайно, тут виписано не загальний розв’язок, а лише його фрагмент, який
вiдповiдає парi власних чисел λ = a ± ib (в разi, коли вони є простими коре-
нями). Фактично ми здiйснили перехiд10 вiд пари фундаментальних розв’язкiв
X̃(1), X̃(2) до пари фундаментальних розв’язкiв X(1), X(2) (5.13), в результатi
якого формально дiї з комплексними числами значно спрощуються i зводяться
до видiлення дiйсної i уявної частин. Таким чином, пропонується елементар-
ний алгоритм:

1. Розв’язавши характеристичне рiвняння, знайти власне число λ = a + ib
i видiлити в ньому дiйсну частину a i уявну частину b.

2. Знайти вiдповiдний власний вектор U i видiлити в ньому дiйсну частину
V1 i уявну частину V2.

3. За формулами (5.13) знайти два фундаментальнi розв’язки X(1), X(2).

4. За принципом суперпозицiї побудувати загальний розв’язок (або вiдпо-
вiдний внесок до нього).

C Приклад 5.8. Повернемось до прикладу 5.7. Там ми отримали λ = ±i,
отже, a = 0, b = 1. Вiдповiдний власний вектор

U =

(
13

8− i

)
=

(
13
8

)
+ i

(
0
−1

)
.

Отже,

V1 =

(
13
8

)
, V2 =

(
0
−1

)
.

Тодi за формулами (5.13) отримуємо:

X(1) =

(
13
8

)
cos t−

(
0
−1

)
sin t =

(
13 cos t

8 cos t+ sin t

)
,

X(2) =

(
0
−1

)
cos t+

(
13
8

)
sin t =

(
13 sin t

8 sin t− cos t

)
.

Остаточно, за принципом суперпозицiї отримуємо:

X = C1X
(1) + C2X

(2) =

(
13C1 cos t+ 13C2 sin t

(8C1 − C2) cos t+ (C1 + 8C2) sin t

)
.

Ця вiдповiдь в точностi збiгатиметься з отриманою ранiше, якщо тут покла-
сти C1 = 2M , C2 = −2N . Цiкаво зауважити, що в цьому разi шукати другий
власний вектор U(2) = U не знадобилось, оскiльки вiн вже врахований фор-
мулами (5.13). B

5.4.4 Випадок кратних коренiв

В разi кратних коренiв λk викладена теорiя значно ускладнюється. Нехай ко-
рiнь λk має кратнiсть p. Кiлькiсть лiнiйно незалежних власних векторiв U(k),
якi йому вiдповiдають, може дорiвнювати p, але може виявитись i меншою.
Який з випадкiв станеться – залежить вiд властивостей матрицi F. Напри-
клад, якщо матриця самоспряжена (ермiтова), то кiлькiсть лiнiйно незалежних
власних векторiв, якi вiдповiдають кратному кореню, буде збiгатись iз його

10Нагадаємо, такий перехiд ми вже робили в п. 4.3.5.
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кратнiстю p. В цьому разi фундаментальна матриця R системи будується як
звичайно – зi стовпцiв X(k). Якщо ж лiнiйно незалежних власних векторiв не
вистачає, то їх доповнюють векторами U(k)teλkt, U(k)t2eλkt, i т.д.

Зауважимо, що приєднати розв’язок U(k)teλkt до розв’язку U(k)eλkt озна-
чає припуститись помилки: два таких стовпцi лiнiйно залежнi (їх компоненти
пропорцiйнi з коефiцiєнтом пропорцiйностi t), i матриця, утворена з їх вико-
ристанням, не є фундаментальною.

Спробуємо шукати розв’язок у виглядi X = Uteλt + Veλt, де U, V – деякi
стовпцi з констант. Пiдставимо цей «проект розв’язку» до однорiдної СДР (5.7):(

Uteλt + Veλt
)′

= F
(
Uteλt + Veλt

)
,

Ueλt + Uλteλt + Vλeλt = FUteλt + FVeλt.

Методом невизначених коефiцiєнтiв отримуємо систему матричних рiвнянь:

teλt: Uλ = FU;
eλt: U + Vλ = FV.

Отже, U, як i ранiше, є власним вектором, який вiдповiдає власному числу λ.
Тодi, вважаючи U вiдомим, отримуємо рiвняння для знаходження V:

FV − λV = U, (F− λE)V = U.

Звiсно, матриця (F− λE) є виродженою, тому з останнього рiвняння достатньо
знайти хоча б один розв’язок V.
C Приклад 5.9. Розв’яжемо задачу Кошi для СДР{

x′1 = 6x1 − x2,
x′2 = 25x1 − 4x2

з початковими умовами x1(0) = 1, x2(0) = 4.
Матриця коефiцiєнтiв i стовпець початкових умов:

F =

(
6 −1
25 −4

)
, X0 =

(
1
4

)
.

Характеристичне рiвняння det(F− λE) = 0,

det

(
6− λ −1

25 −4− λ

)
= 0, (6− λ)(−4− λ) + 25 = 0, λ2 − 2λ+ 1 = 0.

Єдине власне число – це λ = 1 (кратностi 2). Знайдемо вiдповiдний власний
вектор: (

6− 1 −1
25 −4− 1

)(
u1
u2

)
=

(
0
0

)
, u2 = 5u1,

U =

(
u1
u2

)
=

(
u1
5u1

)
= u1

(
1
5

)
.

Зручно обрати u1 = 1, тодi U =
(

1 5
)T, i перший фундаментальний розв’я-

зок

X(1) = Ueλt =

(
et

5et

)
.

Стовпець V знайдемо з матричного рiвняння (F− λE)V = U:(
6− 1 −1

25 −4− 1

)(
v1
v2

)
=

(
1
5

)
.

123



Обидва рiвняння цiєї системи зводяться до рiвняння 5v1−v2 = 1. Зручно11 по-
класти v1 = 1. Тодi v2 = 4, V =

(
1 4

)T, i другий фундаментальний розв’язок
отримуємо у виглядi

X(2) = Uteλt + Veλt =

(
1
5

)
tet +

(
1
4

)
et =

(
tet + et

5tet + 4et

)
.

Тодi фундаментальна матриця

R(t) =

(
et tet + et

5et 5tet + 4et

)
.

Маємо:
detR = 5te2t + 4e2t − 5te2t − 5e2t = −e2t 6= 0.

Отже, знайдена матриця i справдi є фундаментальною. Обернена до неї:

R−1(t) =

(
−5te−t − 4e−t te−t + e−t

5e−t −e−t
)
, R−1(0) =

(
−4 1
5 −1

)
.

Тодi за формулою (5.9) маємо:

XКошi =

(
et tet + et

5et 5tet + 4et

)(
−4 1
5 −1

)(
1
4

)
=

=

(
et tet + et

5et 5tet + 4et

)(
0
1

)
=

(
tet + et

5tet + 4et

)
. B

У випадку бiльш високих кратностей у «проект розв’язку» додають вищi
степенi аргументу, наприклад: X = Ut2eλt + Vteλt + Weλt.

5.4.5 Випадок неоднорiдної СДР

Досi пiдстановкою Ейлера ми розв’язували однорiднi лiнiйнi СДР (5.6). Звер-
немось тепер до побудови розв’язку неоднорiдної лiнiйної СДР (5.7). Метод,
який ми зараз застосуємо, є узагальненням методу Лагранжа варiацiї довiль-
них сталих (див. п. 4.4).

Нехай потрiбно розв’язати задачу Кошi для СДР (5.6). Тимчасово вiдки-
даючи стовпець G(t) вiльних членiв, одержуємо лiнiйну однорiдну СДР (5.7).

Нехай її загальний розв’язок отримано у виглядi Xодн =
v∑
k=1

CkX
(k). Нехай з

усiх стопцiв X(k) складено фундаментальну матрицю системи R. Тодi анало-
гiчно до (5.8) маємо: Xодн = R(t)

(
C1 C2 · · · Cn

)T.
Шукатимемо розв’язок неоднорiдної СДР (5.6) в такому самому виглядi, як

i Xодн, тiльки будемо вважати матричнi елементи Ck не сталими, а шуканими
функцiями. Для цього утворимо матрицю-стовпець

C(t) =
(
C1(t) C2(t) · · · Cn(t)

)T
i задамося виглядом шуканого розв’язку: X(t) = R(t)C(t). Пiдставляючи його
до (5.6), отримуємо:

(RC)′ = FRC + G, R′C + RC′ = FRC + G.

11Нагадаємо, нас влаштує будь-який розв’язок V.
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Тут стовпець R′C є розв’язком однорiдної СДР, тобто R′C = FRC. Тодi зали-
шається RC′ = G. Але матриця R – невироджена як фундаментальна. Тому
обернена до неї R−1 iснує i є єдиною. Домноживши останнє матричне рiвня-
ння на цю обернену матрицю злiва, отримуємо: C′(t) = R−1(t)G(t). Тодi

C(t) =

∫
C′(τ) dτ =

t∫
t0

R−1(τ)G(τ) dτ + C0.

Тут C0 =
(
C01 C02 · · · C0n

)T – стовпець довiльних сталих. Тому за-
гальний розв’язок неоднорiдної СДР має вигляд

X(t) = R(t)C(t) = R(t)

t∫
t0

R−1(τ)G(τ) dτ + R(t)C0.

Перетворимо тепер цей розв’язок на розв’язок задачi Кошi. Нехай поча-
тковi умови задано у виглядi X(t0) = X0, де X0 – стовпець заздалегiдь вiдомих
чисел. Пiдставляючи до загального розв’язку значення t = t0, отримуємо:

X0 = X(t0) = R(t0)

t0∫
t0

R−1(τ)G(τ) dτ + R(t0)C0.

Тут iнтеграл дорiвнює нулю, оскiльки обчислюється на вiдрiзку довжиною
нуль. Тодi X0 = R(t0)C0, звiдки C0 = R−1(t0)X0 (ми вже вказали, що обер-
нена матриця iснує i є єдиною). Остаточно, розв’язок задачi Кошi для неодно-
рiдної СДР:

X(t) = R(t)

t∫
t0

R−1(τ)G(τ) dτ + R(t)R−1(t0)X0.

Часто покладають t0 = 0. В цьому разi

XКошi(t) = R(t)

t∫
0

R−1(τ)G(τ) dτ + R(t)R−1(0)X0. (5.14)

Ця загальна формула для окремого випадку однорiдної СДР (G ≡ {0})
перетворюється на отриману вище формулу (5.9).
C Приклад 5.10. Розв’яжемо задачу Кошi для СДР{

x′1 = 5x1 − x2 − 7t− 2,
x′2 = 3x1 + x2 − 9t− 1

з початковими умовами x1(0) = 4, x2(0) = 6 методом Лагранжа (варiацiї до-
вiльних сталих).

З умови задачi згiдно обраним вище позначенням маємо:

F =

(
5 −1
3 1

)
, G =

(
−7t− 2
−9t− 1

)
, X0 =

(
4
6

)
.

Характеристичне рiвняння:

det

(
5− λ −1

3 1− λ

)
= 0, (5− λ) (1− λ) + 3 = 0, λ2 − 6λ+ 8 = 0.
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Коренi λ1 = 2, λ2 = 4. У випадку першого кореня власний вектор знаходимо з
системи (

5− 2 −1
3 1− 2

)(
u
(1)
1

u
(1)
2

)
=

(
0
0

)
.

Звiдси u
(1)
2 = 3u

(1)
1 ,

U(1) =

(
u
(1)
1

u
(1)
2

)
=

(
u
(1)
1

3u
(1)
1

)
= u

(1)
1

(
1
3

)
.

Зручно покласти u
(1)
1 = 1. Тодi U(1) =

(
1 3

)T, i

X(1) = U(1)eλ1t =

(
1
3

)
e2t =

(
e2t

3e2t

)
.

У випадку другого кореня власний вектор знаходимо з системи(
5− 4 −1

3 1− 4

)(
u
(2)
1

u
(2
2

)
=

(
0
0

)
.

Звiдси u
(2)
2 = u

(2)
1 ,

U(2) =

(
u
(2)
1

u
(2)
2

)
=

(
u
(2)
1

u
(2)
1

)
= u

(2)
1

(
1
1

)
.

Зручно покласти u
(2)
1 = 1. Тодi U(2) =

(
1 1

)T, i

X(2) = U(2)eλ2t =

(
1
1

)
e4t =

(
e4t

e4t

)
.

З використанням знайдених стовпцiв фундаментальних розв’язкiв будуємо
фундаментальну матрицю системи:

R(t) =

(
e2t e4t

3e2t e4t

)
.

Її визначник detR(t) = e6t − 3e6t = −2e6t 6= 0, t ∈ R. Отже, обернена матриця
R−1(t) iснує. Очевидно, вона дорiвнює

R−1(t) =
1

2

(
−e−2t e−2t

3e−4t −e−4t

)
.

Зокрема,

R−1(0) =
1

2

(
−1 1
3 −1

)
.

Пiдiнтегральна функцiя в (5.14):

R−1(τ)G(τ) =
1

2

(
−e−2τ e−2τ

3e−4τ −e−4τ

)(
−7τ − 2
−9τ − 1

)
=

1

2

(
e−2τ (−2τ + 1)
e−4τ (−12τ − 5)

)
.

Iнтеграл вiд цiєї матрицi обчислюємо поелементно. Iнтегруючи частинами, для
першого матричного елементу маємо:

t∫
0

1

2
e−2τ (−2τ + 1) dτ =

∥∥∥∥ u = −2τ + 1 du = −2 dτ
dv = e−2τ dτ v = − 1

2
e−2τ

∥∥∥∥ =

126



=
1

2

 2τ − 1

2
e−2τ

∣∣∣∣t
0

−
t∫

0

e−2τ dτ

 =
1

2

[
2t− 1

2
e−2t +

1

2
+

1

2
e−2τ

∣∣t
0

]
=

=
1

2

[
2t− 1

2
e−2t +

1

2
+

1

2

(
e−2t − 1

)]
=
t

2
e−2t.

Аналогiчно для другого матричного елементу маємо:

t∫
0

1

2
e−4τ (−12τ − 5) dτ =

∥∥∥∥ u = −12τ − 5 du = −12 dτ
dv = e−4τ dτ v = − 1

4
e−4τ

∥∥∥∥ =

=
1

2

 12τ + 5

4
e−4τ

∣∣∣∣t
0

− 3

t∫
0

e−4τ dτ

 =
1

2

[
12t+ 5

4
e−4t −

5

4
+

3

4
e−4τ

∣∣t
0

]
=

=
1

2

[(
3t+

5

4

)
e−4t −

5

4
+

3

4

(
e−4t − 1

)]
=

(
3t

2
+ 1

)
e−4t − 1.

Тодi

R(t)

t∫
0

R−1(τ)G(τ) dτ =

(
e2t e4t

3e2t e4t

)( t
2
e−2t(

3t
2

+ 1
)
e−4t − 1

)
=

(
2t+ 1− e4t
3t+ 1− e4t

)
.

Для другого доданку (5.14) маємо:

R(t)R−1(0)X0 =

(
e2t e4t

3e2t e4t

)
·

1

2

(
−1 1
3 −1

)(
4
6

)
=

=

(
e2t e4t

3e2t e4t

)(
1
3

)
=

(
e2t + 3e4t

3e2t + 3e4t

)
.

Додаючи два останнi стовпцi, остаточно отримуємо:

X =

(
2t+ 1− e4t
3t+ 1− e4t

)
+

(
e2t + 3e4t

3e2t + 3e4t

)
=

(
e2t + 2e4t + 2t+ 1
3e2t + 2e4t + 3t+ 1

)
. B

5.5 Питання для перевiрки

1. Що таке СДР?

2. Що називають порядком СДР?

3. Чому системи диференцiальних рiвнянь першого порядку
посiдають особливе мiсце серед усiх СДР?

4. Як СДР вищого порядку звести до СДР першого порядку?
Як змiнюється кiлькiсть рiвнянь СДР при її зведеннi до
СДР першого порядку?

5. Як виглядають рiвняння СДР першого порядку?
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6. Як виглядають рiвняння нормальної СДР?

7. Що таке розв’язок СДР?

8. Чим вiдрiзняються частинний i загальний розв’язки СДР?

9. Що таке задача Кошi для СДР? Що означає знайти розв’я-
зок задачi Кошi для СДР?

10. Для нормальної СДР сформулюйте достатню умову iсну-
вання i єдиностi розв’язку задачi Кошi.

11. Що таке крайова задача? Чому крайова задача не може
бути зведеною до задачi Кошi?

12. Що таке лiнiйна нормальна СДР? Чи обов’язково рiвнян-
ня лiнiйної СДР повиннi лiнiйно залежати вiд аргументу?
вiд шуканих функцiй?

13. Що таке функцiональна матриця? Як обчислюють її похi-
дну?

14. Як виглядає лiнiйна неоднорiдна СДР у матричнiй формi?

15. Як виглядає лiнiйна однорiдна СДР у матричнiй формi?

16. Чим вiдрiзняються лiнiйнi СДР зi сталими та змiнними
коефiцiєнтами?

17. Що таке матриця коефiцiєнтiв лiнiйної СДР?

18. Що таке стовпець вiльних членiв лiнiйної СДР?

19. Як за допомогою засобiв лiнiйної алгебри впорядкува-
ти шуканi функцiї, сукупнiсть яких утворює частинний
розв’язок лiнiйної СДР?

20. Сформулюйте та доведiть принцип суперпозицiї розв’яз-
кiв лiнiйної СДР. На яку кiлькiсть розв’язкiв вiн розпо-
всюджується?

21. Що таке фундаментальнi розв’язки лiнiйної однорiдної
СДР? Як фундаментальний розв’язок подати у матрично-
му виглядi?
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22. Що таке фундаментальна матриця? Як її складають з ви-
користанням фундаментальних розв’язкiв?

23. Яка розмiрнiсть фундаментальної матрицi лiнiйної одно-
рiдної СДР?

24. Як побудувати загальний розв’язок лiнiйної однорiдної
СДР, використовуючи її фундаментальнi розв’язки?

25. Як подати у матричнiй формi загальний розв’язок лiнiйної
однорiдної СДР з використанням фундаментальної матри-
цi системи?

26. Якi методи розв’язування СДР вам вiдомi?

27. В чому полягає суть методу виключення?

28. До яких СДР можна застосовувати метод виключення?

29. Як виглядає пiдстановка Ейлера, яку застосовують при
розв’язуваннi лiнiйних однорiдних СДР?

30. В чому полягає загальна iдея використання пiдстановки
Ейлера при розв’язуваннi лiнiйних СДР?

31. Що таке власне число матрицi?

32. Як знаходять власнi числа матрицi? Що таке характери-
стичне рiвняння?

33. Що таке власний вектор матрицi? Як його знайти?

34. Як записати частинний розв’язок лiнiйної однорiдної СДР
з використанням власного вектора U(k), який вiдповiдає
власному числу λk?

35. Чи можуть матричнi елементи власного вектора матрицi
системи бути комплексними числами? Як це впливає на
вигляд частинного розв’язку?

36. Скiльки лiнiйно незалежних власних векторiв може вiд-
повiдати власному числу кратнiстю p? Вiд чого це зале-
жить?

37. Як розв’язують неоднорiднi лiнiйнi СДР методом Лагран-
жа (методом варiацiї довiльних сталих)?
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6 IНДИВIДУАЛЬНI ЗАВДАННЯ

Задача 1. Розв’язати диференцiальне рiвняння з вiдокремлю-
ваними змiнними.
В-1. 2yy′ = (y2 + 1)(3x2 + cosx). В-2. y′ = 2xey−x

2

.
В-3. 2y′

√
1 + ex = ex(y2 + 1). В-4. y′

√
1− x2 = y.

В-5. (x2 + 9)y′ = 3 cos2 y. В-6. (3y2 + 4y3)y′ = 2e2x.
В-7. y′ sin2 x = 2y + 3. В-8. y′ sinx =

√
1− y2 cosx.

В-9. y′ = (y2 − 1) cos 2x. В-10. yy′
√

1− x2 =
√
y2 + 1.

В-11. y′(x2 + 6) cos y = 2xe− sin y. В-12. xy′ = y2 + 4.
В-13. y′x cos y = 2 lnx. В-14. y′ex

3

= 3(y2 + 1)x2.
В-15. 8yy′ = 3(2y2 + 1)

√
x+ 1.

Задача 2. Розв’язати однорiдне диференцiальне рiвняння.
В-1. x2y′ = y2 + xy. В-2. xy′ = 3(x+ y).

В-3. y′ = y
x + 2

√
1+ey/x

e2y/x
. В-4. 2y′ = 3y

x + x
y .

В-5. xy′ = y
[
1 + 1

2(ln y−ln x)

]
. В-6. x2y′ = y2 + xy + 9x2.

В-7. xyy′ = y2 + x2

cos yx
. В-8. (xy2 − x3)y′ = y3.

В-9. xy′ = y + 2
√
xy + 3x2. В-10. y′ = 2x3y+3y4

x4+3xy3 .

В-11. y′ = 2y4+x2y2−x3y
2xy3−x4 . В-12. 2x2y′ = y2 + 2xy − x2.

В-13. xy′ = y + x tg y
x . В-14. y′ = y

x + x
2yey2/x2

.

В-15. 2x3yy′ + x4 + y4 = 0.

Задача 3. Розв’язати лiнiйне диференцiальне рiвняння першого
порядку зi змiнними коефiцiєнтами.
В-1. y′ + y

x = cos x
x . В-2. y′ + 3x2y = cosxe−x

3

.

В-3. y′ + y
x = 5

2

√
x. В-4. y′ + y cosx = 2xex

2−sin x.

В-5. y′ + 2xy = 3x2−5
ex2

. В-6. y′ − y cosx = esin x√
1−x2

.

В-7. y′ + 3x2y = 5x4e−x
3

. В-8. y′ + y
1+x2 = 2 cos 2x

earctg x .

В-9. y′ − 3y cos 3x = 1
xe

sin 3x. В-10. y′ + y
x2 = (2x− 1)e

1
x .

В-11. y′ − 2xy = ex
2

ctg x. В-12. y′ − 7x6y = 2xex
7

x2+1 .

В-13. y′ + (2x+ 5)y = 3 ctg 3x

ex2+5x
. В-14. y′ − y

x ln x = 2 lnx.

В-15. y′ − 2y
x = exx2.
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Задача 4. Розв’язати нелiнiйне диференцiальне рiвняння пер-
шого порядку.
В-1. y′

(
2e2y − 2xy

)
= y2. В-2. y′

(
3 cos 3y − 4xy3

)
= y4.

В-3. y′
(

2y
y2+1 − x cos y

)
= sin y. В-4. y′

(
1

y2+1 −
x
y

)
= ln y.

В-5. y′
(

ctg y − 2xyey
2
)

= ey
2

. В-6. y′
(

2
y2−1 −

x
cos2 y

)
= tg y.

В-7. y′
(
5y4 − x sin 2y

)
= sin2 y. В-8. y′

(
1
y − 4xy3

)
= y4.

В-9. y′
(

1
y2 − 3x cos 3y

)
= sin 3y. В-10. y′ (ey + x sin y) = cos y.

В-11. y′
(

3y2

y3+1 − 2xy
)

= y2. В-12. y′
(

2y
(y2+1)2 − xe

y
)

= ey.

В-13. y′
(

2 cos 2y − x
cos2 y

)
= tg y. В-14. y′

(
1

1+y2 + x
sin2 y

)
= ctg y.

В-15. y′
(

1
y −

x
1+y2

)
= arctg y.

Задача 5. Розв’язати диференцiальне рiвняння Бернуллi. Вико-
нати перевiрку.
В-1. y′ − y ctg x = y2 sinx. В-2. y′ − 2xy

x2+1 = cos x√
x2+1

· y√y.

В-3. y′ − y
x ln x = y4ex

3 ln3 x
. В-4. y′ − 3x2y

x3+1 = 2xy2

x3+1 .
В-5. y′ + y

x = xy2ex. В-6. y′ − 2xy + 2xy3 = 0.

В-7. y′ − y
x+3 =

√
y. В-8. y′ − 2y

2x+5 = (2x+5)3e3x

y2 .

В-9. y′ − 3y
x = 4x2√xy. В-10. y′ − y

cos2 x = 2x3

y e2 tg x.

В-11. y′ − xy
x2+1 = 2

√
y 4
√
x2 + 1. В-12. y′ − 3x2y = 3x2y2e−x

3

.

В-13. y′ − 2y
x = 2xex

√
y. В-14. y′ − (4x3+1)y

x4+x = y4 sin 3x
(x4+x)3 .

В-15. y′ − y cosx = (2x+3)y2

esin x .

Задача 6. Розв’язати диференцiальне рiвняння в повних дифе-
ренцiалах.
В-1. (2x+ 3x2y) dx+ x3 dy = 0.
В-2. (2y2 + 9x2y) dx+ (4xy + 3x3) dy = 0.
В-3. (2y + 3y2) dx+ (2x+ 6xy) dy = 0.
В-4. (y3 − 2xy) dx+ (3xy2 − x2) dy = 0.
В-5. (y2 + 2y4) dx+ (2xy + 8xy3) dy = 0.
В-6. (6xy + 2y2) dx+ (3x2 + 4xy) dy = 0.
В-7. (4xy + 9x2y2) dx+ (2x2 + 6x3y) dy = 0.
В-8. (6xy2 − 2y3) dx+ (6x2y − 6xy2) dy = 0.
В-9. (8xy3 + 3y2) dx+ (12x2y2 + 6xy) dy = 0.
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В-10. (4xy4 − 9x2y) dx+ (8x2y3 − 3x3) dy = 0.
В-11. (6x2y2 + y) dx+ (4x3y + x) dy = 0.
В-12. (2y3 + 2xy2) dx+ (6xy2 + 2x2y) dy = 0.
В-13. (2xy2 − 2y3) dx+ (2x2y − 6xy2) dy = 0.
В-14. (2xy + 3y2) dx+ (x2 + 6xy) dy = 0.
В-15. (2y4 − 2xy) dx+ (8xy3 − x2) dy = 0.

Задача 7. Знайти частинний розв’язок диференцiального рiв-
няння другого порядку, якщо рiвняння не мiстить а) шукану
функцiю; б) аргумент.

В-1. а)

y
′′ − y′

x = 8x2,
y(1) = 3,
y′(1) = 6;

б)

y
′′ = 2 tg 2y · (y′)2,
y(0) = 0,
y′(0) = 1.

В-2. а)

y
′′ + 2y′

x = 4x,
y(3) = 9,
y′(3) = 8;

б)

3 (y′)
2

= y4 + yy′′,
y(0) = 1,
y′(0) = 1.

В-3. а)

y
′′ + 2xy′

x2+1 = 2
x2+1 ,

y(0) = 2,
y′(0) = 1;

б)

2 (y′)
2

+ yy′′ = 2
y ,

y(0) = 4
3 ,

y′(0) = 1.

В-4. а)

xy
′′ = y′ + 4x,

y(1) = 2,
y′(1) = 4;

б)

yy
′′ = 2y2 + (y′)

2,
y(0) = 1,
y′(0) = 0.

В-5. а)

y
′′ = 2y′ tg x,
y(0) = 1,
y′(0) = 3;

б)

y
′y′′ = 18y,
y(0) = 1,
y′(0) = 3.

В-6. а)

y
′′ = (x−1)y′

x + ex

x3 ,
y(1) = e,
y′(1) = 0;

б)

y
3y′′ = y′,
y(0) = 1,
y′(0) = − 1

2 .

В-7. а)

x
3y′′ = (y′)

3,
y(0) = 3,
y′(0) = 0;

б)

(3y2 + 1)y′′ + 6y (y′)
2

= 0,
y(0) = 0,
y′(0) = 1.

В-8. а)

2(x+ 1)y′′ = y′,
y(0) = 5,
y′(0) = 1;

б)

y
′y′′ cos4 y = sin y,
y(0) = 0,
y′(0) = 1.

В-9. а)

(x+ 1)y′′ + y′ = 0,
y(0) = 0,
y′(0) = 1;

б)

(y2 + 1)y′′ = 2y (y′)
2,

y(0) = 0,
y′(0) = 1.
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В-10. а)

y
′′ = (y′)

2
cos 2x,

y(0) = 2,
y′(0) = −2;

б)


y′′ + 2

(2y+1)3 = 0,
y(0) = 0,
y′(0) = 1.

В-11. а)

y
′′ + y′

2(x+1) = x+ 1,
y(0) = 32

15 ,
y′(0) = 7

5 ;
б)

y
′y′′ + e−3y = 0,
y(0) = 0,
y′(0) = 1.

В-12. а)

y
′′ + 3y′

2x = 3
√
x,

y(1) = 12
5 ,

y′(1) = 0;
б)

y
′y′′ sin4 2y + 2 cos 2y = 0,
y(0) = π

4 ,
y′(0) = 1.

В-13. а)

x
2y′′ + xy′ = 1,
y(1) = 0,
y′(1) = 1;

б)

yy
′′ + 3 (y′)

2
= 0,

y(0) = 1,
y′(0) = 1

4 .

В-14. а)

y
′′ + 2xy′

x2−1 = 2x
x2−1 ,

y(0) = 0,
y′(0) = −1;

б)

(y′)
2
y′′ = 192y2,

y(0) = 1
4 ,

y′(0) =
√

2.

В-15. а)

y
′′ + 4y′

x+1 = 4
x+1 ,

y(0) = 3,
y′(0) = 1;

б)

(5y4 + 1)3y′′ + 20y3 = 0,
y(0) = 0,
y′(0) = 1.

Задача 8. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiв-
няння методом Лагранжа (варiацiї довiльних сталих). Зробити
перевiрку.
В-1. y′′ − 2y′ + y = 36xex lnx. В-2. y′′ − 2y′ + y = 35x

√
xex.

В-3. y′′ − 2y′ + y = ex lnx. В-4. y′′ − 2y′ + y = ex

x .
В-5. y′′ − 2y′ + y = ex

x2+x . В-6. y′′ − 2y′ + y = − e
x

x2 .

В-7. y′′ − 2y′ + y = 2ex ln x
x . В-8. y′′ − 2y′ + y = 3ex

2
√
x
.

В-9. y′′ − 2y′ + y = − ex

2x
√
x
. В-10. y′′ − 2y′ + y = ex

1−x .

В-11. y′′ − 2y′ + y = ex
√
x. В-12. y′′ − 2y′ + y = ex

x2+1 .

В-13. y′′ − 2y′ + y = 9ex ln x
2
√
x

. В-14. y′′ − 2y′ + y = x+1
x2 · ex.

В-15. y′′ − 2y′ + y = x2+1
x3 · ex.

Задача 9. Розв’язати задачу Кошi для однорiдного диференцi-
ального рiвняння.
В-1. а) y′′ − 3y′ + 2y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 1;

б) y′′ − 2y′ + y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 3;
в) y′′′ − 4y′′ + 5y′ − 2y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 1, y′′(0) = 1;
г) y′′ + y = 0, y(0) = 2, y′(0) = −3;
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д) y′′ − 2y′ + 2y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 3.

В-2. а) y′′ − 4y′ + 3y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 1;
б) y′′ + 2y′ + y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 0;
в) y′′′ − 5y′′ + 7y′ − 3y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 1, y′′(0) = 2;
г) y′′ + 4y = 0, y(0) = 2, y′(0) = 2;
д) y′′ − 2y′ + 5y = 0, y(0) = 2, y′(0) = 4.

В-3. а) y′′ − 5y′ + 4y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 4;
б) y′′ − 4y′ + 4y = 0, y(0) = 3, y′(0) = 7;
в) y′′′ − 6y′′ + 9y′ − 4y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 4, y′′(0) = 16;
г) y′′ + 9y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 6;
д) y′′ − 4y′ + 5y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 5.

В-4. а) y′′ − 6y′ + 5y = 0, y(0) = 3, y′(0) = 11;
б) y′′ + 4y′ + 4y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 1;
в) y′′′ − 5y′′ + 8y′ − 4y = 0, y(0) = 2, y′(0) = 3, y′′(0) = 5;
г) y′′ + 16y = 0, y(0) = 3, y′(0) = 0;
д) y′′ − 4y′ + 8y = 0, y(0) = 3, y′(0) = 8.

В-5. а) y′′ − 5y′ + 6y = 0, y(0) = 3, y′(0) = 7;
б) y′′ − 6y′ + 9y = 0, y(0) = 2, y′(0) = 6;
в) y′′′ − 7y′′ + 16y′ − 12y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 4, y′′(0) = 13;
г) y′′ + y = 0, y(0) = 2, y′(0) = 0;
д) y′′ + 2y′ + 2y = 0, y(0) = 2, y′(0) = −2.

В-6. а) y′′ − 6y′ + 8y = 0, y(0) = 2, y′(0) = 4;
б) y′′ + 6y′ + 9y = 0, y(0) = 3, y′(0) = −8;
в) y′′′ + y′′ − y′ − y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 0, y′′(0) = −1;
г) y′′ + 4y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 4;
д) y′′ + 2y′ + 5y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 4.

В-7. а) y′′ − 7y′ + 10y = 0, y(0) = 2, y′(0) = 10;
б) y′′ − 8y′ + 16y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 7;
в) y′′′ − 3y′ + 2y = 0, y(0) = 2, y′(0) = 2, y′′(0) = 2;
г) y′′ + 9y = 0, y(0) = 3, y′(0) = 3;
д) y′′ + 4y′ + 5y = 0, y(0) = 3, y′(0) = −6.

В-8. а) y′′ − 7y′ + 12y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 4;
б) y′′ + 8y′ + 16y = 0, y(0) = 1, y′(0) = −2;
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в) y′′′ + y′′ − 5y′ + 3y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 2, y′′(0) = 4;
г) y′′ + 16y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 8;
д) y′′ + 4y′ + 8y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 6.

В-9. а) y′′ − y′ − 2y = 0, y(0) = 2, y′(0) = 1;
б) y′′ − 2y′ + y = 0, y(0) = 2, y′(0) = 3;
в) y′′′ + 2y′′ − 7y′ + 4y = 0, y(0) = 2, y′(0) = 8, y′′(0) = −11;
г) y′′ + y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 1;
д) y′′ − 2y′ + 10y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 4.

В-10. а) y′′ + y′ − 2y = 0, y(0) = 5, y′(0) = −1;
б) y′′ + 2y′ + y = 0, y(0) = 2, y′(0) = −2;
в) y′′′ − 3y′′ + 4y = 0, y(0) = 2, y′(0) = 1, y′′(0) = 5;
г) y′′ + 4y = 0, y(0) = 2, y′(0) = 2;
д) y′′ + 2y′ + 10y = 0, y(0) = 1, y′(0) = −4.

В-11. а) y′′ − 2y′ − 3y = 0, y(0) = 7, y′(0) = 9;
б) y′′ − 4y′ + 4y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 2;
в) y′′′ − y′′ − 8y′ + 12y = 0, y(0) = 1, y′(0) = −2, y′′(0) = 13;
г) y′′ + 9y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 6;
д) y′′ − 4y′ + 13y = 0, y(0) = −1, y′(0) = 1.

В-12. а) y′′ + 2y′ − 3y = 0, y(0) = 6, y′(0) = 2;
б) y′′ + 4y′ + 4y = 0, y(0) = 1, y′(0) = −1;
в) y′′′ − 12y′ + 16y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 3, y′′(0) = 8;
г) y′′ + 16y = 0, y(0) = 3, y′(0) = 0;
д) y′′ + 4y′ + 13y = 0, y(0) = −2, y′(0) = 4.

В-13. а) y′′ + y′ − 6y = 0, y(0) = 5, y′(0) = 10;
б) y′′ − 6y′ + 9y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 5;
в) y′′′ + 4y′′ + 5y′ + 2y = 0, y(0) = −1, y′(0) = 2, y′′(0) = −3;
г) y′′ + y = 0, y(0) = 4, y′(0) = 0;
д) y′′ − 6y′ + 10y = 0, y(0) = 0, y′(0) = −3.

В-14. а) y′′ − y′ − 6y = 0, y(0) = 4, y′(0) = −8;
б) y′′ + 6y′ + 9y = 0, y(0) = 2, y′(0) = −5;
в) y′′′ + 5y′′ + 7y′ + 3y = 0, y(0) = 0, y′(0) = −2, y′′(0) = 8;
г) y′′ + 4y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 6;
д) y′′ + 6y′ + 10y = 0, y(0) = 3, y′(0) = −9.
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В-15. а) y′′ + 5y′ + 4y = 0, y(0) = 3, y′(0) = −12;
б) y′′ − 8y′ + 16y = 0, y(0) = 2, y′(0) = 11;
в) y′′′ + 6y′′ + 9y′ + 4y = 0, y(0) = 2, y′(0) = −4, y′′(0) = 15;
г) y′′ + 9y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 12;
д) y′′ − 6y′ + 13y = 0, y(0) = 4, y′(0) = 12.

Задача 10. Побудувати загальний розв’язок диференцiального
рiвняння.
В-1. y(IV) − 4y′′′ + 8y′′ − 8y′ + 4y = 0.
В-2. y(IV) − 4y′′′ + 14y′′ − 20y′ + 25y = 0.
В-3. y(IV) − 8y′′′ + 26y′′ − 40y′ + 25y = 0.
В-4. y(IV) − 8y′′′ + 32y′′ − 64y′ + 64y = 0.
В-5. y(IV) + 4y′′′ + 8y′′ + 8y′ + 4y = 0.
В-6. y(IV) + 4y′′′ + 14y′′ + 20y′ + 25y = 0.
В-7. y(IV) + 8y′′′ + 26y′′ + 40y′ + 25y = 0.
В-8. y(IV) + 8y′′′ + 32y′′ + 64y′ + 64y = 0.
В-9. y(IV) − 4y′′′ + 24y′′ − 40y′ + 100y = 0.
В-10. y(IV) + 4y′′′ + 24y′′ + 40y′ + 100y = 0.
В-11. y(IV) − 12y′′′ + 62y′′ − 156y′ + 169y = 0.
В-12. y(IV) − 8y′′′ + 42y′′ − 104y′ + 169y = 0.
В-13. y(IV) + 12y′′′ + 62y′′ + 156y′ + 169y = 0.
В-14. y(IV) + 8y′′′ + 42y′′ + 104y′ + 169y = 0.
В-15. y(IV) + 12y′′′ + 56y′′ + 120y′ + 100y = 0.

Задача 11. Розв’язати задачу Кошi для неоднорiдного диферен-
цiального рiвняння зi спецiальною правою частиною.
В-1. а) y′′ + y′ − 6y = −4ex, y(0) = 4, y′(0) = −3;

б) y′′ − 3y′ + 2y = 2x2 − 2x− 4, y(0) = 2, y′(0) = 5;
в) y′′ − 3y′ + 2y = (6x+ 1)e−x, y(0) = 2, y′(0) = 1;
г) y′′ − 4y′ + 3y = 10 cosx, y(0) = 2, y′(0) = 1;
д) y′′ − 3y′ + 2y = 10e2x sin 2x, y(0) = 0, y′(0) = −5.

В-2. а) y′′ + 3y′ − 4y = 6e2x, y(0) = 3, y′(0) = −1;
б) y′′ − 4y′ + 3y = 6x2 − 16x+ 7, y(0) = 2, y′(0) = 1;
в) y′′ − 4y′ + 3y = (x− 2)e2x, y(0) = 3, y′(0) = 6;
г) y′′ − 4y′ + 3y = 10 sinx, y(0) = 3, y′(0) = 4;
д) y′′ + 2y′ − 3y = 26e2x cosx, y(0) = 4, y′(0) = 5.

В-3. а) y′′ + 2y′ − 3y = 5e2x, y(0) = 2, y′(0) = 3;
б) y′′ − 5y′ + 4y = 4x2 − 10x+ 6, y(0) = 2, y′(0) = 4;
в) y′′ − 5y′ + 4y = (2x+ 1)e2x, y(0) = 2, y′(0) = 1;
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г) y′′ − 2y′ − 3y = 10 cosx, y(0) = −1, y′(0) = −2;
д) y′′ + 3y′ − 4y = 50e−x sinx, y(0) = 0, y′(0) = −5.

В-4. а) y′′ + y′ − 2y = 4e2x, y(0) = 0, y′(0) = 4;
б) y′′ − 6y′ + 5y = −5x2 + 12x− 2, y(0) = 0, y′(0) = −4;
в) y′′ − 5y′ + 6y = (4x− 6)ex, y(0) = 2, y′(0) = 8;
г) y′′ − 2y′ − 3y = 10 sinx, y(0) = 2, y′(0) = −3;
д) y′′ − 2y′ − 8y = 26e3x sinx, y(0) = −2, y′(0) = −15.

В-5. а) y′′ − y′ − 12y = −12ex, y(0) = 2, y′(0) = 5;
б) y′′ − 5y′ + 6y = 6x2 − 4x− 3, y(0) = 0, y′(0) = 2;
в) y′′ − 6y′ + 8y = (3x− 4)ex, y(0) = 3, y′(0) = 7;
г) y′′ + 2y′ − 3y = 10 cosx, y(0) = −1, y′(0) = −2;
д) y′′ − y′ − 6y = 50e−x sin 2x, y(0) = 5, y′(0) = −15.

В-6. а) y′′ − 2y′ − 8y = −9ex, y(0) = 3, y′(0) = 3;
б) y′′ − 6y′ + 8y = 8x2 + 4x− 10, y(0) = −1, y′(0) = −4;
в) y′′ − 7y′ + 12y = (6x+ 1)ex, y(0) = 4, y′(0) = 14;
г) y′′ + 2y′ − 3y = 10 sinx, y(0) = 0, y′(0) = −5;
д) y′′ − 6y′ + 5y = 20ex cos 2x, y(0) = 1, y′(0) = −3.

В-7. а) y′′ − y′ − 6y = −6ex, y(0) = 5, y′(0) = 8;
б) y′′ + y′ − 6y = −6x2 + 8x+ 1, y(0) = 0, y′(0) = −6;
в) y′′ − y′ − 2y = (2x− 5)ex, y(0) = 4, y′(0) = 2;
г) y′′ + 4y′ + 3y = 10 cosx, y(0) = 2, y′(0) = 1;
д) y′′ − 2y′ − 3y = 10e2x sinx, y(0) = 0, y′(0) = −5.

В-8. а) y′′ − 3y′ − 4y = −6ex, y(0) = 4, y′(0) = 13;
б) y′′ − y′ − 2y = −4x2 − 4x+ 4, y(0) = 3, y′(0) = −3;
в) y′′ − 2y′ − 3y = (8x− 4)ex, y(0) = 1, y′(0) = −5;
г) y′′ + 4y′ + 3y = 10 sinx, y(0) = −1, y′(0) = 0;
д) y′′ − y′ − 2y = 10e2x cosx, y(0) = 0, y′(0) = 3.

В-9. а) y′′ − 2y′ − 3y = −4ex, y(0) = 3, y′(0) = −1;
б) y′′ − 2y′ − 3y = −3x2 − 4x+ 2, y(0) = 3, y′(0) = 9;
в) y′′ − 3y′ − 4y = (6x+ 1)ex, y(0) = 1, y′(0) = −2;
г) y′′ + 3y′ + 2y = 10 cosx, y(0) = 2, y′(0) = 1;
д) y′′ − y = 10e2x cosx, y(0) = 2, y′(0) = 3.

В-10. а) y′′ − y′ − 2y = −2ex, y(0) = 2, y′(0) = −3;
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б) y′′ − 3y′ − 4y = −4x2 − 6x− 2, y(0) = 3, y′(0) = −2;
в) y′′ − y′ − 6y = (6x− 7)ex, y(0) = 2, y′(0) = 3;
г) y′′ + 3y′ + 2y = 10 sinx, y(0) = −2, y′(0) = −1;
д) y′′ − 7y′ + 12y = 10e2x cosx, y(0) = 2, y′(0) = 3.

В-11. а) y′′ − 7y′ + 12y = 6ex, y(0) = 2, y′(0) = 3;
б) y′′ − 4y′ − 5y = −5x2 − 13x− 2, y(0) = 2, y′(0) = 11;
в) y′′ − 2y′ − 8y = 9xex, y(0) = 2, y′(0) = −5;
г) y′′ + y′ − 2y = 10 cosx, y(0) = −2, y′(0) = 2;
д) y′′ − 6y′ + 8y = 5e2x cos 2x, y(0) = −1, y′(0) = −6.

В-12. а) y′′ − 6y′ + 8y = 3ex, y(0) = 2, y′(0) = 3;
б) y′′ − y′ − 6y = −6x2 − 2x+ 8, y(0) = −2, y′(0) = −3;
в) y′′ − y′ − 12y = (12x− 1)ex, y(0) = 2, y′(0) = 7;
г) y′′ + y′ − 2y = 10 sinx, y(0) = 0, y′(0) = −2;
д) y′′ − 5y′ + 6y = 2e2x sinx, y(0) = 4, y′(0) = 7.

В-13. а) y′′ − 5y′ + 6y = 2ex, y(0) = 1, y′(0) = 0;
б) y′′ − 2y′ − 8y = −8x2 − 4x− 6, y(0) = 0, y′(0) = 2;
в) y′′ + 3y′ − 4y = (6x+ 7)e2x, y(0) = 3, y′(0) = 4;
г) y′′ − y′ − 2y = 10 cosx, y(0) = −2, y′(0) = 1;
д) y′′ − 5y′ + 4y = 10e2x cosx, y(0) = −1, y′(0) = 1.

В-14. а) y′′ − 5y′ + 4y = −2e2x, y(0) = 3, y′(0) = 7;
б) y′′ − 3y′ − 10y = −10x2 − 6x− 8, y(0) = 2, y′(0) = −9;
в) y′′ + 2y′ − 3y = (5x+ 11)e2x, y(0) = 4, y′(0) = −6;
г) y′′ − y′ − 2y = 10 sinx, y(0) = 2, y′(0) = −1;
д) y′′ − 4y′ + 3y = 5ex cosx, y(0) = 0, y′(0) = 0.

В-15. а) y′′ − 4y′ + 3y = −e2x, y(0) = 2, y′(0) = 3;
б) y′′ + 2y′ − 3y = −3x2 + x+ 4, y(0) = 4, y′(0) = 5;
в) y′′ + y′ − 2y = (4x+ 5)e2x, y(0) = 0, y′(0) = 4;
г) y′′ − 3y′ + 2y = 10 cosx, y(0) = 2, y′(0) = −2;
д) y′′ − 3y′ + 2y = 2e2x sinx, y(0) = 0, y′(0) = −2.

Задача 12. Розв’язати задачу Кошi для неоднорiдного диферен-
цiального рiвняння зi спецiальною правою частиною. Врахува-
ти збiг параметру µ правої частини з коренем характеристи-
чного рiвняння.
В-1. а) y′′ − 3y′ + 2y = 3e2x, y(0) = 2, y′(0) = 6;
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б) y′′ − 3y′ + 2y = (2x+ 3) e2x, y(0) = 2, y′(0) = 3;
в) y′′ − 2y′ + y = (6x+ 4)ex, y(0) = 1, y′(0) = 2;
г) y′′ + y = 12x cosx, y(0) = 1, y′(0) = 3.

В-2. а) y′′ − 4y′ + 3y = 4e3x, y(0) = 3, y′(0) = 7;
б) y′′ − 4y′ + 3y = (4x+ 6) e3x, y(0) = 1, y′(0) = 3;
в) y′′ − 2y′ + y = (12x+ 6)ex, y(0) = 1, y′(0) = 1;
г) y′′ + y = 8x sinx, y(0) = 0, y′(0) = 1.

В-3. а) y′′ − 5y′ + 4y = 3e4x, y(0) = 1, y′(0) = 2;
б) y′′ − 5y′ + 4y = (12x+ 7) e4x, y(0) = 1, y′(0) = 5;
в) y′′ + 2y′ + y = (18x+ 2)e−x, y(0) = 0, y′(0) = 1;
г) y′′ + 4y = 16x cos 2x, y(0) = 1, y′(0) = −1.

В-4. а) y′′ − 6y′ + 5y = −4e5x, y(0) = 3, y′(0) = 10;
б) y′′ − 5y′ + 6y = (4x+ 3) e3x, y(0) = 2, y′(0) = 4;
в) y′′ + 2y′ + y = (6x− 4)e−x, y(0) = 1, y′(0) = −2;
г) y′′ + 4y = 32x sin 2x, y(0) = −1, y′(0) = 2.

В-5. а) y′′ − 5y′ + 6y = −2e3x, y(0) = 2, y′(0) = 2;
б) y′′ − 6y′ + 8y = (4x− 2) e4x, y(0) = 3, y′(0) = 8;
в) y′′ − 4y′ + 4y = (6x− 2)e2x, y(0) = 1, y′(0) = 2;
г) y′′ + 9y = 72x cos 3x, y(0) = 1, y′(0) = 2.

В-6. а) y′′ − 6y′ + 8y = −6e4x, y(0) = 0, y′(0) = −5;
б) y′′ − 7y′ + 12y = (2x− 1) e4x, y(0) = 0, y′(0) = −4;
в) y′′ − 4y′ + 4y = (12x+ 2)e2x, y(0) = 1, y′(0) = 3;
г) y′′ + 9y = 36x sin 3x, y(0) = 0, y′(0) = 3.

В-7. а) y′′ − 7y′ + 10y = −6e5x, y(0) = 2, y′(0) = 5;
б) y′′ − y′ − 2y = (6x+ 2) e2x, y(0) = 2, y′(0) = −2;
в) y′′ + 4y′ + 4y = (24x+ 2)e−2x, y(0) = 2, y′(0) = −4;
г) y′′ + 16y = 64x cos 4x, y(0) = −1, y′(0) = 5.

В-8. а) y′′ − 7y′ + 12y = −e4x, y(0) = 1, y′(0) = 2;
б) y′′ − 2y′ − 3y = (8x− 2) e3x, y(0) = 1, y′(0) = −2;
в) y′′ + 4y′ + 4y = (6x+ 8)e−2x, y(0) = 0, y′(0) = 1;
г) y′′ + 16y = 64x sin 4x, y(0) = 1, y′(0) = −4.

В-9. а) y′′ − 8y′ + 15y = 2e5x, y(0) = 1, y′(0) = 6;
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б) y′′ − 3y′ − 4y = (10x+ 2) e4x, y(0) = 2, y′(0) = 3;
в) y′′ − 6y′ + 9y = (6x+ 6)e3x, y(0) = 1, y′(0) = 4;
г) y′′ + y = 16x cosx, y(0) = 1, y′(0) = 4.

В-10. а) y′′ − 9y′ + 20y = 2e5x, y(0) = 0, y′(0) = 3;
б) y′′ − y′ − 6y = (10x+ 2) e3x, y(0) = 1, y′(0) = −2;
в) y′′ − 6y′ + 9y = (12x+ 2)e3x, y(0) = 0, y′(0) = 1;
г) y′′ + y = 20x sinx, y(0) = 0, y′(0) = 1.

В-11. а) y′′ − y′ − 2y = 9e2x, y(0) = 1, y′(0) = 2;
б) y′′ − 2y′ − 8y = (12x+ 8) e4x, y(0) = 1, y′(0) = 5;
в) y′′ + 6y′ + 9y = (12x− 2)e−3x, y(0) = 1, y′(0) = −3;
г) y′′ + 4y = 80x cos 2x, y(0) = 1, y′(0) = 3.

В-12. а) y′′ − 2y′ − 3y = 8e3x, y(0) = 2, y′(0) = 0;
б) y′′ − y′ − 12y = (14x+ 9) e4x, y(0) = 2, y′(0) = −5;
в) y′′ + 6y′ + 9y = (6x+ 2)e−3x, y(0) = 1, y′(0) = −2;
г) y′′ + 4y = 96x sin 2x, y(0) = −1, y′(0) = 2.

В-13. а) y′′ − 3y′ − 4y = 5e4x, y(0) = 1, y′(0) = 5;
б) y′′ + 3y′ + 2y = (2x− 3) e−2x, y(0) = 2, y′(0) = −2;
в) y′′ − 8y′ + 16y = (6x+ 4)e4x, y(0) = −1, y′(0) = −3;
г) y′′ + 9y = 36x cos 3x, y(0) = 2, y′(0) = 1.

В-14. а) y′′ − 4y′ − 5y = 6e5x, y(0) = 2, y′(0) = 11;
б) y′′ + 4y′ + 3y = (4x+ 2) e−3x, y(0) = 3, y′(0) = −9;
в) y′′ − 8y′ + 16y = (12x+ 2)e4x, y(0) = 1, y′(0) = 3;
г) y′′ + 9y = 36x sin 3x, y(0) = 0, y′(0) = 6.

В-15. а) y′′ − y′ − 6y = 5e3x, y(0) = 0, y′(0) = −4;
б) y′′ + 5y′ + 4y = (6x− 5) e−4x, y(0) = 2, y′(0) = −7;
в) y′′ + 8y′ + 16y = (12x+ 4)e−4x, y(0) = 1, y′(0) = −3;
г) y′′ + 16y = 64x cos 4x, y(0) = −1, y′(0) = 1.

Задача 13. Розв’язати задачу Кошi для системи однорiдних лi-
нiйних диференцiальних рiвнянь.

В-1.
{
x′1 = x1 − 2x2,
x′2 = 6x1 − 6x2,

x1(0) = 3, x2(0) = 5.

В-2.
{
x′1 = 5x1 − 8x2,
x′2 = 6x1 − 9x2,

x1(0) = 5, x2(0) = 4.
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В-3.
{
x′1 = 2x1 − 5x2,
x′2 = x1 − 4x2,

x1(0) = 8, x2(0) = 4.

В-4.
{
x′1 = 3x1 − 3x2,
x′2 = 2x1 − 4x2,

x1(0) = 4, x2(0) = 3.

В-5.
{
x′1 = 6x1 − 3x2,
x′2 = 9x1 − 6x2,

x1(0) = 2, x2(0) = 4.

В-6.
{
x′1 = x1 − x2,
x′2 = 6x1 − 4x2,

x1(0) = 4, x2(0) = 9.

В-7.
{
x′1 = 2x1 − 2x2,
x′2 = 2x1 − 3x2,

x1(0) = 3, x2(0) = 3.

В-8.
{
x′1 = x1 − 3x2,
x′2 = −x1 − x2,

x1(0) = 4, x2(0) = 0.

В-9.
{
x′1 = 4x1 − 3x2,
x′2 = 2x1 − 3x2,

x1(0) = 4, x2(0) = 3.

В-10.
{
x′1 = 5x1 − 8x2,
x′2 = 3x1 − 5x2,

x1(0) = 6, x2(0) = 4.

В-11.
{
x′1 = 5x1 − 6x2,
x′2 = 3x1 − 4x2,

x1(0) = 3, x2(0) = 2.

В-12.
{
x′1 = 7x1 − 8x2,
x′2 = 4x1 − 5x2,

x1(0) = 7, x2(0) = 4.

В-13.
{
x′1 = 5x1 − 2x2,
x′2 = 6x1 − 2x2,

x1(0) = 3, x2(0) = 5.

В-14.
{
x′1 = 7x1 − 6x2,
x′2 = 4x1 − 3x2,

x1(0) = 5, x2(0) = 4.

В-15.
{
x′1 = 8x1 − 5x2,
x′2 = 6x1 − 3x2,

x1(0) = 6, x2(0) = 7.

Задача 14. Розв’язати задачу Кошi для системи неоднорiдних
лiнiйних диференцiальних рiвнянь.

В-1.
{
x′1 = x1 − x2 − t+ 4,
x′2 = 12x1 − 6x2 − 18t+ 7,

x1(0) = 3, x2(0) = 10.

В-2.
{
x′1 = 3x1 − 2x2 + 2t− 11,
x′2 = 12x1 − 7x2 + 4t− 46,

x1(0) = 6, x2(0) = 5.

В-3.
{
x′1 = 3x1 − 2x2 − 8t+ 2,
x′2 = 6x1 − 5x2 − 17t+ 2,

x1(0) = 7, x2(0) = 10.

В-4.
{
x′1 = 7x1 − 10x2 − 4t+ 25,
x′2 = 5x1 − 8x2 − 2t+ 20,

x1(0) = 4, x2(0) = 5.

В-5.
{
x′1 = 7x1 − 4x2 + t+ 4,
x′2 = 10x1 − 7x2 + 4t+ 14,

x1(0) = 8, x2(0) = 14.
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В-6.
{
x′1 = x1 − x2 + 2t+ 5,
x′2 = 6x1 − 4x2 + 4t+ 18,

x1(0) = 2, x2(0) = 9.

В-7.
{
x′1 = 7x1 − 3x2 − t− 10,
x′2 = 18x1 − 8x2 − 2t− 26,

x1(0) = 4, x2(0) = 6.

В-8.
{
x′1 = 4x1 − 3x2 − 5t+ 3,
x′2 = 4x1 − 4x2 − 4t+ 1,

x1(0) = 3, x2(0) = 3.

В-9.
{
x′1 = 4x1 − 3x2 − 2t− 7,
x′2 = 2x1 − 3x2 + 2t− 1,

x1(0) = 7, x2(0) = 4.

В-10.
{
x′1 = 5x1 − 2x2 + 2t+ 1,
x′2 = 12x1 − 5x2 + 6t+ 4,

x1(0) = 3, x2(0) = 7.

В-11.
{
x′1 = 5x1 − 2x2 − 2t+ 3,
x′2 = 9x1 − 4x2 − 2t+ 5,

x1(0) = 2, x2(0) = 4.

В-12.
{
x′1 = 5x1 − 4x2 − 6t− 1,
x′2 = 3x1 − 3x2 − 3t− 2,

x1(0) = 3, x2(0) = 2.

В-13.
{
x′1 = 4x1 − x2 + 5t+ 1,
x′2 = 6x1 − x2 + 7t+ 5,

x1(0) = 2, x2(0) = 5.

В-14.
{
x′1 = 9x1 − 4x2 − 5t+ 2,
x′2 = 12x1 − 5x2 − 7t+ 3,

x1(0) = 2, x2(0) = 3.

В-15.
{
x′1 = 6x1 − 4x2 − 2t+ 1,
x′2 = 3x1 − x2 − 2t− 2,

x1(0) = 7, x2(0) = 7.

Задача 15. Розв’язати задачу Кошi для системи однорiдних лi-
нiйних диференцiальних рiвнянь з урахуванням кратностi ко-
реня характеристичного рiвняння.

В-1.
{
x′1 = 5x1 − x2,
x′2 = 16x1 − 3x2,

x1(0) = 1, x2(0) = 3.

В-2.
{
x′1 = 3x1 − x2,
x′2 = 16x1 − 5x2,

x1(0) = 1, x2(0) = 3.

В-3.
{
x′1 = 4x1 − x2,
x′2 = 9x1 − 2x2,

x1(0) = 1, x2(0) = 2.

В-4.
{
x′1 = 2x1 − x2,
x′2 = 9x1 − 4x2,

x1(0) = 1, x2(0) = 2.

В-5.
{
x′1 = 6x1 − x2,
x′2 = 16x1 − 2x2,

x1(0) = 1, x2(0) = 3.

В-6.
{
x′1 = 2x1 − x2,
x′2 = 16x1 − 6x2,

x1(0) = 1, x2(0) = 3.

В-7.
{
x′1 = 5x1 − x2,
x′2 = 9x1 − x2,

x1(0) = 1, x2(0) = 2.
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В-8.
{
x′1 = x1 − x2,
x′2 = 9x1 − 5x2,

x1(0) = 1, x2(0) = 2.

В-9.
{
x′1 = 3x1 − x2,
x′2 = 4x1 − x2,

x1(0) = 1, x2(0) = 1.

В-10.
{
x′1 = x1 − x2,
x′2 = 4x1 − 3x2,

x1(0) = 1, x2(0) = 1.

В-11.
{
x′1 = 4x1 − x2,
x′2 = 4x1,

x1(0) = 1, x2(0) = 1.

В-12.
{
x′1 = x1 − x2,
x′2 = 9x1 − 5x2,

x1(0) = 2, x2(0) = 5.

В-13.
{
x′1 = 5x1 − x2,
x′2 = 4x1 + x2,

x1(0) = 1, x2(0) = 1.

В-14.
{
x′1 = 3x1 − 9x2,
x′2 = 4x1 − 9x2,

x1(0) = 2, x2(0) = 1.

В-15.
{
x′1 = 6x1 − x2,
x′2 = 4x1 + 2x2,

x1(0) = 1, x2(0) = 1.
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7 РОЗВ’ЯЗОК

ТИПОВОГО ВАРIАНТУ

Задача 1. Розв’язати диференцiальне рiвняння з вiдокремлю-
ваними змiнними:

(x+ sinx)(y + 1)y′ = (1 + cosx)(y2 + 2y).

Маємо:

(x+ sinx)(y + 1)
dy

dx
= (1 + cosx)(y2 + 2y),

(y + 1) dy

y2 + 2y
=

(1 + cosx) dx

x+ sinx
,

i змiннi вiдокремлено. Iнтегруємо:∫
(y + 1) dy

y2 + 2y
=

∫
(1 + cosx) dx

x+ sinx
.

Введемо замiни y2 + 2y = z, (2y + 2) dy = dz, (y + 1) dy = 1
2 dz;

x+ sinx = t, (1 + cosx) dx = dt. Маємо:∫ 1
2 dz

z
=

∫
dt

t
, ln |z| = 2 ln |t|+ ln |C| , z = Ct2.

Вводимо оберненi замiни:

y2 + 2y = C(x+ sinx)2.

Загальний розв’язок знайдено у неявному виглядi.
Вiдповiдь: y2 + 2y = C(x+ sinx)2.

Задача 2. Розв’язати однорiдне диференцiальне рiвняння:

xy′ cos
y

x
= y cos

y

x
+ xe− sin y

x .

З метою надати рiвнянню вигляд, який мiстить лише похi-
дну y′ i вiдношення y

x , роздiлимо рiвняння на x:

y′ cos
y

x
=
y

x
cos

y

x
+ e− sin y

x .
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Очевидно, це однорiдне рiвняння. Введемо замiну z(x) = y(x)
x ,

y = xz, y′ = z + xz′. Маємо:

(z + xz′) cos z = z cos z + e− sin z,

z cos z + xz′ cos z = z cos z + e− sin z, x cos z
dz

dx
= e− sin z.

Отримали рiвняння з вiдокремлюваними змiнними:

esin z cos z dz =
dx

x
.

Пiсля iнтегрування знаходимо:

esin z = ln |x|+ C, esin y
x = ln |x|+ C.

Вiдповiдь: esin y
x = ln |x|+ C.

Задача 3. Розв’язати лiнiйне диференцiальне рiвняння першого
порядку зi змiнними коефiцiєнтами:

y′ + (3x2 − 6x)y =
e3x2−x3

2
√
x+ 1

.

Розв’яжемо це рiвняння методом варiацiї довiльної сталої.
Вiдповiдне однорiдне рiвняння:

y′ + (3x2 − 6x)y = 0,
dy

dx
= (6x− 3x2)y,

dy

y
= (6x− 3x2) dx.

Отримали рiвняння з вiдокремлюваними змiнними. Iнтегрую-
чи, одержуємо:

ln |y| = 3x2 − x3 + ln |C| , yодн = Ce3x2−x3

.

Тодi розв’язок неоднорiдного рiвняння шукаємо у виглядi

y = C(x)e3x2−x3

.

Пiдставляючи цей вираз в умову задачi, маємо:

C ′e3x2−x3

+ Ce3x2−x3

(6x− 3x2) + (3x2 − 6x)Ce3x2−x3

=
e3x2−x3

2
√
x+ 1

,
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C ′ =
1

2
√
x+ 1

, C(x) =

∫
C ′ dx =

∫
dx

2
√
x+ 1

=
√
x+ 1 + C0.

Остаточно:

y = C(x)e3x2−x3

=
(√
x+ 1 + C0

)
e3x2−x3

.

Вiдповiдь: y =
(√
x+ 1 + C0

)
e3x2−x3

.

Задача 4. Розв’язати нелiнiйне диференцiальне рiвняння пер-
шого порядку:

y′

(
3− 4y

(2y2 − 3y)2
− x√

1− y2

)
= arcsin y.

Це рiвняння є нелiнiйним за змiнною y, але змiнна x входить
до нього лише в першому степенi. Тому переходимо до задачi
пошуку оберненої функцiї x(y). Маємо:

dy

dx

(
3− 4y

(2y2 − 3y)2
− x√

1− y2

)
= arcsin y,

3− 4y

(2y2 − 3y)2
− x√

1− y2
= arcsin y · dx

dy
,

dx

dy
+ x · 1√

1− y2 arcsin y
=

3− 4y

(2y2 − 3y)2 arcsin y
.

Розв’язок цiєї задачi методом Бернуллi шукаємо у виглядi до-
бутку x(y) = u(y) · v(y):

u′v + uv′ + uv · 1√
1− y2 arcsin y

=
3− 4y

(2y2 − 3y)2 arcsin y
,

(
u′ + u · 1√

1− y2 arcsin y

)
v + uv′ =

3− 4y

(2y2 − 3y)2 arcsin y
,

Функцiю u пiдберемо як частинний розв’язок рiвняння

du

dy
+ u · 1√

1− y2 arcsin y
= 0,

du

u
= − dy√

1− y2 arcsin y
.
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Отримали рiвняння з вiдокремлюваними змiнними. Його iнте-
грування призводить до результату:

lnu = − ln (arcsin y) , u =
1

arcsin y
.

Тодi

1

arcsin y
· v′ =

3− 4y

(2y2 − 3y)2 arcsin y
, v′ =

3− 4y

(2y2 − 3y)2
,

v(y) =

∫
v′(y) dy =

∫
(3− 4y) dy

(2y2 − 3y)2
=

∥∥∥∥2y2 − 3y = t
(4y − 3) dy = dt

∥∥∥∥ =

=

∫
−dt
t2

=
1

t
+ C =

1

2y2 − 3y
+ C.

Остаточно маємо

x(y) = u(y) · v(y) =
1

arcsin y
·
(

1

2y2 − 3y
+ C

)
.

Вiдповiдь: x arcsin y = 1
2y2−3y + C.

Задача 5. Розв’язати диференцiальне рiвняння Бернуллi:

y′ − (2x+ 1)y

x2 + x
= 3 3

√
(x2 + x)y2 cosx.

В лiвiй частинi шукана функцiя y(x) мiститься в першому сте-
пенi, а в правiй – в степенi n = 2

3 6= 1. Отже, це диференцiальне
рiвняння Бернуллi з показником n = 2

3 . Розв’яжемо його мето-
дом Бернуллi, тобто шукатимемо загальний розв’язок у виглядi
y(x) = u(x) · v(x). Нижче функцiю u(x) оберемо на власний роз-
суд за мiркуваннями зручностi. Рiвняння набуває вигляду

u′v + uv′ − (2x+ 1)uv

x2 + x
= 3 3

√
(x2 + x)u2v2 cosx.

Групуємо перший i третiй доданки в лiвiй частинi:(
u′ − (2x+ 1)u

x2 + x

)
v + uv′ = 3 3

√
(x2 + x)u2v2 cosx,
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Отже, в якостi u зручно обрати довiльний частинний розв’язок
рiвняння u′ − (2x+1)u

x2+x = 0. Маємо:

du

dx
=

(2x+ 1)u

x2 + x
,

du

u
=

(2x+ 1) dx

x2 + x
.

Виникло рiвняння з вiдокремлюваними змiнними. Пiсля iнте-
грування одержуємо:

ln |u| = ln
∣∣x2 + x

∣∣ , u = x2 + x.

Тодi початкове рiвняння набуває вигляду

uv′ = 3 3
√

(x2 + x)u2v2 cosx, v′ = 3
3
√
x2 + x cosx · u− 1

3 v
2
3

при вже вiдомiй функцiї u(x). Пiдставляючи її, знаходимо:

v′ = 3v
2
3 cosx.

Це рiвняння з вiдокремлюваними змiнними:

dv

dx
= 3v

2
3 cosx, v−

2
3 dv = 3 cosx dx.

Iнтегруючи, отримуємо:

3v
1
3 = 3 sinx+ C̃.

Позначаючи C̃ = 3C i пiдносячи до кубу, знаходимо:

v = (sinx+ C)3.

Остаточно маємо:

y = uv =
(
x2 + x

)
(sinx+ C)3.

Виконаємо перевiрку:

(2x+ 1) (sinx+ C)3 +
(
x2 + x

)
· 3(sinx+ C)2 · cosx−

− (2x+ 1)

x2 + x
·
(
x2 + x

)
(sinx+ C)3 =

= 3
3

√
(x2 + x) (x2 + x)

2
(sinx+ C)6 · cosx,
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(
x2 + x

)
· 3(sinx+ C)2 · cosx = 3

3

√
(x2 + x)

3
(sinx+ C)6 cosx,

що очевидно.
Вiдповiдь: y =

(
x2 + x

)
(sinx+ C)3.

Задача 6. Розв’язати диференцiальне рiвняння в повних дифе-
ренцiалах:

(6xy2 + 4y) dx+ (6x2y + 4x) dy.

За умовою маємо: P = 6xy2 +4y, Q = 6x2y+4x; ∂P∂y = 12xy+4,
∂Q
∂x = 12xy+4. Отже, маємо повний диференцiал деякої функцiї
u(x, y) в лiвiй частинi. Знайдемо цю функцiю:

u =

∫
P dx =

∫
(6xy2 + 4y) dx = 3x2y2 + 4xy + ϕ(y).

Тодi ∂
∂y

(
3x2y2 + 4xy + ϕ(y)

)
= Q(x, y), 6x2y + 4x + ϕ′(y) = 6x2y +

+ 4x, ϕ′(y) = 0, ϕ(y) = C0. Розв’язок має вигляд u = const, або
3x2y2 + 4xy = C.
Вiдповiдь: 3x2y2 + 4xy = C.

Задача 7. Знайти частинний розв’язок диференцiального рiв-
няння другого порядку, якщо рiвняння не мiстить а) шукану
функцiю; б) аргумент:

а)


xy′′ + y′ = 1√

x
,

y(1) = 4,
y′(1) = 3;

б)

y
′′ = 8y3,
y(0) = −1,
y′(0) = 2.

а) Рiвняння не мiстить шукану функцiю y(x), тому позна-
чимо новою лiтерою молодшу з наявних похiдних: z(x) = y′(x),
z′(x) = y′′(x). Початкова умова z(1) = y′(1) = 3. Отримали зада-
чу Кошi: {

xz′ + z = 1√
x
,

z(1) = 3,

{
z′ + z

x = 1
x
√
x
,

z(1) = 3.

Лiнiйне рiвняння зi змiнними коефiцiєнтами розв’язуємо мето-
дом Бернуллi: нехай z(x) = u(x) · v(x). Маємо:

u′v + uv′ +
uv

x
=

1

x
√
x
, v

(
u′ +

u

x

)
+ uv′ =

1

x
√
x
.
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Пiдберемо функцiю u(x):

u′ +
u

x
= 0,

du

dx
= −u

x
,

du

u
= −dx

x
, lnu = − lnx, u =

1

x
.

Тодi:

0 +
1

x
· v′ =

1

x
√
x
, v′ =

1√
x
, v = 2

√
x+ C1,

z(x) = u(x) · v(x) =
2
√
x+ C1

x
=

2√
x

+
C1

x
.

З початкових умов знайдемо C1:

3 =
2√
1

+
C1

1
, C1 = 1, z(x) =

2√
x

+
1

x
.

Тодi

y =

∫
y′(x) dx =

∫
z(x) dx =

∫ (
2√
x

+
1

x

)
dx = 4

√
x+ ln |x|+ C2.

З початкових умов знайдемо C2:

4 = 4
√

1 + ln |1|+ C2, C2 = 0.

Остаточно: y = 4
√
x+ ln |x|.

б) Рiвняння не мiстить аргумент x, тому, вважаючи y новим
незалежним аргументом, покладемо p(y) = y′. Маємо:

y′′ = y′′xx =
d

dx

(
dy

dx

)
=
d (y′)

dx
=
dp

dx
=
dp

dy
· dy
dx

= p′y · y′ = pp′y = pp′.

Тут похiдна в правiй частинi береться за змiнною y. Рiвняння
набуває вигляду pp′ = 8y3.

За початковими умовами при x = 0 одночасно вiдбуваються
двi рiвностi: y = −1 i p(y) = y′ = 2. Отже, початкова умова
p|y=−1 = 2, або p(−1) = 2. Отримали задачу Кошi:{

pp′ = 8y3,
p(−1) = 2.

Вiдокремллюючи змiннi i iнтегруючи, отримуємо:

p · dp
dy

= 8y3, p dp = 8y3 dy,
p2

2
= 2y4 + C1.

150



З початкових умов знайдемо C1:

22

2
= 2 · (−1)4 + C1, C1 = 0,

p2

2
= 2y4, p = 2y2,

dy

dx
= 2y2.

Знову вiдокремлюємо змiннi i iнтегруємо:

dy

y2
= 2 dx, −1

y
= 2x+ C2.

З початкових умов знайдемо C2:

− 1

−1
= 2 · 0 + C2, C2 = 1.

Тодi − 1
y = 2x+ 1. Остаточно: y = − 1

2x+1 .
Вiдповiдь: а) y = 4

√
x+ ln |x|; б) y = − 1

2x+1 .

Задача 8. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвня-
ння:

y′′ − 2y′ + y = 15ex · x+ 1√
x
.

Зробити перевiрку.
Запропоноване рiвняння є лiнiйним неоднорiдним диферен-

цiальним рiвнянням другого порядку зi сталими коефiцiєнта-
ми. Але права частина f(x) = 15ex· x+1√

x
не є спецiальною правою

частиною вигляду (4.20). Тому розв’яжемо це рiвняння методом
Лагранжа (варiацiї довiльних сталих).

Вiдповiдне однорiдне рiвняння: y′′ − 2y′ + y = 0. Його хара-
ктеристичне рiвняння: λ2−2λ+1 = 0, (λ−1)2 = 0. Маємо корiнь
λ = 1 кратностi 2. Тому фундаментальна система розв’язкiв
складається з функцiй y1 = ex, y2 = xex. Загальний розв’я-
зок однорiдного рiвняння yодн = C1y1 + C2y2. Тодi загальний
розв’язок неоднорiдного рiвняння методом Лагранжа (варiацiї
довiльних сталих) шукаємо у виглядi

y = C1(x)y1(x) + C2(x)y2(x).

В цей момент ми переходимо вiд задачi пошуку однiєї функцiї
y(x) до задачi пошуку двох функцiй C1(x), C2(x).

За алгоритмом утворення системи Лагранжа (4.17) склада-
ємо систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь для знаходження
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похiдних C ′1(x), C ′2(x) шуканих функцiй:(
ex xex

ex (1 + x)ex

)(
C ′1
C ′2

)
=

(
0

15ex · x+1√
x

)
.

За правилом Крамера

∆ =

∣∣∣∣ex xex

ex (1 + x)ex

∣∣∣∣ = (1 + x)e2x − xe2x = e2x 6= 0,

∆1 =

∣∣∣∣ 0 xex

15ex · x+1√
x

(1 + x)ex

∣∣∣∣ = −15e2x(x+ 1)
√
x,

∆2 =

∣∣∣∣ex 0
ex 15ex · x+1√

x

∣∣∣∣ = 15e2x · x+ 1√
x
.

Отже,

C ′1 =
∆1

∆
= −15

(
x

3
2 + x

1
2

)
, C ′2 =

∆2

∆
= 15

(
x

1
2 + x−

1
2

)
.

Iнтегруючи, отримуємо:

C1(x) =

∫
C ′1(x) dx = −15

∫ (
x

3
2 + x

1
2

)
dx =

= −15

(
2

5
x

5
2 +

2

3
x

3
2

)
+ C10 = −6x

5
2 − 10x

3
2 + C10,

C2(x) =

∫
C ′2(x) dx = 15

∫ (
x

1
2 + x−

1
2

)
dx =

= 15

(
2

3
x

3
2 + 2x

1
2

)
+ C20 = 10x

3
2 + 30x

1
2 + C20.

Тодi загальний розв’язок неоднорiдного рiвняння:

y =
(
−6x

5
2 − 10x

3
2 + C10

)
ex +

(
10x

3
2 + 30x

1
2 + C20

)
xex =

=
(
−6x

5
2 − 10x

3
2 + C10

)
ex +

(
10x

5
2 + 30x

3
2 + C20x

)
ex =

=
(

4x
5
2 + 20x

3
2 + C10 + C20x

)
ex =

=
(

4x
5
2 + 20x

3
2

)
ex︸ ︷︷ ︸

y∗

+ (C10 + C20x) ex︸ ︷︷ ︸
yодн

.
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Тут доданок

yодн = (C10 + C20x) ex = C10e
x + C20xe

x = C10y1 + C20y2

є загальним розв’язком однорiдного рiвняння. Тому для пере-
вiрки достатньо до рiвняння пiдставити лише частину

y∗ =
(

4x
5
2 + 20x

3
2

)
ex

отриманого виразу. Ця функцiя, як ми зараз переконаємось, i
є частинним розв’язком неоднорiдного рiвняння. Маємо:

y′∗ =

(
4 · 5

2
x

3
2 + 20 · 3

2
x

1
2

)
ex +

(
4x

5
2 + 20x

3
2

)
(ex)

′
=

=
(

4x
5
2 + 30x

3
2 + 30x

1
2

)
ex,

y′′∗ =

(
4 · 5

2
x

3
2 + 30 · 3

2
x

1
2 + 30 · 1

2
x−

1
2

)
ex+

+
(

4x
5
2 + 30x

3
2 + 30x

1
2

)
(ex)

′
=
(

4x
5
2 + 40x

3
2 + 75x

1
2 + 15x−

1
2

)
ex.

Пiдставляючи цi похiднi до лiвої частини початкового рiвняння,
отримуємо:

y′′∗ − 2y′∗ + y∗ =
(

4x
5
2 + 40x

3
2 + 75x

1
2 + 15x−

1
2

)
ex−

−2
[(

4x
5
2 + 30x

3
2 + 30x

1
2

)
ex
]

+
(

4x
5
2 + 20x

3
2

)
ex =

= 15x
1
2 ex + 15x−

1
2 ex = 15ex

(√
x+

1√
x

)
= 15ex · x+ 1√

x
,

що збiгається з правою частиною f(x). Отже, функцiя y∗ i
справдi є частинним розв’язком неоднорiдного рiвняння, а су-
ма y = y∗+yодн – загальним розв’язком неоднорiдного рiвняння.

Вiдповiдь: y =
(

4x
5
2 + 20x

3
2 + C10 + C20x

)
ex.

Задача 9. Розв’язати задачу Кошi:
а) y′′ + 6y′ + 8y = 0, y(0) = 3, y′(0) = −8;
б) y′′ + 8y′ + 16y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 3;
в) y′′′ − 10y′′ + 33y′ − 36y = 0, y(0) = −1, y′(0) = −1, y′′(0) = 2;
г) y′′ + 16y = 0, y(0) = 2, y′(0) = −12;
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д) y′′ + 6y′ + 25y = 0, y(0) = 4, y′(0) = 0.
а) Складемо характеристичне рiвняння: λ2 + 6λ + 8 = 0. Його
коренi λ1 = −4, λ2 = −2. Вони є дiйсними i вiдмiнними один вiд
одного. Тому фундаментальна система розв’язкiв складається
з функцiй y1 = e−4x, y2 = e−2x. Тодi за принципом суперпозицiї
загальний розв’язок однорiдного рiвняння

y = C1y1 + C2y2 = C1e
−4x + C2e

−2x.

Для похiдної маємо вираз y′ = −4C1e
−4x − 2C2e

−2x. При вико-
ристаннi початкових умов виникає система рiвнянь:{

C1 + C2 = 3,
−4C1 − 2C2 = −8.

Маємо очевидний розв’язок C1 = 1, C2 = 2. Тодi розв’язок за-
дачi Кошi (частинний розв’язок, який задовольняє початковi
умови) y = e−4x + 2e−2x.
б) Складемо характеристичне рiвняння: λ2 + 8λ + 16 = 0. Його
корiнь λ1 = −4 має кратнiсть 2. Тому фундаментальна система
розв’язкiв складається з функцiї y1 = e−4x i приєднаної до неї
функцiї y2 = xe−4x. Тодi за принципом суперпозицiї загальний
розв’язок однорiдного рiвняння

y = C1y1 + C2y2 = C1e
−4x + C2xe

−4x.

Для похiдної маємо вираз y′ = −4C1e
−4x + C2e

−4x − 4C2xe
−4x.

При використаннi початкових умов виникає система рiвнянь:{
C1 = 0,
−4C1 + C2 = 3.

Маємо очевидний розв’язок C1 = 0, C2 = 3. Тодi розв’язок за-
дачi Кошi y = 3xe−4x.
в) Складемо характеристичне рiвняння: λ3− 10λ2 + 33λ− 36 = 0.
Нехай його коренi λ1, λ2, λ3. Тодi характеристичне рiвняння
повинно мати вигляд

(λ− λ1)(λ− λ2)(λ− λ3) = 0.

Розкриваючи дужки, легко переконатись, що вiльний член лi-
вої частини дорiвнює −λ1λ2λ3, тобто −λ1λ2λ3 = −36. Тому якщо
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числа λ1, λ2, λ3 є цiлими, то вони повиннi бути дiльниками чи-
сла −36. Отже, коренi можуть знаходитись серед чисел ±1, ±2,
±3, ±4, ±6, ±9, ±12, ±18, ±36. Методом пiдбору легко встанови-
ти, що число λ = 4 є коренем рiвняння. З урахуванням цього:

λ3 − 10λ2 + 33λ− 36 = λ3 − 4λ2 − 6λ2 + 33λ− 36 =

= λ2(λ− 4)− 6λ2 + 24λ+ 9λ− 36 =

= λ2(λ− 4)− 6λ (λ− 4) + 9 (λ− 4) =

= (λ− 4)
(
λ2 − 6λ+ 9

)
= (λ− 4) (λ− 3)

2
.

Отже, коренi характеристичного рiвняння λ1,2 = 3 (кратностi
2), λ3 = 4 (простий).

Зауважимо, знайти коренi можна також за допомогою iнтернет-ресурсу:
wolframalpha.com. В рядок по центру екрану введiть послiдовнiсть символiв
x^3-10x^2+33x-36=0 i натиснiть клавiшу «Enter».

За знайденими коренями будуємо фундаментальну систему
розв’язкiв: y1 = e3x, y2 = xe3x, y3 = e4x. Тодi за принципом
суперпозицiї загальний розв’язок однорiдного рiвняння

y = C1y1 + C2y2 + C3y3 = C1e
3x + C2xe

3x + C3e
4x.

Для похiдних маємо вирази

y′ = 3C1e
3x + C2e

3x + 3C2xe
3x + 4C3e

4x,

y′′ = 9C1e
3x + 3C2e

3x + 3C2e
3x + 9C2xe

3x + 16C3e
4x.

При використаннi початкових умов виникає система рiвнянь:C1 + C3 = −1,
3C1 + C2 + 4C3 = −1,
9C1 + 6C2 + 16C3 = 2.

Її розв’язок C1 = 0, C2 = 3, C3 = −1. Тодi розв’язок задачi Кошi
y = 3xe3x − e4x.
г) Складемо характеристичне рiвняння: λ2 + 16 = 0. Його ко-
ренi λ1,2 = ±4i. Тому фундаментальна система розв’язкiв скла-
дається з функцiй y1 = cos 4x, y2 = sin 4x. Тодi за принципом
суперпозицiї загальний розв’язок однорiдного рiвняння

y = C1y1 + C2y2 = C1 cos 4x+ C2 sin 4x.
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Для похiдної маємо вираз y′ = −4C1 sin 4x + 4C2 cos 4x. При ви-
користаннi початкових умов виникає система рiвнянь:{

C1 = 2,
4C2 = −12.

Маємо очевидний розв’язок C1 = 2, C2 = −3. Тодi розв’язок
задачi Кошi y = 2 cos 4x− 3 sin 4x.
д) Складемо характеристичне рiвняння: λ2 + 6λ + 25 = 0. Його
коренi

λ1,2 =
−6±

√
62 − 4 · 25

2
=
−6±

√
−64

2
=
−6± 8i

2
= −3± 4i.

Тому фундаментальна система розв’язкiв складається з фун-
кцiй y1 = e−3x cos 4x, y2 = e−3x sin 4x. Тодi за принципом супер-
позицiї загальний розв’язок однорiдного рiвняння

y = C1y1 + C2y2 = C1e
−3x cos 4x+ C2e

−3x sin 4x.

Для похiдної маємо вираз

y′ = −3C1e
−3x cos 4x− 4C1e

−3x sin 4x−

−3C2e
−3x sin 4x+ 4C2e

−3x cos 4x.

При використаннi початкових умов виникає система рiвнянь:{
C1 = 4,
−3C1 + 4C2 = 0.

Маємо очевидний розв’язок C1 = 4, C2 = 3. Тодi розв’язок за-
дачi Кошi y = 4e−3x cos 4x+ 3e−3x sin 4x = (4 cos 4x+ 3 sin 4x) e−3x.
Вiдповiдь: а) y = e−4x + 2e−2x; б) y = 3xe−4x; в) y = 3xe3x − e4x;
г) y = 2 cos 4x− 3 sin 4x; д) y = (4 cos 4x+ 3 sin 4x) e−3x.

Задача 10. Побудувати загальний розв’язок однорiдного рiвня-
ння:

y(IV) − 12y′′′ + 56y′′ − 120y′ + 100y = 0.

Складемо характеристичне рiвняння:

λ4 − 12λ3 + 56λ2 − 120λ+ 100 = 0.
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Його коренi, знайденi за допомогою wolframalpha.com, дорiв-
нюють λ1,2 = 3± i. Тому розкладання лiвої частини на множни-
ки повинно мiстити добуток

(λ− λ1)(λ− λ2) = λ2 − (λ1 + λ2)λ+ λ1λ2 =

= λ2 − (3 + i+ 3− i)λ+ (3 + i)(3− i) = λ2 − 6λ+ 10.

Цей квадратний тричлен має бути дiльником лiвої частини:

λ4 − 12λ3 + 56λ2 − 120λ+ 100 λ2 − 6λ+ 10

λ4 − 6λ3 + 10λ2 λ2 − 6λ+ 10

−6λ3 + 46λ2 − 120λ
−6λ3 + 36λ2 − 60λ

10λ2 − 60λ+ 100
10λ2 − 60λ+ 100

0

Отже, характеристичний многочлен є повним квадратом:

λ4 − 12λ3 + 56λ2 − 120λ+ 100 =
(
λ2 − 6λ+ 10

)2
.

Тому кожний з коренiв λ1,2 є коренем другої кратностi. Тодi до
фундаментальної системи розв’язкiв входять функцiї

y1 = e3x cosx, y2 = e3x sinx,

а також приєднанi до них функцiї

y3 = xe3x cosx, y4 = xe3x sinx.

Тодi за принципом суперпозицiї загальний розв’язок однорi-
дного рiвняння

y = C1y1 + C2y2 + C3y3 + C4y4 =

= C1e
3x cosx+ C2e

3x sinx+ C3xe
3x cosx+ C4xe

3x sinx.

Вiдповiдь: y = C1e
3x cosx+C2e

3x sinx+C3xe
3x cosx+C4xe

3x sinx.

Задача 11. Розв’язати задачу Кошi для неоднорiдного диферен-
цiального рiвняння зi спецiальною правою частиною:
а) y′′ − 3y′ + 2y = 2e3x, y(0) = 6, y′(0) = 10;
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б) y′′ + 2y′ − 8y = −8x2 + 4x+ 10, y(0) = 3, y′(0) = −16;
в) y′′ − 6y′ + 5y = (12x− 8)e−x, y(0) = 2, y′(0) = 7;
г) y′′ − 3y′ + 2y = 10 sinx, y(0) = 4, y′(0) = 2;
д) y′′ − 7y′ + 12y = 2e3x sinx, y(0) = 1, y′(0) = 1.

а) Однорiдне рiвняння: y′′ − 3y′ + 2y = 0. Характеристичне
рiвняння λ2 − 3λ + 2 = 0 має коренi λ1 = 1, λ2 = 2. Як бачимо,
λ2 6= λ1, тому фундаментальна система розв’язкiв складається
з функцiй y1 = ex, y2 = e2x, а загальний розв’язок однорiдного
рiвняння за принципом суперпозицiї yодн = C1e

x + C2e
2x.

Права частина f(x) = 2e3x є спецiальною правою частиною
з параметром µ = 3, який не збiгається з жодним з коренiв λ1,2.
Тому частинний розв’язок неоднорiдного рiвняння шукаємо у
виглядi

y∗ = ae3x,

який узагальнює вигляд правої частини. Маємо:

y′∗ = 3ae3x, y′′∗ = 9ae3x.

Тодi неоднорiдне рiвняння набуває вигляду

9ae3x − 3 · 3ae3x + 2 · ae3x = 2e3x,

звiдки a = 1. Тому y∗ = e3x, i загальний розв’язок неоднорiдного
рiвняння

y = yодн + y∗ = C1e
x + C2e

2x + e3x.

Маємо:
y′ = C1e

x + 2C2e
2x + 3e3x.

Тодi з використанням початкових умов виникає система:{
y(0) = C1 + C2 + 1 = 6;
y′(0) = C1 + 2C2 + 3 = 10.

Її розв’язок C1 = 3, C2 = 2. Остаточно, розв’язок задачi Кошi
(частинний розв’язок, який задовольняє початковi умови) має
вигляд y = 3ex + 2e2x + e3x.

б) Однорiдне рiвняння: y′′ + 2y′ − 8y = 0. Характеристичне
рiвняння λ2 + 2λ− 8 = 0 має коренi λ1 = 2, λ2 = −4. Як бачимо,
λ2 6= λ1, тому фундаментальна система розв’язкiв складається з
функцiй y1 = e2x, y2 = e−4x, а загальний розв’язок однорiдного
рiвняння за принципом суперпозицiї yодн = C1e

2x + C2e
−4x.
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Права частина f(x) = −8x2 + 4x + 10 =
(
−8x2 + 4x+ 10

)
· e0

є спецiальною правою частиною з параметром µ = 0, який не
збiгається з жодним з коренiв λ1,2. Тому частинний розв’язок
неоднорiдного рiвняння шукаємо у виглядi

y∗ = q0x
2 + q1x+ q2,

який узагальнює вигляд правої частини. Маємо:

y′∗ = 2q0x+ q1, y′′∗ = 2q0.

Тодi неоднорiдне рiвняння набуває вигляду

2q0 + 2 (2q0x+ q1)− 8
(
q0x

2 + q1x+ q2

)
= −8x2 + 4x+ 10.

Методом невизначених коефiцiєнтiв складаємо систему:

x2: −8q0 = −8;
x1: 4q0 − 8q1 = 4;
x0: 2q0 + 2q1 − 8q2 = 10.

Її розв’язок q0 = 1, q1 = 0, q2 = −1. Тодi y∗ = x2 − 1, i загальний
розв’язок неоднорiдного рiвняння

y = yодн + y∗ = C1e
2x + C2e

−4x + x2 − 1.

Маємо:
y′ = 2C1e

x − 4C2e
2x + 2x.

Тодi з використанням початкових умов виникає система:{
y(0) = C1 + C2 − 1 = 3;
y′(0) = 2C1 − 4C2 = −16.

Її розв’язок C1 = 0, C2 = 4. Остаточно, розв’язок задачi Кошi
має вигляд y = 4e−4x + x2 − 1.

в) Однорiдне рiвняння: y′′ − 6y′ + 5y = 0. Характеристичне
рiвняння λ2 − 6λ + 5 = 0 має коренi λ1 = 1, λ2 = 5. Як бачимо,
λ2 6= λ1, тому фундаментальна система розв’язкiв складається
з функцiй y1 = ex, y2 = e5x, а загальний розв’язок однорiдного
рiвняння за принципом суперпозицiї yодн = C1e

x + C2e
5x.

Права частина f(x) = (12x − 8)e−x є спецiальною правою
частиною з параметром µ = −1, який не збiгається з жодним з
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коренiв λ1,2. Тому частинний розв’язок неоднорiдного рiвняння
шукаємо у виглядi

y∗ = (q0x+ q1) e−x,

який узагальнює вигляд правої частини. Маємо:

y′∗ = q0e
−x − (q0x+ q1) e−x = (−q0x+ q0 − q1) e−x,

y′′∗ = −q0e
−x − (−q0x+ q0 − q1) e−x = (q0x− 2q0 + q1) e−x.

Тодi неоднорiдне рiвняння набуває вигляду

(q0x− 2q0 + q1) e−x − 6 (−q0x+ q0 − q1) e−x+

+5 (q0x+ q1) e−x = (12x− 8)e−x.

Методом невизначених коефiцiєнтiв складаємо систему:

xe−x: q0 + 6q0 + 5q0 = 12;
e−x: (−2q0 + q1)− 6 (q0 − q1) + 5q1 = −8.

Її розв’язок q0 = 1, q1 = 0. Тодi y∗ = xe−x, i загальний розв’язок
неоднорiдного рiвняння

y = yодн + y∗ = C1e
x + C2e

5x + xe−x.

Маємо:
y′ = C1e

x + 5C2e
5x + e−x − xe−x.

Тодi з використанням початкових умов виникає система:{
y(0) = C1 + C2 = 2;
y′(0) = C1 + 5C2 + 1 = 7.

Її розв’язок C1 = 1, C2 = 1. Остаточно, розв’язок задачi Кошi
має вигляд y = ex + e5x + xe−x.

г) Однорiдне рiвняння: y′′ − 3y′ + 2y = 0. Характеристичне
рiвняння λ2 − 3λ + 2 = 0 має коренi λ1 = 1, λ2 = 2. Як бачимо,
λ2 6= λ1, тому фундаментальна система розв’язкiв складається
з функцiй y1 = ex, y2 = e2x, а загальний розв’язок однорiдного
рiвняння за принципом суперпозицiї yодн = C1e

x + C2e
2x.

Права частина f(x) = 10 sinx є комбiнацiєю спецiальних пра-
вих частин з параметром µ = 0±1i, який не збiгається з жодним
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з коренiв λ1,2. Тому частинний розв’язок неоднорiдного рiвня-
ння шукаємо у виглядi

y∗ = M cosx+N sinx,

який узагальнює вигляд правої частини. Нагадаємо, з вiдсу-
тностi косинусу в правiй частинi не випливає, що цей косинус
повинен бути вiдcутнiм i в частинному розв’язку; його наяв-
нiсть ми припускаємо за допомогою доданку M cosx. Маємо:

y′∗ = −M sinx+N cosx, y′′∗ = −M cosx−N sinx.

Тодi неоднорiдне рiвняння набуває вигляду

(−M cosx−N sinx)− 3 (−M sinx+N cosx) +

+2 (M cosx+N sinx) = 10 sinx.

Методом невизначених коефiцiєнтiв складаємо систему:

cosx: −M − 3N + 2M = 0;
sinx: −N + 3M + 2N = 10.

Її розв’язок M = 3, N = 1. Тодi y∗ = 3 cosx + sinx, i загальний
розв’язок неоднорiдного рiвняння

y = yодн + y∗ = C1e
x + C2e

2x + 3 cosx+ sinx.

Маємо:
y′ = C1e

x + 2C2e
2x − 3 sinx+ cosx.

Тодi з використанням початкових умов виникає система:{
y(0) = C1 + C2 + 3 = 4;
y′(0) = C1 + 2C2 + 1 = 2.

Її розв’язок C1 = 1, C2 = 0. Остаточно, розв’язок задачi Кошi
має вигляд y = ex + 3 cosx+ sinx.

д) Однорiдне рiвняння: y′′ − 7y′ + 12y = 0. Характеристичне
рiвняння λ2 − 7λ + 12 = 0 має коренi λ1 = 3, λ2 = 4. Як бачимо,
λ2 6= λ1, тому фундаментальна система розв’язкiв складається
з функцiй y1 = e3x, y2 = e4x, а загальний розв’язок однорiдного
рiвняння за принципом суперпозицiї yодн = C1e

3x + C2e
4x.
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Права частина f(x) = 2e3x sinx є комбiнацiєю спецiальних
правих частин з параметром µ = 3 ± 1i, який не збiгається з
жодним з коренiв λ1,2. Тому частинний розв’язок неоднорiдно-
го рiвняння шукаємо у виглядi

y∗ = e3x (M cosx+N sinx) ,

який узагальнює вигляд правої частини. Нагадаємо, з вiдсу-
тностi косинусу в правiй частинi не випливає, що цей косинус
повинен бути вiдcутнiм i в частинному розв’язку; його наяв-
нiсть ми припускаємо за допомогою доданку M cosx. Маємо:

y′∗ = 3e3x (M cosx+N sinx) + e3x (−M sinx+N cosx) =

= e3x [(3M +N) cosx+ (3N −M) sinx] ,

y′′∗ = 3e3x [(3M +N) cosx+ (3N −M) sinx] +

+e3x [− (3M +N) sinx+ (3N −M) cosx] =

= e3x [(8M + 6N) cosx+ (8N − 6M) sinx] .

Тодi неоднорiдне рiвняння набуває вигляду

e3x [(8M + 6N) cosx+ (8N − 6M) sinx]−

−7e3x [(3M +N) cosx+ (3N −M) sinx] +

+12e3x (M cosx+N sinx) = 2e3x sinx.

Методом невизначених коефiцiєнтiв складаємо систему:

cosxe3x: (8M + 6N)− 7 (3M +N) + 12M = 0;
sinxe3x: (8N − 6M)− 7 (3N −M) + 12N = 2.

Її розв’язок M = 1, N = −1. Тодi y∗ = e3x (cosx− sinx), i загаль-
ний розв’язок неоднорiдного рiвняння

y = yодн + y∗ = C1e
3x + C2e

4x + e3x (cosx− sinx) .

Маємо:

y′ = 3C1e
3x + 4C2e

4x + 3e3x (cosx− sinx) + e3x (− sinx− cosx) .

Тодi з використанням початкових умов виникає система:{
y(0) = C1 + C2 + 1 = 1;
y′(0) = 3C1 + 4C2 + 3− 1 = 1.
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Її розв’язок C1 = 1, C2 = −1. Остаточно, розв’язок задачi Кошi
має вигляд y = e3x − e4x + e3x (cosx− sinx).
Вiдповiдь: а) y = 3ex + 2e2x + e3x; б) y = 4e−4x + x2 − 1;
в) y = ex + e5x + xe−x; г) y = ex + 3 cosx+ sinx;
д) y = e3x − e4x + e3x (cosx− sinx).

Задача 12. Розв’язати задачу Кошi для неоднорiдного диферен-
цiального рiвняння зi спецiальною правою частиною. Врахува-
ти збiг параметру µ правої частини з коренем характеристи-
чного рiвняння.
а) y′′ − 2y′ − 8y = 12e4x, y(0) = 5, y′(0) = −8;
б) y′′ + 5y′ + 6y = (2x− 3) e−3x, y(0) = 5, y′(0) = −12;
в) y′′ + 8y′ + 16y = (18x+ 4)e−4x, y(0) = 2, y′(0) = −7;
г) y′′ + 16y = 128x sin 4x, y(0) = 2, y′(0) = 12.

а) Однорiдне рiвняння: y′′ − 2y′ − 8y = 0. Характеристичне
рiвняння λ2 − 2λ− 8 = 0 має коренi λ1 = 4, λ2 = −2. Як бачимо,
λ2 6= λ1, тому фундаментальна система розв’язкiв складається з
функцiй y1 = e4x, y2 = e−2x, а загальний розв’язок однорiдного
рiвняння за принципом суперпозицiї yодн = C1e

4x + C2e
−2x.

Права частина f(x) = 12e4x є спецiальною правою частиною
з параметром µ = 4, тому частинний розв’язок слiд було б шу-
кати у виглядi y∗ = pe4x. Але параметр µ збiгається з коренем
λ1, i ми маємо резонансний випадок. Кратнiсть кореня λ1 до-
рiвнює α = 1 (цей корiнь є простим). Тому частинний розв’язок
неоднорiдного рiвняння шукаємо у виглядi

y∗ = pxαe4x = pxe4x.

Маємо:
y′∗ = pe4x + 4pxe4x = (4px+ p) e4x,

y′′∗ = 4pe4x + 4 (4px+ p) e4x = (16px+ 8p) e4x.

Тодi неоднорiдне рiвняння набуває вигляду

(16px+ 8p) e4x − 2 (4px+ p) e4x − 8pxe4x = 12e4x,

звiдки p = 2. Тодi y∗ = 2xe4x, i загальний розв’язок неоднорi-
дного рiвняння

y = yодн + y∗ = C1e
4x + C2e

−2x + 2xe4x.

Маємо:
y′ = 4C1e

4x − 2C2e
−2x + 2e4x + 8xe4x.

163



Тодi з використанням початкових умов виникає система:{
y(0) = C1 + C2 = 5;
y′(0) = 4C1 − 2C2 + 2 = −8.

Її розв’язок C1 = 0, C2 = 5. Остаточно,

y = 5e−2x + 2xe4x.

б) Однорiдне рiвняння: y′′ + 5y′ + 6y = 0. Характеристичне
рiвняння λ2 +5λ+6 = 0 має коренi λ1 = −2, λ2 = −3. Як бачимо,
λ2 6= λ1, тому фундаментальна система розв’язкiв складається з
функцiй y1 = e−2x, y2 = e−3x, а загальний розв’язок однорiдного
рiвняння за принципом суперпозицiї yодн = C1e

−2x + C2e
−3x.

Права частина f(x) = (2x− 3) e−3x є спецiальною правою ча-
стиною з параметром µ = −3, тому частинний розв’язок слiд
було б шукати у виглядi y∗ = (q0x+ q1) e−3x. Але параметр µ
збiгається з коренем λ2, i ми маємо резонансний випадок. Кра-
тнiсть кореня λ2 дорiвнює α = 1. Тому частинний розв’язок
неоднорiдного рiвняння шукаємо у виглядi

y∗ = xα (q0x+ q1) e−3x =
(
q0x

2 + q1x
)
e−3x.

Маємо:

y′∗ = (2q0x+ q1) e−3x − 3
(
q0x

2 + q1x
)
e−3x =

=
[
−3q0x

2 + (2q0 − 3q1)x+ q1

]
e−3x,

y′′∗ = [−6q0x+ (2q0 − 3q1)] e−3x−

−3
[
−3q0x

2 + (2q0 − 3q1)x+ q1

]
e−3x =

=
[
9q0x

2 + (−12q0 + 9q1)x+ (2q0 − 6q1)
]
e−3x.

Тодi неоднорiдне рiвняння набуває вигляду[
9q0x

2 + (−12q0 + 9q1)x+ (2q0 − 6q1)
]
e−3x+

+5
[
−3q0x

2 + (2q0 − 3q1)x+ q1

]
e−3x+

+6
(
q0x

2 + q1x
)
e−3x = (2x− 3) e−3x.
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Легко бачити, що усi доданки, якi мiстять x2e−3x, взаємно зни-
щуються. Тодi методом невизначених коефiцiєнтiв складаємо
систему:

xe−3x: (−12q0 + 9q1) + 5 (2q0 − 3q1) + 6q1 = 2;
e−3x: (2q0 − 6q1) + 5q1 = −3,

звiдки q0 = −1, q1 = 1. Тодi y∗ =
(
x− x2

)
e−3x, i загальний розв’я-

зок неоднорiдного рiвняння

y = yодн + y∗ = C1e
−2x + C2e

−3x +
(
x− x2

)
e−3x.

Маємо:

y′ = −2C1e
−2x − 3C2e

−3x + (1− 2x) e−3x − 3
(
x− x2

)
e−3x.

Тодi з використанням початкових умов виникає система:{
y(0) = C1 + C2 = 5;
y′(0) = −2C1 − 3C2 + 1 = −12.

Її розв’язок C1 = 2, C2 = 3. Остаточно,

y = 2e−2x + 3e−3x +
(
x− x2

)
e−3x.

в) Однорiдне рiвняння: y′′ + 8y′ + 16y = 0. Характеристичне
рiвняння λ2 + 8λ + 16 = 0 має корiнь λ1,2 = −4 кратностi α = 2.
Тому фундаментальна система розв’язкiв складається з фун-
кцiй y1 = e−4x, y2 = xe−4x, а загальний розв’язок однорiдного
рiвняння за принципом суперпозицiї yодн = C1e

−4x + C2xe
−4x.

Права частина f(x) = (18x + 4)e−4x є спецiальною правою
частиною з параметром µ = −4, тому частинний розв’язок слiд
було б шукати у виглядi y∗ = (q0x+ q1) e−4x. Але параметр µ
збiгається з коренем λ1,2, i ми маємо резонансний випадок.
Тому частинний розв’язок неоднорiдного рiвняння шукаємо у
виглядi

y∗ = xα (q0x+ q1) e−4x =
(
q0x

3 + q1x
2
)
e−4x.

Маємо:

y′∗ =
(
3q0x

2 + 2q1x
)
e−4x − 4

(
q0x

3 + q1x
2
)
e−4x =

=
[
−4q0x

3 + (3q0 − 4q1)x2 + 2q1x
]
e−4x,
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y′′∗ =
[
−12q0x

2 + (6q0 − 8q1)x+ 2q1

]
e−4x−

−4
[
−4q0x

3 + (3q0 − 4q1)x2 + 2q1x
]
e−4x =

=
[
16q0x

3 + (−24q0 + 16q1)x2 + (6q0 − 16q1)x+ 2q1

]
e−4x.

Тодi неоднорiдне рiвняння набуває вигляду[
16q0x

3 + (−24q0 + 16q1)x2 + (6q0 − 16q1)x+ 2q1

]
e−4x+

+8
[
−4q0x

3 + (3q0 − 4q1)x2 + 2q1x
]
e−4x+

+16
(
q0x

3 + q1x
2
)
e−4x = (18x+ 4)e−4x.

Легко бачити, що усi доданки, якi мiстять x3e−4x, x2e−4x, взаєм-
но знищуються. Тодi методом невизначених коефiцiєнтiв скла-
даємо систему:

xe−4x: (6q0 − 16q1) + 16q1 = 18;
e−4x: 2q1 = 4,

звiдки q0 = 3, q1 = 2. Тодi y∗ =
(
3x3 + 2x2

)
e−4x, i загальний

розв’язок неоднорiдного рiвняння

y = yодн + y∗ = C1e
−4x + C2xe

−4x +
(
3x3 + 2x2

)
e−4x.

Маємо:
y′ = −4C1e

−4x + C2e
−4x − 4C2xe

−4x+

+
(
9x2 + 4x

)
e−4x − 4

(
3x3 + 2x2

)
e−4x.

Тодi з використанням початкових умов виникає система:{
y(0) = C1 = 2;
y′(0) = −4C1 + C2 = −7.

Її розв’язок C1 = 2, C2 = 1. Остаточно,

y = 2e−4x + xe−4x +
(
3x3 + 2x2

)
e−4x =

(
3x3 + 2x2 + x+ 2

)
e−4x.

г) Однорiдне рiвняння: y′′ + 16y = 0, характеристичне рiв-
няння λ2 + 16 = 0, коренi λ1,2 = 0 ± 4i. Тому фундаментальна
система розв’язкiв складається з функцiй y1 = cos 4x, y2 = sin 4x,
а загальний розв’язок однорiдного рiвняння за принципом су-
перпозицiї yодн = C1 cos 4x+ C2 sin 4x.
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Права частина f(x) = 128x sin 4x є комбiнацiєю спецiальних
правих частин з параметром µ = 0 ± 4i, тому випадок є ре-
зонансним. За рахунок цього частинний розв’язок шукаємо у
виглядi

y∗ = x [(q0x+ q1) cos 4x+ (q2x+ q3) sin 4x] =

=
(
q0x

2 + q1x
)

cos 4x+
(
q2x

2 + q3x
)

sin 4x.

(Нагадаємо, доданок у виглядi добутку многочлена i косинуса
в частинному розв’язку повинен бути в наявностi навiть по-
при те, що в правiй частинi диференцiального рiвняння такий
добуток вiдсутнiй.) Маємо:

y′∗ = (2q0x+ q1) cos 4x− 4
(
q0x

2 + q1x
)

sin 4x+

+ (2q2x+ q3) sin 4x+ 4
(
q2x

2 + q3x
)

cos 4x =

=
[
4q2x

2 + (2q0 + 4q3)x+ q1

]
cos 4x+

+
[
−4q0x

2 + (2q2 − 4q1)x+ q3

]
sin 4x,

y′′∗ = [8q2x+ (2q0 + 4q3)] cos 4x−
−4
[
4q2x

2 + (2q0 + 4q3)x+ q1

]
sin 4x+

+ [−8q0x+ (2q2 − 4q1)] sin 4x+

+4
[
−4q0x

2 + (2q2 − 4q1)x+ q3

]
cos 4x =

=
[
−16q0x

2 + (16q2 − 16q1)x+ (2q0 + 8q3)
]

cos 4x+

+
[
−16q2x

2 + (−16q0 − 16q3)x+ (2q2 − 8q1)
]

sin 4x.

Тодi неоднорiдне рiвняння набуває вигляду[
−16q0x

2 + (16q2 − 16q1)x+ (2q0 + 8q3)
]

cos 4x+

+
[
−16q2x

2 + (−16q0 − 16q3)x+ (2q2 − 8q1)
]

sin 4x+

+16
[(
q0x

2 + q1x
)

cos 4x+
(
q2x

2 + q3x
)

sin 4x
]

= 128x sin 4x.

Легко бачити, що усi доданки, якi мiстять x2 cos 4x, x2 sin 4x,
взаємно знищуються. Тодi методом невизначених коефiцiєнтiв
складаємо систему:

x cos 4x: (16q2 − 16q1) + 16q1 = 0;
cos 4x: (2q0 + 8q3) = 0;
x sin 4x: (−16q0 − 16q3) + 16q3 = 128;

sin 4x: (2q2 − 8q1) = 0,
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звiдки q2 = 0, q1 = 0, q0 = −8, q3 = 2. Тодi

y∗ = −8x2 cos 4x+ 2x sin 4x,

i загальний розв’язок неоднорiдного рiвняння

y = yодн + y∗ = C1 cos 4x+ C2 sin 4x− 8x2 cos 4x+ 2x sin 4x.

Маємо:
y′ = −4C1 sin 4x+ 4C2 cos 4x−

−16x cos 4x+ 32x2 sin 4x+ 2 sin 4x+ 8x cos 4x.

Тодi з використанням початкових умов виникає система:{
y(0) = C1 = 2;
y′(0) = 4C2 = 12.

Її розв’язок C1 = 2, C2 = 3. Остаточно,

y = 2 cos 4x+ 3 sin 4x− 8x2 cos 4x+ 2x sin 4x.

Вiдповiдь: а) y = 5e−2x+2xe4x; б) y = 2e−2x+3e−3x+
(
x− x2

)
e−3x;

в)
(
3x3 + 2x2 + x+ 2

)
e−4x; г) 2 cos 4x+3 sin 4x−8x2 cos 4x+2x sin 4x.

Задача 13. Розв’язати задачу Кошi для системи однорiдних лi-
нiйних диференцiальних рiвнянь{

x′1 = 7x1 − 3x2,
x′2 = 6x1 − 2x2

з початковими умовами x1(0) = 2, x2(0) = 3.
Маємо лiнiйну однорiдну СДР зi сталими коефiцiєнтами.

Продиференцiюємо перше рiвняння за змiнною t:

x′′1 = 7x′1 − 3x′2.

Пiдставимо сюди вирази для x′1, x
′
2 з умови задачi:

x′′1 = 7 (7x1 − 3x2)− 3 (6x1 − 2x2) = 31x1 − 15x2.

Виразимо звiдси x2:

x2 =
31x1 − x′′1

15
. (∗)
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Пiдставимо цей вираз в перше рiвняння умови задачi:

x′1 = 7x1 − 3 · 31x1 − x′′1
15

, 5x′1 = 35x1 − (31x1 − x′′1) ,

x′′1 − 5x′1 + 4x1 = 0.

Функцiю x2 виключили, а для функцiї x1 отримали лiнiйне
однорiдне диференцiальне рiвняння зi сталими коефiцiєнтами.
Характеристичне рiвняння λ2 − 5λ + 4 = 0, його коренi λ1 = 1,
λ2 = 4. Загальний розв’язок

x1(t) = C1e
t + C2e

4t.

Похiднi:

x′1(t) = C1e
t + 4C2e

4t, x′′1(t) = C1e
t + 16C2e

4t.

Пiдставляючи цi вирази до (∗), отримуємо:

x2 =
31
(
C1e

t + C2e
4t
)
−
(
C1e

t + 16C2e
4t
)

15
= 2C1e

t + C2e
4t.

Стовпець

X=

(
x1

x2

)
=

(
C1e

t + C2e
4t

2C1e
t + C2e

4t

)
є загальним розв’язком заданої СДР. Для отримання розв’язку
задачi Кошi треба константам C1, C2 надати таких значень, за
яких виконаються початковi умови. З використанням цих умов
отримуємо систему{

x1(0) = C1 + C2 = 2,
x2(0) = 2C1 + C2 = 3.

Її розв’язок C1 = C2 = 1. При пiдстановцi цих значень до за-
гального розв’язку отримуємо розв’язок задачi Кошi.

Вiдповiдь: X=

(
x1

x2

)
=

(
et + e4t

2et + e4t

)
.

Задача 14. Розв’язати задачу Кошi для системи неоднорiдних
лiнiйних диференцiальних рiвнянь{

x′1 = 7x1 − 3x2 − 2t+ 3,
x′2 = 6x1 − 2x2 − 4t+ 6
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з початковими умовами x1(0) = 2, x2(0) = 2.
Маємо лiнiйну неоднорiдну СДР зi сталими коефiцiєнтами.

Продиференцiюємо перше рiвняння за змiнною t:

x′′1 = 7x′1 − 3x′2 − 2.

Пiдставимо сюди вирази для x′1, x
′
2 з умови задачi:

x′′1 = 7 (7x1 − 3x2 − 2t+ 3)− 3 (6x1 − 2x2 − 4t+ 6)− 2 =

= 31x1 − 15x2 − 2t+ 1.

Виразимо звiдси x2:

x2 =
31x1 − 2t+ 1− x′′1

15
. (∗)

Пiдставимо цей вираз в перше рiвняння умови задачi:

x′1 = 7x1 − 3 · 31x1 − 2t+ 1− x′′1
15

− 2t+ 3,

5x′1 = 35x1 − (31x1 − 2t+ 1− x′′1)− 10t+ 15,

x′′1 − 5x′1 + 4x1 = 8t− 14.

Функцiю x2 виключили, а для функцiї x1 отримали лiнiйне не-
однорiдне диференцiальне рiвняння зi сталими коефiцiєнтами.
Характеристичне рiвняння λ2 − 5λ + 4 = 0, його коренi λ1 = 1,
λ2 = 4. Загальний розв’язок вiдповiдного однорiдного рiвняння

x1, одн(t) = C1e
t + C2e

4t.

Оскiльки права частина є многочленом першого степеня i чи-
сло λ = 0 не є коренем характеристичного рiвняння, то маємо
нерезонансний випадок, i частинний розв’язок шукаємо у ви-
глядi

x1,∗(t) = at+ b, x′1,∗(t) = a, x′′1,∗(t) = 0.

Неоднорiдне рiвняння набуває вигляду

0− 5a+ 4 (at+ b) = 8t− 14.

Методом невизначених коефiцiєнтiв маємо систему:

t1: 4a = 8;
t0: −5a+ 4b = −14.
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Її розв’язок a = 2, b = −1. Тодi частинний розв’язок неоднорi-
дного ДР дорiвнює x1,∗(t) = 2t − 1. Тому загальний розв’язок
неоднорiдного ДР:

x1(t) = x1, одн(t) + x1,∗(t) = C1e
t + C2e

4t + 2t− 1.

Похiднi:

x′1(t) = C1e
t + 4C2e

4t + 2, x′′1(t) = C1e
t + 16C2e

4t.

Пiдставляючи цi вирази до (∗), отримуємо:

x2 =
31
(
C1e

t + C2e
4t + 2t− 1

)
− 2t+ 1−

(
C1e

t + 16C2e
4t
)

15
=

= 2C1e
t + C2e

4t + 4t− 2.

Стовпець

X=

(
x1

x2

)
=

(
C1e

t + C2e
4t + 2t− 1

2C1e
t + C2e

4t + 4t− 2

)
є загальним розв’язком заданої СДР. Для отримання розв’язку
задачi Кошi треба константам C1, C2 надати таких значень, за
яких виконаються початковi умови. З використанням цих умов
отримуємо систему{

x1(0) = C1 + C2 − 1 = 2,
x2(0) = 2C1 + C2 − 2 = 2.

Її розв’язок C1 = 1, C2 = 2. При пiдстановцi цих значень до
загального розв’язку отримуємо розв’язок задачi Кошi.

Вiдповiдь: X=

(
x1

x2

)
=

(
et + 2e4t + 2t− 1
2et + 2e4t + 4t− 2

)
.

Задача 15. Розв’язати задачу Кошi для системи однорiдних лi-
нiйних диференцiальних рiвнянь з урахуванням кратностi ко-
реня характеристичного рiвняння:{

x′1 = 2x1 − 4x2,
x′2 = 9x1 − 10x2

з початковими умовами x1(0) = 1, x2(0) = 1.
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Методом замiни аналогiчну задачу розв’язано у прикла-
дi 5.8. Тут застосуємо метод виключення. Продиференцiюємо
перше рiвняння i пiдставимо до нього x′1 i x′2 з умови задачi:

x′′1 = 2x′1 − 4x′2 = 2 (2x1 − 4x2)− 4 (9x1 − 10x2) = −32x1 + 32x2.

Звiдси x2 = x1 + 1
32x
′′
1 . Пiдставимо це до першого рiвняння за-

даної системи:

x′1 = 2x1 − 4

(
x1 +

1

32
x′′1

)
, x′′1 + 8x′1 + 16x1 = 0.

Характеристичне рiвняння λ2 + 8λ + 16 = 0 має єдиний корiнь
λ = −4. Тодi загальний розв’язок x1 = C1e

−4t +C2te
−4t. Похiднi:

x′1 = −4C1e
−4t + C2e

−4t − 4C2te
−4t = (C2 − 4C1) e−4t − 4C2te

−4t,

x′′1 = −4 (C2 − 4C1) e−4t − 4C2e
−4t + 16C2te

−4t =

= (16C1 − 8C2) e−4t + 16C2te
−4t.

Тодi

x2 = x1 +
1

32
x′′1 =

=
(
C1e

−4t + C2te
−4t
)

+
1

32

(
(16C1 − 8C2) e−4t + 16C2te

−4t
)

=

=

(
3

2
C1 −

1

4
C2

)
e−4t +

3

2
C2te

−4t.

З використанням початкових умов маємо систему:{
x1(0) = C1 = 1,
x2(0) = 3

2C1 − 1
4C2 = 1.

Її розв’язок C1 = 1, C2 = 2. Пiдставляючи цi значення до за-
гального розв’язку, отримуємо розв’язок задачi Кошi:

x1 = e−4t + 2te−4t, x2 = e−4t + 3te−4t.

Вiдповiдь: x1 = e−4t + 2te−4t, x2 = e−4t + 3te−4t.
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