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ВСТУП 
 
 
 

 Як відомо, одним з видів самостійної роботи студентів є 
виконання на протязі семестру типових розрахункових завдань. 
Їхньою метою є відпрацювання практичних вмінь та навичок. Вони 
покликані допомогти студентам більш глибоко засвоїти теоретичний 
матеріал і навчитися застосовувати набуті знання для розв’язання 
практичних задач. Запропоновані типові розрахунково-графічні 
завдання відповідають курсу «Математичний аналіз», який читається 
для студентів спеціальностей «Радіотехніка» та «Інформаційні мережі 
зв’язку» у І семестрі. 
 Даний практикум охоплює практично всі основні розділи І 
семестру даного курсу; тут містяться завдання по всіх темах курсу, 
запропоновано 30 варіантів завдань для самостійної роботи. Крім 
того, наведений список рекомендованої літератури, як основної, так і 
додаткової. 
 Типові розрахунково-графічні завдання виконуються протягом 
семестру, що забезпечує студентам систематичне вивчення курсу на 
основі опрацювання рекомендованих підручників та посібників, 
самостійного пошуку необхідних літературних джерел та матеріалів, 
їх аналізу та узагальнення, самостійного дослідження та письмового 
викладення практичних питань. 
 Номер варіанту студент обирає за номером у списку в журналі. 
Робота виконується українською або російською мовою в письмовій 
формі, бажано в зошиті у клітинку. Необхідно залишати поля для 
приміток. На титульному аркуші роботи потрібно вказати назву 
предмету, спеціальність, групу та курс, прізвище, ім’я та по батькові 
студента, прізвище викладача, який приймає роботу. 
 В типовому розрахунково-графічному завданні студент 
повинен розв’язати подані задачі методами, вказаними у завданнях, а 
також зробити всі необхідні креслення (графічні розв’язки). При 
цьому студентові необхідно показати набуті теоретичні знання з курсу  
 При виконанні роботи можна використовувати як лекційний 
матеріал та матеріал практичних занять, так і допоміжну літературу, 
наведену в кінці даного посібника. Перед виконанням завдань 
рекомендується спочатку вивчити відповідний теоретичний матеріал, 
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потім розібратись у розв’язаннях задач, які виконувались на 
практичних заняттях, і тільки після цього приступати до виконання 
власне типової розрахунково-графічної роботи. 
 При оцінюванні роботи показником її якості є, перш за все, те, 
наскільки студент самостійно і правильно розв’язав поставлені задачі 
та зрозумів зміст отриманих розв’язків. З цією метою при захисті 
роботи студенту можуть бути задані додаткові питання, в тому числі і 
з теоретичного матеріалу, який виноситься на іспит. 
 Робота, яка відповідає зазначеним вимогам, подається на 
кафедру викладачу для перевірки і наступного захисту у формі 
співбесіди у визначений термін (як правило, під час модульного 
контролю). На захисті роботи студент повинен вміти: 
 – викласти зміст поставлених задач та довести їхні розв’язки; 
 – відповісти на запитання щодо змісту одержаних розв’язків; 
 – відповісти на додаткові питання. 
 Позитивні результати захисту роботи оформлюються 
відповідною кількістю рейтингових балів. Роботи, які не відповідають 
зазначеним вимогам, не зараховуються і повертаються студенту для 
доопрацювання із зазначенням терміну повторного захисту. 
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1 ГРАНИЦІ ТА НЕПЕРЕРВНІСТЬ 
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 Завдання 1.2. Обчислити границю. 
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 Завдання 1.3. Обчислити границю. 
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9. 
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 Завдання 1.4. Обчислити границю. 
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
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
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 Завдання 1.5. Обчислити границю. 

1. 







−

→ xsintgx
lim
x

11
0

. 2. 2

22

0

3
x

xsinxsinlim
x

−
→

. 3. 
xsinx

xsinxsinlim
x

37
0

+
→

. 

4. 20 2
51

x
xcoslim

x

−
→

. 5. 20 3
42

x
xcosxcoslim

x

−
→

. 6. 
xtg

xarctglim
x 3

2
0→

. 

7. 20 2
33

x
xsinxtglim

x

−
→

. 8. 
xπ

xsinlim
πx 4

21
4 −

−
→

. 9. 2

3

0 3
44

x
xcosxcoslim

x

−
→

. 
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10. 







−

→ xtgxsin
lim
x 2

1
2

1
0

. 11. 20 3
81

x
xcoslim

x

−
→

. 12. 
x

xsinxsinlim
x 5

3
0

−
→

. 

13. 20 2
5

x
xcosxcoslim

x

−
→

. 14. 
xsin

xtglim
x 2

3
0→

.  15. 20 3x
xsintgxlim

x

−
→

. 

16. 
xsin

xarcsinlim
x 3

5
0→

. 17. ( )
2

1
0

xπtgxlim
x

−
→

. 18. 
xπ
xsinlim

πx 2
1

2 −
−

→
. 

19. 20

22
x

xsinxtglim
x

−
→

. 20. 
xtgx

xcoslim
x

2

0

1−
→

. 21. 2

3

0 5x
xcosxcoslim

x

−
→

. 

22. 
xsinxsin

xlim
x 7

7
0 +→

. 23. ( )tgxxπlim
πx

−
→

2
2

. 24. 
( )22 2
1

xπ
xsinlim

πx −
−

→
. 

25. 
xarcsin

xsinxsinlim
x

+
→

5
0

. 26. 20 4
5

x
xcosxcoslim

x

−
→

. 27. 
xsinx

xcoslim
x

41
0

−
→

. 

28. 
xarcsinx
xcoslim

x

21 2

0

−
→

. 29. 
xx

xarcsinlim
x −→ 20

5
. 30. 2

22

0

2
x

xcosxcoslim
x

−
→

. 
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2 ПОХІДНА ТА ЇЇ ЗАСТОСУВАННЯ 
 
 
 

 Завдання 2.1. Продиференціювати функцію. 

1. ( )34
22

−
=

xth
xarccosy . 2. 

( )
2

2 24
xarctg

xhsy +
= . 3. 

xth
xarccosy 2

54
= . 

4. 
( )

xhs
xarctgy 122 +

= . 5. 
xhc

xarcsiny 4

34
= . 6. 

( )
xarcsin

xthy
4
22 −

= . 

7. 
( )

xarcsin
xthcy

5
243 +

= . 8. 
( )

2
15

3

xarccos
xcthy −

= . 9. 
xarccos

xshy
4

5

= . 

10. 
xarctg

xchy
4

5

= . 11. 
xsh

xarctgy
2

4
2

4
= . 12. 

( )
xarccos

xthy
5
622 +

= . 

13. ( )13
43

+
=

xsh
xarcsiny . 14. 3

7 5
xth

xarcsiny = . 15. 
xarctg

xthy
4

4
2

2

= . 

16. 
( )

xarccos
xcthy

4
2

2

2 +
= . 17. 

xsh
xarcctgy 54

= . 18. ( )xch
xarctgy

1
23

= . 

19. 
xth

xarccosy 2

35
= . 20. 

xcos
xarcsiny

25
= . 21. ( )2

35

+
=

xarctg
xchy . 

22. 
xarcctg

xshy
5

6

= . 23. ( )13
33

+
=

xth
xarctgy . 24. 

3

3 7
xcth

xarctgy = . 

25. 
xth

xarcsiny
2

23

= . 26. 
xhc

xarccosy 2
2

= . 27. ( )2
53

−
=

xth
xarccosy . 

28. ( )52

3

−
=

xhc
xtgcarcy . 29. ( )24

82

−
=

xch
xarcsiny . 30. 

( )
xarctg

xshy 3+
= . 

 
 Завдання 2.2. Продиференціювати функцію. 

1. ( ) xarcctgxshy 23= . 2. ( ) ( )3+
=

xsin
xcthy . 3. ( ) ( )13 += xthxarctgy . 
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4. ( ) ( )25 += xarcctgxshy . 5. ( ) ( )37 += xshxctgy . 6. ( ) xcosxarccosy = . 

7. ( ) 257 +
=

xxtgy . 8. ( ) xsinxctgy 32= . 9. ( ) 343 +
=

xxtgy . 

10. ( ) xarctgxsiny 14= . 11. ( ) ( )23 += xarctgxshy . 12. ( )( ) xctgxlogy 7
2 4+= . 

13. ( )( ) xsinxlny 3+= . 14. ( ) xarcctg
xy

3
23 += . 15. ( ) xarctgxcosy 5= . 

16. ( )( ) xsinarcxshy 22+= . 17. ( ) ( )15 += xsinarcxthy . 18. ( ) xcosarcxsiny 3= . 

19. ( )( ) xlnxcosy 2+= . 20. ( ) xsinarcxcthy 3= . 21. ( ) xctgxchy 13= . 

22. ( ) xtgxarcsiny 5= . 23. ( ) xlnxarccosy 5= . 24. ( ) xsinxarctgy 2= . 

25. ( )( ) xctgxlny 27+= .26. ( )( ) 347 ++= xxctgy .27. ( ) xarctg
xthy

2
1+= . 

28. 
xsinarc

x
cthy

71






= . 29. ( )( ) xsinarcxcosy 35+= .30. ( ) xarccos

xy
3

5+= . 

 
 Завдання 2.3. Знайти y′  та y ′′  для функції, заданої неявно. 
1. ( )xylnxy += 23 . 2. 7523 −=− xyxy . 3. yxyx 732 =+ . 
4. 88 224 =++ yyxx . 5. 52 2 += xyycos . 6. xyx 93 33 =+ . 

7. 82 =+ yx . 8. ( ) ( )yxyxy +−=23 . 9. ( ) 105 23 =+ yxsin . 

10. ( ) 32 43 xyxtg =+ . 11. ytgyx =5 .  12. yxytg 75 += . 
13. yysinx 82 =+ . 14. ysinxy =− 42 . 15. yxyarcctg 85 += . 
16. 2162 −= xy . 17. 137 22 =+ yx . 18. ytgxy +=2 . 
19. 1169 22 =+ yx . 20. xy 92 = .  21. xey y 1022 += . 
22. 52 2 =− xyyln . 23. ysinxy 333 =+ . 24. 22 532 yxey −= . 
25. ( ) xyxcos =+22 2 . 26. yxysin 35 += . 27. xyytg 65 −= . 
28. yctgxy −= 72 . 29. ycosxy =− 7 . 30. 345 xyy += . 
 
 Завдання 2.4. Знайти y′  та y ′′  для функції, заданої 
параметрично. 
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1. 






=

= −

.ey
,ex

t

t

3

2

  2. 
( )







−=

−=

.ty

,tx

3

25 3

 

3. 






=

−=

.ty
,tx

3

4

2
48

 4. 




=
=

.tlny
,tarccosx
 

5. 
( )
( )





+=

+=

.tty
,ttx

22

3

2
23

 6. 
( )





−+=

−=

.tty

,tx

11

1
2

2

 

7. 




+=
=

.tlnty
,tlnx

  8. 






=

=

.ety
,tex

t

t

2

22
 

9. 
( )
( )( )




+=

+=

.tty

,tx
21

11
 10. 







=

=

.tcosy
,tsinx

2

2

3
4

 

11. 
( )





=

=

.tlnty
,ttlnx

2
 12. 







−=

=

.ty

,tarcsinx
21

 

13. 
( )
( )( )




+=

+=

.tty

,tx
22

21
 14. 







−=

+=

.tty
,ttx
23

2

57
36

 

15. 
( ) ( )
( )




+=
+=
.tlnty

,ttlnx
1

1
 16. 







=

=
− .ey

,ex
t

t

4

4

 

17. 




=

=

.tsiny
,tcosx

2

2
 18. 







=

=

.tsiney
,tcosex

t

t

 

19. 
( )




=
=

.tlny
,tx
3

3

 20. 
( )
( )




−=
−=

.tcosty
,tsintx

4
4

 

21. 
( )
( )




+=
−=

.tsinttcosy
,tcosttsinx

5
5

 22. 
( )

( )



+=

=

.tlny
,tarctgx

221
2
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23. 




=
=

.tsiny
,tcosx

6
7

 24. 






=

=

.tsiny
,tcosx

2

2

9
7

 

25. 
( )





=

+=

.ty
,tsintx

44
38

 26. 
( )
( )( )




+=

+=

.tty

,tx
24

42
 

27. 






=

=

.tsiny
,tcosx

2

2

9
3

 28. 






=

=

.ty

,tx

87

2
8

 

29. 






=

=

.tsiny
,tcosx

3

3

7
14

 30. 






=

= −

.ey
,ex

t

t

9

3

 

 
 Завдання 2.5. Обчислити границю, використовуючи правило 
Лопіталя. 

1. 
πxarctg

elim
x

x −
−

∞→ 2

1

2
1

2

. 2. 
67

122
3

23

1 +−
−+−−

→ xx
xxxlim

x
. 3. 30 x

xsinxcosxlim
x

−
→

. 

4. 5x
elim

x

x ∞→
.  5. ( )21

1
1 xπsin

xlim
x −

−
→

. 6. 
3 x

xlnlim
x ∞→

. 

7. 
xcos

chxlim
x −

−
→ 1

1
0

. 8. ( )20 xπctg
xπlim

x→
. 9. 

xcos
tgxxcoslim

πx 41
21 2

4 +
−

→
. 

10. 
( )
( )xsinln

mxsinlnlim
x 0→

. 11. 
xtg

tgxlim
πx 52→

. 12. ( )ctgxxcoslim
x

−
→

1
0

. 

13. ( ) ( )21
1

xπtgxlim
x

−
→

. 14. ( )xsinxlim
x

3⋅
∞→

. 15. 
xx

xlim
x ++

++
−→ 2

1213

1
. 

16. 30 x
xsinxcosxlim

x

−
→

. 17. ( )21
1

1 xπsin
xlim

x −
−

→
. 18. 

xsinx
xsintgxlim

x −
−

→ 40
. 

19. 
xtg
xtglim

πx 5
3

2→
. 20. 

xcos
tgxxseclim

πx 41
22

4 +
−

→
. 21. 

( )
4 3

5
+
+

∞→ x
xlnlim

x
. 
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22. 
xxsin

xtgxlim
x +

−
→ 20

. 23. 
10 −

−
→ x

xalim
xln

x
. 24. 22

2

0

1
xsinx

xcoslim
x −

−
→

. 

25. 
xsinx

xtgxlim
x −

−
→0

. 26. 





 −

→ xln
x

xln
lim
x

1
1

. 27. 
( )
2

2

1 1
641

x
xπsinlim

x −
−

→
. 

28. ( )xalim x

x
11 −

∞→
. 29. ( )axctg

a
axarcsinlim

ax
−⋅

−
→

. 

30. ( ) xlnarctgxπlim
x

2−
∞→

. 

 
 Завдання 2.6. Обчислити границю, використовуючи правило 
Лопіталя. 
1. ( ) x

x
xlnlim 1

∞→
.  2. ( ) ( )2

1
1 xπcos

x
xlim −

→
. 3. ( ) xsin

x
ctgxlim

0→
. 

4. ( )xln

x
xlim 216 +

∞→
. 5. ( ) xx

x
elim 11−

∞→
.   6. ( ) ( )






−

−
−→ 31 13

1
12

1
xx

lim
x

. 

7. 
x
asinxlim

x

2

∞→
.  8. ( ) ( )( )1211 −

∞→
− xln

x
xlim . 9. 

x

x x
mcoslim 








∞→
. 

10. 







−−
−

−→ 20
5

5
1

25 xxx
lim
x

.   11. ( ) xln

x
xctglim 1

0
2

→
.   12. xsin

x
xlim

0→
. 

13. ( ) ( )2

1
1 xπcos

x
xlim −

→
. 14. ( ) xsin

x
ctgxlim

0→
. 15. 

tgx

x x
lim 








→

1
0

. 

16. 
x

x x
xlim

3

3
4









+
−

∞→
. 17. ( )ctgx

x
xsinlim 21

0
−

→
. 18. ( )( )x

x
xlnlim 1

0→
. 

19. ( )tgx

x
xsinlim

0→
. 20. x

x
xlim

∞→
.  21. 

( )2

1 4

xπtg

x

xπtglim 







→
. 

22. 
( )2

1 4

xπtg

x

xπctglim 







→
. 23. ( ) xln

x
xlim −

→
1

1
. 24. ( )( ) x

x
exlnlim 1

0
+

→
. 

25. ( ) xctg

x
xcoslim

2

0→
. 26. x

x
xlim

0→
.  27. ( ) xln

x
xlnlim 12

∞→
. 
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28. ( ) xtg

x
xsinlim

212

0
1+

→
. 29. ( ) x

x
xlim 12

0
1+

→
. 30. ( )11

1

−

→

x

x
xlim . 

 
 Завдання 2.7. За допомогою диференціала наближено 
обчислити задані величини і оцінити відносну похибку (з точністю до 
двох знаків після коми). 
1. °44sin . 2. 102lg . 3. °46sin . 4. 80,lg . 5. 250 ,e . 

6. 15 . 7. 122 ,log . 8. 92,arctg . 9. °31ctg . 
10. °91sin . 11. 21,lg . 12. 40,arcsin . 13. 950,arctg . 

14. 13,arctg . 15. 132 , . 16. 114 , . 17. °61tg . 18. 20 ,e . 
19. 11lg . 20. 560,arcsin . 21. °59sin . 22. 011,arctg . 
23. ( )°46tgln . 24. °29sin .  25. 58,lg . 26. ( )202 ,eln + . 

27. 990,arctg . 28. 990,arctg . 29. ( )°31tgln . 30. 012 ,e . 
 
 Завдання 2.8. Провести повне дослідження вказаних функцій 
та побудувати графіки. 

1. ( )12 += xlny . 2. 
1
6

2

2

+
+

=
x
xy . 

3. xlnxy = .  4. ( ) 131 +−= xexy . 

5. 
1

232

+
+−

=
x

xxy . 6. 24
5

x
xy

−
= . 

7. 21
24
x

xy
−
−

= .  8. ( ) xxy 35 4 += . 

9. 22 1 xxy += . 10. ( ) xx eey 12 += . 

11. 
( )21

12
−
−

=
x
xy . 12. 

14

5

−
=

x
xy . 

13. 2

3 4
x

xy +
= . 14. ( )5

3
1 3 2 −= xxy . 

15. ( )143 −= xxy . 16. 
1

222

−
+−

=
x

xxy . 
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17. 
( )21

1
−
+

=
x
xy . 18. ( )xey += 41 . 

19. 
x
xxy 44 2 −−

= . 20. 
x

xy
−

=
9

. 

21. 
x
xlny

−
+

−=
1
1

. 22. 
( )

1
2 2

+
−

=
x

xy . 

23. 
xx

xxy
2

1
2

2

−
−−

= . 24. 23 2xexy −= . 

25. xlnxy 22 −= . 26. 
12

3

+−
=

xx
xy . 

27. ( )21 xlnxy +−= . 28. 
x
xlnxy += . 

29. 
x
xlny = .  30. 

14 2

2

−
=

x
xy . 

 
 Завдання 2.9. Розв’язати задачі. 
 1. Лампа висить над центром столу, який має радіус r . При 
якій висоті лампи над столом освітленість предмета, який лежить на 
його краю, буде найкращою? (Освітленість прямо пропорційна 
косинусу кута падіння сонячних променів і обернено пропорційна 
квадрату відстані до джерела світла). 
 2. Із усіх циліндрів, вписаних у даний конус, знайти той, у 
якого найбільша бічна поверхня. Висота конуса H , радіус основи R . 
 3. З паперового круга вирізано сектор. З частини круга, що 
залишилась, склеєно конічну воронку. Яку градусну міру повинен 
мати вирізаний сектор, щоб об’єм воронки був максимальним? 
 4. З усіх конусів з площею бічної поверхні S  знайти конус 
максимального об’єму. 
 5. Пункт В знаходиться на відстані 60 км від залізниці. 
Відстань по залізниці від пункту А до найближчої до пункту В точки 
С складає 285 км. На якій відстані від точки С необхідно побудувати 
станцію, від якої прокладуть шосе до пункту В, щоб витрачати 
найменшу кількість часу на переміщення між пунктами А та В, якщо 
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швидкість руху по залізниці дорівнює 52 годкм , а швидкість руху 
по шосе – 20 годкм ? 
 6. Канал, ширина якого a  м, під прямим кутом впадає в інший 
канал шириною b  м. Знайти найбільшу довжину балок, які можна 
сплавляти по цій системі каналів. 
 7. Знайти висоту прямого кругового конуса найменшого 
об’єму, описаного навколо кулі, якщо радіус кулі дорівнює R . 
 8. Бічні сторони рівнобічної трапеції дорівнюють b , а менша 
основа a . При якому куті нахилу бічних сторін трапеція матиме 
найбільшу площу? 
 9. Із фігури, яка обмежена кривою xy 3=  та прямими 

4=x , 0=y , вирізати прямокутник найбільшої площі. 
 10. Рівнобедрений трикутник, вписаний в коло, яке має радіус 
R , обертається навколо прямої, яка проходить через його вершину 
паралельно основі. Якою повинна бути висота цього трикутника, щоб 
тіло отримане в результаті його обертання, мало найбільший об’єм? 
 11. Необхідно виготовити відкритий циліндричний бак 
об’ємом V . Вартість 1 2м  матеріалу, з якого виготовляється дно баку 

1P  грн., а вартість 1 2м  матеріалу, який використовують для 
виготовлення стінок баку, – 2P  грн. При якому відношенні радіуса дна 
до висоти баку витрати на матеріал будуть мінімальними? 
 12. Ємність з вертикальними стінками, що має висоту H , 
заповнена нев’язкою рідиною, стоїть на горизонтальній площині. 
Визначити положення отвору, при якому дальність струменю рідини 
буде найбільшою, якщо швидкість витікання рідини, згідно із законом 
Торрічеллі, дорівнює gx2 , де x – відстань від отвору до поверхні 
рідини, g  – прискорення вільного падіння. 
 13. Вікно має форму прямокутника, завершеного півкругом. 
Периметр вікна дорівнює 15 м. При якому радіусі півкруга вікно буде 
пропускати найбільшу кількість світла? 
 14. На сторінці книжки друкований текст займає площу S , 
ширина верхнього та нижнього полів дорівнює a , а правого та 
лівого – b .При якому відношення ширини до висоти тексту площа 
всієї сторінки буде найменшою? 
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 15. З круглої колоди, діаметр якої d , необхідно вирізати балку 
прямокутного поперечного перерізу. Якими повинні бути ширина та 
висота цього перерізу, щоб балка створювала найбільший опір на 
згин? Опір балки на згин Q  пропорційний добутку ширини x  її 
поперечного перерізу і квадрату її висоти y , тобто 2kxyQ = , 

constk = . 
 16. Полотняне шатро об’ємом V  має форму прямого конуса. 
Яким повинно бути відношення висоти конуса до радіуса його основи, 
щоб на шато було витрачено найменшу кількість полотна? 
 17. У рівнобедрений трикутник з основою a  і кутом при 
основі α  необхідно вписати паралелограм найбільшої площі, так щоб 
одна з його вершин лежала на основі, а друга на бічній стороні 
трикутника. Знайти довжини сторін паралелограма. 
 18. Знайти співвідношення, яке пов’язує радіус R  і висоту H  
циліндра, який має при заданому об’ємі V  найменшу повну 
поверхню.  
 19. Необхідно виготовити конічну воронку, яка матиме твірну, 
рівну 20 см. Якою повинна бути висота воронки, щоб її об’єм був 
мінімальним? 
 20. Периметр рівнобедреного трикутника дорівнює p2 . Якою 
повинна бути його основа, щоб об’єм тіла, утвореного обертанням 
цього трикутника навколо його основи, був максимальним? 
 21. Знайти висоту конуса найбільшого об’єму, який можна 
вписати в кулю радіуса R . 
 22. Дротом, довжина якого l  м, необхідно обгородити клумбу, 
яка має форму кругового сектора. Яким повинен бути радіус круга, 
щоб площа клумби була максимальною? 
 23. Визначити максимальну площу прямокутника, вписаного в 
півкруг, який має радіус a . 
 24. Колода довжиною 20 м має форму зрізаного конуса, 
діаметри основ яких рівні 2 м та 1 м. З колоди необхідно виготовити 
балку з квадратним поперечним перерізом, вісь якої збігалася би з 
віссю колоди, а об’єм був максимальним. Якими повинні бути розміри 
балки? 
 25. З корабля, який стоїть на якорі на відстані 9 км від берега, 
необхідно послати гінця в табір. Табір розташований на відстані 15 км 
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до найближчої до корабля точки берега. Швидкість руху гінця на суші 
– 5 годкм , а на човні – 4 годкм . В якому місці він повинен 
причалити до берега, щоб потрапити в табір за найменший проміжок 
часу? 
 26. Смуга жерсті, яка має прямокутну форму, ширини a  
повинна бути зігнута у вигляді відкритого кругового жолоба, який має 
циліндричну форму, так, щоб його переріз мав форму сегмента. Яким 
має бути центральний кут, що спирається на дугу цього сегмента, щоб 
об’єм жолоба був максимальним? 
 27. Із круглої колоди, діаметр якої d , необхідно вирізати 
балку, яка має прямокутний переріз. Якими мають бути ширина a  та 
висота h  цього перерізу, щоб в горизонтальному положенні та 
рівномірному навантаженні балка мала найменший прогин? 
(Величина прогину обернено пропорційна добутку ширини 
поперечного перерізу і куба висоти). 
 28. Вартість 1 км перевезення вантажу залізницею становить 

1k  грн., а автомобілем – 2k  грн. 21 kk < . В якому місці P  необхідно 
почати будівництво шосе, щоб можна було дешевше перевозити 
вантаж з пункту А в пункт С? Відомо, що aAB = , bBC =  (рис. 1). 
 

 

А В Р 

С 

 
Рисунок 2.1 

 
 29. Чоловікові необхідно потрапити з пункту А, який 
знаходиться на одному березі річки, в пункт В на іншому її березі. Під 
яким кутом чоловік має переплисти річку, щоб добратися до пункту В 
за найменший час?. Швидкість руху на березі в k  раз більше 
швидкості руху річкою. Ширина річки h , відстань між пунктами А і 
В (вздовж берега) a . 
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 30. На прямолінійному відрізку AB , який з’єднує два джерела 
світла: A  (силою p ) і B  (силою q ), знайти точку M , яка 

освітлюється найменше, якщо aAB =  (Освітленість обернено 
пропорційна квадрату відстані від джерела світла). 
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3 ФУНКЦІЇ БАГАТЬОХ ЗМІННИХ 
 
 
 

 Завдання 3.1. Знайти повні диференціали вказаних функцій. 

1. xyyxz −= 37 .   2. xyyxz 222 −+= . 

3. 4−+= yxez .    4. ( ) 23 xyxcosz −+= . 
5. ( ) ( )( )yxyxtgz −+= .  6. ( )xyctgz = . 
7. 13 24 +−= yxxyz .   8. ( )2yxyxlnz −+= . 

9. 33222 yxyxz −+= .   10. 523 22 +−= yxz . 

11. ( )yxarctgz −= 2 .   12. xyez −= . 
13. 4237 yyxxz +−= .   14. xyxz 52 33 +−−= . 
15. ( )322 +−= xylnz .   16. ( )yxarccosz += . 

17. 42 3 xxyyz −−= .   18. xyxz +−= 223 . 
19. ( )yxarcctgz −= .   20. ( )( )xyxarcsinz += . 
21. 53 42 xyyxz −= .   22. yxsinyxz 32 −= . 

23. yarctgxz += .   24. ( ) 23xyxyarcsinz −= . 

25. 724 25 yxxyz += .   26. ( ) 322 xyxcosz +−= . 
27. ( )22 23 yxlnz −= .   28. 432 35 yxxyz −= . 
29. ( )yxarcsinz += .   30. ( )yxarctgz −= 2 . 
 
 Завдання 3.2. Обчислити похідну складної функції ( )y,xuu = , 
де ( )txx = , ( )tyy = , при 0tt =  з точністю до двох знаків після коми. 

1. 
y
x

x
yu −= , tsinx = , tcosy = , 

40
πt = . 

2. 32 ++= yxu , tlnx = , 2ty = , 10 =t . 
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3. 
y

xarcsinu
2

= , tsinx = , tcosy = , πt =0 . 

4. 
x
y

y
xu −= , tsinx 2= , ttgy 2= , 

40
πt = . 

5. 3++= yxu , tlnx = , 2ty = , 10 =t . 

6. 
x
yu = , tex = , tey 21−= , 00 =t . 

7. ( )yxarcsinu 2= , tsinx = , tcosy = , πt =0 . 

8. ( )yx eelnu += 2 , 2tx = , 4ty = , 10 =t . 

9. ( )yxarctgu += , 22 += tx , 24 ty −= , 10 =t . 

10. 322 ++= yxu , tlnx = , 3ty = , 10 =t . 

11. ( )xyarctgu = , 3+= tx , tey = , 00 =t . 

12. yxeu 2−= , tsinx = , 3ty = , 00 =t . 

13. ( )yx eelnu −+= , 2tx = , 3ty = , 10 −=t . 

14. xyu = , ( )1−= tlnx , 2tey = , 20 =t . 

15. 22 +−= xyeu , tsinx = , tcosy = , 
20
πt = . 

16. yexu 2= , tcosx = , tsiny = , πt =0 . 

17. ( )yx eelnu += , 2tx = , 3ty = , 10 =t . 

18. yxu = , tex = , tlny = , 10 =t . 

19. xyeu 2−= , tsinx = , 3ty = , 00 =t . 

20. yexu −= 2 , tsinx = , tsiny 2= , 
20
πt = . 

21. ( )yx eelnu += − , 2tx = , 3ty = , 10 −=t . 

22. 12 −−= xyeu , tcosx = , tsiny = , 
20
πt = . 

23. ( )yxarcsinu = , tsinx = , tcosy = , πt =0 . 
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24. ( )yxarccosu 2= , tsinx = , tcosy = , πt =0 . 

25. 
1

2

+
=

y
xu , tx 21−= , arctgty = , 00 =t . 

26. 
y
xu = , tex = , tey 22 −= , 00 =t . 

27. ( )yx eelnu 2−− += , 2tx = , 
3

3ty = , 10 =t . 

28. 32++= yxu , tlnx = , 2ty = , 10 =t . 

29. ( )yxarcsinu 2= , tsinx = , tcosy = , πt =0 . 

30. 
x
yu

2

= , tx 21−= , arctgty +=1 , 00 =t . 

 
 Завдання 3.3. Знайти найбільше та найменше значення функції 

( )y,xzz =  в області D , обмеженої заданими лініями. 
1. yxxyz −−= 2 ,    D : 0=x , 3=x , 0=y , 4=y . 

2. xyxz −=
2

2

,    D : 8=y , 22xy = . 

3. 22233 22 +−−+= yxyxz ,  D : 0=x , 0=y , 01 =−+ yx . 

4. 132 22 ++= yxz ,    D : 2

4
99 xy −= , 0=y . 

5. 142 22 ++−−= xyxyxz ,  D : 3−=x , 0=y , 01 =++ yx . 
6. 133 22 +−−+= yxyxz ,   D : 5=x , 0=y , 01 =−− yx . 

7. xyxyxz 4
2
122 22 −−+= ,   D : xy 2= , 2=y , 0=x . 

8. xyxyxz 2
2
52 22 −+−= ,   D : 0=x , 2=x 0=y , 2=y . 

9. yxxyz 23 −−= ,    D : 0=x , 4=x , 0=y , 4=y . 
10. 22 −+= xyxz ,    D : 44 2 −= xy , 0=y . 
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11. ( )yxyxz −−= 42 ,   D : 0=x , 0=y , xy −= 6 . 
12. xyyxz 333 −+= ,   D : 0=x , 2=x , 1−=y , 2=y . 
13. ( ) 224 yxyxz −−−= ,  D : 42 =+ yx , 42 =− yx , 0=x . 
14. xyxyxz 42 22 −−+= ,   D : 3=x , 0=y , 1+= xy . 
15. yxyxxyz 44996 22 ++−−= ,  D : 0=x , 1=x 0=y , 2=y . 
16. yxyxyxz 222 22 +−−+= ,  D : 2+= xy , 0=y , 2=x . 

17. 2224 yxz −−= ,    D : 0=y , 21 xy −= . 
18. 435 22 ++−= yxyxz ,  D : 1−=x , 1=x , 1−=y , 1=y . 
19. 22 42 yxxyxz −++= ,   D : 02 =++ yx , 0=x , 0=y . 
20. 22322 yxyxyxz −−= ,   D : 0=x , 0=y , 6=+ yx . 
21. xyyxz −+= 3 ,    D : xy = , 4=y , 0=x . 
22. yxxyz 2−−= ,    D : 3=x , xy = , 0=y . 
23. yxxyxz 8422 +−+= ,   D : 0=x , 1=x 0=y , 2=y . 
24. 22 35 yxyxz +−= ,   D : 0=x , 1=x , 0=y , 1=y . 
25. xyxyxz 42 22 −−+= ,   D : 01=+− yx , 3=x , 0=y . 
26. 82222 +−−+= yxyxz ,   D : 0=x , 0=y , 01 =−+ yx . 
27. 2232 yxyxz +−= ,   D : 0=x , 1=x 0=y , 6=y . 
28. 2263 yxyxyxz −−−+= ,  D : 0=x , 1=x , 0=y , 1=y . 
29. 1642 22 −−+−= xxyyxz ,  D : 0=x , 0=y , 03 =−+ yx . 
30. 1022 −+= xyxz ,    D : 0=y , 42 −= xy . 
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4 ІНТЕГРАЛИ ТА ЇХ ЗАСТОСУВАННЯ 
 
 
 

 Завдання 4.1. Обчислити невизначені інтеграли. 

1. ∫ xdxarctgx3 . 2. ∫ +−
− dx
xx

x
1744

13
2 . 3. ∫ − xcosxsin

dx
32

. 

4. ∫
−+

− dx
xx

x
223

8
. 5. ∫ ⋅ dxx x22 .  6. ∫

− xlnx
dx

21
. 

7. ∫
+122 xx

dx
. 8. dx

x xln

xln

∫ + 41
2

. 9. ∫ xdxcosxsin 5 . 

10. ∫ +−
+ dx

xxx
x

22
2

23 . 11. ∫ ⋅ dxxx 232 . 12. ∫ +
dx

xcos
xsin

3 27
. 

13. ∫ xdxcosxsin 5 . 14. 
( )

∫ −

+ dx
x

xarccosx
2

2

91
3

. 15. ∫
+ dx
x

xln1
. 

16. ∫ +
dx

x

xarctg

21
3

. 17. ( )∫ + xx
dx
1

. 18. ∫ 3 2 xsin
xdxcos

. 

19. ∫ +3 23 xcos
xdxsin

. 20. ∫ +
− dx

xx
x
3

1
. 21. ∫

− dxx

xx

9
381

. 

22. ( )∫ + xdxlnx 2 . 23. ( )∫ −+ dxex x22 3 . 24. ∫ − 54

2

x

x

e
dxe

. 

25. 
( )∫ + 32 1 xtgxcos
dx

. 26. ( )( )∫ −+ 31 2 xarctgx
dx

. 27. 
( )∫ − 7xx
dx

. 

28. ∫ +
+++ dx

xx
xxx

3

23 153
. 29. ∫

− dx
xcos

xctg
2

223
. 30. dx

xcos
xsin

∫ + 51
5

2 . 

 
 Завдання 4.2. Обчислити невизначені інтеграли. 

1. ∫
−+

+ dx
xx

x
2361

12
. 2. ( )( )∫ −+

++ dx
xxx

xx
23

52

. 3. ∫
−−

+ dx
xx

x
23

12
. 
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4. ∫ − 24 xx
dx

.  5. ∫
−+

+ dx
xx

x
267

4
. 6. ∫ +−

+ dx
xx

x
124

23
2 . 

7. ( )∫ + xdxcosx 32 . 8. ∫
++

− dx
xx

x
182

35
2

. 9. ∫
+−

+ dx
xx

x
344

2
2

. 

10. ∫ dxxarctg . 11. ∫ ++
+ dx

xx
x

52
2

2 . 12. ∫ dx
x

xln
2 . 

13. ∫ +
dx

x
xarcsin

1
. 14. ∫ xdxcosx 33 . 15. ∫ − dxex x 22 . 

16. ∫ xcosxsin
dx

22 . 17. ∫ ++
+ dx

xx
x

123
35

2 . 18. ∫
−+

− dx
xx

x
225

118
. 

19. ( )∫ + dxxlnx 12 . 20. ∫ xdxarcsin . 21. ∫ −
dx

e
e
x

x

1

2

. 

22. ( )∫ − xdxsinx1 . 23. ∫
− dx
x

xx
4

33

6
. 24. ∫ xdxlnx . 

25. ∫
++

− dx
xx

x
22

13
2

. 26. ∫ +
+ dx

xx
x

24

3

3
2

. 27. ∫ +
++ dx
x

xx
3

2

1
1

. 

28. ∫ + 43
2
2 xsin

xdxsin
. 29. ∫

−−

+ dx
xx

x
86

43
2

. 30. 
( )

∫
− dx
x

x
4

324
. 

 
 Завдання 4.3. Обчислити невизначені інтеграли. 

1. dx
x
x

∫
−

−
241

21
. 2. dx

x
x

∫
+ 41

. 3. ∫ +++
− dx

xxx
x

44
73

23 . 

4. ∫ −−
−− dx

xxx
xx

6
12

23

2

. 5. ( )∫ −− dxesine xx 22 . 6. ∫ +
dx

xcos
xsin
41

4
. 

7. ∫ ++
+ dx

xx
x

322
5

2 . 8. ∫
−− 134 2xx

dx
. 9. ∫

−+

− dx
xx

x
21

102
. 

10. ∫ +
dx

x
xarctg

2

3 2

1
. 11. 

( ) ( )∫ ++ 22

2

42 xx
dxx

. 12. ∫ − xx
dx
34

. 
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13. ∫
−+

+ dx
xx

x
223

2
. 14. ∫ +−

+ dx
xx

x
3124

1
2 . 15. ∫

++

+ dx
xx

x
163

5
2

. 

16. ∫ dxex x23 .  17. ∫ xcos
xdx

2 .  18. ∫ −
dx

x
x

4

2

1
. 

19. ∫ +−
− dx
xx

x
84

133
2 . 20. ∫ ++

+ dx
xx

x
125

1
2 . 21. ∫ ++ 112x

xdx
. 

22. ∫ +−
+ dx
xx

x
75

32
2 . 23. ∫ xlnx

dx
5 .  24. ∫

−+

+ dx
xx

x
254

35
. 

25. ∫ xdxsine x 22 . 26. ∫ dx
x

xln
3 .       27. ∫ −

++− dx
x

xx
4

22

4
22

. 

28. ∫ +
dx

x
x
3

6

1
. 29. ∫ xsin

xdx
2 .  30. ∫

+−

− dx
xx

x
32

4
2

. 

 
 Завдання 4.4. Обчислити невизначені інтеграли. 

1. ∫ ++
+− dx

xxx
xx
23

2

2
12

. 2. ∫ − 92xx
dx

.  3. ∫ +− 234 96 xxx
dx

. 

4. ∫ ++ 11x
dx

.  5. ( )∫ dxxlnsin . 6. ( )( )dx
xxx

x
∫ +++

+
12

3
2 . 

7. 
( )( )

∫
+− dx

x
xx

3 2

6 11
. 8. ∫ −

dx
x

x
4

2

9
. 9. ∫ −−+ 44 23 xxx

dx
. 

10. ∫ +−
− dx
xx

x
106

13
2 . 11. ∫ −164x

dx
.  12. ∫ +

dx
xx

dx
3

. 

13. ∫ ++ 534 xcosxsin
dx

. 14. ∫ ++ 522 2 xx
xdx

. 15. 
( )∫ −

− dx
x
x

37
2

. 

16. ∫
+ xe
dx

1
.  17. ∫ +++

+ dx
xxx

x
22

12
23

2

. 18. ∫ ++
+ dx

xxx
x

22
12

23

2

. 

19. ∫ + xcosxsin
dx

43
. 20. ∫ xdxcosx 62 . 21. ∫ xdxlnx3 2 . 
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22. ∫ −+ 1133 x
dx

. 23. ∫ dxx x 225 .  24. ∫ − xsin
dx
45

. 

25. ( )( )∫ +++ 21
2

2 xxx
xdx

. 26. ∫ dx
xcos
xsin

4

3

. 27. ∫ +
− dx

x
xarctgx

241
2

. 

28. ∫ +++
− dx

xxx
x

44
73

23 . 29. ∫ +
− dx

x
x

8
1

3 . 30. ∫ +−
− dx
xx

x
25

12
2 . 

 
 Завдання 4.5. Обчислити невизначені інтеграли. 

1. ∫ − 2

2

4 x
dxx

.  2. ∫ xdxctg 4 .  3. ∫ + 52 4x
xdx

. 

4. ∫ −
dx

x
x

164

4

. 5. ∫
− dx

x
x 32

. 6. ∫ − xcos
dx
35

. 

7. ( )∫ + dxxln 12 . 8. ∫ −
− dx
x

x
12

1
. 9. ( )∫ − xarcsinx

dx
21

. 

10. ∫ +−
− dx
xx

x
45

3
24

2

. 11. ∫ −−− 4 2121 xx
dx

. 12. ∫ xsin
dx

3 . 

13. ∫ +
dx

xsin
xcos

1
. 14. ∫ xdxcosxcos 3 . 15. ∫ +−

+ dx
xxx

x
22

2
23 . 

16. ∫ −13x
xdx

.  17. ∫
+ dx
x

x21
. 18. 

( )∫
−

32

2

2 x

dxx
. 

19. ∫ +3 1 x
xdx

.  20. ( )∫ + dxxx 3 235 1 . 21. ∫ xcosxsin
dx

22 . 

22. 
( )∫

+
321 x

dx
. 23. ∫ xdxsinxsin 3 . 24. ( )∫ − dxxsin 221 . 

25. ∫
+− 12xx

dx
. 26. ∫ xdxln2 .  27. ∫ xdxcosxcos 22 . 

28. ∫ −
+ dx

e
e

x

x

1
1

.  29. ∫ dxex x32 .  30. ∫ xdxsinx2 . 
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 Завдання 4.6. Обчислити невизначені інтеграли. 

1. ∫
+ dx
xcos

xsin
2

3 1
. 2. 

( ) ( )∫ +−
+ dx
xx

x
31

1
3

2

. 3. ( )∫ + dxex x1 . 

4. ∫ xdxcosxsin 42 . 5. ( )∫ + dxxsin41 . 6. ( )∫ +
dx

xxx
x

3

3

. 

7. ∫ ++ xcosxsin
dx

353
. 8. ∫ +

dx
xcos

xsin
1

3

. 9. ∫ xtg
dx

33 . 

10. ∫ − xcosxsin
dx

2
. 11. ∫ +3 27 xcos

xdxsin
. 12. ∫ −

−+ dx
x

xx
1

22
4

4

. 

13. ( )∫ ⋅+ dxx x312 . 14. ∫ +

− dx
xx

x
4 36 5

6 1
. 15. ∫ − dxx24 . 

16. ∫ +
dx

x
x
31

. 17. ∫ xdxsinxcos 22 . 18. ∫ xdxcosxsin 23 . 

19. ∫
+−

− dx
xx

x
14

12
2

. 20. ∫ xcosxsin
dx

33 22 . 21. ∫ xdxcosxsin 35 . 

22. ∫ +−
+− dx

xxx
xx
23

2

2
152

. 23. ∫ ++ 234 22 xxx
dx

. 24. ∫ −
− dx

xx
x

4
85

3

3

. 

25. ∫ +−+ xx
dx

113
. 26. ∫ xdxcosxsin 52 . 27. ∫ +

+ dx
x

x
3 13

1
. 

28. ∫ ⋅ dxx x5 .  29. ∫ ++
+ dx
xx

x
1

1
2 . 30. ∫

+ dx
x

x21
. 

 
 Завдання 4.7. Обчислити (з точністю до двох знаків після 
коми) площу фігури обмеженої вказаними лініями. 
1. xy 42 = , yx 42 = .  2. 32 xy = , 2=x . 
3. 2xy = , 22 xy −= .  4. ( )32 4 xy −= , 0=x . 
5. φsinρ 3= .   6. 3xy = , 1=y , 0=x . 
7. 6=yx , 07 =−+ yx . 8. xy 2= , 22 xxy −= , 0=x , 2=x . 
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9. yx 42 = , 
4

8
2 +

=
x

y . 10. 1+= xy , xcosy = , 0=y . 

11. tcosx 32= , tsiny 32= . 12. 23ρ cos= . 

13. 2xy = , xy −= 3 .  14. xy = , 3xy = . 
15. tcosx 37= , tsiny 37= . 16. φ34ρ cos= . 
17. φ33ρ cos= .  18. ( )φ12ρ cos−= . 
19. φ22ρ2 sin= .  20. ( )tsintx −= 4 , ( )tcosy −= 14 . 
21. ( )φ12ρ cos+= .  22. φ32ρ sin= . 

23. φ2ρ cos+= .  24. 21
1
x

y
+

= , 
2

2xy = . 

25. 12 += xy , xy −= 92 . 26. 32 xy = , 0=x , 4=y . 
27. φ4ρ 2sin= .  28. tcosx 3= , tsiny 2= . 
29. xy 92 = , xy 3= . 
30. ( )tsinttcosx += 3 , ( )tcosttsiny −= 3 , 0=y  ( )π0 ≤≤ t . 
 
 Завдання 4.8. Обчислити довжину дуги заданої кривої. 
1. ( )32 1−= xy  від точки ( )01;A  до точки ( )1256;B . 
2. 52 xy = , яка відтинається прямою 5=x . 
3. φ3ρ cos= . 
4. ( )φ13ρ cos−= . 

5. 
3
φ2ρ 3cos= . 

6. tcosx 25= , tsiny 25=  ( )2π0 ≤≤ t . 

7. ( )32 349 xy −=  між точками перетину з віссю Oy . 
8. φ3ρ sin= . 
9. xsinlny =  ( )2π3π ≤≤ x . 
10. ( )tsintx −= 9 , ( )tcosy −= 19 . 
11. 32 xy =  від точки ( )00;A  до точки ( )84;B . 
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12. ( )φ15ρ cos+= . 
13. φ4ρ cos= . 
14. φ5ρ sin= . 

15. 33tx = , 3tty −=  (петля). 

16. tcosx 34= , tsiny 34= . 
17. 22 xx eey −+=  ( )20 ≤≤ x . 
18. ( )tsintx −= 7 , ( )tcosy −= 17  π4π2 ≤≤ t . 

19. ( )32 1−= xy  від точки ( )12 −;A  до точки ( )85 −;B . 
20. ( )tsintx −= 9 , ( )tcosy −= 19  ( )π20 ≤≤ t . 
21. tcosx 32= , tsiny 32= . 
22. ( )tsinttcosx += 2 , ( )tcosttsiny −= 2 ( )π0 ≤≤ t . 
23. ( )3φρ 3sin=  ( )2πφ0 ≤≤ . 
24. ( )3φ2ρ 3sin=  ( )2πφ0 ≤≤ . 

25. 33 23 2 9=+ yx . 

26. 3
2

3
2

3
2

4=+ yx . 

27. ( )32 1+= xy , яка відтинається прямою 4=x . 
28. ( )xcoslny −= 1  ( )6π0 ≤≤ x . 
29. ( )3φ6ρ 3cos=  ( )2πφ0 ≤≤ . 
30. tcosx 34= , tsiny 44= . 
 
 Завдання 4.9. Обчислити (з точністю до двох знаків після 
коми) об’єм тіла, утвореного обертанням фігури Ф навколо вказаної 
осі координат. 
1. Ф: 22 2xy −= , 2=+ yx , Oy . 
2. Ф: 2xxy −= , 0=y , Ox . 
3. Ф: 22 xy = , 0322 =−+ yx , Ox . 
4. Ф: tcosx 3= , tsiny 3= , Ox . 
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5. Ф: 3xy = , 0=x , 8=y , Oy . 

6. Ф: ( )32 4+= xy , 0=x , Ox . 
7. Ф: 82 +−= xy , 2xy = , Ox . 
8. Ф: 22 xy −= , 2xy = , Ox . 

9. Ф: tcosy 3= , tsiny 2= , Oy . 
10. Ф: 4=xy , 062 =−+ yx , Ox . 
11. Ф: xy −= 42 , 0=x , Oy . 

12. Ф: 2=+ yx , 0=x , 0=y , Ox . 

13. Ф: 149 22 =+ yx , Oy . 
14. Ф: 23 xy = , 1=y , Ox . 
15. Ф: ( )tsintx −= 6 , ( )tcosy −= 16 , Ox . 
16. Ф: tcosx 23= , tsiny 24= , ( )2π0 ≤≤ t , Oy . 
17. Ф: xy =2 , yx =2 , Ox . 

18. Ф: ( )32 1−= xy , 2=x , Ox . 

19. Ф: 21 yx −= , xy
2
3

= , 0=y , Ox . 

20. Ф: xsiny = , 0=y  ( )π0 ≤≤ x , Ox . 
21. Ф: xy 42 = , yx 42 = , Ox . 
22. Ф: tcosx 2= , tsiny 5= , Oy . 
23. Ф: 2xy = , 28 yx = , Oy . 
24. Ф: xey = , 0=x , 0=y , 1=x , Ox . 
25. Ф: 342 xy = , 3=x , Ox . 
26. Ф: 22 xxy −= , 0=y , Ox . 
27. Ф: ( )φ12ρ cos+= , полярна вісь. 
28. Ф: tcosx 37= , tsiny 37= , Oy . 
29. Ф: 1116 22 =+ yx , Ox . 
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30. Ф: ( )23 1−= yx , 0=x , 0=y , Ox . 
 
 Завдання 4.10. Обчислити невласні інтеграли або довести їх 
розбіжність. 

1. а) 
( )

∫
∞

+2 2

2
4 xarctgπx

dx
, б) ∫

2

0

33π

xcos
xdxsin

. 

2. а) ( )∫
∞

+1
32 2 xlnxx

dx
, б) ∫

−

3

0
3 2

3

9
9

x
dxx

. 

3. а) ∫
∞

−

0

3 dxxe x , б) ∫
−

1

0
3 5

4

1 x
dxx

. 

4. а) ∫
∞−









+

−
−

0

23

2

11
dx

x
x

x
x

, б) ∫
−

2

0
6

2

64 x
dxx

. 

5. а) ∫
∞

+−0
2 122 xx

dx
, б) ∫ −

1

21
9 21 x

dx
. 

6. а) ( )∫
∞

+1
2 1xx

dx
, б) ( )∫ −

5

1
3

2

131 x
dxx

. 

7. а) 
( )∫

∞

−2
21e xlnx

dx
, б) ∫ −−

23

1
2 23 xx

dx
. 

8. а) 
( )∫

∞

+−1 2

4
3156 lnxx

dx
, б) 

( )∫
−

4

0 4 3216

10

x

xdx
. 

9. а) ∫
∞

+−1
2 299 xx

dx
, б) ∫ −

41

0
3 41 x

dx
. 

10. а) ∫
∞

+−3
2 23xx

dx
, б) 

( )∫ −

21

0
212x

dx
. 
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11. а) ∫
∞

+0
2 115x

xdx
, б) ∫ −

1

0
3 42 x

dx
. 

12. а) ∫
∞

−1
4 116

16
x
xdx

, б) ∫ +−

3

1
2 96xx

dx
. 

13. а) ∫
∞

+0
4

3

116x
dxx

, б) ∫
+31

0

13

dx
x

e x
. 

14. а) ∫
∞

−1
4 116x

xdx
, б) 

( )∫
−

3

1
3 53 x

dx
. 

15. а) 
( )∫

∞− +

0

32 4x

xdx
, б) 

( )
∫ −

−1

31 13
13 dx

x
xln

. 

16. а) 
( )∫

∞

+0 3 43

2

8x

dxx
, б) ∫ +−

1

41
2 1920 xx
dx

. 

17. а) 
( )∫

∞

+0 4 5216 x

xdx
, б) ( ) ( )∫ −−

1

21
2 11

2 dx
xlnx

dxln
. 

18. а) ∫
∞

+−4
2 14xx

xdx
, б) 

( )
∫ −

−32

0

3

32
32ln dx
x

x
. 

19. а) ( )∫
∞

− ++1
2 54xxπ

dx
, б) ∫ −

1

0
41 x

xdx
. 

20. а) ∫
∞

− ++1
2 54xx

xdx
, б) 

( )∫
−

6

0
6 531

3π

dx
xsin

xcos
. 

21. а) ( )∫
∞

+31
22 391 xarctgx

dxπ
, б) ∫ +−

31

0
2 299 xx

dx
. 
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22. а) ( )∫
−

∞− −

1

2 54
7

lnxx
dx

, б) 
( )∫

−

2

1
32 21

dx
lnx

xdx
. 

23. а) ∫
∞

0

xdxsinx , б) ∫
− +

0

43 34x
dx

. 

24. а) ( )∫
∞

+1
21

4
xlnx

dx
, б) ∫

π

π xcos
xdxsin

2
7 2

. 

25. а) dx
x

xarctg
π∫

∞

+0
241
22

, б) ∫ −−

2

1
5 2 44 xx

dx
. 

26. а) ( )dx
xπ
xarctg

∫
∞

+0
241

2
, б) ∫

−

1

0
41

2
x

xdx
. 

27. а) ( )∫
∞

++21
2 544
16

xxπ
dx

, б) ∫
− +

0

31
3 31 x

dx
. 

28. а) ∫
∞

++0
2 544 xx

xdx
, б) ∫ −

1

43
5 43 x

dx
. 

29. а) 
( )

( )∫
∞

++

+

0 3 42 14

2

xx

dxx
, б) ∫

2

0 2

π tgx

dx
xcos

e
. 

30. а) dx
x

x
∫
∞

+
−

0
2

2

4
3

, б) ∫
−

−1

0
5 2

21

1
2

xπ
dxe

xarcsin
π

. 
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5 РЯДИ 
 
 
 

 Завдання 5.1. Дослідити на збіжність вказані ряди з додатними 
членами. 

1. ( )∑
∞

= +1 1n

n

!n
n

.  2. 
( )

( )∑
∞

=

−

1

3

3
13

n !n
n

.  3. ( )∑
∞

= −1 127
3

n
n

n

n
. 

4. ∑
∞

=








1

7

9
7

n

n

n .  5. 
( )∑

∞

=

+

1

1
n

n

!n
n

.  6. 
( )
( )∑

∞

= −⋅⋅⋅⋅⋅
−⋅⋅⋅⋅⋅

1 23741
34951

n n
n

. 

7. ∑
∞

=1

5

7
2

n
n
πtgn .  8. 

( )
( )∑

∞

= −
+

1

2

12
5

n !n
n

.  9. ( )∑
∞

= +1 12
2

n !n
n

. 

10. 
( )∑

∞

=

+

1
2

12
n

nn
!n

. 11. 
( )
( )∑

∞

= −⋅⋅⋅⋅⋅
−⋅⋅⋅⋅⋅

1 141173
451161

n n
n

. 12. ( )∑
∞

= +1

2

32n

n

!n
n

. 

13. ∑
∞

=1 5
7

n

n

!n
.  14. 

( )
( )∑

∞

= +⋅⋅⋅⋅⋅
−⋅⋅⋅⋅⋅

1 1432
561371

n n
n

. 15. 
( )∑

∞

=

+

1 7
14

n
n

nn
. 

16. 
( )
( )∑

∞

= −⋅⋅⋅⋅⋅
−⋅⋅⋅⋅⋅

1 351272
12531

n n
n

. 17. ∑
∞

= ⋅

+

1 3
13

n
nn

n
. 18. ( )∑

∞

= +1
7 2

5
n

n

!nn
. 

19. ( )∑
∞

= +
−

1 13
15

n
n !n

n
. 20. ∑

∞

=
















1

71
7
6

n

n

n
. 21. ( )∑

∞

=

+
1 4

13
n

n
πtgn . 

22. ∑
∞

=1

2

5n
n

nn
.          23.

( )
( )∑

∞

= +⋅⋅⋅⋅⋅
+⋅⋅⋅⋅⋅

1 32975
3654

n n
n

.24. 
( )
( )∑

∞

= −⋅⋅⋅⋅⋅
−⋅⋅⋅⋅⋅

1 141173
13852

n n
n

. 

25. ∑
∞

=1 5
2

n
n
πsinn . 26. 

( )
( )∑

∞

=

+

1

2

2
12

n

n

!n
n

. 27. ( )∑
∞

= +1 13n
n !n

!n
. 

28. ( )∑
∞

=

−
1 4

25
n

n
πsinn . 29. ∑

∞

=

+

1

32
n !n

n
.  30. ∑

∞

= ⋅

−

1 9
25

n
nn

n
. 

 
 Завдання 5.2. Дослідити на збіжність вказані ряди з додатними 
членами. 
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1. 
( )( )∑

∞

= +1 52
1

n
nnln

. 2. ∑
∞

=








−−
++

1
2

2
2

136
543

n

n

nn
nn

. 3. ∑
∞

=






 −

1

2

3
13

n

n

n
n

. 

4. ∑
∞

=








1

2

2
n

n

n
πsin . 5. ∑

∞

=






 +

1

3

5
1

n

n

n
n

. 6. 
( )( )∑

∞

= +1 212
16

n
n

n

nn
. 

7. 
( )( )∑

∞

= +1
21

1
n

nnln
. 8. ∑

∞

=






 −

1

2

8
18

n

n

n
n

. 9. ∑
∞

=








1 2
1

n

n

narcsin . 

10. ∑
∞

=






 +

1

2

2
2

n

n

n
n

. 11. ∑
∞

=








++
−−

1
2

2

436
825

n

n

nn
nn

.  12. ∑
∞

=








+1 55n

n

n
n

. 

13. ∑
∞

=








1

2

5
1

n

n

n
arcsin . 14. ∑

∞

=






 +

1

3

2
12

n

n

n
n

. 15. 
( )( )∑

∞

=

+

1 7
1

2

n
n

nnn
. 

16. ∑
∞

=








+1 12n

n

n
πtg . 17. 

n

n n
πsin∑

∞

=








+1 110
. 18. ∑

∞

=








+1

2

12
1

n

n

n
arctg . 

19. ( )∑
∞

= +1
2 4

8
n

n

nln
. 20. ∑

∞

=








+
+

1 72
5

n

n

n
narcsin .  21. 

( )( )∑
∞

= +1 15
20

n
n

n

nn
. 

22. ∑
∞

=






 −

1

2

10
110

n

n

n
n

. 23. ∑
∞

=








+1 32
1

n

n

n
arctg .   24. 

( )( )∑
∞

= +1 5
1

n
nnln

. 

25. ∑
∞

=








1

5

2
1

n

n

narcsin . 26. ∑
∞

=








−

++

1
2

2

75
57

n

n

n
nn

.      27. ∑
∞

=








1 9
1

n

n

narctg . 

28. 
( )( )∑

∞

=

+

1 5
1

2

n
n

nnn
. 29. 

( )( )∑
∞

= +1
212

1
n

nnln
. 30. ∑

∞

=








1

3

11n

n

n
πtg . 

 
 Завдання 5.3. Дослідити на збіжність вказані ряди з додатними 
членами. 

1. ( ) ( )∑
∞

= ++1
3 3737

1
n nlnn

.  2. 
( )∑

∞

= −1
345

1
n n

. 
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3. ( ) ( )∑
∞

= ++1
2 717717

1
n nlnn

.  4. ∑
∞

= −+
+

1
24

2
n nn

n
. 

5. ( ) ( ) ( )( )∑
∞

= +++1 999
1

n nlnlnnlnn
. 6. 

( )∑
∞

= +1 6 734

1
n n

. 

7. ∑
∞

= +
+

1
2625

25
n n

n
.  8. ( ) ( ) ( )( )∑

∞

= +++1 999
1

n nlnlnnlnn
. 

9. ( ) ( )∑
∞

= ++1
3 5353

1
n nlnn

.  10. 
( )∑

∞

= −1 6 556

1
n n

. 

11. ∑
∞

=








+
+

1

2

2 14
12

n n
n

.   12. ( ) ( )∑
∞

= ++1 2727
1

n nlnn
. 

13. ( ) ( )∑
∞

= ++1
3 9292

1
n nlnn

.  14. 
( )∑

∞

= +1 4 3510

1
n n

. 

15. ( ) ( )∑
∞

= ++1 4949
1

n nlnn
. 16. ( ) ( ) ( )( )∑

∞

= +++1 555
1

n nlnlnnlnn
. 

17. ( ) ( )∑
∞

= −−1
3 310310

1
n nlnn

.  18. ( ) ( )∑
∞

= ++1
3 99

1
n nlnn

. 

19. ∑
∞

= −+
+

1
2 92

2
n nn

n
.   20. ( ) ( )∑

∞

= ++1
3 127127

1
n nlnn

. 

21. ( ) ( )∑
∞

= ++1
2 7575

1
n nlnn

.  22. 
( )∑

∞

= −1 5 659

1
n n

. 

23. 
1
11

1 −
+∑

∞

= n
nln

nn
.   24. ( ) ( )∑

∞

= −−1 1313
1

n nlnn
. 

25. ∑
∞

=








+
+

1

2

216
4

n n
n

.   26. ∑
∞

= +
+

1
29

3
n n

n
. 

27. 
( )∑

∞

= +1 7 123

1
n n

.   28. 
( )∑

∞

= −1 6 515

1
n n

. 

PDF создан испытательной версией pdfFactory Pro www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com


 40

29. ( ) ( )∑
∞

= ++1 88
1

n nlnn
.  30. ( ) ( )∑

∞

= ++1 10201020
1

n nlnn
. 

 
 Завдання 5.4. Дослідити на збіжність вказані ряди з додатними 
членами. 

1. ( )( )∑
∞

= −−1 1325
1

n nn
. 2. 

2

1
8
1

1

n

n
n n

n






 +∑

∞

=

. 3. ∑
∞

= +1 18
1

n n
. 

4. 
( )∑

∞

=

+

1 3
1

n
n

nn
.  5. ∑

∞

= −+
−

1
4 253

7
n nn

n
. 6. ( )( )∑

∞

= +−1 5313
1

n nn
. 

7. ∑
∞

=








+1

2

9n

n

n
n

. 8. ( )∑
∞

= −1 1
9

n

n

!n
.  9. 

( )∑
∞

= +1
21n n

n
.  

10. 
( )∑

∞

= −1 2
1

n nn
. 11. ∑

∞

= +
−

1
2 13

13
n n

n
.  12. 

( )∑
∞

=

+

1 3
12

n
n

n nn
. 

13. ( ) ( )∑
∞

= ++1
2 44

1
n nlnn

.  14. ∑
∞

=1 5
4

n
n
!n

.  15. ∑
∞

=1
7

7
n

n

n
. 

16. ∑
∞

= +1 1
1

n nn
. 17. ∑

∞

= −
−

1 23
12

n )!n(
n

. 18. ∑
∞

= +
+

1 53
1

n n
n

. 

19. ∑
∞

= +1 9
1

n nn
. 20. ∑

∞

= +1
3 8
1

n n
.  21. 

( )
( )∑

∞

=

+

1 2
1

n !n
!n

. 

22. ( )∑
∞

= +1

5

12n !n
n

. 23. ∑
∞

= +1
2 5
3

n n
.  24. ∑

∞

=1
27n

!n
. 

25. ( )( )∑
∞

= +−1 3524
1

n nn
. 26. ∑

∞

= +1 17
1

n n
. 27. ∑

∞

=








+1

2

39
1

n

n

n n
n

. 

28. ∑
∞

= +1 5
1

n
n n

.  29. ∑
∞

=

+

1
2

5
n n

n
.  30. ∑

∞

= +1
271

7
n

n

n

. 

 
 Завдання 5.5. Дослідити на умовну та абсолютну збіжність 
знакозмінні ряди. 
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1. ( )∑
∞

=

+
−

1
2

11
n

n

n
n

. 2. ( )∑
∞

=

+

+
−

1
2

3
1

1
1

n

n

n
n

. 3. ( )∑
∞

=

+−
1

1

8
1

n
n

n πsin . 

4. ( )∑
∞

= +
−

1 22
31

n

n
n

n
. 5. 

( )
( )( )∑

∞

=

+

++
−

1

1

41
1

n

n

nn
. 6. ( )∑

∞

=

−
1 3

1
n

nn

n
πsin . 

7. 
( )∑

∞

=

+−

1
6

131
n

nn

n
. 8. ( )∑

∞

=

+ −
−

1

1

4
131

n
n

n n
. 9. ( )∑

∞

=

+
−

1
3

2 11
n

n

n
n

. 

10. 
( )∑

∞

= +
−

1
3 12
1

n

n

n
.  11. 

( )
( )( )∑

∞

=

+

+
−

1

1

1
1

n
n

n

nln
. 12. ( )

( )∑
∞

=

+

+
−

1
25

1

1
11

n

n

n
. 

13. ( )∑
∞

= −
−

1 18
1

n

n

n
n

. 14. ( ) ( )∑
∞

=

+

+
+

−
1

1

1
121

n

n

nn
n

. 15. 
( )

( )∑
∞

= +
−

1 17
1

n
n

n

n
. 

16. ( )∑
∞

=

−
1 7

1
n

n
n nln

. 17. ( ) ( )∑
∞

=

−

+
+

−
1

1

3
131

n

n

nn
n

. 18. ( )∑
∞

= −
−

−
1

2 4
21

n

n

n
n

. 

19. 
( )

( )∑
∞

=

−

+

−

1 5 3

1

1

1
n

n

nn
. 20. 

n

n n
n∑

∞

=








+
−

1 16
5

.     21. 
( )

( )( )∑
∞

= ++
−

1
211

1
n

n

nln)n(
. 

22. ( )∑
∞

=








+
−

1 12
1

n

n
n

n
n

. 23. 
( )

( ) ( )∑
∞

=

+

++
−

1

1

1212
1

n

n

nlnn
. 24. ( ) ( )∑

∞

=

+

−
−

−
1

1

1
121

n

n

!n
n

. 

25. ( )∑
∞

=

−
1 15

1
n

n
n n

. 26. 
( )
( )∑

∞

=

+

−
−

1
3

1

13
1

n

n

n
. 27. 

( )
( )∑

∞

=

+

+
−

1

1

12
1

n

n

!n
. 

28. 
( )∑

∞

=

+

+
−

1
2

1

4
1

n

n

n
.  29. 

( )
( )∑

∞

=

−

+
−

1

1

1
1

n

n

nln
. 30. 

( )∑
∞

=

−

⋅
−

1

1

3
1

n
n

n

n
. 

 
 Завдання 5.6. Знайти область збіжності функціонального ряду. 

1. 
( )
( )∑

∞

= +
−

1 1
1

n

n

!n
x

.  2. ( ) ( )( )∑
∞

=

−
+

−−
−

1

12
1

1212
1

n

n
n

!nn
x

. 3. ∑
∞

=1 2n
n

xsin . 

4. ∑
∞

=

−

1

2

n

xne .  5. ∑
∞

=1 2n
n

xtg .   6. ∑
∞

=1n

n

!n
x

. 
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7. ∑
∞

=1

3

n
nx

n
.  8. ∑

∞

=1
3

1
n

nnx
.   9. 

( )∑
∞

=1

1
n

nnx
. 

10. ∑
∞

=1

1
n

xn
.  11. ∑

∞

=1n
nx
!n

.          12. 
( )

( )∑
∞

= −
−

1
212
12

n n
xnsin

. 

13. 
( )∑

∞

= −1 2
1

n
nxn

. 14. 
( )∑

∞

=

−

1

1
n

n

n

nlnnx
.  15. ∑

∞

=1 3
2

n
n

n xsin . 

16. ∑
∞

=1

1
n

nx!n
.  17. ∑

∞

=1n

nx!n .   18. ∑
∞

=1n
n

n

n
x

. 

19. ∑
∞

=1
2

n n
nxsin

.  20. ∑
∞

=

−

1

2

n

xne .   21. ∑
∞

=1n
nxe

nx
. 

22. ∑
∞

=1

1
n

nx
.  23. ∑

∞

=1
2

n n
nxcos

.   24. 
( )∑

∞

=

+

1 2
1

n
n

nx
. 

25. ∑
∞

= +1 123n
n

n

n
x

. 26. ∑
∞

=1n

n

!n
xn

.   27. ( )∑
∞

= +1

2

1n

nn

!n
xn

. 

28. ∑
∞

=1n
n

n

n
xln

.  29. ( )∑
∞

=1n

nnx .   30. 
( )∑

∞

=

−

1

3
n

n

!n
x

. 

 
 Завдання 5.7. Розкласти в ряд Маклорена функцію ( )xf . 
Вказати область збіжності отриманого ряду до цієї функції. (Варіанти 
1-16.) 
 Розкласти функцію ( )xf  в ряд Тейлора в околі вказаної точки 

0x . Знайти область збіжності отриманого ряду до цієї 
функції.(Варіанти 17-30.) 

1. ( ) ( )43xchxf = . 2. ( )
xe

xf
2

1
= . 3. ( ) xshxf 2= . 

4. ( ) 6xexf −= .  5. ( ) 3

3 xxf −= .  6. ( ) xxf 7= . 

7. ( ) xsinxxf = . 8. ( )
x

xsinxf 5
= . 9. ( ) xcosxf 7= . 
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10. ( ) arctgxxxf 2= . 11. ( ) 5xsinxf = . 12. ( )
x

xxf
+

=
1

4

. 

13. ( )
2

2xcosxf = . 14. ( ) 251
4

x
xf

−
= . 15. ( ) xexf 7= . 

16. ( )
x

xf
+

=
1

6
. 

17. ( )
22

1
2 +−

=
xx

lnxf , 10 =x . 18. ( )
x

xf
+

=
5
1

, 40 −=x . 

19. ( ) xcosxf = , 
30
πx = .  20. ( )

1
1
−

=
x

xf , 20 =x . 

21. ( )
34

1
2 −−

=
xx

xf , 20 =x . 22. ( ) xsinxf = , 
40
πx = . 

23. ( ) ( )57 += xlnxf , 10 =x .  24. ( )
x

xf 3
= , 20 −=x . 

25. ( )
3

1
+

=
x

xf , 20 −=x .  26. ( ) xexf 2= , 10 =x . 

27. ( )
5

1
+

=
x

xf , 30 =x .  28. ( )
( )25

1
−

=
x

xf , 10 =x . 

29. ( )
4
xπsinxf = , 20 =x .  30. ( ) ( )37 += xlnxf , 

7
2

0 =x . 

 
 Завдання 5.8. Використовуючи розклад підінтегральної 
функції в степеневий ряд, обчислити вказаний визначений інтеграл з 
точністю до 0010, . 

1. ∫
50

0
2

2,

dx
x

arctgx
. 2. ∫

−80

0

1,

dx
x

xcos
. 3. ∫

1

0

2dxxcos . 

4. 
( )

∫
+10

0

1,

dx
x

xln . 5. ∫
1

0

3 dxxsin .  6. ( )∫
1

0

2 dxxsinx . 
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7. ∫
−1

0

2 2

dx
x

e x

.  8. ∫
1

0

2

4
dxxsin .  9. ∫ 






1

0 4
dxxarctg . 

10. ∫
−50

0
2

2,

dx
x
arctgxx . 11. ∫ −

40

0

31
,

dxx . 12. ∫ −
50

0

3 2
,

x dxe . 

13. ∫ +
50

0

31
,

dxx . 14. ( )∫ +
250

0

1
,

dxxln . 15. ∫ 





1

0 4
dxxarctg . 

16. ∫ −
10

0

2
,

xdxex . 17. ∫
50

0

,

dx
x

arctgx . 18. ∫
10

0

,

xdxsinx . 

19. ( )∫ +
10

0

41
,

dxxln . 20. ∫
1

0

2 xdxcosx . 21. ∫ −
1

0

22

dxe x . 

22. ∫ +
1

0

21 dxx . 23. ∫ +

50

0
41

,

x
dx .  24. ∫ +

1

0

4 3 51 dxx . 

25. ∫
50

0

2

2

,

dx
x
xsin . 26. ∫

−10

0

2, x

dx
x

e . 27. ∫
50

0

2 3
,

xdxsinx . 

28. ( )∫ +
10

0

21
,

dxxln . 29. ∫ −
40

0

2
,

x dxex . 30. ∫
+50

0
2

1,

dx
x

xcos . 

 
 
 
 Завдання 5.9. Розкласти в ряд Фур’є функцію, задану 
графічно. 
 
 
1. 
 

1 2 3 4 5 6 7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 -7 
x  

y  2 
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2. 
 

1 2 3 4 5 6 7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 -7 x  

y  1 

-1 
 

3. 
 

1 2 3 4 5 6 7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 -7 x  

y  1 

 
4. 
 1 2 3 4 5 6 7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 -7 

x  

y  

-1 

-2  
5.  
 

1 2 3 4 5 6 7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 -7 x  

y  2 

 
6. 
 

1 2 3 4 5 6 7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 -7 x  

y  

-1 

1,5 4,5 7,5 -1,5 -4,5 -7,5 

 
7. 
 

1 2 3 4 5 6 7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 -7 
x  

y  

-1 
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8. 
 

1 2 3 4 5 6 7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 -7 
x  

y  3 

 
9. 
 

1 2 3 4 5 6 7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 -7 x  

y  2 

-2 
 

10. 
 

1 2 3 4 5 6 7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 -7 x  

y  1 

-1 
 

11. 
 

1 2 3 4 5 6 7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 -7 
x  

y  2 

 
12. 
 

1 2 3 4 5 6 7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 -7 x  

y  1 
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13.  
 

1 2 3 4 5 6 7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 -7 
x  

y  2 

1 

 
14. 
 

1 2 3 4 5 6 7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 -7 x  

y  1 

-1  
15. 
 

1 2 3 4 5 6 7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 -7 x  

y  

-1 
-2 
-3 

 
16. 
 

1 2 3 4 5 6 7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 -7 x  

y  
1 

-1  
17. 
 

1 2 3 4 5 6 7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 -7 
x  

y  

-1 
 

18. 
 

1 2 3 4 5 6 7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 -7 
x  

y  2 

1 
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19.  
 

1 2 3 4 5 6 7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 -7 x  

y  
1 

-2 
-1 

 
20. 
 

1 2 3 4 5 6 7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 -7 x  

y  1 

 
21. 
 

1 2 3 4 5 6 7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 -7 x  

y  
1 

-2 
-1 

 
22. 
 

1 2 3 4 5 6 7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 -7 x  

y  1 

-1 
 

23.  
 

1 2 3 4 5 6 7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 -7 x  

y  
0,5 

0,5  
24. 
 

1 2 3 4 5 6 7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 -7 x  

y  1 
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25. 
 

1 2 3 4 5 6 7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 -7 x  

y  1 

 
26.  
 

1 2 3 4 5 6 7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 -7 x  

y  1 

-1 
 

27. 
 

1 2 3 4 5 6 7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 -7 x  

y  1 

 
28. 
 

1 2 3 4 5 6 7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 -7 x  

y  1 

 
29. 
 

1 2 3 4 5 6 7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 -7 x  

y  
0,5 

0,5  
30. 
 

1 2 3 4 5 6 7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 -7 
x  

y  2 

1 
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