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Вступ

Ряди Фур’є є рiзновидом функцiональних рядiв. Доданки таких
рядiв – тригонометричнi функцiї кратних частот, тому за допомогою
рядiв Фур’є можна представити будь-який перiодичний сигнал або
процес (принаймнi такий, для якого можна побудувати фiзичну реа-
лiзацiю). З цього випливає важлива роль, яку апарат рядiв Фур’є вiдi-
грає при дослiдженнi сигналiв методами гармонiчного аналiзу. Одним
з важливих прикладiв такого дослiдження є аналiз розв’язкiв дифе-
ренцiальних рiвнянь вимушених коливань, якi вiдбуваються пiд дiєю
довiльної перiодичної змушуючої сили.

Крiм того, аргументу функцiї можна надати сенс просторової ко-
ординати. Тому ряди Фур’є зручно застосовувати при описаннi про-
сторово перiодичних структур – випромiнюючих антен (фазовi антен-
нi решiтки), кристалiчних ґраток i т.iн. При цьому значно спрощується
розв’язування низки задач теорiї дифракцiї.

Досить потужним виявляється застосування рядiв Фур’є також
при розв’язуваннi диференцiальних рiвнянь в частинних похiдних
(рiвнянь математичної фiзики). Це вiдомi рiвняння Лапласа, Пуассона,
Гельмгольца (хвильове рiвняння), рiвняння переносу (теплопровiдно-
стi, в’язкостi, дифузiї), та iн. Розроблено т.зв. метод Фур’є роздiлення
змiнних при розв’язуваннi рiвнянь такого типу.

Отже, вивчення рядiв Фур’є є важливим обов’язковим елементом
сучасної математичної освiти. В цiй роботi викладено основи теорiї
рядiв Фур’є та запропоновано задачi для самостiйного розв’язування.

Для графiчної iнтерпретацiї отримуваних результатiв нами широ-
ко використано середовище MATLAB, тому окремий роздiл присвячено
роботi в цьому середовищi i викладенню текстiв програм (скриптiв).

Середовище MATLAB мiстить вбудованi спецiалiзованi функцiї для
роботи з коефiцiєнтами Фур’є у комплекснiй формi, але ми вважає-
мо за краще при першому знайомствi з предметом уникнути цього
питання.

Зауважимо, нарештi, викладення орiєнтовано на студентiв радiо-
технiчних спецiальностей, звiдки i випливає специфiка обраних для
розглядання прикладiв.
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1

Теоретичнi вiдомостi

1.1 Гармонiки

Розглянемо деяку функцiю f = f(t), визначену на iнтервалi
t ∈ [t0; t0 + T ]. Її можна представити у виглядi розвинення за
т.зв. гармонiками – тригонометричними функцiями аргументу
t:

f(t) = a0 + (a1 cosωt+ b1 sinωt) +

+ (a2 cos 2ωt+ b2 sin 2ωt) + (a3 cos 3ωt+ b3 sin 3ωt) + · · · ,

або

f(t) = a0 +

∞∑
k=1

(ak cos kωt+ bk sin kωt) . (1.1)

Тут позначено1

ω =
2π

T
. (1.2)

Гармонiкою з номером k називатимемо функцiю

fk(t) = ak cos kωt+ bk sin kωt.

1В фiзицi та технiцi величину ω називають циклiчною частотою. Якщо не-
порозумiнь виникнути не може, зазвичай слово «циклiчною» пропускають.
Однак, в експериментi вимiрюють iншу частоту: ν = ω

2π
= 1

T
.

6



Гармонiки

Усi гармонiки при k > 1 мають частоти ωk = kω, кратнi до
основної частоти ω. При k = 0 виникає т.зв. нульова гармонiка
f0 = a0. Її називають також постiйною складовою.

Подальша задача полягає в знаходженнi коефiцiєнтiв ak, bk.
Спочатку розглянемо елементарнi перетворення гармонiки

i наведемо основнi термiни.
Викладемо метод введення допомiжного кута. За його до-

помогою вдається перетворити гармонiку до такого вигляду,
коли замiсть двох функцiй вона мiстить лише одну – синус
або косинус.

Обмежимось випадком, коли ak > 0, bk > 0. Маємо:

fk(t) =
√
a2
k + b2k

(
ak√
a2
k + b2k

cos kωt+
bk√
a2
k + b2k

sin kωt

)
.

Безпосереднiми перетвореннями неважко довести, що∣∣∣∣∣ ak√
a2
k + b2k

∣∣∣∣∣ 6 1.

Оскiльки множина значень функцiї синус вичерпується iнтер-
валом [−1; 1], то iснує допомiжний кут ϕk такий2, що

sinϕk =
ak√
a2
k + b2k

.

Тодi

cosϕk = +

√
1− sin2 ϕk =

√
1−

a2
k

a2
k + b2k

=
bk√
a2
k + b2k

.

Гармонiка набуває вигляду

fk(t) =
√
a2
k + b2k (sinϕk cos kωt+ cosϕk sin kωt) .

Позначимо
ck =

√
a2
k + b2k. (1.3)

2Очевидно, при ak > 0, bk > 0 в першiй чвертi (на iнтервалi 0 < ϕk < π/2)
такий кут iснує i є єдиним.
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Теоретичнi вiдомостi

Тодi з використанням вiдомої формули додавання3 отримуємо:

fk(t) = ck sin (kωt+ ϕk) .

Тут величину ϕk можна знайти за формулою

ϕk = arctg
ak
bk
. (1.4)

Величину ck називають амплiтудою гармонiки, а величину ϕk –
початковою фазою гармонiки. При змiнi величини ck вiдбуває-
ться масштабування графiку fk(t) вздовж осi значень функцiї,
а при змiнi величини ϕk – зсув4 графiку fk(t) вздовж осi аргу-
менту t.

Iнодi буває зручно мати справу з усiєю гармонiкою цiлком,
а iнодi – окремо з синус- i косинус-компонентами гармонiки.
Позначимо цi компоненти через

Ck(t) = cos kωt, Sk(t) = sin kωt. (1.5)

Тодi гармонiку можна подати у виглядi:

fk(t) = akCk(t) + bkSk(t). (1.6)

1.2 Коефiцiєнти Фур’є

1.2.1 Властивiсть синус- i косинус-компонент

Синус- та косинус-компоненти гармонiк утворюють систе-
му функцiй, попарно ортогональних на iнтервалi t ∈ [t0; t0 + T ]
(при будь-якому t0). Так називають наступнi властивостi цих
компонент:

t0+T∫
t0

Ck(t)Si(t) dt = 0, i, k = 0, 1, 2, · · · ;

3Вона має вигляд sin(α+ β) = sinα cosβ + cosα sinβ.
4Справдi, kωt+ ϕk = kω

(
t+ ϕk

kω

)
. Позначимо τk = ϕk

kω
. Введемо замiну t′ =

= t + τk. Тодi вдається позбутися початкової фази: kωt + ϕk = kωt′. Отже,
початкова фаза враховує зсув гармонiки на τk (запiзнення чи випередження
залежно вiд знаку числа τk).

Зауважимо, при проходженнi сигналiв через «чорнi скриньки» (пiдсилювачi,
фiльтри тощо) гармонiки рiзних частот пiддаються рiзним зсувам. Так вини-
кають фазовi спотворення форми сигналу.
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Коефiцiєнти Фур’є

t0+T∫
t0

Ck(t)Ci(t) dt = 0,

t0+T∫
t0

Sk(t)Si(t) dt = 0, i 6= k.

В цьому легко переконатись безпосереднiм iнтеґруванням. При
використаннi формули Ньютона-Лейбнiца зручно (1.2) викори-
стовувати у виглядi ωT = 2π.

Цi спiввiдношення виконуються в тому числi при умовi, що
один або два з iндексiв i, k дорiвнюють нулю. При цьому при-
ймається C0 ≡ 1, S0 ≡ 0. Зокрема, маємо:

t0+T∫
t0

Ck(t) dt =

t0+T∫
t0

Ck(t)C0(t) dt = 0, k = 1, 2, · · · ;

t0+T∫
t0

Sk(t) dt =

t0+T∫
t0

Sk(t)C0(t) dt = 0, k = 1, 2, · · · .

1.2.2 Знаходження коефiцiєнтiв Фур’є

Перейдемо до знаходження коефiцiєнтiв ak, bk. Представи-
мо функцiю f(t) у виглядi

f(t) = a0 +

∞∑
k=1

(akCk(t) + bkSk(t)) . (1.7)

Будемо вважати, що почленне iнтегрування цього розвинен-
ня є припустимим. Звичайно, необхiдною умовою можливостi
почленно iнтеґрувати є збiжнiсть ряду (1.7).

Постiйна складова

Проiнтеґруємо рiвняння (1.7) в iнтервалi t ∈ [t0; t0 + T ]):

t0+T∫
t0

f(t) dt = a0

t0+T∫
t0

dt+

∞∑
k=1

ak t0+T∫
t0

Ck(t) dt+ bk

t0+T∫
t0

Sk(t) dt

 .
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Теоретичнi вiдомостi

Кожний iнтеграл пiд знаком суми дорiвнює нулю за властивi-
стю ортогональностi. Тодi

a0 =
1

T

t0+T∫
t0

f(t) dt. (1.8)

Таким чином, вiльний член a0 має простий змiст – це середнє
iнтегральне функцiї f(t) на перiодi T . Справдi, перепишемо
(1.8) у виглядi

∫ t0+T

t0
f(t) dt = a0T . Очевидно, число a0 дорiвнює

висотi прямокутника шириною T , який має таку ж площу, як
площа пiд графiком функцiї f(t), t ∈ [t0; t0 + T ].

Косинус-коефiцiєнти

Домножимо (1.7) на Ck(t) i проiнтеґруємо в iнтервалi розви-
нення t ∈ [t0; t0 + T ]. Виокремлюючи k-у гармонiку з загальної
суми, отримуємо:

t0+T∫
t0

f(t)Ck(t) dt = a0

t0+T∫
t0

Ck(t) dt+

+ak

t0+T∫
t0

C2
k(t) dt+ bk

t0+T∫
t0

Sk(t)Ck(t) dt+

+

∞∑
i=1,
i 6=k

ai t0+T∫
t0

Ci(t)Ck(t) dt+ bi

t0+T∫
t0

Si(t)Ck(t) dt

 .

Серед усiх iнтегралiв в правiй частинi вiдмiнним вiд нуля є
лише спiвмножник при ak. Вiн обчислюється безпосередньо5, i

5З використанням формули cos2 z = 1
2
(1 + cos 2z) зниження степеню маємо:

t0+T∫
t0

C2
k(t) dt =

t0+T∫
t0

cos2 kωt dt =

=
1

2

(
t+

1

2kω
sin 2kωt

)∣∣∣∣t0+T
t0

=
T

2
,

оскiльки sin 2kωT = sin 4kπ = 0.
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Коефiцiєнти Фур’є

ми отримуємо

ak =
2

T

t0+T∫
t0

f(t)Ck(t) dt =
2

T

t0+T∫
t0

f(t) cos kωt dt. (1.9)

Синус-коефiцiєнти

Домножимо (1.7) на Sk(t) i проiнтеґруємо в iнтервалi розви-
нення t ∈ [t0; t0 + T ]. Виокремлюючи k-у гармонiку з загальної
суми, отримуємо:

t0+T∫
t0

f(t)Sk(t) dt = a0

t0+T∫
t0

Sk(t) dt+

+ak

t0+T∫
t0

Ck(t)Sk(t) dt+ bk

t0+T∫
t0

S2
k(t) dt+

+

∞∑
i=1,
i6=k

ai t0+T∫
t0

Ci(t)Sk(t) dt+ bi

t0+T∫
t0

Si(t)Sk(t) dt

 .

Серед усiх iнтегралiв в правiй частинi вiдмiнним вiд нуля є
лише спiвмножник при bk:

∫ t0+T

t0
S2
k(t) dt = T

2 , i ми отримуємо

bk =
2

T

t0+T∫
t0

f(t)Sk(t) dt =
2

T

t0+T∫
t0

f(t) sin kωt dt. (1.10)

Зауважимо, отриманi формули (1.8), (1.9), (1.10) можна застосо-
вувати при будь-якому значеннi t0. Обираючи рiзнi значення
t0, ми лише здiйснюємо зсув iнтервалу [t0; t0 + T ], на якому вiд-
бувається розкладання функцiї f(t) в ряд Фур’є.

1.2.3 Змiна iнтервалу розкладання

Найбiльш простого вигляду формули (1.8), (1.9), (1.10) набу-
вають при значеннях t0 = 0, T = 2π, ω = 2π

T = 1. Власне, саме
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при цих значеннях їх зазвичай i наводять, i вони мають вигляд:

a0 =
1

2π

2π∫
0

f(t) dt, ak =
1

π

2π∫
0

f(t) cos kt dt, bk =
1

π

2π∫
0

f(t) sin kt dt.

Ряд Фур’є, який при цьому народжується, є

f(t) = a0 +

∞∑
k=1

(ak cos kt+ bk sin kt) . (1.11)

Вiн збiгається до функцiї f(t) на iнтервалi t ∈ [0; 2π].
В бiльш загальному випадку може виявитись потрiбним роз-

класти функцiю F (x) в ряд Фур’є на iнтервалi x ∈ [α;β]. Вiд-
повiдно, в загальних формулах (1.8), (1.9), (1.10) треба буде ви-
користовувати значення параметрiв t0 = α (початок iнтервалу
розкладання), T = β − α (довжина iнтервалу розкладання), ω =
= 2π

T = 2π
β−α . Тодi вирази для коефiцiєнтiв Фур’є

A0 =
1

β − α

β∫
α

F (x) dx, Ak =
2

β − α

β∫
α

F (x) cos k
2π

β − α
xdx,

Bk =
2

β − α

β∫
α

F (x) sin k
2π

β − α
xdx.

Вiдповiдно, виникає ряд

F (x) = A0 +

∞∑
k=1

(
Ak cos k

2π

β − α
x+Bk sin k

2π

β − α
x

)
. (1.12)

Вiн збiгається до функцiї F (x) на iнтервалi x ∈ [α;β].
При обчисленнi iнтегралiв у виразах для коефiцiєнтiв A0,

Ak, Bk можна ввести замiну змiнних

x(t) =
β − α

2π
t+ α, dx =

β − α
2π

dt. (1.13)

Ця замiна вiдображає iнтервал x ∈ [α;β] на iнтервал t ∈ [0; 2π].
Справдi, x(0) = α, x(2π) = β. При внесеннi такої замiни до
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вiдповiдних iнтегралiв виникає нова функцiя, яка є складною
функцiєю аргументу t:

f(t) = F (x) = F (x(t)) = F

(
β − α

2π
t+ α

)
.

Тут внутрiшня функцiя – лiнiйна x(t) = β−α
2π t+ α, а зовнiшня –

вихiдна F (x). Для постiйної складової маємо:

A0 =
1

β − α

2π∫
0

f(t) · β − α
2π

dt =
1

2π

2π∫
0

f(t) dt = a0.

Геометрично лiнiйна замiна (1.13) збiльшує довжину iнтер-
валу x ∈ [α;β] у 2π

β−α разiв i зсуває лiвий кiнець цього iнтервалу
у початок координат. Рiвнiвсть A0 = a0 означає, що лiнiйне
перетворення аргументу не змiнює iнтегрального середнього
значення функцiї. Це є цiлком зрозумiлий результат. Справдi,
при збiльшеннi довжини iнтервалу iнтегрування (i вiдповiдно-
му розтягуваннi графiка функцiї у горизонтальному напрямку)
у декiлька разiв площа пiд графiком збiльшується у стiльки ж
разiв, тому вираз (1.8) залишається незмiнним.

В той же час iншi коефiцiєнти Фур’є зазнають певного пе-
ретворення. З використанням замiни (1.13) маємо:

Ak =
2

β − α

2π∫
0

f(t) cos

{
k

2π

β − α

(
β − α

2π
t+ α

)}
· β − α

2π
dt.

Позначаючи

ϕk =
2kπα

β − α
,

отримуємо

Ak =
1

π

2π∫
0

f(t) cos (kt+ ϕk) dt =

=
1

π

2π∫
0

f(t) (cos kt cosϕk − sin kt sinϕk) dt =
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=
cosϕk
π

2π∫
0

f(t) cos kt dt− sinϕk
π

2π∫
0

f(t) sin kt dt =

= ak cosϕk − bk sinϕk.

Коефiцiєнти при синусах перетворюються аналогiчно. Остато-
чно отримуємо: {

Ak = ak cosϕk − bk sinϕk;
Bk = ak sinϕk + bk cosϕk.

(1.14)

Таким чином, попри рiвнiсть f(t) = F (x), коефiцiєнти Фур’є
функцiй F (x) i f(t) виявляються рiзними. В цьому немає нiчо-
го дивного, адже розкладання функцiй f(t) i F (x) вiдбувається
за синусами i косинусами рiзних аргументiв, початки вiдлiку
яких зсунуто один вiдносно одного вiдповiдно до замiни (1.13).
Тому в цих двох розкладаннях гармонiки з однаковими номе-
рами мають рiзнi початковi фази, а отже – рiзнi вiдношення
коефiцiєнтiв Фур’є згiдно з (1.4).

Втiм, амплiтуди (1.3) гармонiк рядiв Фур’є функцiй F (x) i
f(t) виявляються однаковими. Справдi, з використанням (1.14)
легко переконатися6, що

A2
k +B2

k = a2
k + b2k.

Бiльш за те, ряди функцiй F (x) i f(t) теж виявляються однако-
вими. Справдi, поточний доданок ряду (1.12) дорiвнює

Ak cos k
2π

β − α
x+Bk sin k

2π

β − α
x =

= (ak cosϕk − bk sinϕk) cos
xϕk
α

+ (ak sinϕk + bk cosϕk) sin
xϕk
α

=

= ak

(
cosϕk cos

xϕk
α

+ sinϕk sin
xϕk
α

)
+

+bk

(
− sinϕk cos

xϕk
α

+ cosϕk sin
xϕk
α

)
=

= ak cos
(xϕk
α
− ϕk

)
+ bk sin

(xϕk
α
− ϕk

)
.

6Цю властивiсть коефiцiєнтiв Фур’є можна називати iнварiантнiстю (тобто
незмiннiстю) амплiтуд гармонiк по вiдношенню до фазових зсувiв.
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Зауваження про збiжнiсть

Оскiльки

xϕk
α
− ϕk =

(x
α
− 1
)
ϕk =

x− α
α
· 2kπα

β − α
= k(x− α) · 2π

β − α
= kt,

то
Ak cos k

2π

β − α
x+Bk sin k

2π

β − α
x = ak cos kt+ bk sin kt.

Враховуючи, що A0 = a0, доходимо висновку, що ряди Фур’є
функцiй f(t) i F (x) спiвпадають один з одним.

Таким чином, маємо два рiвноцiннi способи розвинути фун-
кцiю F (x) в ряд Фур’є на нестандартному iнтервалi x ∈ [α;β].

Спосiб 1. Користуємось складними загальними формулами
(1.8), (1.9), (1.10), покладаючи в них t0 = α, T = β − α, ω = 2π

β−α .
Одержуємо громiздку вiдповiдь у виглядi (1.12), вираженому
через x. Перевага цього способу полягає в тому, що не треба
вводити нiяких нових складних функцiй нового аргументу.

Спосiб 2. Цей спосiб дещо складнiший, бо вимагає побудови
нової складної функцiї f(t) = F (x(t)) нового аргументу t, пов’я-
заного зi старим аргументом x рiвнянням (1.13). Проте тепер
можна користуватись спрощеними варiантами загальних фор-
мул при t0 = 0, T = 2π, ω = 1 i отримувати вiдповiдь в спроще-
ному виглядi (1.11). Щоправда, така вiдповiдь буде вираженою
через t. Втiм, пiдставляючи в неї величину t, виражену з (1.13)
через x, i далi користуючись формулами синуса (косинуса) су-
ми, ми отримаємо вiдповiдь в тiй же формi, що i в способi 1.

1.3 Зауваження про збiжнiсть

Отже, функцiя f(t), задана на iнтервалi t ∈ [t0; t0 + T ], «на-
роджує» свiй власний ряд:

f(t) = a0 +

∞∑
k=1

(ak cos kωt+ bk sin kωt) .

Його коефiцiєнти обчислюють за формулами (1.8), (1.9), (1.10)
(зазвичай в цих формулах кладуть t0 = 0 або t0 = −T2 ).

Постає питання по збiжнiсть отриманого ряду. Можна дове-
сти наступне. Нехай функцiя f(t) задовольняє умови Дирихле:
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1) iнтервал t ∈ [t0; t0 + T ] можна розбити на кiнцеву кiлькiсть
iнтервалiв, всерединi кожного з яких функцiя f(t) є неперерв-
ною i монотонною;

2) в кожнiй точцi t∗ розриву iснують лiвобiчна i правобiчна
границi (f− = lim

t→t∗−0
f(t) i f+ = lim

t→t∗+0
f(t) вiдповiдно).

Тодi всерединi iнтервалу t ∈ [t0; t0 + T ] ряд Фур’є збiгається:
1) в точцi t неперервностi – до значення функцiї в цiй точцi,

тобто

lim
n→∞

(
a0 +

n∑
k=1

fk(t)

)
= f(t);

2) в точцi t∗ розриву – до середнього арифметичного лiво- i
правобiчного граничних значень, тобто

lim
n→∞

(
a0 +

n∑
k=1

fk(t∗)

)
=

1

2

(
f− + f+

)
.

1.4 Розкладання

за синусами i косинусами

Ряд Фур’є деякої «старої» функцiї f(t) – це «нова» функцiя,
яка збiгається зi «старою» в точках неперервностi лише все-
рединi iнтервалу t ∈ [t0; t0 + T ]. Поза межами цього iнтервалу
«стара» функцiя f(t) може поводити себе як завгодно або бути
невизначеною взагалi, i згiдно з формулами (1.8), (1.9), (1.10)
коефiцiєнти ak, bk при цьому не змiняться. Отже, не змiни-
ться i ряд. Очевидно, ряд є перiодичною функцiєю з перiодом
T . Тому кажуть, що ряд Фур’є довизначає (або перевизначає)
функцiю до перiодичної.

1.4.1 Розкладання за синусами

Нехай функцiю f(t) визначено на iнтервалi t ∈ [0;T ]. Дови-
значимо її до непарної, тобто визначимо iншу функцiю:

f1(t) =

[
−f(−t), −T < t < 0;
f(t), 0 < t < T.
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Очевидно, f1(t) ≡ f(t) на iнтервалi t ∈ [0;T ]. Виконанно чи не
виконано цю тотожнiсть поза межами цього iнтервалу, нас не
цiкавить.

Областю визначення функцiї f1(t) є iнтервал t ∈ [−T ;T ],
тобто iнтервал t ∈

[
−T1

2 ; T1

2

]
довжиною T1 = 2T .

Для функцiї f1(t) побудуємо ряд Фур’є. Формули (1.8), (1.9),
(1.10) набувають вигляду:

a0 =
1

T1

t0+T1∫
t0

f1(t) dt,

ak =
2

T1

t0+T1∫
t0

f1(t) cos k
2π

T1
t dt, bk =

2

T1

t0+T1∫
t0

f1(t) sin k
2π

T1
t dt.

Iнтервал [t0; t0 + T1] iнтегрування треба зсунути так, щоб вiн
збiгався з iнтервалом t ∈

[
−T1

2 ; T1

2

]
розкладання. Очевидно, для

цього достатньо покласти7 t0 = − 1
2T1, i ми отримуємо

a0 =
1

T1

T1/2∫
−T1/2

f1(t) dt,

ak =
2

T1

T1/2∫
−T1/2

f1(t) cos k
2π

T1
t dt, bk =

2

T1

T1/2∫
−T1/2

f1(t) sin k
2π

T1
t dt.

Пiдставимо сюди T1 = 2T :

a0 =
1

2T

T∫
−T

f1(t) dt,

ak =
2

2T

T∫
−T

f1(t) cos k
2π

2T
t dt, bk =

2

2T

T∫
−T

f1(t) sin k
2π

2T
t dt.

7Нагадаємо, ми маємо право обирати будь-яке значення t0.
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З урахуванням непарностi функцiї f1 (i, вiдповiдно, парностi
добутку f1 sin k 2π

2T t i непарностi добутку f1 cos k 2π
2T t) при iнте-

груваннi в симетричних межах отримуємо:

a0 = 0, ak = 0, bk =
1

T

T∫
−T

f1(t) sin k
2π

2T
t dt =

=
2

T

T∫
0

f1(t) sin k
2π

2T
t dt =

2

T

T∫
0

f(t) sin k
(ω

2

)
t dt.

Тут, як i ранiше, позначено ω = 2π
T . В останньому iнтегралi

замiсть f1 ми написали f , оскiльки тепер iнтервал iнтегрування
є t ∈ [0;T ], а на цьому iнтервалi функцiї f1 i f спiвпадають.

Таким чином, отримуємо

a0 = 0, (1.8′)

ak = 0, (1.9′)

bk =
2

T

T∫
0

f(t) sin k
(ω

2

)
t dt. (1.10′)

Остання формула є аналогiчною до формули (1.10), одержува-
ної при t0 = 0. Але тепер в якостi частоти першої гармонiки
використовується «половинна» частота ω

2 = π
T , тому що перша

гармонiка на iнтервалi t ∈ [0;T ] повинна розмiстити лише по-
ловину свого перiоду (iнша половина перiоду тепер мiститься
на iнтервалi t ∈ [−T ; 0]). Як i ранiше, перiод першої гармонi-
ки дорiвнює довжинi iнтервалу розкладання, але тепер такою
довжиною є число T1 = 2T . Вiдповiдно, ряд Фур’є набуває ви-
гляду

f(t) =

∞∑
k=1

bk sin k
(ω

2

)
t =

∞∑
k=1

bk sin k
π

T
t. (1.15)

Вираз (1.15) називають розкладанням функцiї f(t) на iнтервалi
t ∈ [0;T ] за синусами. Формально до (1.15) можна пiдставити
будь-яке значення t з iнтервалу t ∈ [−T ; 0], i ми отримаємо зна-
чення функцiї f1(t) в точцi t. Нiякого вiдношення це значення
до функцiї f(t) не має.
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1.4.2 Розкладання за косинусами

Аналогiчно, довизначимо функцiю f(t), визначену на iнтер-
валi t ∈ [0;T ], до парної, тобто визначимо iншу функцiю:

f2(t) =

[
f(−t), −T < t < 0;
f(t), 0 < t < T.

Очевидно, f2(t) ≡ f(t) на iнтервалi t ∈ [0;T ]. Виконанно чи не
виконано цю тотожнiсть поза межами цього iнтервалу, нас не
цiкавить.

Областю визначення функцiї f2(t) є iнтервал t ∈ [−T ;T ],
тобто iнтервал t ∈

[
−T2

2 ; T2

2

]
довжиною T2 = 2T . Для функцiї

f2(t) побудуємо ряд Фур’є.
Формули (1.8), (1.9), (1.10) набувають вигляду:

a0 =
1

T2

t0+T2∫
t0

f2(t) dt,

ak =
2

T2

t0+T2∫
t0

f2(t) cos k
2π

T2
t dt, bk =

2

T2

t0+T2∫
t0

f2(t) sin k
2π

T2
t dt.

Зсуваючи, як i вище, iнтервал iнтегрування на половину
його довжини (тобто, покладаючи t0 = − 1

2T2), отримуємо

a0 =
1

T2

T2/2∫
−T2/2

f2(t) dt,

ak =
2

T2

T2/2∫
−T2/2

f2(t) cos k
2π

T2
t dt, bk =

2

T2

T2/2∫
−T2/2

f2(t) sin k
2π

T2
t dt.

Пiдставимо сюди T2 = 2T :

a0 =
1

2T

T∫
−T

f2(t) dt,
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ak =
2

2T

T∫
−T

f2(t) cos k
2π

2T
t dt, bk =

2

2T

T∫
−T

f2(t) sin k
2π

2T
t dt.

З урахуванням парностi функцiї f2 (i, вiдповiдно, парностi до-
бутку f2 cos k 2π

2T t i непарностi добутку f2 sin k 2π
2T t) при iнтегру-

ваннi в симетричних межах отримуємо:

bk = 0, a0 =
2

2T

T∫
0

f2(t) dt =
1

T

T∫
0

f(t) dt,

ak =
1

T

T∫
−T

f2(t) cos k
2π

2T
t dt =

=
2

T

T∫
0

f2(t) cos k
2π

2T
t dt =

2

T

T∫
0

f(t) cos k
(ω

2

)
t dt.

Тут, як i ранiше, позначено ω = 2π
T . Крiм того, при переходi до

iнтервалу t ∈ [0;T ] замiсть f2 задiяно функцiю f .
Таким чином, отримуємо

a0 =
1

T

T∫
0

f(t) dt, (1.8′′)

ak =
2

T

T∫
0

f(t) cos k
(ω

2

)
t dt, (1.9′′)

bk = 0. (1.10′′)

Як бачимо, при пiдстановцi t0 = 0 з формули (1.8) виникає
формула (1.8”); при пiдстановцi t0 = 0 i використаннi ω

2 замiсть
ω з формули (1.9) виникає формула (1.9”).

Вiдповiдно, ряд Фур’є набуває вигляду

f(t) = a0 +
∞∑
k=1

ak cos k
(ω

2

)
t = a0 +

∞∑
k=1

ak cos k
π

T
t. (1.16)
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Рис. 1.1. Розкладання за синусами i косинусами

Вираз (1.16) називають розкладанням функцiї f(t) на iнтервалi
t ∈ [0;T ] за косинусами. Формально до (1.16) можна пiдставити
будь-яке значення t з iнтервалу t ∈ [−T ; 0], i ми отримаємо зна-
чення функцiї f2(t) в точцi t. Нiякого вiдношення це значення
до функцiї f(t) не має.

Функцiя f(t) i її розкладання (1.15), (1.16) спiвпадають при
t ∈ [0;T ], але поводять себе у рiзний спосiб поза межами цьо-
го iнтервалу. На рисунку 1.1 зверху зображено графiк деякої
функцiї f(t), визначеної на iнтервалi t ∈ [0;T ] (i взагалi нiяк
не визначеної поза його межами). Далi побудовано графiк ря-
ду Фур’є цiєї функцiї, отримуваний за формулами (1.8), (1.9),
(1.10) при t0 = 0. Ряд довизначає функцiю до перiодичної з пе-
рiодом T . Далi побудовано графiки розкладань за синусами (f1)
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i косинусами (f2). Перiоди двох останнiх розкладань дорiвню-
ють 2T .

Вiдтепер дiю «розкласти функцiю f(t) в ряд Фур’є на iнтер-
валi t ∈ [0, T ] за синусами (косинусами)» будемо розумiти як
послiдовнiсть таких дiй:

• утворити нову функцiю f1(t) (або f2(t) вiдповiдно), яка
при t ∈ [0;T ] спiвпадає з функцiєю f(t), а на iнтервал
t ∈ [−T ; 0] довизначається так, щоб бути непарною (пар-
ною) на iнтервалi t ∈ [−T ;T ]. При цьому функцiя f(t) на
iнтервалi t ∈ [−T ; 0] може поводити себе як завгодно або
бути невизначеною взагалi (i ми це iгноруємо);

• розкласти в ряд Фур’є функцiю f1(t) (або f2(t) вiдповiдно,
але не f(t)) на iнтервалi t ∈ [−T ;T ];

• обмежуючись значеннями аргументу t всерединi iнтер-
валу t ∈ [0;T ], вважати отримане розвинення таким, що
описує функцiю f(t), оскiльки на даному iнтервалi f спiв-
падає з f1 (або з f2 вiдповiдно);

• усвiдомити, що поза межами iнтервалу t ∈ [0;T ] утворе-
не розвинення довизначає вихiдну функцiю f(t) до нової
функцiї, перiодичної з перiодом 2T (а не T ). Головним пе-
рiодом нової функцiї є iнтервал t ∈ [−T ;T ].

1.5 Приклади рядiв Фур’є

1.5.1 Меандр

Розглянемо перiодичну послiдовнiсть прямокутних iмпуль-
сiв амплiтудою f0 (рис. 1.2). Число T називають перiодом пряму-
вання iмпульсiв, τ – тривалiстю iмпульсу, Q = T

τ – скважнiстю.
Аналiтично цю функцiю на головному перiодi t ∈ [0;T ] можна
задати у виглядi

f(t) =

[
f0, 0 < t < τ ;
0, τ < t < T.

(1.17)
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Рис. 1.2. Послiдовнiсть прямокутних iмпульсiв

Зазвичай (наприклад, у тактових генераторах, iнших приладах
синхронiзацiї) використовують значення Q = 2. В цьому випад-
ку послiдовнiсть прямокутних iмпульсiв називають меандром8.
При Q = 2 тривалiсть τ складає рiвно половину перiоду T . В
деяких iнших випадках використовують iншi значення сква-
жностi. Наприклад, типовим значенням скважностi випромi-
нювання активних iмпульсних радiолокаторiв є Q = 1000 (час
випромiнювання τ становить 0,1 % перiоду, а 99,9 % всього часу
роботи витрачається на прийом та аналiз ехо-сигналiв).

Знайдемо коефiцiєнти Фур’є функцiї (1.17). Маємо:

a0 =
1

T

T∫
0

f(t) dt =
1

T

τ∫
0

f(t) dt+
1

T

T∫
τ

f(t) dt.

Ми скористались аддитивнiстю визначеного iнтегралу. Вихi-
дна функцiя задана кусочно, тому на рiзних iнтервалах iнте-
ґрування вона має рiзнi аналiтичнi вирази. Так, згiдно з (1.17) в
правiй частинi в першому iнтегралi треба покласти f(t) = f0, а
в другому – f(t) = 0 (i останнiй iнтеграл дорiвнюватиме нулю).
Маємо:

a0 =
1

T

τ∫
0

f0 dt =
f0t

T

∣∣∣∣τ
0

=
f0τ

T
=
f0

Q
. (1.18)

8Пропонуємо роздивитись анiмацiю за адресою:
ru.wikipedia.org/wiki/Меандр_(радиотехника)
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Рис. 1.3. Постiйна складова меандру

Зокрема, для меандру Q = 2, i ми отримуємо a0 = f0
2 . Це є цiл-

ком зрозумiлий результат. Справдi, постiйна складова a0 має
сенс iнтегрального середнього функцiї f(t) на промiжку зав-
довжки T , тобто вона дорiвнює висотi f02 прямокутника шири-
ною T (горизонтальна штриховка на рис. 1.3) з такою ж пло-
щею, як площа пiд графiком (вертикальна штриховка).

Позначаючи ω = 2π
T , маємо далi:

ak =
2

T

τ∫
0

f0 cos kωt dt =
2f0

kωT
sin kωt

∣∣∣∣τ
0

=
2f0

k · 2π
sin kωτ =

=
f0

kπ
sin

(
k · 2π

T
· τ
)

=
f0

kπ
sin

2kπ

Q
. (1.19)

Зокрема, для меандру (тобто при Q = 2) за рахунок спiввiдно-
шення sin kπ = 0 отримуємо ak = 0.

Нарештi, маємо:

bk =
2

T

τ∫
0

f0 sin kωt dt =
2f0

kωT
cos kωt

∣∣∣∣0
τ

=
2f0

k · 2π
(cos 0− cos kωτ) =

=
f0

kπ

(
1− cos

(
k · 2π

T
· τ
))

=
f0

kπ

(
1− cos

2kπ

Q

)
. (1.20)
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Зокрема, для меандру (тобто при Q = 2) за рахунок спiввiдно-
шення cos kπ = (−1)k отримуємо

bk =
f0

kπ

(
1− (−1)k

)
.

Вiдповiдно, для парних k отримуємо bk = 0, для непарних k –

bk =
2f0

kπ
.

Тодi розвинення меандру з амплiтудою f0 i перiодом T в
ряд Фур’є набуває вигляду:

f(t) = a0 + b1 sinωt+ b3 sin 3ωt+ b5 sin 5ωt+ · · · =

=
f0

2
+

2f0

π

(
sinωt+

1

3
sin 3ωt+

1

5
sin 5ωt+ · · ·

)
=

=
f0

2
+

2f0

π

+∞∑
k=1

1

2k − 1
sin(2k − 1)ωt.

Графiки цього розвинення з утриманням гармонiк аж до
частот 3ω, 5ω, 15ω показано на рис. 1.4.

Цей i iншi рисунки, на яких вiдтворено графiки, отримуванi
чисельно, згенеровано в середовищi MATLAB з використанням
скриптiв, наведених в роздiлi «Використанi скрипти».

1.5.2 Iмпульс у виглядi трапецiї

Розглянемо функцiю, задану графiчно (рис. 1.5). Потрiбно:
1) записати її в аналiтичному виглядi на iнтервалi t ∈ [0;T ]; 2)
розкласти її в ряд Фур’є на цьому iнтервалi; 3) довизначити
задану функцiю до непарної i парної i побудувати розвинення
нових функцiй на iнтервалi t ∈ [−T ;T ]; 4) побудувати графiки
отриманих розвинень у безрозмiрних координатах.

1) Задана функцiя є кусочно-лiнiйною, i тому її аналiтичний
запис є

f(t) =

[
2f0
T · t, 0 < t < T

2 ;
f0,

T
2 < t < T.
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Рис. 1.4. Частковi суми меандру
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Рис. 1.5. Iмпульс у виглядi трапецiї

2) Оскiльки функцiя задана кусочно, то при обчисленнi ко-
ефiцiєнтiв Фур’є використовуватимемо аддитивнiсть визначе-
ного iнтегралу (iнтеграл вздовж деякого промiжку дорiвнює
сумi iнтегралiв вздовж окремих частин цього промiжку). Для
постiйної складової маємо:

a0 =
1

T

 T/2∫
0

2f0

T
· t dt+

T∫
T/2

f0 dt

 =
3

4
f0.

Позначимо ω = 2π
T .

ak =
2

T

 T/2∫
0

2f0

T
· t cos kωt dt+

T∫
T/2

f0 cos kωt dt

 =
f0

k2π2

[
(−1)k − 1

]
.

Тут перший з двох iнтегралiв обчислено частинами. Аналогiчно

bk =
2

T

 T/2∫
0

2f0

T
· t sin kωt dt+

T∫
T/2

f0 sin kωt dt

 = − f0

kπ
.

Тодi маємо:

f(t) =
3

4
f0 − f0

∞∑
k=1

(
1− (−1)k

k2π2
cos kωt+

1

kπ
sin kωt

)
.
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3) Для розкладання за синусами утворимо нову функцiю
f1(t), яка визначена на iнтервалi t ∈ [−T ;T ], є непарною i на
iнтервалi t ∈ [0;T ] спiвпадає з функцiєю f(t). Розкладемо фун-
кцiю f1(t) в ряд Фур’є на iнтервалi t ∈ [−T ;T ]. (Нагадаємо,
розкласти в ряд Фур’є функцiю f(t) за синусами на iнтервалi
t ∈ [0;T ] i розкласти в ряд Фур’є функцiю f1(t) на iнтервалi
t ∈ [−T ;T ] – це одне й те саме). Застосовуючи формули (1.8’),
(1.9’), (1.10’), отримуємо: a0 = 0, ak = 0,

bk =
2

T

 T/2∫
0

2f0

T
· t sin k

π

T
t dt+

T∫
T/2

f0 sin k
π

T
t dt

 .

Тут перший iнтеграл обчислюється частинами, i остаточний
результат є

bk =
4f0

π2

[
1

k2
sin

kπ

2
− π

2k
(−1)k

]
.

Тодi при t ∈ [0;T ] отримуємо

f(t) = f1(t) =

∞∑
k=1

bk sin
kπ

T
t =

=
4f0

π2

∞∑
k=1

[
1

k2
sin

kπ

2
− π

2k
(−1)k

]
sin

kπ

T
t.

Аналогiчно, для розкладання за косинусами утворимо нову
функцiю f2(t), яка визначена на iнтервалi t ∈ [−T ;T ], є парною
i на iнтервалi t ∈ [0;T ] спiвпадає з функцiєю f(t). Розкладемо
функцiю f2(t) в ряд Фур’є на iнтервалi t ∈ [−T ;T ]. Застосову-
ючи формули (1.8”), (1.9”), (1.10”), отримуємо: bk = 0,

a0 =
2

T

 T/2∫
0

2f0

T
· t dt+

T∫
T/2

f0 dt

 .

ak =
2

T

 T/2∫
0

2f0

T
· t cos k

π

T
t dt+

T∫
T/2

f0 cos k
π

T
t dt

 .
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В останньому виразi перший iнтеграл обчислюється частина-
ми, i остаточний результат є

a0 =
3

4
f0, ak =

4f0

k2π2

[
cos

kπ

2
− 1

]
.

Тодi при t ∈ [0;T ] отримуємо

f(t) = f2(t) = a0 +

∞∑
k=1

ak cos
(
k
π

T
t
)

=

=
3

4
f0 +

4f0

π2

∞∑
k=1

1

k2

[
cos

kπ

2
− 1

]
cos

kπ

T
t.

4) Для поточкової побудови графiкiв за отриманими форму-
лами використано вiдповiдний скрипт. Результат його роботи
наведено на рис. 1.6.

При довизначеннi функцiї f(t) до парної (розкладання за
косинусами) i далi до перiодичної утворилась неперервна фун-
кцiя f2. Тому це розкладання збiгається швидше за розкладан-
ня за синусами (яке виявилось розривним). Справдi, коефiцiєн-
ти ak пропорцiйнi до 1

k2 , в той час як коефiцєнти bk пропорцiй-
нi9 лише до 1

k . Тому кiлькiсть утриманих на рис. 1.6 гармонiк
(використано дiапазон k = 1, 2, · · · , 30) практично не дозволяє
побачити вiдмiннiсть косинус-розкладання вiд вихiдної фун-
кцiї f , в той час як осциляцiї синус-розкладання ще є досить
помiтними.

Це спостереження є проявом бiльш загальної закономiрно-
стi: чим вищий клас гладкостi функцiї, тим швидше збiгається
її ряд Фур’є. Пояснимо це бiльш детально.

Диференцiювання функцiї (можливо, кiлька разiв поспiль)
може «погiршувати» її властивостi. Так, функцiя y(x) = |x| є
нерерервною, але її похiдна

y′(x) =

[
1, x > 0;
−1, x < 0

9Мова йде про пропорцiйнiсть, яка приблизно має мiсце лише при вели-

ких значеннях k. У фрагментi
(

1
k2

sin kπ
2
− π

2k
(−1)k

)
виразу для bk головним

членом є π
2k

(−1)k, оскiльки
∣∣∣ 1
k2

sin kπ
2

∣∣∣� ∣∣ π
2k

(−1)k
∣∣ при k � 1.
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Рис. 1.6. Частковi суми iмпульсу у виглядi трапецiї
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розривна в точцi x = 0. Похiдна в цiй точцi взагалi не iснує,
оскiльки в точцi x = 0 до графiка функцiї y(x) = |x| не можна
провести дотичну.

Функцiя

y(x) =

[
x2

2 , x > 0;

−x
2

2 , x < 0

є «кращою»: в точцi x = 0 вона не тiльки неперервна, а навiть
диференцiйована10. Справдi:

y′(x) =

 x, x > 0;
0, x = 0;
−x, x < 0.

Кажуть, що ця функцiя є гладкою в точцi x = 0 (графiк в цiй
точцi не має зламу, як графiк y(x) = |x|, а поводить себе «глад-
ко»; отже, можна провести дотичну, тобто похiдна iснує). Але
друга похiдна виявляється вже розривною функцiєю.

Функцiя

y(x) =

[
x3

6 , x > 0;

−x
3

6 , x < 0

є ще «бiльш гладкою», оскiльки розрив виникає лише пiсля
третього диференцiювання.

Кажуть, що клас гладкостi функцiї є тим бiльш високим,
чим бiльше номер похiдної, пiсля знаходження якої виникає
розрив. Домовились вважати, що при наявностi розриву типу
стрибка має мiсце 0-гладкiсть; неперервнi функцiї є не менш
нiж 1-гладкими; принаймнi одноразово диференцiйованi фун-
кцiї є не менш нiж 2-гладкими, i т.д.

Функцiї sinx, cosx формально належать нескiнченно висо-
кому класу гладкостi: їх можна диференцiювати необмежену
кiлькiсть разiв, i кожного разу отримувати диференцiйованi
функцiї.

У загальному випадку чим вищий клас гладкостi, тим швид-
ше модулi коефiцiєнтiв Фур’є прямують до нуля (тобто тим в

10Нагадаємо, диференцiйованiсть функцiї є бiльш жорсткою вимогою: з ди-
ференцiйованостi функцiї в данiй точцi випливає її неперервнiсть в цiй точцi,
але з неперервностi не випливає диференцiйованiсть.
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бiльшому степенi iндекс k сумування входить в знаменники
виразiв для коефiцiєнтiв Фур’є). Вiдповiдно, тим швидше ряд
збiгається, i тим меншу кiлькiсть гармонiк можна утримувати
при проведеннi практичних розрахункiв.

Розглянемо один граничний випадок. Утворимо такий ряд:

α cosx+ β sinx = (α cosx+ β sinx) +

∞∑
k=2

(ak cos kx+ bk sin kx) .

Оскiльки функцiя y = α cosx + β sinx належить нескiнченно
високому класу гладкостi, то коефiцiєнти Фур’є нескiнченно
швидко прямують до нуля. Тобто вже при k = 2 маємо

ak = a2 = 0, bk = b2 = 0.

При бiльших значення k тим паче маємо ak = bk = 0. Iнакше
кажучи, ряд Фур’є першої гармонiки i є ця перша гармонiка:
фактично розвинення першої гармонiки в ряд Фур’є встанов-
лює, що ця гармонiка дорiвнює сама собi. При цьому амплiтуди
усiх вищих гармонiк дорiвнюють нулю. При практичних роз-
рахунках в цьому прикладi достатньо утримувати лише першу
гармонiку.
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2

Приклади застосування

рядiв Фур’є

2.1 Опiр котушки змiнному струму

Як вiдомо, опiр котушки змiнному струму дорiвнює

XL = ωL, (2.1)

де L – iндуктивнiсть котушки, ω – циклiчна частота струму. Пе-
рiод коливань T = 2π

ω . Формулу (2.1) отримують, розглядаючи
дiю напруги, яка змiнюється за гармонiчним законом. Вiдмiн-
нiсть форми напруги вiд синусоїдальної робить формулу (2.1)
непридатною.

Застосування рядiв Фур’є є зручним способом врахувати
негармонiчнiсть напруги при обчисленнi опору котушки змiн-
ному струму. Нехай на котушку подано напругу, яка здiйснює
перiодичнi коливання за законом U(t) з перiодом T . З урахува-
нням (1.5), (1.6) приймемо цей закон у виглядi1

U(t) =
∞∑
k=1

Uk cos (ωt+ ϕk) . (2.2)

1Ми розглядаємо лише iдеальну котушку, омiчний опiр R якої дорiвнює ну-
лю. Тому постiйна складова U0 має бути вiдсутньою. В iншому разi за законом
Ома струм через котушку виявися б нескiнченно великим.
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Iдеальна котушка є лiнiйною системою, що дозволяє засто-
сувати принцип суперпозицiї до описання режиму її роботи.
По вiдношенню до нашої задачi можна надати таке форму-
лювання цього принципу: «струм, який виникає в результатi
дiї суми деяких напруг, дорiвнює сумi струмiв, кожен з яких
виникав би в результатi дiї вiдповiдної напруги за умови вiд-
сутностi iнших напруг»2. За суттю цей принцип встановлює
взаємну незалежнiсть окремих внескiв в загальний струм, тоб-
то вiн встановлює, що виникнення додаткової напруги тягне
за собою вiдповiдне виникнення додаткового внеску в загаль-
ний струм, але ця додаткова напруга не впливає на величину
внескiв в загальний струм, зумовлених дiєю iнших напруг.

Розглянемо спочатку спрощений випадок, коли сума (2.2)
мiстить лише два доданки – з номерами k i n, тобто має вигляд

U(t) = Uk cos (kωt+ ϕk) + Un cos (nωt+ ϕn) .

За усталеного режиму коливань внески в струм котушки вiд-
стають за фазою вiд вiдповiдних напруг на π

2 , i тому мають
вигляд

ik(t) = Ik cos
(
kωt+ ϕk −

π

2

)
= Ik sin (kωt+ ϕk) ,

in(t) = In cos
(
nωt+ ϕn −

π

2

)
= In sin (nωt+ ϕn) .

Тут амплiтуди

Ik =
Uk
kωL

, In =
Un
nωL

(2.3)

2Розглянемо, наприклад, послiдовний ланцюг, який складається з резистора
опором R та двох iдеальних джерел з ЕРС E1 i E2 постiйної напруги. Струм
в колi, очевидно, I = E1+E2

R
. Цей результат можна отримати як суму двох

внескiв: I1 = E1
R

i I2 = E2
R

. Тут I1 i є струм, який виникав би в результатi
дiї ЕРС E1 за умови вiдсутностi ЕРС E2, а I2 – струм, який виникав би в
результатi дiї ЕРС E2 за умови вiдсутностi ЕРС E1. Можливiсть представити
загальний струм у виглядi суми двох внескiв, I = I1 + I2, зумовлена саме
лiнiйнiстю закону Ома, який встановлює пряму пропорцiйнiсть мiж напругою
та струмом в виглядi «струм = напруга

опiр ». Додатковi труднощi виникають лише
у зв’язку з тим, що окремi внески залежать вiд часу. Тому ми будемо додавати
миттєвi значення внескiв ik(t) для конкретного моменту часу t.
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струмiв-внескiв обчислено за законом Ома для ланцюгiв змiн-
ного струму з використанням (2.1). Застосовуючи принцип су-
перпозицiї для довiльного моменту часу, струм в котушцi зна-
йдемо у такий спосiб:

i(t) = ik(t) + in(t) = Ik sin (kωt+ ϕk) + In sin (nωt+ ϕn) .

Зауважимо тепер, що обидва доданки мають перiод, який
цiлу3 кiлькiсть разiв розмiщується на перiодi T . Тому спроба
використати амперметр середнiх значень нi до чого не призве-
де – покази такого амперметру дорiвнюватимуть нулю, оскiль-
ки для згаданих доданкiв нулю дорiвнює iнтегральне середнє
на перiодi (для першого доданка – на перiодi Tk, i отже, на
перiодi T ; для другого доданка – на перiодi Tn, i отже, на пе-
рiодi T ). Застосування амперметра миттєвих значень також
не врятує положення, оскiльки при досить великих частотах ω
вiн фiзично не буде встигати здiйснювати вимiрювання. Тому
в нагодi може статись лише амперметр середньоквадратичних
значень.

Визначимо середньоквадратичне значення сумарного стру-
му як величину

ĩ =
√
〈i2(t)〉.

Тут ламанi дужки позначають iнтегральне середнє на перiодi.
Треба спочатку пiднести вираз i(t) до другого4 степеню, потiм
знайти iнтегральне середнє цього квадрату на перiодi T (який
є спiльним для обох доданкiв), i, нарештi, видобути з цього
результату квадратний корiнь. Маємо:

〈
i2(t)

〉
=

1

T

T∫
0

i2(t) dt =

3Справдi, перiод першої синусоїди Tk = 2π
(kω)

= T
k

, перiод другої синусоїди

Tn = 2π
(nω)

= T
n

. Отже, T = kTk = nTn.
4Iнтегральне середнє значення струму на перiодi дорiвнює нулю за рахунок

того, що синусоїдальний струм набуває вiд’ємних значень протягом такого ж
часу, як i вiдповiдних додатних значень. На вiдмiну вiд цього, миттєве значення
квадрату струму бути вiд’ємним не може. Саме тому середньоквадратичне
значення (на вiдмiну вiд середнього значення) буде додатним числом.
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=
1

T

T∫
0

(Ik sin (kωt+ ϕk) + In sin (nωt+ ϕn))
2
dt =

=
I2
k

T

T∫
0

sin2 (kωt+ ϕk) dt+
I2
n

T

T∫
0

sin2 (nωt+ ϕn) dt+

+
2IkIn
T

T∫
0

sin (kωt+ ϕk) sin (nωt+ ϕn) dt.

Детально розглянемо перший з цих iнтегралiв. З використан-
ням формули додавання (див. виноску на с. 8) i позначень (1.5)
маємо:

sin2 (kωt+ ϕk) = (sin kωt cosϕk + cos kωt sinϕk)
2

=

= (Sk(t) cosϕk + Ck(t) sinϕk)
2

=

= S2
k(t) cos2 ϕk + C2

k(t) sin2 ϕk + 2Sk(t)Ck(t) sinϕk cosϕk.

Тодi

T∫
0

sin2 (kωt+ ϕk) dt = cos2 ϕk

T∫
0

S2
k(t) dt+ sin2 ϕk

T∫
0

C2
k(t) dt+

+2 sinϕk cosϕk

T∫
0

Sk(t)Ck(t) dt.

Вище (див. п. 1.2.2) було встановлено, що

T∫
0

S2
k(t) dt =

T∫
0

C2
k(t) dt =

T

2
,

T∫
0

Sk(t)Ck(t) dt = 0.

Отже

T∫
0

sin2 (kωt+ ϕk) dt = cos2 ϕk ·
T

2
+ sin2 ϕk ·

T

2
+ 0 =

T

2
.
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Аналогiчно встановлюємо, що

T∫
0

sin2 (nωt+ ϕn) dt =
T

2
, (2.4)

T∫
0

sin (kωt+ ϕk) sin (nωt+ ϕn) dt = 0. (2.5)

Цiкаво зауважити, що цi результати не залежать вiд початко-
вих фаз ϕk, ϕn. Остаточно маємо

〈
i2(t)

〉
=
I2
k

T
· T

2
+
I2
n

T
· T

2
+ 0 =

I2
k + I2

n

2
.

Тодi середньоквадратичне значення сили струму дорiвнює

ĩ =

√
I2
k + I2

n

2
.

Розмiрковуючи аналогiчно, для середньоквадратичного значе-
ння напруги одержуємо

Ũ =

√
U2
k + U2

n

2
.

Отже, за законом Ома котушцi слiд приписати опiр

XL =
Ũ

ĩ
=

√
U2
k + U2

n

I2
k + I2

n

. (2.6)

Зокрема, якби напруга була гармонiчною з частотою ω∗ = kω,
треба було б покласти Un = 0, In = 0, i ми б отримали

XL =
Uk
Ik

= kωL = ω∗L,

що узгоджується з (2.1). Остаточно значення опору котушки
бiгармонiчному струмовi ми отримали б, пiдставляючи (2.3) до
(2.6).
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Рис. 2.1. Органiзацiя перебору сполучень спiвмножникiв

Нехай тепер сума (2.2) мiстить n доданкiв. Вiдповiдно, мит-
тєве значення сили струму

i(t) =

n∑
k=1

ik(t) =

n∑
k=1

Ik sin (kωt+ ϕk) .

Тут амплiтуди гармонiк

Ik =
Uk
kωL

, k = 1, 2, · · · , n.

Знову обчислимо середньоквадратичне значення. Пiднесення
суми струмiв ik(t) до квадрату здiйснимо у такий спосiб:

i2 = (i1 + i2 + · · ·+ in) · (i1 + i2 + · · ·+ in) .

Кожний доданок першої «дужки» треба помножити на кожний
доданок другої «дужки». Щоб не втратити жодного добутку,
переберемо усi сполучення спiвмножникiв способом, органiза-
цiю якого (при n = 4) зрозумiло з рисунку 2.1:

i2 = i21 + (i1i2 + i2i1) + (i3i1 + i22 + i1i3)+

+(i1i4 + i2i3 + i3i2 + i4i1) + (i4i2 + i23 + i2i4) + (i3i4 + i4i3) + i24.

Очевидно, при збiльшеннi n цей вираз значно ускладниться,
але його структура залишиться незмiнною: квадрат миттєвого
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струму дорiвнюватиме сумi квадратiв i перехрестних добуткiв.
При усередненнi (тобто при iнтегруваннi) квадрат k-го стру-

му перетвориться на I2k
2 у вiдповiдностi з (2.4), а кожний пе-

рехресний добуток – на нуль у вiдповiдностi з (2.5), причому
незалежно вiд початкових фаз ϕk. Тодi середньоквадратичне
значення сили струму дорiвнює

ĩ =

√
I2
1 + I2

2 + · · ·+ I2
n

2
.

Розмiрковуючи аналогiчно, для середньоквадратичного значе-
ння напруги одержуємо

Ũ =

√
U2

1 + U2
2 + · · ·+ U2

n

2
.

Отже, за законом Ома котушцi слiд приписати опiр

XL =
Ũ

ĩ
=

√
U2

1 + U2
2 + · · ·+ U2

n

I2
1 + I2

2 + · · ·+ I2
n

=


n∑
k=1

U2
k

n∑
k=1

I2
k


1/2

.

Пiдставляючи сюди Ik = Uk

kωL , отримуємо:

XL = ωL


n∑
k=1

U2
k

n∑
k=1

(
Uk

k

)2


1/2

. (2.7)

Зокрема, якби тут кожна сума мiстила лише перший доданок,
ми зному отримали б узгождення з (2.1).

Нехай тепер сума (2.2) мiстить нескiнченну кiлькiсть до-
данкiв. У виразi (2.7) треба здiйснити граничний перехiд при
n→∞:

XL = ωL


∞∑
k=1

U2
k

∞∑
k=1

(
Uk

k

)2


1/2

. (2.8)
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Вiдповiдно, постає питання про збiжнiсть цих рядiв.
Уявлення про цю збiжнiсть отримаємо з таких мiркувань.

Функцiя (2.2) є математичною моделлю деякого фiзичного си-
гналу, тому вона є неперервною, i, отже, задовольняє умови
Дирихле. Тому розвинення (2.2) є збiжним. Тодi з необхiдної
умови збiжностi випливає, що амплiтуди Uk гармонiк прямують
до нуля. При пiднесеннi до квадрату цi амплiтуди, очевидно, ще
швидше прямуватимуть до нуля. Отже, за ознакою порiвняння
чисельник у виразi (2.8) тим паче буде збiжними. Тодi очеви-
дно, знаменник тим паче збiгається за ознакою порiвняння.

Зауважимо також, енергiя коливань пропорцiональна ква-
драту їх амплiтуди, тому збiжнiсть чисельника у виразi (2.8)
має простий фiзичний змiст: енергiя розглядуваних коливань є
скiнченною.

Розглянемо випадок, коли на котушку iндуктивнiстю L по-
дано змiнну напругу у виглядi послiдовностi прямокутних iм-
пульсiв аналогiчно до (1.17):

U(t) =

[
U0 − U0

Q , 0 < t < τ ;

−U0

Q , τ < t < T.

З цього закону вилучено постiйну складову; як i ранiше, по-
значено Q = T

τ . Тодi коефiцiєнти Фур’є згiдно з (1.18), (1.19),
(1.20) дорiвнюють

a0 = 0, ak =
U0

kπ
sin

2kπ

Q
, bk =

U0

kπ

(
1− cos

2kπ

Q

)
.

Позначимо ψk = 2kπ
Q . Тодi квадрат амплiтуди k-ї гармонiки згi-

дно з (1.3) дорiвнює

U2
k = a2

k + b2k =
U2

0

k2π2

(
sin2 ψk + (1− cosψk)

2
)

=

=
U2

0

k2π2

(
sin2 ψk + 1− 2 cosψk + cos2 ψk

)
=

U2
0

k2π2
(2− 2 cosψk) =

=
4U2

0

k2π2
· 1− cosψk

2
=

4U2
0

k2π2
sin2 ψk

2
=

4U2
0

k2π2
sin2 kπ

Q
.
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Рис. 2.2. Залежнiсть опору котушки вiд скважностi

Пiдставимо цей вираз до (2.8):

XL = ωL


∞∑
k=1

1
k2 sin2 kπ

Q

∞∑
k=1

1
k4 sin2 kπ

Q


1/2

.

Результати розрахункiв за цiєю формулою з утриманням 200
доданкiв представлено на рисунку 2.2 при запуску вiдповiдно-
го скрипта.

По горизонтальнiй осi вiдкладено значення z = 1
Q , а по вер-

тикальнiй – вiдношення XL

ωL . При змiнi z в дiапазонi вiд 0 до
1 скважнiсть зменшується вiд нескiнченностi до одиницi. Пра-
ктичнi розрахунки обмежено дiапазоном ε 6 z 6 1− ε.

Точцi z = 1
2 вiдповiдає значення Q = 2 (випадок меандру). Як

бачимо, у цьому разi вiдношення XL

ωL лише приблизно на 10%
вiдрiзняється вiд одиницi. Це значить, що формула (2.1) для
випадку меандру призводить до похибки 10%. Але при z → 0
(тобто при Q → ∞) опiр котушки необмежено зростає. Це є
очевидним результатом: при збiльшеннi скважностi спектр по-
слiдовностi прямокутних iмпульсiв насичується вищими гар-
монiками, i значна частка енергiї коливань припадає на дуже
високi частоти, на яких опiр котушки стає великим.

Зауважимо також наступне. Достатньо обмежитись лише
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однiєю (наприклад, лiвою) половиною графiка рис. 2.2, оскiль-
ки вiн є симетричним вiдносно прямої z = 1

2 . Справдi, роз-
глянемо двi точки з симетричними абсцисами: z1 = 1

2 − ∆z i
z2 = 1

2 +∆z, 0 < ∆z < 1
2 . Доведемо, що фрагмент F (z) = sin2 kπ

Q =

= sin2 kπz формули опору в цих точках є однаковим:

F (z1,2) = sin2 kπz1,2 = sin2 kπ

(
1

2
±∆z

)
= sin2

(
kπ

2
± kπ∆z

)
.

За формулами зведення ми будемо отримувати однакове зна-
чення sin2 kπ∆z при парному k i однакове значення cos2 kπ∆z
при непарному k.

Нарештi, отримаємо ще результати розрахункiв, якi пiд-
твердять достовiрнiсть викладеного вище. Нехай напруга на
котушцi змiнюється за законом

u(t) =

∞∑
k=1

(ak cos kωt+ bk sin kωt) .

Для послiдовностi прямокутних iмпульсiв амплiтуди U0 зi сква-
жнiстю Q за вiдсутностi постiйної складової маємо:

ak =
U0

kπ
sin

2kπ

Q
, bk =

U0

kπ

(
1− cos

2kπ

Q

)
.

Тодi струм в котушцi з урахуванням фазових зсувiв змiнюва-
тиметься за законом

i(t) =

∞∑
k=1

(
ak
kωL

cos
(
kωt− π

2

)
+

bk
kωL

sin
(
kωt− π

2

))
.

Зiставити миттєвi значення напруги u(t) i струму i(t) можна за
допомогою рисунку 2.3, який одержано при запуску вiдповiд-
ного скрипта.

Як бачимо, струм виявляється кусочно-лiнiйним. Це вiдпо-
вiдає закону Фарадея для ЕРС самоiндукцiї5: E(t) = −L · didt . В

5В котушцi вiдбувається рiзновид явища електромагнiтної iндукцiї, який на-
зивають самоiндукцiєю. Можна робити вигляд, нiби це явище не вiдбувається,
натомiсть в схему додатково включено штучно вигадане джерело ЕРС E(t),
наявнiсть якого моделює явище самоiндукцiї. При цьому, оскiльки омiчний
опiр котушки дорiвнює нулю, падiння напруги на нiй також дорiвнює нулю:
E(t) + u(t) = 0. Отже, фактично напруга на котушцi u(t) = −E(t) = +L · di

dt
.
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Рис. 2.3. Струм котушки при iмпульсному збудженнi

тi моменти часу, коли струм рiвномiрно зростає, напруга при-
ймає постiйне додатне значення; в тi моменти часу, коли струм
рiвномiрно спадає (в нашому випадку – повiльнiше), напруга
приймає постiйне вiд’ємне значення (в нашому випадку – мен-
ше за абсолютною величиною, тобто за модулем).

Зауважимо також, струм (на вiдмiну вiд напруги) виявився
неперервною6 функцiєю часу. Коефiцiєнти Фур’є струму про-
порцiйнi до 1

k2 , а коефiцiєнти Фур’є напруги – до 1
k . Тому ряд

Фур’є струму збiгається швидше; осциляцiї на графiку напруги
ще видно (власне, цi осциляцiї зумовленi похибкою, яка вини-
кає за рахунок скiнченної кiлькостi утримуваних доданкiв), а
на графiку струму – вже практично не видно. Схожа ситуацiя

6В електротехнiцi при вивченнi перехiдних процесiв в лiнiйних ланцюгах
формулюють т.зв. закони комутацiї. Цi закони забороняють стрибкоподiбну
змiну струму через котушку i стрибкоподiбну змiну напруги на конденсаторi в
моменти комутацiї (включення, виключення, переключення тощо). Iнше озна-
чало б нескiнченно швидку змiну магнiтної (вiдповiдно, електричної) енергiї,
тобто генерацiю нескiнченно великої потужностi. При цьому стрибкоподiбну
змiну струму через конденсатор i напруги на котушцi не заборонено. Отже,
одержана нами залежнiсть струму вiд часу не протирiчить законам комутацiї.
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мала мiсце при обговореннi рис. 1.6.

2.2 Полiрезонанс

Розглянемо послiдовний коливальний контур, який склада-
ється з котушки iндуктивнiстю L, конденсатора ємнiстю C, ре-
зистора опором R. Нехай пiд дiєю джерела ЕРС E(t) в контурi
тече струм i(t). Якби ЕРС E(t) здiйснювала гармонiчнi коливан-
ня, амплiтуда струму досягала би максимального значення при
спiвпадiннi частоти коливань ЕРС i частоти вiльних коливань
в контурi. Це i є явище резонансу. Дослiдимо бiльш деталь-
но поведiнку струму в контурi при довiльнiй (але перiодичнiй)
залежностi E(t).

2.2.1 Елементарна теорiя резонансу

Нехай в момент часу t заряд конденсатора дорiвнює Q(t). За
визначенням миттєвого значення струм в контурi i(t) = Q′(t).
Тодi електромагнiтна енергiя, накопичена в контурi

Wем =
Li2

2
+
Q2

2C
=
L (Q′)

2

2
+
Q2

2C
.

Нехай за час ∆t (рахуючи вiд моменту t) через джерело про-
ходить заряд ∆Q. Нехай промiжок часу ∆t є настiльки малим,
що змiною ЕРС на його протязi можна знехтувати. Тодi робота
стороннiх сил за цей час ∆Aстор = E(t)∆Q. За законом збере-
ження енергiї ця робота витрачається на прирiст електромагнi-
тної енергiї в контурi та частково видiляється в формi теплоти
Джоуля на резисторi:

∆Aстор = ∆Wем + ∆Wтепл,

E(t)∆Q = ∆Wем + ∆Wтепл.

Роздiлимо це рiвняння на ∆t:

E(t) · ∆Q

∆t
=

∆Wем

∆t
+

∆Wтепл

∆t
.
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Здiйснимо граничний перехiд при ∆t → 0. Вiдношення ∆Q
∆t ,

∆Wем
∆t перетворяться на похiднi, а вiдношення ∆Wтепл

∆t – на миттє-
ве значення теплової (джоулевої) потужностi Pтепл = i2R. Отри-
муємо:

E(t)i = W ′ем + Pтепл,

E(t)i =

(
Li2

2
+
Q2

2C

)′
+ i2R.

Математично вираз для магнiтної (електричної) енергiї є
складною функцiєю: внутрiшня – i(t) (Q(t)), зовнiшня – пiд-
несення до другого степеню. Враховуючи це, маємо:

E(t)i = Lii′ +
1

C
QQ′ + i2R.

Скорочуючи на i (i враховуючи, що i = Q′), одержимо:

E(t) = Li′ +
1

C
Q+ iR.

Це рiвняння має простий фiзичний змiст: ЕРС джерела вичер-
пується сумою ЕРС самоiндукцiї7 Li′, напруги на конденсаторi
Q
C i падiння напруги на резисторi iR, як i має бути при послi-
довному з’єднаннi за законом Кiрхгофа.

Введемо позначення

β =
R

2L
, ω2

0 =
1

LC
.

Тодi

Q′′ + 2βQ′ + ω2
0Q =

1

L
E(t). (2.9)

Отримали звичайне диференцiальне рiвняння вимушених ко-
ливань. Шуканою функцiєю є Q(t).

Характеристичне рiвняння вiдповiдного однорiдного рiвня-
ння

λ2 + 2βλ+ ω2
0 = 0.

7Власне, ЕРС самоiндукцiї дорiвнює −Li′. Фактична напруга на котушцi
вiдрiзняється знаком; див. виноску на с. 42.
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Його коренi λ1,2 = −β ± iω. Тут позначено ω =
√
ω2

0 − β2. Тодi
загальний розв’язок однорiдного рiвняння

Qодн(t) = e−βt (A cosωt+B sinωt) . (2.10)

Нехай ЕРС джерела змiнюється за гармонiчним законом з
частотою Ω:

E(t) = E1 (cos Ωt+ ϕ1) .

Частковий розв’язок неоднорiдного рiвняння шукаємо у вигля-
дi

Qнеодн(t) = M cos Ωt+N sin Ωt.

Маємо
Q′неодн(t) = −MΩ sin Ωt+NΩ cos Ωt.

Q′′неодн(t) = −MΩ2 cos Ωt−NΩ2 sin Ωt.

Пiдставимо функцiю Qнеодн(t) i її похiднi до (2.9). Методом не-
визначених коефiцiєнтiв при функцiях cos Ωt, sin Ωt одержуємо
систему: {

−MΩ2 + 2NβΩ +Mω2
0 = E1

L · cosϕ1;
−NΩ2 − 2MβΩ +Nω2

0 = −E1L · sinϕ1.

В матричнiй формi(
ω2

0 − Ω2 2βΩ
−2βΩ ω2

0 − Ω2

)(
M
N

)
=

( E1
L · cosϕ1

−E1L · sinϕ1

)
.

Визначник матрицi системи

∆ =
(
Ω2 − ω2

0

)2
+ 4β2Ω2.

Оскiльки β 6= 0, то обидва цi повнi квадрати не можуть одноча-
сно дорiвнювати нулю. Тодi ∆ > 0, i отже ∆ 6= 0. Тодi розв’язок
цiєї системи iснує i є єдиним. За правилами Крамера:

M =
E1
L∆

{
cosϕ1

(
ω2

0 − Ω2
)

+ sinϕ1 · 2βΩ
}
,

N =
E1
L∆

{
− sinϕ1

(
ω2

0 − Ω2
)

+ cosϕ1 · 2βΩ
}
.
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Згiдно з вiдомою теоремою загальний розв’язок неоднорi-
дного рiвняння (2.9) дорiвнює сумi загального розв’язку вiдпо-
вiдного однорiдного рiвняння i часткового розв’язку неоднорi-
дного рiвняння:

Q(t) = e−βt (A cosωt+B sinωt) +M cos Ωt+N sin Ωt.

Для режиму усталених коливань за рахунок швидкого згасання
спiвмножника e−βt → 0 отримуємо:

Q(t) = M cos Ωt+N sin Ωt.

Таким чином, при гармонiчному збудженнi на частотi Ω в кон-
турi виникають гармонiчнi коливання також на частотi Ω не-
залежно вiд власної частоти ω0. Амплiтуду цих коливань зна-
йдемо згiдно з (1.3):

Q1 =
√
M2 +N2 =

E1

L

√
(Ω2 − ω2

0)
2

+ 4β2Ω2

. (2.11)

Важливо зауважити, що цей результат не залежить вiд поча-
ткової фази ϕ1. Справдi, неважливо, якою була початкова фаза,
оскiльки її необхiдно було знати для обчислення констант A i
B, а тепер мова йде лише про амплiтуду усталених коливань.

Спiввiдношення (2.11) задає амплiтуду коливань заряду в
контурi. Ця амплiтуда залежить вiд частоти збудження Ω.

Формула (2.11) задає т.зв. резонансну криву. Вона пояснює
рiзке можливе збiльшення амплiтуди Q1 навiть при постiйнiй
(i, можливо, достатньо малiй) амплiтудi збудження E1; доста-
тньо лише в належний спосiб пiдiбрати потрiбну частоту збу-
дження Ω.

Знайдемо максимум функцiї (2.11). Покладемо Ω2 = x. Оче-
видно, достатньо знайти мiнiмум функцiї

f(x) =
(
x− ω2

0

)2
+ 4β2x.

Це є квадратична функцiя однiєї змiнної. Її графiк – парабола
гiлками догори. Отже, мiнiмум цiєї функцiї iснує i є єдиним.
Маємо:

f ′(x) = 2
(
x− ω2

0

)
+ 4β2 = 0.
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Точка мiнiмуму x0 = ω2
0 − 2β2. Тому положення максимуму ви-

разу (2.11) спостерiгається при частотi збудження

Ωres =
√
x0 =

√
ω2

0 − 2β2.

В коливальних системах з малими втратами виконується нерiв-
нiсть β � ω0, i тому можна вважати, що

Ωres ≈ ω0.

Таким чином, резонанс – це фiзичне явище, яке полягає в збiль-
шеннi амплiтуди вимушених коливань при спiвпадiннi частот:
збуджуючої Ω = Ωres i власної ω0. Математично резонанс вигля-
дає як поява максимуму на резонанснiй кривiй.

На окрему увагу заслуговує оцiнка значення цього макси-
муму. Значення мiнiмуму функцiї f :

min f = f(x0) = 4β2
(
ω2

0 − β2
)
≈ 4β2ω2

0 .

Тодi

maxQ1 =
E1

L
√

min f
≈ E1

2Lβω0
.

Очевидно тепер, що при β → 0 ми отримаємо нескiнченне зро-
стання значення максимуму резонансної кривої. При цьому
амплiтуда E1 залишається незмiнною (i навiть, можливо, дуже
малою).

Для формування уявлення про вплив рiвня втрат β на ви-
гляд резонансної кривої введемо замiни змiнних

F =
Q1Lω

2
0

E1
, Z =

Ω

ω0
, B =

β

ω0
.

Формула (2.11) набуде вигляду:

F (Z) =
1√

(Z2 − 1)
2

+ 4B2Z2

.

З’ясуємо фiзичний змiст величини F . Маємо:

E1
Lω2

0

=
E1

L · 1
LC

= CE1 = Q∗.
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Рис. 2.4. Приклади резонансних кривих

Величина Q∗ є зарядом, до якого зарядився би конденсатор,
якби джерело E1 було джерелом постiйного струму. Отже, вiд-
ношення F = Q1

Q∗ показує, у скiльки разiв фактична амплiтуда
коливань заряду на данiй частотi Ω = Zω0 бiльша порiвняно iз
зарядом у статичному випадку.

Резонанснi кривi при B = 0,03, B = 0,06, B = 0,1 побудо-
вано на рис. 2.4. При найвищому (з використаних нами при
розрахунках) рiвнi втрат (B = 0,1) змiщення положення макси-
муму в бiк менших частот є досить помiтним. Графiки рис. 2.4
побудовано при виконаннi вiдповiдного скрипта.

2.2.2 Випадок полiгармонiчного збудження

Елементарна теорiя резонансу в системi з одним степенем
свободи, викладена в попередньому пунктi, зазвичай будується
в припущеннi, що коливання ЕРС збуджуючого джерела вiдбу-
ваються за гармонiчним законом.

Розглянемо тепер бiльш загальний випадок, коли права ча-
стина рiвняння (2.9) – довiльна перiодична функцiя E(t) з перi-
одом T , яка задовольняє умови Дирихле. Подiбно до (2.2) по-
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кладемо

E(t) =

n∑
k=1

fk(t).

Тут позначено

fk(t) = Ek cos (kΩt+ ϕk) , Ω =
2π

T
.

Рiвняння (2.9) набуває вигляду

Q′′ + 2βQ′ + ω2
0Q =

1

L

n∑
k=1

fk(t). (2.12)

Як i ранiше, побудуємо суму загального розв’язку (2.10) одно-
рiдного рiвняння i будь-якого часткового розв’язку неоднорi-
дного рiвняння. З плином часу доданок (2.10) прямує до нуля,
i залишається знайти лише частковий розв’язок.

Рiвняння (2.12) є лiнiйним, i тому до нього можна застосу-
вати принцип суперпозицiї. Розглянемо n рiвнянь вигляду

Q′′ + 2βQ′ + ω2
0Q =

1

L
fk(t), k = 1, 2, · · · , n. (2.13)

Кожне з них збiгається з (2.9), i тому має частковий розв’язок

qk(t) = Mk cos kΩt+Nk sin kΩt = Qk (cos kΩt+ ψk) , (2.14)

причому подiбно до (2.11) маємо

Qk =
√
M2
k +N2

k =
Ek

L

√(
(kΩ)

2 − ω2
0

)2

+ 4β2 (kΩ)
2

.

Тодi шуканий частковий розв’язок є

Q(t) =

n∑
k=1

qk(t). (2.15)

Справдi, оскiльки кожна з функцiй (2.14) задовольняє вiдповiд-
не рiвняння (2.13), то

q′′k + 2βq′k + ω2
0qk =

1

L
fk(t), k = 1, 2, · · · , n.
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Додамо всi такi рiвняння:

n∑
k=1

q′′k + 2β

n∑
k=1

q′k + ω2
0

n∑
k=1

qk =
1

L

n∑
k=1

fk(t).

Оскiльки похiдна суми дорiвнює сумi похiдних, то(
n∑
k=1

qk

)′′
+ 2β

(
n∑
k=1

qk

)′
+ ω2

0

n∑
k=1

qk =
1

L

n∑
k=1

fk(t),

що з урахуванням (2.15) збiгається з (2.12).
Середньоквадратичне значення виразу (2.15), як i вище, до-

рiвнює кореню з половини суми квадратiв амплiтуд гармонiк:

Q̃ =

√√√√1

2

n∑
k=1

Q2
k =

1

L

√√√√1

2
·
n∑
k=1

E2
k

(k2Ω2 − ω2
0)

2
+ 4β2k2Ω2

.

Це спiввiдношення i задає реакцiю послiдовного коливального
контуру на дiю джерела перiодичної ЕРС з перiодом T = 2π

Ω i
амплiтудами гармонiк Ek.

Розглянемо тепер випадок, коли джерело генерує прямоку-
тнi iмпульси амплiтуди E0. Нехай джерело працює за законом,
подiбним до (1.17):

E(t) =

[
E0 − E0Q , 0 < t < τ ;

−E0Q , τ < t < T.

З цього закону вилучено постiйну складову; як i ранiше, по-
значено Q = T

τ . Тодi квадрати амплiтуд гармонiк, обрахованi
на пiдставi (1.19), (1.20), становлять

E2
k =

4E2
0

k2π2
sin2 kπ

Q
.

Для середньоквадратичного значення заряду отримуємо:

Q̃ =
E0
√

2

πLω2
0

√√√√√ n∑
k=1

1
k2 sin2 kπ

Q(
k2 Ω2

ω2
0
− 1
)2

+ 4 β
2

ω2
0
k2 Ω2

ω2
0

.
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Рис. 2.5. Резонансна крива при полiгармонiчному збудженнi

Введемо замiни змiнних

Φ =
π√
2
· Q̃Lω

2
0

E0
, Z =

Ω

ω0
, B =

β

ω0
.

Остання формула набуде вигляду:

Φ =

√√√√ n∑
k=1

1
k2 sin2 kπ

Q

(k2Z2 − 1)
2

+ 4B2k2Z2
.

Для остаточного отримання розрахункової формули зали-
шається здiйснити граничний перехiд при n → ∞. Втiм, пра-
ктичнi розрахунки можна вести i при скiнченнiй кiлькостi до-
данкiв. Ми при цьому будемо нехтувати енергiєю коливань,
зосережденою на частотах вищих гармонiк.

Результати розрахункiв представлено на рисунку 2.5, отри-
маному при таких значеннях параметрiв: втрати – B = 0,02,
скважнiсть – Q = 8. Утримано 9 гармонiк. Вiдповiдний скрипт
надається.

З рисунку 2.5 видно, що максимуми з’являются на частотах
Z = 1

k , k = 1, 2, · · · , n, тобто на частотах збудження Ω = 1
kω0.

Справдi, якщо частота першої гармонiки Ω, то частота k-ї гар-
монiки дорiнює Ωk = kΩ = ω0. Це означає, що якщо базова
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Рис. 2.6. Схема RC-фiльтру

частота Ω в k разiв менша за власну частоту ω0, то частота k-ї
гармонiки як раз збiгається з власною частотою ω0; наявнiсть
саме k-ї гармонiки i тягне за собою виникнення вiдповiдного
максимуму. Iнакше кажучи, якщо частота k-ї гармонiки збiгає-
ться з власною частотою ω0, то ця гармонiка резонує незважа-
ючи на наявнiсть iнших гармонiк.

2.3 Дослiдження RC-фiльтрiв

Розглянемо проходження деякого перiодичного сигналу че-
рез RC-фiльтр. Його схему зображено на рисунку 2.6. Через G
позначено генератор змiнного струму, R – резистор, C – кон-
денсатор, V – вольтметр. Вольтметр вважатимемо iдеальним8.

Штриховою лiнiєю обмежено власне RC-фiльтр. Отже, ге-
нератор G постачає сигнал, який для фiльтру є вхiдним (сигна-
лом на входi фiльтру), а вольтметр отримує сигнал, який для
фiльтру є вихiдним (сигналом на виходi фiльтру).

Спочатку розглянемо спрощений випадок, коли генератор
працює за законом гармонiчних коливань, а далi – ускладне-
ний випадок, коли з генератора надходить сигнал у виглядi

8Iдеальним називають вольтметр, внутрiшнiй опiр якого є нескiнченно вели-
ким. Тому струм через вольтметр не тече, тобто розгалуження струму у вузлi,
де з’єднуються конденсатор, резистор i вольтметр, не вiдбувається. Отже, кон-
денсатор i резистор з’єднано послiдовно, i їх струми однаковi. Вольтметр в цiй
схемi потрiбен лише для вiзуалiзацiї вихiдного сигналу, i на режим роботи
ланцюга не впливає.
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послiдовностi прямокутних iмпульсiв9.

2.3.1 Проходження гармонiки через RC-фiльтр

Амплiтудно-частотнi характеристики RC-фiльтрiв

Нехай на послiдовний RC-ланцюг подано синусоїдальну на-
пругу

U(t) = U1 cos (ωt− ϕ) ,

i струм ланцюга становить

i(t) = I1 cosωt.

Струм випереджає вхiдну напругу (тобто ту напругу, яку ге-
нератор G подає на вхiд фiльтру) за фазою на деякий (поки що
невiдомий) кут ϕ.

Як на резисторi, так i на конденсаторi вiдбуваються гармо-
нiчнi коливання напруги на частотi ω, але коливання напруги
на резисторi є синфазними з коливаннями струму, а коливання
напруги на конденсаторi вiдстають за фазою на π

2 вiд коливань
струму. Отже, напруги на резисторi i конденсаторi дорiвнюють

UR(t) = UR0 cosωt,

UC(t) = UC0 cos
(
ωt− π

2

)
= UC0 sinωt.

За законом Ома для амплiтуд маємо:

UR0 = I1R, UC0 = I1XC =
I1
ωC

.

Тодi

UR(t) = I1R cosωt, UC(t) =
I1
ωC

sinωt.

9Практично згенерувати сигнал у такiй формi набагато простiше, нiж гар-
монiчний сигнал. Це робить проста схема на двох транзисторах, яку назива-
ють мультивiбратором. Втiм, сучасна iнтегральна елементна база надає багато
iнших можливостей сконструювати мультивiбратор. Наприклад, можна вико-
ристовувати iнтегральнi схеми таймерiв.
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Оскiльки конденсатор i резистро з’єднано послiдовно, то
для будь-якого моменту часу маємо:

U(t) = UC(t) + UR(t),

U1 cos (ωt− ϕ) =
I1
ωC

sinωt+ I1R cosωt.

Застосувавши формулу косинуса рiзницi10, методом невизна-
чених коефiцiєнтiв при функцiях cosωt, sinωt отримуємо си-
стему рiвнянь: {

U1 cosϕ = I1R;
U1 sinϕ = I1

ωC .

Її очевидний розв’язок отримаємо, по-перше, роздiливши друге
рiвняння на перше:

tgϕ =
1

RωC
=

1

ωτ
.

Тут через τ = RC позначено т.зв. сталу часу ланцюга. Одразу
ж маємо:

cosϕ =
1√

1 + tg2 ϕ
=

ωτ√
1 + ω2τ2

,

sinϕ = tgϕ · cosϕ =
1√

1 + ω2τ2
.

По-друге, пiдносячи кожне рiвняння системи до квадрату i
додаючи їх, одержуємо:

U2
1 = I2

1

(
R2 +

1

ω2C2

)
= I2

1R
2

(
1 +

1

ω2τ2

)
,

I1 = U1 ·
ωτ

R
√

1 + ω2τ2
.

Тодi напруги на резисторi i конденсаторi

UR(t) = U1 ·
ωτ√

1 + ω2τ2
cosωt, UC(t) = U1 ·

1√
1 + ω2τ2

sinωt.

10Вона має вигляд cos (α− β) = cosα cosβ + sinα sinβ.
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Рис. 2.7. Амплiтудно-частотнi характеристики

В схемi рис. 2.6 а вихiдною (тобто тiєю, яка поступає з ви-
ходу фiльтру на вольтметр) є напруга на резисторi, тому для
цiєї схеми коефiцiєнт передачi сигналу за амплiтудою

T1(ω) =
Uвих

Uвх
=

ωτ√
1 + ω2τ2

.

Тут фраза «за амплiтудою» означає наступне. Величина Uвих

не є вихiдною напругою, вона є саме амплiтудою цiєї напру-
ги, тобто постiйним (незалежним вiд часу) числом U1 · ωτ√

1+ω2τ2
.

Аналогiчно, величина Uвх є постiйним (незалежним вiд часу)
числом U1.

В схемi рис. 2.6 б роль вихiдної вiдiграє напруга на кон-
денсаторi, тому для цiєї схеми коефiцiєнт передачi сигналу за
амплiтудою

T2(ω) =
Uвих

Uвх
=

1√
1 + ω2τ2

.

Графiки функцiй T1(ω) i T2(ω) зображено на рисунку 2.7
(T1(ω) – зверху, T2(ω) – знизу). По горизонтальнiй осi вiдкла-
дено безрозмiрний аргумент ωτ . Залежностi T1(ω), T2(ω) на-
зивають амплiтудно-частотними характеристиками. Цi хара-
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ктеристики пояснюють селективнi11 властивостi розглядува-
них ланцюгiв.

Ланцюг на схемi а) майже без втрат пропускає через себе
сигнали дуже високих частот, оскiльки lim

ω→+∞
T1(ω) = 1, i

Uвих = T1Uвх = Uвх.

Сигнали дуже низьких частот цей ланцюг через себе не про-
пускає, оскiльки lim

ω→+0
T1(ω) = 0, i

Uвих = T1Uвх = 0.

Справдi, на дуже високих частотах конденсатор є подiбним до
короткого замикання, а на дуже низьких – до розриву ланцюга.
Тому схему а) називають фiльтром високих частот (ФВЧ).

Навпаки, ланцюг на схемi б) майже без втрат пропускає
через себе сигнали дуже низьких частот: lim

ω→+0
T2(ω) = 1, i

Uвих = T2Uвх = Uвх.

Сигнали дуже високих частот цей ланцюг через себе не про-
пускає, оскiльки lim

ω→+∞
T2(ω) = 0, i

Uвих = T2Uвх = 0.

Cхему б) називають фiльтром низьких частот (ФНЧ).

Перетворення коефiцiєнтiв Фур’є

Зосередимось тепер на фазових12 спiввiдношеннях.
Схема а). Вихiдною є напруга на резисторi; фаза її коливань

на ϕ бiльша за фазу коливань вхiдної напруги. Отже, якщо на
вхiд ланцюга подано напругу

Uвх = a cosωt,

11Ланцюг нiби «сам обирає», як йому поводитись по вiдношенню до сигналу
тiєї чи iншої частоти.

12При проходженнi через RC-ланцюг вхiдний сигнал перетворюється на ви-
хiдний. Тому RC-ланцюг перетворює коефiцiєнти Фур’є вхiдного сигналу на
коефiцiєнти Фур’є вихiдного сигналу. Тому вихiдний сигнал, окрiм iншої ам-
плiтуди (яка визначається функцiєю T1(ω) або T2(ω)), згiдно з (1.4) буде також
мати деяку iншу початкову фазу. Кажучи про фазовi спiввiдношення, ми фа-
ктично маємо на увазi знаходження перетворених коефiцiєнтiв Фур’є.
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то на виходi виникає напруга з аплiтудою, збiльшеною в T1

разiв i фазою, збiльшеною на кут ϕ, тобто

Uвих = T1a cos (ωt+ ϕ) .

Вiдповiдно, якщо на вхiд ланцюга подано напругу

Uвх = b sinωt,

то на виходi виникає напруга

Uвих = T1b sin (ωt+ ϕ) .

Отже, за принципом суперпозицiї реакцiєю схеми а) на вхiдну
гармонiку

Uвх(t) = a cosωt+ b sinωt (2.16)

є вихiдний сигнал

Uвих(t) = T1a cos (ωt+ ϕ) + T1b sin (ωt+ ϕ) =

= T1 {a (cosωt cosϕ− sinωt sinϕ) + b (sinωt cosϕ+ cosωt sinϕ)} =

= (T1a cosϕ+ T1b sinϕ) cosωt+ (−T1a sinϕ+ T1b cosϕ) sinωt.

Iнакше кажучи, гармонiка Uвх(t) = a cosωt + b sinωt вхiдної на-
пруги при проходженнi через ланцюг а) перетворюється на
гармонiку Uвих(t) = a′ cosωt+b′ sinωt вихiдної напруги, причому{

a′ = T1a cosϕ+ T1b sinϕ;
b′ = −T1a sinϕ+ T1b cosϕ.

Маємо:

T1 cosϕ =
ωτ√

1 + ω2τ2
· ωτ√

1 + ω2τ2
=

ω2τ2

1 + ω2τ2
,

T1 sinϕ =
ωτ√

1 + ω2τ2
· 1√

1 + ω2τ2
=

ωτ

1 + ω2τ2
.

Тодi дiя ланцюга а) на вхiдний сигнал (2.16) полягає в наступно-
му. Якщо вхiдний сигнал – гармонiка частотою ω з коефiцiєн-
тами Фур’є a, b, то вихiдний сигнал – теж гармонiка частотою
ω, тiльки з новими коефiцiєнтами Фур’є a′, b′, причому{

a′ = a · ω2τ2

1+ω2τ2 + b · ωτ
1+ω2τ2 = ωτ

1+ω2τ2 (aωτ + b) ;

b′ = −a · ωτ
1+ω2τ2 + b · ω2τ2

1+ω2τ2 = ωτ
1+ω2τ2 (−a+ bωτ) .

(2.17)
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Схема б). Вихiдною є напруга на конденсаторi; фаза її коли-
вань на ψ = π

2 − ϕ менша за фазу коливань вхiдної напруги13.
Отже, якщо на вхiд ланцюга подано напругу (2.16), то реакцiєю
схеми б) на це є вихiдний сигнал з амплiтудою, збiльшеною в
T2 разiв i з фазою, зменшеною на кут ψ:

Uвих(t) = T2a cos (ωt− ψ) + T2b sin (ωt− ψ) =

= T2a cos
(
ωt− π

2
+ ϕ

)
+ T2b sin

(
ωt− π

2
+ ϕ

)
=

= T2a sin (ωt+ ϕ)− T2b cos (ωt+ ϕ) =

= T2 {a (sinωt cosϕ+ cosωt sinϕ)− b (cosωt cosϕ− sinωt sinϕ)} =

= (T2a sinϕ− T2b cosϕ) cosωt+ (T2a cosϕ+ T2b sinϕ) sinωt.

Iнакше кажучи, гармонiка (2.16) вхiдної напруги в результатi
проходження через ланцюг б) перетворюється на гармонiку
Uвих(t) = a′′ cosωt+ b′′ sinωt вихiдної напруги, причому{

a′′ = T2a sinϕ− T2b cosϕ;
b′′ = T2a cosϕ+ T2b sinϕ.

Маємо:

T2 cosϕ =
1√

1 + ω2τ2
· ωτ√

1 + ω2τ2
=

ωτ

1 + ω2τ2
,

T2 sinϕ =
1√

1 + ω2τ2
· 1√

1 + ω2τ2
=

1

1 + ω2τ2
.

Тодi дiя ланцюга б) на вхiдний сигнал (2.16) полягає в такому
перетвореннi коефiцiєнтiв Фур’є{

a′′ = a · 1
1+ω2τ2 − b · ωτ

1+ω2τ2 = 1
1+ω2τ2 (a− bωτ) ;

b′′ = a · ωτ
1+ω2τ2 + b · 1

1+ω2τ2 = 1
1+ω2τ2 (aωτ + b) .

(2.18)

13Рiзницю фаз коливань напруги джерела живлення i напруг на резисторi
i конденсаторi (а також на котушцi iндуктивностi, якби її було включено до
складу ланцюга) зручно дослiдити за допомогою методу векторних дiаграм.
Викладення сутi цього методу до наших планiв не входить. Бiльш детально
ознайомитись з цим методом можна у книзi [4].
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Деякi граничнi випадки

Величинi τ ми можемо надати будь-яке додатне значення,
в певний спосiб обираючи номiнали елементiв R i C. Частота
ω при цьому може виявитись «високою»14 (якщо виконається
нерiвнiсть ω � 1

τ ), або «низькою» (якщо виконається нерiвнiсть
ω � 1

τ ). Позначимо x = ωτ . Очевидно, у разi високих частот
отримаємо x � 1, а у разi низьких частот – x � 1. Розглянемо
наступнi окремi випадки.

Проходження сигналу високої частоти через ланцюг а). У
цьому разi x � 1, i перетворення (2.17) наближено набувають
вигляду:

a′ =
x

1 + x2
(ax+ b) =

ax2 + bx

1 + x2
=

a+ b
x

1
x2 + 1

≈ a+ 0

0 + 1
= a;

b′ =
x

1 + x2
(−a+ bx) =

−ax+ bx2

1 + x2
=
−ax + b

1
x2 + 1

≈ −0 + b

0 + 1
= b.

Отже, сигнали високих частот проходять через ланцюг а) пра-
ктично не змiнюючись. При цьому зберiгається не тiльки ам-
плiтуда15 (оскiльки (a′)

2
+ (b′)

2
= a2 + b2, див. (1.3)), а ще й по-

чаткова фаза (оскiльки tg a′

b′ = tg a
b , див. (1.4)). Так i має бути,

оскiльки на дуже високих частотах опiр XC = 1
ωC конденсато-

ра практично дорiвнює нулю, тобто конденсатор в схемi можна
замiнити коротким замиканням. При цьому напруги на джере-
лi i на вольтметрi спiвпадатимуть.

Проходження сигналу низької частоти через ланцюг а). У
цьому разi x � 1, i перетворення (2.17) наближено набувають
вигляду (при нехтуваннi малою x2 вищого порядку малостi)

a′ =
x

1 + x2
(ax+ b) =

ax2 + bx

1 + x2
≈ 0 + bx

1 + 0
= bx = bωτ ;

14Слова «високою», «низькою» взято в лапки, оскiльки мова взагалi не йде
про абсолютне значення частоти ω. Одна й та сама частота ω може вияви-
тись «високою» для одного RC-ланцюга i в той же час «низькою» для деякого
iншого RC-ланцюга.

15Нагадаємо, T1(+∞) = 1.
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b′ =
x

1 + x2
(−a+ bx) =

−ax+ bx2

1 + x2
≈ −ax+ 0

1 + 0
= −ax = −aωτ.

Отже, реакцiєю16 схеми а) на вхiдний сигнал

Uвх(t) = a cosωt+ b sinωt

є вихiдний сигнал

Uвих(t) = a′ cosωt+ b′ sinωt ≈ bωτ cosωt− aωτ sinωt =

= τ (−aω sinωt+ bω cosωt) = τ · d
dt

(a cosωt+ b sinωt) = τ · dUвх(t)

dt
.

Таким чином, якщо вхiдний сигнал має низьку частоту, то
схема а) здiйснює диференцiювання цього сигналу (з точнi-
стю до мультиплiкативної константи τ , незалежної вiд частоти
ω). З цiєї причини схему а) називають диференцiюючим RC-
ланцюгом. Оскiльки розглядуваний ланцюг є лiнiйною систе-
мою, то, застосовуючи принцип суперпозицiї, можна ствер-
джувати наступне. При проходженнi через ланцюг а) буде вiд-
буватись диференцiювання не тiльки окремої гармонiки, а й
будь-якої лiнiйної комбiнацiї гармонiк, тобто будь-якого перiо-
дичного сигналу, спектр (набiр частот) якого зверху обмежено
граничною частотою, значно меншою за параметр 1

τ .

Проходження сигналу низької частоти через ланцюг б). У
цьому разi x � 1, i перетворення (2.18) наближено набувають
вигляду (при нехтуваннi малими x i x2):

a′′ =
a− bx
1 + x2

≈ a− 0

1 + 0
= a;

b′′ =
ax+ b

1 + x2
≈ 0 + b

1 + 0
= b.

Отже, сигнали низьких частот проходять через ланцюг б) пра-
ктично не змiнюючись.

16Мається на увазi наближена реакцiя при виконаннi умови ω � 1
τ
.
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Проходження сигналу високої частоти через ланцюг б). У
цьому разi x � 1, i перетворення (2.18) наближено набувають
вигляду

a′′ =
a− bx
1 + x2

=
a
x − b
1
x + x

≈ 0− b
0 + x

= − b
x

= − b

ωτ
;

b′′ =
ax+ b

1 + x2
=
a+ b

x
1
x + x

≈ a+ 0

0 + x
=
a

x
=

a

ωτ
.

Отже, реакцiєю схеми б) на вхiдний сигнал

Uвх(t) = a cosωt+ b sinωt

є вихiдний сигнал

Uвих(t) = a′′ cosωt+ b′′ sinωt ≈ − b

ωτ
cosωt+

a

ωτ
sinωt =

=
1

τ

(
a

ω
sinωt− b

ω
cosωt

)
.

Звiдси знаходимо

dUвих(t)

dt
=

1

τ

(
a

ω
sinωt− b

ω
cosωt

)′
=

=
1

τ
(a cosωt+ b sinωt) =

1

τ
Uвх(t).

Звiдси випливає, що

Uвих(t) =
1

τ

∫
Uвх(t) dt.

Таким чином, якщо вхiдний сигнал має високу частоту, то
схема б) здiйснює iнтегрування цього сигналу (з точнiстю до
мультиплiкативної константи 1

τ , незалежної вiд частоти ω). З
цiєї причини схему б) називають iнтегруючим RC-ланцюгом.
Оскiльки розглядуваний ланцюг є лiнiйною системою, то, за-
стосовуючи принцип суперпозицiї, можна стверджувати на-
ступне. При проходженнi через ланцюг б) буде вiдбуватись
iнтегрування не тiльки окремої гармонiки, а й будь-якої лiнiй-
ної комбiнацiї гармонiк, тобто будь-якого перiодичного сигна-
лу, спектр (набiр частот) якого знизу обмежено граничною ча-
стотою, значно бiльшою за параметр 1

τ .
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2.3.2 Випадок довiльного сигналу

Нехай тепер на вхiд RC-ланцюга подано будь-який перiо-
дичний сигнал з перiодом T . Позначаючи ω = 2π

T , побудуємо
ряд Фур’є цього сигналу (для спрощення постiйну складову
виключено)

U(t) =

∞∑
k=1

ak cos kωt+ bk sin kωt.

Згiдно з принципом суперпозицiї перетворення (2.17), (2.18)
(для схем а), б) вiдповiдно) можна застосувати до кожної гар-
монiки окремо. При цьому вихiдний сигнал схеми а) складе

V1(t) =

∞∑
k=1

a′k cos kωt+ b′k sin kωt.

З урахуванням того, що частота k-ї гармонiки дорiнює kω (а не
ω), перетворення (2.17) треба прийняти у виглядi{

a′k = kωτ
1+k2ω2τ2 (akkωτ + bk) ;

b′k = = kωτ
1+k2ω2τ2 (−ak + bkkωτ) .

(2.17′)

Вiдповiдно, вихiдний сигнал схеми б) складе

V2(t) =

∞∑
k=1

a′′k cos kωt+ b′′k sin kωt.

Коефiцiєнти a′′k , b
′′
k одержимо, прийнявши перетворення (2.18)

у виглядi {
a′′k = 1

1+k2ω2τ2 (ak − bkkωτ) ;

b′′k = 1
1+k2ω2τ2 (akkωτ + bk) .

(2.18′)

Для прикладу розглянемо проходження сигналу17

U(t) =

[
U0 − U0

Q , 0 < t < τ ;

−U0

Q , τ < t < T,
Q =

T

τ

через RC-ланцюг. Маємо:

U(t) =

∞∑
k=1

ak cos kωt+ bk sin kωt.

17Цей сигнал вiдрiзняється вiд (1.17) вiдсутнiстю постiйної складової.
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Позначено ω = 2π
T . Згiдно з (1.19), (1.20) маємо:

ak =
U0

kπ
sin

2kπ

Q
, bk =

U0

kπ

(
1− cos

2kπ

Q

)
.

Тодi коефiцiєнти Фур’є вихiдного сигналу знаходимо для схеми
а) за формулами (2.17’){

a′k = kx
1+k2x2 (akkx+ bk) ;

b′k = kx
1+k2x2 (−ak + bkkx) .

Вiдповiдно, для схеми б) – за формулами (2.18’){
a′′k = 1

1+k2x2 (ak − bkkx) ;

b′′k = 1
1+k2x2 (akkx+ bk) .

В обох випадках позначено x = ωτ . Вираз для вихiдного сигна-
лу

V ′(t) =

∞∑
k=1

a′k cos kωt+ b′k sin kωt,

V ′′(t) =

∞∑
k=1

a′′k cos kωt+ b′′k sin kωt.

для схем а), б) вiдповiдно. Результати розрахункiв за наведе-
ними формулами зображено на рисунку 2.8. Використано вiд-
повiдний скрипт.

В якостi вхiдного сигналу прийнято меандр (Q = 2). З лiвого
боку показано роботу диференцiюючої схеми а), з правого –
iнтегруючої схеми б). У верхньому рядку наведено вхiдний ме-
андр (враховано 100 гармонiк). В середньому рядку надано гра-
фiки вихiдного сигналу низької частоти (x1 = 0,3), в нижньому
рядку – високої частоти (x2 = 4). Тому графiки лiворуч знизу
i праворуч посерединi схожi на графiки зверху (сигнал про-
ходит практично без змiн). Бiльшої схожостi можна досягти,
зменшуючи x1 i збiльшуючи x2. Графiк лiворуч посерединi є
наближеним результатом диференцiювання меандру, а право-
руч знизу – його iнтегрування.
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Рис. 2.8. Проходження меандру через RC-фiльтри
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3

Використанi скрипти

3.1 Деякi вiдомостi про MATLAB

Низку графiкiв, представлених в роботi, було отримано при
запуску вiдповiдних скриптiв в середовищi MATLAB. Це дуже
зручно, оскiльки дозволяє зосередитись на математичному бо-
цi питання, а середовищу доручити автоматично вирiшувати
такi проблеми, як вибiр масштабу, побудова лiнiй сiтки, пiдпи-
си на осях i т.iн.

Ми наводимо тексти скриптiв з такої причини. Вважаємо
за доцiльне, щоб читач самостiйно запустив кожну програму i,
змiнюючи рiзнi параметри (скважнiсть, iнтервал розкладання
тощо), спостерiгав змiни в отримуваних ним результатах. На
наше переконання, це надасть змогу бiльш глибоко усвiдомити
викладений матерiал.

Надамо деякi пояснення щодо роботи в цьому середовищi.
Текст скрипту набирають в будь-якому текстовому реда-

кторi i зберiгають в файлi з розширенням «*.m» (наприклад,
«myfile01.m»). Можливо створювати цi файли навiть програ-
мою «notepad.exe» («Блокнот»), тiльки треба вручну змiнити
розширення «*.txt» на розширення «*.m». Втiм, вважатиме-
мо за краще використовувати редактор m-файлiв, який входить
до складу середовища MATLAB.

Створений m-файл запускають на виконання, обираючи в
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головному меню вiкна редактора m-файлiв команду Debug-Run,
або ж просто натискаючи клавiшу F5.

Один i той самий скрипт можна запускати кiлька разiв по-
спiль. При цьому в робочому просторi (Workspace) залишаю-
ться значення змiнних вiд попереднiх запускiв. Тому перед ви-
конанням файлу треба очищати робочий простiр. Саме це ро-
бить команда clear all;, з якої починається кожний скрипт.

Рядки, якi починаються з символу вiдсотку («%»), мiстять
лише коментар i на роботу програми не впливають; їх можна
не набирати.

В наведених нижче скриптах досить активно використано
цикли for · · · end . Саме всерединi циклiв нараховано маси-
ви значень певних змiнних. Команда plot(t, x) вiдтворює
графiк залежностi x(t), причому x є масивом1, який складає-
ться з багатьох значень x(j), кожне з яких окремо нараховано
всерединi циклу.

В результатi виконання команди grid on; на графiку ви-
никає координатна сiтка.

Якщо команда plot; в скриптi зустрiнеться двiчi, то вiд-
творення другого графiку буде вiдбуватись в тому ж вiкнi.
При цьому зображення першого графiку буде стертим. Щоб
цього не вiдбувалось (коли ми хочемо в однiй системi коорди-
нат переглянути два графiки одночасно), треба перший графiк
утримати вiд видалення. Це досягається командою hold on;.
Зазвичай команди grid on; i hold on; виникають в скриптi
одна за одною.

Якщо ми хочемо вiдтворити два (або бiльше) графiки в одно-
му вiкнi, але в рiзних системах координат (це може бути зру-

1Звiсно, в командi plot(t, x) аргумент t також є масивом, причому ко-
манда plot(t, x) не буде працювати, якщо масиви t i x мiстять рiзну кiль-
кiсть даних. Про цю кiлькiсть можна дiзнатись, здiйснивши мишею «double
click» на позначеннi змiнної в робочому просторi.

Бiльш точно кажучи, команду plot ми зазвичай використовуємо у виглядi
plot(t, x, ’k’);. Параметр ’k’ вимагає будувати графiк чорним (без цього
параметру графiк було б намальовано свiтло-синiм). Крапка з комою (як i пi-
сля будь-якого оператору) не дозволяє середовищу формувати вiдгуки у вiкнi
Command Window, щоб не вiдволiкати нашої уваги.

Бiльш детально про команду plot можна дiзнатись, набравши у вiкнi
Command Window текст help plot (i натиснувши «Enter»). Аналогiчну допо-
могу MATLAB надає i стосовно iнших команд.
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чним для порiвняння графiкiв), можна використовувати коман-
ду subplot;. Вона нiчого не малює, а лише розподiляє окремi
дiлянки вiкна мiж окремими системами координат.

Усi iншi команди в наданих скриптах виконують лише роз-
рахунковi дiї i, на нашу думку, пояснень не потребують. Та-
ким чином, вступ до мови MATLAB є достатнiм для розумiння
i самостiйної модифiкацiї наведених скриптiв. Зауважимо, що
виконання скриптiв вiдбувається в режимi iнтерпретацiї (тоб-
то компiляцiя з утворенням exe-файлу не є потрiбною). Тому
помилки (у разi їх виникнення) виявляються лише на етапi
виконання. Про це вiкно Command Window надає вiдповiднi по-
вiдомлення (зазвичай шрифтом червоного кольору) iз зазначе-
нням номеру рядка, який мiстить помилку.

Зробимо ще одне зауваження. Дуже не хотiлося б, щоб чи-
тач, який вперше запускає MATLAB, почав думати, нiби це се-
редовище створене для побудови графiкiв у такий дивний спо-
сiб. Насправдi MATLAB є надпотужним середовищем, призна-
ченим для вирiшення найрiзноманiтнiших проблем прикладної
математики i математичного моделювання, причому в контекс-
тi конкретних предметних областей: механiки, аеродинамiки,
електротехнiки, аналiзу сигналiв i створення дискретних i ана-
логових фiльтрiв, теорiї управлiння тощо. Ми обрали MATLAB
не за цю надпотужнiсть, а за зручне поєднання легкостi ро-
зумiння скриптiв i високої якостi отримуваних графiчних ре-
зультатiв з можливiстю швидко переглядати у вiкнi Workspace
значення змiнних, якi фiгурують у розрахунках.

Нижче в цьому роздiлi наводяться тексти скриптiв iз зазна-
ченням номерiв рисункiв, створених за їх допомогою.

3.2 Частковi суми меандру

Цей скрипт використано при вiдтвореннi рис. 1.4. При са-
мостiйному запуску цього скрипта цiкаво збiльшити один (або
декiлька) з параметрiв Ng1, Ng2, Ng3. Вiдмiннiсть мiж отри-
муваним зображенням i iдеальним графiком рис. 1.4 поступо-
во зникатиме. В околi точки розриву t = 0,5 спостерiгається
сплеск, амплiтуда якого зменшується при збiльшеннi кiлькостi
утримуваних гармонiк. Спостерiгати цей сплеск при дуже ве-
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ликiй кiлькостi утримуваних гармонiк зручно з використанням
iнструменту «Zoom In», розташованого в панелi iнструментiв
вiкна, яке мiстить зображення.

clear all;
%Частковi суми меандру
f0 = 1.0;%амплiтуда
T = 1.0;%перiод розкладання
w = 2.0 * pi / T;%основна частота розкладання
Np = 803;%кiлькiсть точок на графiках
Ng1 = 3;%кiлькiсть утримуваних гармонiк
Ng2 = 5;%кiлькiсть утримуваних гармонiк
Ng3 = 15;%кiлькiсть утримуваних гармонiк
tmin = -0.1 * T;%точка початку побудови графiкiв
tmax = 1.1 * T;%точка кiнця побудови графiкiв
dt = (tmax-tmin) / (Np - 1);%крок по аргументу t
%створюємо масив точок,
%в яких будемо обчислювати значения функцiй
for j=1:Np
t(j) = tmin + (j - 1) * dt;
end
%нараховуємо амплiтуди гармонiк
a0 = 0.5 * f0;
for k=1:Ng3
b(k) = f0 * (1.0 - cos(k * pi))/ k / pi;
end
%В кожнiй точцi iнтервалу [tmin, tmax]
% накопичуємо значення гармонiк
for j=1:Np
f1(j) = a0;
f2(j) = a0;
f3(j) = a0;
for k=1:Ng1
f1(j) = f1(j) + b(k) * sin(k * w * t(j));
end
for k=1:Ng2
f2(j) = f2(j) + b(k) * sin(k * w * t(j));
end
for k=1:Ng3
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f3(j) = f3(j) + b(k) * sin(k * w * t(j));
end
end
subplot(3,1,1);
plot (t,f1,’k’);
grid on;
subplot(3,1,2);
plot (t,f2,’k’);
grid on;
subplot(3,1,3);
plot (t,f3,’k’);
grid on;

3.3 Iмпульс у виглядi трапецiї

Цей скрипт використано при вiдтвореннi рис. 1.6.
clear all;
%Iмпульс у виглядi трапецiї
f0 = 1.0;%амплiтуда
T = 1;%основний перiод розкладання
w = 2.0 * pi / T;%основна частота розкладання
Np = 1203;%кiлькiсть точок на графiках
Ng = 30;%кiлькiсть утримуваних гармонiк
tmin = -1.1 * T;%точка початку побудови графiкiв
tmax = 1.1 * T;%точка кiнця побудови графiкiв
dt = (tmax-tmin) / (Np-1);%крок по аргументу t
%створюємо масив точок,
%в яких будемо обчислювати значения функцiй
for j=1:Np
t(j) = tmin + (j - 1) * dt;
end
%1) основне розкладання
%нараховуємо амплiтуди гармонiк
a0 = 0.75 * f0;
for k=1:Ng
a(k)=(f0*cos(k*pi)-1.0)/k/k/pi/pi;
b(k)=-f0/k/pi;
end
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%В кожнiй точцi iнтервалу [tmin, tmax]
%накопичуємо значення гармонiк
for j=1:Np
f(j) = a0;
for k=1:Ng
f(j)=f(j)+a(k)*cos(k*w*t(j))+b(k)*sin(k*w*t(j));
end
end
%2) розкладання за синусами
%нараховуємо амплiтуди гармонiк
for k=1:Ng
bs(k) = sin(k * pi / 2.0) / k / k;
bs(k) = bs(k) - pi * cos(k * pi) / 2.0 / k;
bs(k) = bs(k) * 4.0 * f0 / pi / pi;
end
%В кожнiй точцi iнтервалу [tmin, tmax]
%накопичуємо значення гармонiк
for j=1:Np
fs(j) = 0.0;
for k=1:Ng
fs(j) = fs(j) + bs(k) * sin(0.5 * k * w * t(j));
end
end
%3) розкладання за косинусами
%нараховуємо амплiтуди гармонiк
ac0 = 0.75 * f0;
for k=1:Ng
ac(k) = cos(k * pi / 2.0) - 1.0;
ac(k) = ac(k) * 4.0 * f0 / pi / pi / k / k;
end
%В кожнiй точцi iнтервалу [tmin, tmax]
%накопичуємо значення гармонiк
for j=1:Np
fc(j) = ac0;
for k=1:Ng
fc(j) = fc(j) + ac(k) * cos(0.5 * k * w * t(j));
end
end
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subplot(3,1,1);
plot (t,f,’k’);
grid on;
subplot(3,1,2);
plot (t,fs,’k’);
grid on;
subplot(3,1,3);
plot (t,fc,’k’);
grid on;

3.4 Розрахунок опору котушки

Цей скрипт використано при вiдтвореннi рис. 2.2.
clear all;
%Залежнiсть опору котушки
%вiд скважностi прямокутних iмпульсiв
N = 200;%кiлькiсть точок на графiку
M = 200;%кiлькiсть доданкiв, утримуваних в сумах
epsilon = 0.01;
zmin = epsilon;%початок дiапазону змiни z
zmax = 1.0 - epsilon;%кiнець дiапазону змiни z
dz = (zmax-zmin) / (N-1);%крок за аргументом z
for j = 1 : N
z(j) = zmin + (j - 1) * dz;
Q(j) = 1.0 / z(j);
%розрахунок опору методом накопичення
S1 = 0.0;%чисельник
S2 = 0.0;%знаменник
for k = 1 : M
sin2 = sin(k * pi / Q(j)) * sin(k * pi / Q(j));
S1 = S1 + sin2 / k / k;
S2 = S2 + sin2 / k / k / k / k;
end
x(j) = sqrt(S1 / S2);
end
plot(z, x, ’k’);
grid on;
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3.5 Зiставлення напруги i струму котушки

Цей скрипт використано при вiдтвореннi рис. 2.3.
clear all;
%напруга i струм котушки
%при iмпульсному збудженнi
U0 = 1.0;%амплiтуда
Q = 5.0;%скважнiсть
L = 0.1;%iндуктивнiсть
T = 1.0;%перiод розкладання
w = 2.0 * pi / T;%основна частота розкладання
Np = 803;%кiлькiсть точок на графiках
Ng = 18;%кiлькiсть утримуваних гармонiк
tmin = -0.1 * T;%точка початку побудови графiкiв
tmax = 1.1 * T;%точка кiнця побудови графiкiв
dt = (tmax-tmin) / (Np - 1);%крок по аргументу t
%створюємо масив точок,
%в яких будемо обчислювати значения функцiй
for j=1:Np
t(j) = tmin + (j - 1) * dt;
end
%нараховуємо амплiтуди гармонiк напруги
for k=1:Ng
a(k) = U0*sin(2.0*k*pi/Q)/k/pi;
b(k) = U0*(1.0-cos(2.0*k*pi/Q))/k/pi;
end
%В кожнiй точцi iнтервалу [tmin, tmax]
%накопичуємо значення гармонiк
for j=1:Np
u(j) = 0.0;
tok(j) = 0.0;
for k=1:Ng
u(j)=u(j)+a(k)*cos(k*w*t(j))+b(k)*sin(k*w*t(j));
tok(j)=tok(j)+a(k)*cos(k*w*t(j)-pi/2.0)/k/w/L;
tok(j)=tok(j)+b(k)*sin(k*w*t(j)-pi/2.0)/k/w/L;
end
end
subplot(2,1,1);
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plot (t,u,’k’);

grid on;

subplot(2,1,2);

plot (t,tok,’k’);

grid on;

3.6 Розрахунок резонансної кривої

Цей скрипт використано при вiдтвореннi рис. 2.4.
clear all;

%Резонансна крива при рiзних рiвнях втрат В

B1 = 0.03;

B2 = 0.06;

B3 = 0.1;

N = 200;%кiлькiсть точок на графiку

Zmin = 0.0;%початок дiапазону змiни z

Zmax = 2.0;%кiнець дiапазону змiни z

dZ = (Zmax-Zmin)/(N-1);%крок за аргументом Z

for j = 1 : N

Z(j) = Zmin + (j - 1) * dZ;

F1(j) = (Z(j) - 1.0) * (Z(j) - 1.0);

F1(j) = F1(j) + 4.0 * B1 * B1 * Z(j) * Z(j);

F1(j) = 1.0 / sqrt(F1(j));

F2(j) = (Z(j) - 1.0) * (Z(j) - 1.0);

F2(j) = F2(j) + 4.0 * B2 * B2 * Z(j) * Z(j);

F2(j) = 1.0 / sqrt(F2(j));

F3(j) = (Z(j) - 1.0) * (Z(j) - 1.0);

F3(j) = F3(j) + 4.0 * B3 * B3 * Z(j) * Z(j);

F3(j) = 1.0 / sqrt(F3(j));

end

plot(Z, F1, ’k’);

grid on;

hold on;

plot(Z, F2, ’k’);

hold on;

plot(Z, F3, ’k’);
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3.7 Розрахунок полiрезонансу

Цей скрипт використано при вiдтвореннi рис. 2.5.
clear all;
%Резонансна крива полiрезонансу
%при збудженнi меандром
B = 0.02;
N = 5000;%кiлькiсть точок на графiку
NG = 9;%кiлькiсть утримуваних гармонiк
Q = 8.0;%скважнiсть
Zmin = 0.0;%початок дiапазону змiни z
Zmax = 2.0;%кiнець дiапазону змiни z
dZ = (Zmax-Zmin)/(N-1);%крок за аргументом Z
for j = 1 : N
Z(j) = Zmin + (j - 1) * dZ;
F(j) = 0.0;
%у внутрiшньому циклi -
%накопичення внескiв гармонiк
for k = 1 : NG
chis = sin(k*pi/Q)*sin(k*pi/Q)/k/k;
znam = k * k * Z(j) * Z(j) - 1.0;
znam = znam * znam;
znam = znam + 4.0 * B * B * k * k * Z(j) * Z(j);
F(j) = F(j) + chis / znam;
end
F(j) = sqrt(F(j));
end

3.8 Робота RC-фiльтрiв

Цей скрипт використано при вiдтвореннi рис. 2.8.
clear all;
%проходження меандру через RC-фiльтри
x1 = 0.3;
x2 = 4.0;
U0 = 1.0;
Q = 2.0;
T = 1.0;
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tmin = -0.25 * T;
tmax = 1.25 * T;
w = 2.0 * pi / T;
Ng = 100;
%розрахунок коефiцiєнтiв Фур’є
for k = 1 : Ng
a(k) = U0*sin(2.0*k*pi/Q)/k/pi;
b(k) = U0*(1.0-cos(2.0*k*pi/Q))/k/pi;
as1(k) = k * x1 * (a(k) * k * x1 + b(k));
as1(k) = as1(k) / (1.0 + k * k * x1 * x1);
bs1(k) = k * x1 * (b(k) * k * x1 - a(k));
bs1(k) = bs1(k) / (1.0 + k * k * x1 * x1);
as2(k) = k * x2 * (a(k) * k * x2 + b(k));
as2(k) = as2(k) / (1.0 + k * k * x2 * x2);
bs2(k) = k * x2 * (b(k) * k * x2 - a(k));
bs2(k) = bs2(k) / (1.0 + k * k * x2 * x2);
ass1(k) = (a(k) - b(k) * k * x1);
ass1(k) = ass1(k) / (1.0 + k * k * x1 * x1);
bss1(k) = (a(k) * k * x1 + b(k));
bss1(k) = bss1(k) / (1.0 + k * k * x1 * x1);
ass2(k) = (a(k) - b(k) * k * x2);
ass2(k) = ass2(k) / (1.0 + k * k * x2 * x2);
bss2(k) = (a(k) * k * x2 + b(k));
bss2(k) = bss2(k) / (1.0 + k * k * x2 * x2);
end
Np = 3000;
dt = (tmax - tmin) / (Np - 1);
%розрахунок значень функцiй методом накопичення
for i = 1 : Np
tt(i) = tmin + (i - 1) * dt;
U(i) = 0.0;
Vs1(i) = 0.0;
Vs2(i) = 0.0;
Vss1(i) = 0.0;
Vss2(i) = 0.0;
for k = 1 : Ng
U(i) = U(i) + a(k) * cos(k * w * tt(i));
U(i) = U(i) + b(k) * sin(k * w * tt(i));
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Vs1(i) = Vs1(i) + as1(k) * cos(k * w * tt(i));
Vs1(i) = Vs1(i) + bs1(k) * sin(k * w * tt(i));
Vs2(i) = Vs2(i) + as2(k) * cos(k * w * tt(i));
Vs2(i) = Vs2(i) + bs2(k) * sin(k * w * tt(i));
Vss1(i) = Vss1(i)+ass1(k)*cos(k*w*tt(i));
Vss1(i) = Vss1(i)+bss1(k)*sin(k*w*tt(i));
Vss2(i) = Vss2(i)+ass2(k)*cos(k*w*tt(i));
Vss2(i) = Vss2(i)+bss2(k)*sin(k*w*tt(i));
end
end
subplot(3,2,1);
plot(tt, U, ’k’);
grid on;
subplot(3,2,3);
plot(tt, Vs1, ’k’);
grid on;
subplot(3,2,5);
plot(tt, Vs2, ’k’);
grid on;
subplot(3,2,2);
plot(tt, U, ’k’);
grid on;
subplot(3,2,4);
plot(tt, Vss1, ’k’);
grid on;
subplot(3,2,6);
plot(tt, Vss2, ’k’);
grid on;

–77–



4

Iндивiдуальнi завдання

4.1 Завдання 1

Знайти iнтегральне середнє значення заданої функцiї f(t)
на заданому iнтервалi t ∈ [a; b]. Схематично зобразити графiк
функцiї i знайдене iнтегральне середнє значення.

1. f(t) = |t|, t ∈ [−1; 3]. 2. f(t) = t, t ∈ [0; 2].
3. f(t) = t2, t ∈ [−3; 3]. 4. f(t) = sin t, t ∈ [0;π].
5. f(t) = t2, t ∈ [0; 1]. 6. f(t) = sin t, t ∈ [0; π2 ].
7. f(t) = t3, t ∈ [−π;π]. 8. f(t) = cos t, t ∈ [0;π].
9. f(t) = t4, t ∈ [−1; 1]. 10. f(t) = cos t, t ∈ [0; π2 ].
11. f(t) = sin |t|, t ∈ [−π2 ; π2 ]. 12. f(t) =

√
|t|, t ∈ [−1; 1].

13. f(t) = sin |t|, t ∈ [−π;π]. 14. f(t) = 3
√
t, t ∈ [0; 1].

15. f(t) = t+ 1, t ∈ [0; 4]. 16. f(t) = 2− t, t ∈ [−2; 0].
17. f(t) = 4− |t|, t ∈ [−1; 1]. 18. f(t) = t2 + 2t, t ∈ [0; 1].
19. f(t) = sin t, t ∈ [π; 2π]. 20. f(t) = cos t, t ∈ [π; 2π].
21. f(t) = et, t ∈ [0; 1]. 22. f(t) = e−t, t ∈ [−1; 0].
23. f(t) = sinπt, t ∈ [0; 1]. 24. f(t) = cosπt, t ∈ [0; 1].
25. f(t) = |t− 2|, t ∈ [0; 4]. 26. f(t) = |t| − 2, t ∈ [0; 4].
27. f(t) = 4− t2, t ∈ [0; 2]. 28. f(t) = 1− t2, t ∈ [0; 1].
29. f(t) = 1− |t|, t ∈ [0; 1]. 30. f(t) = t2 − 2t, t ∈ [0; 1].
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4.2 Завдання 2

За умовою попереднього завдання знайти середньоквадра-
тичне значення заданої функцiїї на заданому iнтервалi.

4.3 Завдання 3

Функцiю, задану кусочно, розкласти в ряд Фур’є на областi
її визначення. У вiдповiдi надати вираз для цього ряду, а також
аналiтичнi вирази для коефiцiєнтiв Фур’є. Побудувати графiк
часткової суми ряду Фур’є з утриманням 30 гармонiк.

1.f(t) =
[
t, 0 < t < 2;
2, 2 < t < 4.

2.f(t) =
[

4− t, 0 < t < 2;
2, 2 < t < 4.

3.f(t) =
[

2t, 0 < t < 1;
2, 1 < t < 4.

4.f(t) =
[

4− 2t, 0 < t < 1;
2, 1 < t < 4.

5.f(t) =
[
t, 0 < t < 1;
2− t, 1 < t < 2.

6.f(t) =
[

1− t, 0 < t < 1;
t− 1, 1 < t < 2.

7.f(t) =
[

1
2
t, 0 < t < 2;

1, 2 < t < 3.
8.f(t) =

[
1− 1

2
t, 0 < t < 2;

0, 2 < t < 3.

9.f(t) =
[

1
3
t, 0 < t < 3;

1, 3 < t < 4.
10.f(t) =

[
1− 1

3
t, 0 < t < 3;

0, 3 < t < 4.

11.f(t) =
[
t2, 0 < t < 1;
1, 1 < t < 2.

12.f(t) =
[

1− t2, 0 < t < 1;
0, 1 < t < 2.

13.f(t) =
[
t2, 0 < t < 1;
0, 1 < t < 2.

14.f(t) =
[

1− t2, 0 < t < 1;
1, 1 < t < 2.

15.f(t) =
[

1, 0 < t < 1;
2− t, 1 < t < 2.

16.f(t) =
[

0, 0 < t < 1;
t− 1, 1 < t < 2.

17.f(t) =
[

sin t, 0 < t < π
2
;

1, π
2
< t < π.

18.f(t) =
[

cos t, 0 < t < π
2
;

0, π
2
< t < π.

19.f(t) =
[

sin t, 0 < t < π
2
;

0, π
2
< t < π.

20.f(t) =
[

cos t, 0 < t < π
2
;

1, π
2
< t < π.
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21.f(t) =
[
t2, 0 < t < 1;
t− 1, 1 < t < 2.

22.f(t) =
[

1− t2, 0 < t < 1;
2− t, 1 < t < 2.

23.f(t) =
[

sin t, 0 < t < π
2
;

cos t, π
2
< t < π.

24.f(t) =
[

cos t, 0 < t < π
2
;

sin t, π
2
< t < π.

25.f(t) =
[

sin t, 0 < t < π
2
;

sin 2t, π
2
< t < π.

26.f(t) =
[

cos t, 0 < t < π
2
;

cos 2t, π
2
< t < π.

27.f(t) =
[

sin t, 0 < t < π
2
;

cos 2t, π
2
< t < π.

28.f(t) =
[

cos t, 0 < t < π
2
;

sin 2t, π
2
< t < π.

29.f(t) =
[

2t
π
, 0 < t < π

2
;

sin t, π
2
< t < π.

30.f(t) =
[

0, 0 < t < π
2
;

sin 2t, π
2
< t < π.

4.4 Завдання 4

Задану функцiю розкласти в ряд Фур’є на заданому нестан-
дартному iнтервалi, початок якого не збiгається з початком
координат. У вiдповiдi надати вираз для цього ряду, а також
аналiтичнi вирази для коефiцiєнтiв Фур’є. Побудувати графiк
часткової суми ряду Фур’є з утриманням 30 гармонiк.

1.f(x) = x2, x ∈ [1; 2]. 2.f(x) = x, x ∈ [1; 2].

3.f(x) = sinx, x ∈
[
π
2
;π

]
. 4.f(x) = cosx, x ∈

[
π
2
;π

]
.

5.f(x) = |x− 2|, x ∈ [1; 4]. 6.f(x) = |x− 3|, x ∈ [1; 4].

7.f(x) = x2 − 2x, x ∈ [1; 3]. 8.f(x) = x2 + 2x, x ∈ [−3;−1].

9.f(x) = 3− |x− 3|, x ∈ [2; 5]. 10.f(x) = 3− |x− 3|, x ∈ [1; 4].

11.f(x) = 4− 1
2
x, x ∈ [2; 4]. 12.f(x) = 1

2
x, x ∈ [2; 4].

13.f(x) = x2 − 2|x|, x ∈ [−1; 3]. 14.f(x) = x2 − 2|x|, x ∈ [−3; 1].

15.f(x) = x2 + 2|x|, x ∈ [−1; 3]. 16.f(x) = x2 + 2|x|, x ∈ [−3; 1].

17.f(x) = x(4− x), x ∈ [1; 4]. 18.f(x) = −x2 − 4x, x ∈ [−4;−1].

19.f(x) = 2x− 4, x ∈ [2; 4]. 20.f(x) = 2x− 4, x ∈ [3; 4].
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21.f(x) = |x+ 1|, x ∈ [−2; 1]. 22.f(x) = |x+ 1|, x ∈ [−4; 2].

23.f(x) = −x2 − 2x, x ∈ [−2; 1]. 24.f(x) = −x2 − 2x, x ∈ [−3;−1].

25.f(x) = 3− |x|, x ∈ [−1; 2]. 26.f(x) = 3− |x|, x ∈ [−2; 1].

27.f(x) = sinx, x ∈
[
−π; π

2

]
. 28.f(x) = sinx, x ∈

[
−π

2
;π

]
.

29.f(x) = cosx, x ∈
[
−π; π

2

]
. 30.f(x) = cosx, x ∈

[
−π

2
;π

]
.

4.5 Завдання 5

Деяку функцiю задано графiчно (рис. 4.1-4.5). Вважаючи,
що розмiр однiєї клiтинки дорiвнює одиницi, потрiбно: 1) за-
писати її в аналiтичному виглядi на iнтервалi t ∈ [0, 6]; 2) роз-
класти її в ряд Фур’є на цьому iнтервалi; 3) довизначити задану
функцiю до непарної i парної i побудувати розвинення нових
функцiй на iнтервалi t ∈ [−6, 6]; 4) побудувати графiки частко-
вих сум трьох отриманих розвинень, утримуючи 30 гармонiк.
У вiдповiдi надати вирази для трьох рядiв, а також аналiтичнi
вирази для усiх коефiцiєнтiв Фур’є.

4.6 Завдання 6

Залежнiсть деякої перiодичної iмпульсної напруги вiд ча-
су на головному перiодi подано на одному з рисункiв 4.1-4.5
згiдно Вашого варiанту. Нехай розмiр однiєї клiтинки в гори-
зонтальному напрямку дорiвнює 10−3 с, а в вертикальному на-
прямку – V0. Очевидно, перiод цiєї послiдовностi iмпульсiв до-
рiвнює T = 6 ·10−3 c. Нехай цю напругу подано на конденсатор
ємнiстю C = 1 мкФ. Якби ця напруга залежала вiд часу гармо-
нiчно, опiр конденсатора становив би

XC =
1

ωC
=

T

2πC
=

6 · 10−3

2π · 10−6
≈ 955 Ом.

За рахунок вiдмiнностi форми напруги вiд гармонiчної цей
опiр буде iншим. Обчислити цей опiр, враховуючи наступне.
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Рис. 4.1. Варiанти 1-6 завдань 5-7
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Рис. 4.2. Варiанти 7-12 завдань 5-7
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Рис. 4.3. Варiанти 13-18 завдань 5-7
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Рис. 4.4. Варiанти 19-24 завдань 5-7
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Рис. 4.5. Варiанти 25-30 завдань 5-7
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Нехай на конденсатор подано напругу

U(t) = U0 +

∞∑
k=1

(ak cos kωt+ bk sin kωt) . (4.1)

За законом Ома кожна гармонiка1 напруги народжує гармо-
нiку струму, вiд якої вiдстає за фазою на π

2 . При цьому ам-
плiтуди k-х гармонiк напруги i струму пов’язанi з «опором»
XC(k) = 1

(kω)C вiдомим спiввiдношенням Ik = Uk

XC(k) . Тодi згiдно

з принципом суперпозицiї струм конденсатора2

i(t) =

∞∑
k=1

(
ak · kωC cos

(
kωt+

π

2

)
+ bk · kωC sin

(
kωt+

π

2

))
.

Тодi з використанням середньоквадратичних значень маємо

XC =
Ũ

ĩ
=

1

ωC
·


∞∑
k=1

(
a2
k + b2k

)
∞∑
k=1

k2 (a2
k + b2k)


1/2

,

причому коефiцiєнти ak, bk отримано Вами при розв’язуваннi
попереднього завдання. Остання формула i є вiдповiддю цього
завдання.

При обчисленнях за цiєю формулою пропонується побуду-
вати графiк залежностi опору вiд кiлькостi утримуваних гар-
монiк. Доцiльно обчислювати безрозмiрний опiр ξC = ωC ·XC .

1Окрiм нульової гармонiки U0, оскiльки постiйний струм через конденсатор
не тече. Тому будемо вважати, що з сигналу U(t) постiйну складову U0 ви-
ключено, як це робилось при обчисленнi опору котушки. Технiчно це можна
зробити, приєднуючи послiдовно додаткове джерело вiдповiдної постiйної ЕРС
у зворотнiй полярностi для вольт-компенсацiї.

2Такий самий вираз ми отримаємо з наступних мiркувань. За визначен-
ням електричної ємностi заряд конденсатора в момент часу t дорiвнює Q(t) =

= CU(t). За визначенням миттєвої сили струму маємо i(t) = dQ
dt

= C · dU
dt

.
Отже, достатньо продиференцiювати (4.1) i домножити результат на C. Зали-
шається врахувати очевиднi тотожностi:

(sinx)′ = cosx = sin
(
x+

π

2

)
, (cosx)′ = − sinx = cos

(
x+

π

2

)
.
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Тодi розрахункова формула набуває вигляду

ξC(n) =


n∑
k=1

(
a2
k + b2k

)
n∑
k=1

k2 (a2
k + b2k)


1/2

.

Дiапазон змiни параметру n треба обрати так, щоб подальше
збiльшення n вже не впливало на суттєвi змiни результату.

Зробимо ще одне зауваження. Опiр конденсатора iмпуль-
сному струмовi даної форми залежить саме вiд цiєї форми, але
не вiд амплiтуди напруги. Легко бачити, що коефiцiєнти ak,
bk прямо пропорцiональнi масштабнiй одиницi V0. Остаточну
розрахункову формулу може бути скорочено на V 2

0 , i таким
чином остаточний результат ξC справдi не залежить вiд амплi-
туди iмпульсної напруги. Тому при практичних розрахунках
можна покласти, наприклад, V0 = 1 без обмеження загальностi
мiркувань.

4.7 Завдання 7

Залежнiсть деякої перiодичної iмпульсної напруги вiд ча-
су на головному перiодi подано на одному з рисункiв 4.1-4.5
згiдно Вашого варiанту. Нехай розмiр однiєї клiтинки в гори-
зонтальному напрямку дорiвнює 10−3 с, а в вертикальному на-
прямку – V0. Потрiбно:

1) побудувати сигнал U(t), виключивши з умови постiйну
складову. Надати вирази для коефiцiєнтiв Фур’є (ak, bk) побу-
дованого сигналу.

2) Дослiдити диференцiюючу властивiсть схеми (2.6) а). Для
цього обчислити коефiцiєнти Фур’є вихiдного сигналу за фор-
мулами (2.17’). Вважаючи, що вхiдний сигнал має низьку ча-
стоту, покласти x = ωτ = 0,1. Побудувати графiки вхiдного i
вихiдного сигналiв, використовуючи такий фрагмент коду:
· · ·
subplot(2,1,1);
plot (· · ·);%графiк вхiдного сигналу
grid on;
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subplot(2,1,2);
plot (· · ·);%графiк вихiдного сигналу
grid on;
3) Дослiдити iнтегруючу властивiсть схеми (2.6) б). Для цьо-

го обчислити коефiцiєнти Фур’є вихiдного сигналу за форму-
лами (2.18’). Вважаючи, що вхiдний сигнал має високу частоту,
покласти x = ωτ = 10. Побудувати графiки вхiдного i вихiдного
сигналiв, використовуючи процедуру subplot.
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