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1 МЕТА ПРАКТИКУМУ

Мета практикуму – поглиблення i розширення теоретичних знань
у галузi фiзики низькорозмiрних структур; формування у студен-
тiв навичок орiєнтування в потоцi науково-технiчної iнформацiї та
використання фiзичних законiв з метою застосування найбiльш ефе-
ктивних методiв розрахунку i засобiв обчислювальної технiки; роз-
винення навичок користування спецiальною науковою i довiдковою
лiтературою, а також дiючими стандартами.

Розвиток наноелектронiки i нанотехнологiй пов‘язаний з успiха-
ми багатьох наукових напрямкiв теоретичної й експериментальної
фiзики. Досвiд, набутий пiд час практичних занять, може бути вико-
ристаний студентом у подальшiй роботi над дипломним проектом i в
майбутнiй iнженернiй дiяльностi. В результатi вивчення дисциплiни
студент повинен знати:

– основнi фiзичнi явища в ультрадисперсних системах;

– методи теоретичної фiзики;

– методи фiзичних дослiджень;

– внутрiшнi зв’язки мiж окремими роздiлами науки;

та вмiти:

– використовувати фiзичнi моделi для вирiшення практичних задач.

2 ТЕОРIЯ

Нинi накопичено значний досвiд у розробцi приладiв, дiя яких
ґрунтується на квантово-механiчних принципах. Укладаючи атоми
в декiлька шарiв, створюють штучнi кристали. Такi структури ма-
ють нанометровi розмiри. Електрони в цих структурах поводяться
як квантовi об’єкти. Вивчення цих структур не лише вiдкриває но-
вi сторiнки електронної iнженерiї, а й супроводжується вiдкриттями
фундаментального характеру [1 – 6].
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2.1 Прямокутна потенцiальна одновимiрна яма

Рух частинки маси спокою M описують рiвнянням Шредiнгера

− ~
2

2M
∇2ψ(x) + V (x)ψ(x) = Eψ(x). (2.1)

Для дискретного спектра енергiя має бути меншою вiд потенцi-
альної енергiї на нескiнченностi, тобто має виконуватися спiввiдно-
шення E < V0. Тодi стацiонарне рiвняння Шредiнгера для областi II
(рис. 2.1) має вигляд

ψ′′ + k2ψ = 0, (2.2)

де ψ′′ ≡ ∇2ψ = d2ψ(x)/dx2, а

k =

√
2ME

~
=
p

~
. (2.3)

Загальний розв’язок рiвняння (2.2) має вигляд

ψ2 = A2 sin(kx+ δ), (2.4)

де A2 i δ – довiльнi сталi.
В областях I i III рiвняння Шредiнгера можна подати у формi

ψ′′ − κ2ψ = 0, (2.5)

де

κ =

√

2M(V0 − E)

~
=

|p|
~
. (2.6)

Розв’язок рiвняння (2.5) (потенцiальний бар’єр)

ψ1,3 = A1,3e
κx +B1,3e

−κx, (2.7)

(A1,3 i B1,3 – довiльнi сталi) мiстить двi частини: експоненцiальну
спадну та експоненцiально висхiдну (рис. 2.1, б).

Власнi значення для енергiї частинки знаходимо з граничних умов,
за якими експоненцiально висхiдний розв’язок має обертатися на
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à á

Рисунок 2.1 – Рух частинки в потенцiальнiй ямi (а). Схематичне розмiщен-
ня енергетичних рiвнiв та власнi функцiї частинки в ямi скiнченної глибини
(суцiльнi лiнiї) та у нескiнченно глибокiй прямокутнiй потенцiальнiй ямi
(штриховi лiнiї) (б)

нуль. Для цього покладемо в I областi A1 = A i B1 = 0 i в III областi
A3 = 0 i B3 = BeκL. Тодi матимемо

ψ1 = Aeκx = Ae−κ|x|, x < 0, (2.8)

ψ3 = Be−κ(x−L), x > L. (2.9)

“Зшиваючи” хвильовi функцiї ψ1 i ψ2 в точцi x = 0, а також ψ2

i ψ3 в точцi x = L (пiд “зшиванням” слiд розумiти прирiвнювання
хвильових функцiй та їх похiдних в заданих точках), отримаємо

tg δ = k/κ; (2.10)

tg(kL+ δ) = −k/κ. (2.11)

Рiвностi (2.10) i (2.11) можна звести до вигляду

sin δ = k/k0; sin(kL+ δ) = −k/k0, (2.12)
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де k0 =
√

2MV0/~, κ =
√

k2
0 − k2.

Виключаючи з рiвняння (2.12) величину δ, для обчислення вла-
сних значень дiстанемо рiвняння

knL = nπ − 2 arcsin(kn/k0), (2.13)

де n = 1, 2, 3, . . . – цiлi позитивнi числа. Оскiльки величина
k > 0, а аргумент k/k0 < 1, завжди можемо вважати, що arcsin(kn/k0)
лежить у межах вiд 0 до π/2. У загальному випадку рiвняння (2.13)
можна розв’язати графiчно.

Розглянемо спочатку випадок V0 � E, тобто коли потенцiаль-
на яма обмежена нескiнченно високими потенцiальними стiнками
(kn/k0 = 0). Тодi з рiвняння (2.13) знаходимо

kn = nπ/L. (2.14)

Звiдси для енергiї En (власнi значення) i для вiдповiдної хвильової
функцiї (власнi функцiї) отримаємо

En =
p2

n

2me
=

π2
~

2

2meL2
n2 (2.15)

i
ψn = An sin(πnx/L). (2.16)

У цьому разi фаза δ згiдно з (2.12) обертається на нуль, а вираз
для хвильової функцiї (2.16) дiйсний всерединi потенцiальної ями.
У потенцiальному бар’єрi ψn перетворюється на нуль при κ → 0.
Коефiцiєнт An можна визначити з умови нормування

∫ L

0
ψ2

ndx = A2
nL/2 = 1. (2.17)

Звiдси знаходимо власнi функцiї

∫ L

0
ψn′ψndx = 0, n′ 6= n, (2.18)
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якi задовольняють також умовi ортонормованостi. У цьому неважко
впевнитись.

Розв’язки хвильового рiвняння зображенi на рис. 2.1 б. Вони подi-
бнi до вiдомих розв’язкiв для коливань струни, що утворюють стiйнi
хвилi. Випадок n = 1 вiдповiдає основному тону, випадок n = 2 –
першiй гармонiцi i т. д.

Зазначимо, що для дiйсних хвильових функцiй густина струму
завжди дорiвнює нулю. Цей результат цiлком природний, оскiльки
коливання є стiйними хвилями, якi не можуть утворювати потоки
частинок.

2.2 Яма-паралелепiпед

Уявiмо тривимiрну яму з вертикальними стiнками у виглядi па-
ралелепiпеда об’ємом Lx × Ly × Lz. Для такої геометрiї доцiльним є
використання декартової системи координат. У цьому разi рiвняння
Шредiнгера для частинки у тривимiрному потенцiалi має вигляд:

{

− ~2

2M
∇2 + V (x, y, z)

}

Ψ(x, y, z) = εpΨ(x, y, z). (2.19)

Для ями з плоским дном i вертикальними стiнками потенцiал
завжди можна записати у виглядi

V (x, y, z) = U0θ(x± Lx/2)θ(y ± Ly/2)θ(z ± Lz/2), (2.20)

де за початок координат обрано центр ями, ступiнчаста функцiя
θ(ξ ± Lξ/2) дорiвнює 1 на промiжках −Lx,y,z/2 < x, y, z < +Lx,y,z/2
i дорiвнює 0 зовнi ями. Рiвняння Шредiнгера в декартових коорди-
натах дає змогу роздiлити змiннi, тому розв’язок (2.19) шукаємо у
виглядi

Ψ(x, y, z) = ψ(x)ψ(y)ψ(z). (2.21)

Тодi, враховуючи (2.20), (2.21),

∇2 =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
,
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а також подаючи εp як суму εp = εj + εs + εi, з рiвняння (2.19) отри-
муємо три iдентичних рiвняння для кожної iз компонент, наприклад,
для z компоненти:

− ~
2

2M

[

ψ(x)ψ(y)
∂2ψ(z)

∂z2

]

+ ψ(x)ψ(y)V (x, y, z)ψ(z) =

= ψ(x)ψ(y)εiψ(z). (2.22)

При скороченнi на ψ(x)ψ(y) рiвняння (2.22) набуває вигляду

− ~
2

2M

∂2ψ(z)

∂z2
+ U0θ(z ± Lz/2)ψ(z) = εiψ(z), (2.23)

де εi = U0 +~
2k2

i /(2M), тобто енергiю вiдлiчуємо вiд рiвня енергiї
частинки у вакуумi.

Аналогiчнi рiвняння можна записати i для iнших осей координат.
При цьому передбачається, що часткою об’єму i поверхнi поблизу
ребер i кутiв можна знехтувати. Справа в тому, що на ребрах похiднi
хвильових функцiй є невизначеними i граничнi умови для зшивання
функцiй неможливо виконати.

Граничнi умови далеко вiд ребер i кутiв приводять до рiвняння
(2.13), розв’язуючи яке визначають компоненти хвильових векторiв.
Щоб вiдрiзнити реальнi рiвнi вiд вiртуальних, у квантових точках
рiзної форми необхiдно ввести критерiй

kα/k0 < 1, α ≡ j, s, i. (2.24)

Для кластера-паралелепiпеда зi сторонами Lx, Ly, Lz i потенцiаль-
ним профiлем з нескiнченно високими стiнками вираз для енергети-
чного спектру зводиться до вигляду

~
2k2

p

2M
=

~
2π2

2M

(

j2

L2
x

+
s2

L2
y

+
i2

L2
z

)

.
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2.3 Сферично-симетрична яма

Якщо яма є сферою радiусом R, то зручно скористатися сферични-
ми координатами (див., наприклад, [3]). Використовуючи сферично-
симетричний потенцiал V (r), який залежить лише вiд модуля радiуса-
вектора r = |r|, проведеного з центра сфери, вважаючи

Ψ(r, ϑ, ϕ) = ψ(r)Y (ϑ,ϕ), (2.25)

можна роздiлити змiннi рiвняння Шредiнгера

{

− ~
2

2M
∇2 + V (r)

}

Ψ(r, ϑ, ϕ) = εpΨ(r, ϑ, ϕ) (2.26)

на радiальну i кутову складовi. Для цього роздiлимо обидвi части-
ни (2.26) на Ψ i врахуємо явний вигляд оператора Лапласа ∇2 у
сферичних координатах:

1

ψ(r)

d

dr

(

r2
dψ(r)

dr

)

+
2Mr2

~2

[

εp − V (r)
]

=

= − 1

Y (ϑ,ϕ)

[

1

sinϑ

∂

∂ϑ

(

sinϑ
∂Y (ϑ,ϕ)

∂ϑ

)

+
1

sin2 ϑ

∂2Y (ϑ,ϕ)

∂ϕ2

]

. (2.27)

Лiва частина (2.27) залежить лише вiд r, а права – лише вiд ϑ i ϕ,
звiдки випливає, що вони мають дорiвнювати деякiй сталiй λ. Отже,
з виразу (2.27) отримуємо радiальне хвильове рiвняння

1

r2
d

dr

(

r2
dψ(r)

dr

)

+

{

2M

~2

[

εp − V (r)
]

− λ

r2

}

ψ(r) = 0 (2.28)

i кутове рiвняння

1

sinϑ

∂

∂ϑ

(

sinϑ
∂Y (ϑ,ϕ)

∂ϑ

)

+
1

sin2 ϑ

∂2Y (ϑ,ϕ)

∂ϑ2
+ λY (ϑ,ϕ) = 0. (2.29)
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Розв’язком хвильового рiвняння є сферична функцiя

Ylm(ϑ,ϕ) = AlmP
|m|
l (cos ϑ)eimϕ, (2.30)

яка має фiзично допустимi значення лише при λ = l(l+1), де l – пози-

тивне цiле число або нуль (орбiтальне квантове число); P |m|
l (cos(ϑ))

– приєднанi полiноми Лежандра; Alm – сталi нормування для приєд-
наних полiномiв Лежандра; m – число, яке набуває будь-яких цiлих
значень вiд −l до l (квантове магнiтне число).

Дозволенi значення енергiї повнiстю визначаються радiальним рiв-
нянням Шредiнгера (2.28), яке не залежить вiд m. Кожному зна-
ченню енергiї вiдповiдає стiльки незалежних хвильових функцiй,
скiльки при даному l є можливих значень магнiтного квантового чи-
сла, тому в цьому випадку енергiя окрiм виродження за спiном має
(2l + 1)-разове виродження за магнiтним квантовим числом m.

Якщо у вираз (2.28) пiдставити ψ(r) = χ(r)/r i врахувати, що
оператор

1

r2
∂

∂r
r2
∂

∂r
=

1

r

∂2

∂r2
r,

для нової радiальної хвильової функцiї χ(r) отримаємо

− ~
2

2M

d2χ(r)

dr2
+
[

V (r) +
l(l + 1)~2

2Mr2

]

χ(r) = εpχ(r). (2.31)

Для прямокутного потенцiалу U0θ(r − R) умова неперервностi
функцiї χ(r) та її логарифмiчної похiдної в точцi r = R дає змогу
отримати рiвняння

knl
j′l(knlR)

jl(knlR)
= iκnl

h
(1)′

l (iκnlR)

h
(1)
l (iκnlR)

, (2.32)

де k =
√

k2
0 − κ2

nl, ~k0 =
√

2m|U0|, ~κnl =
√

2m|εnl|, i =
√
−1,

h
(1)
l i jl – сферичнi функцiї l-го порядку Ханкеля першого роду i

Бесселя (штрихом позначено похiдну за всiм аргументом); εnl ≡ εp –
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енергетичний спектр; n – радiальне квантове число (n = 1, 2, 3...), яке
нумерує коренi рiвняння (2.32) для заданого значення l. З рiвняння
(2.32) неважко отримати рiвнi енергiї зв’язаних станiв, якi саме нас
цiкавлять: εp = U0 + ~

2k2
nl/(2M) < 0.

Для потенцiального профiлю з нескiнченно високими стiнками
рiвняння (2.28) набирає вигляду

jl(k
∞
nlR) = 0. (2.33)

2.4 Яма-цилiндр

Якщо яма має цилiндричну симетрiю, то рiвняння Шредiнгера
доцiльно розв’язувати в цилiндричнiй системi координат, вiсь z якої
збiгається з аксiальною вiссю системи. Початок координат оберемо
в центрi ями. Для ями цилiндричної форми (радiусом R i висотою
H) постiйної глибини (U0 < 0) i вертикальними стiнками рiвняння
Шредiнгера має вигляд
{

− ~
2

2M
∇2 + U0θ(ρ−R)θ(z ±H/2)

}

Ψ(ρ, ϕ, z) = εpΨ(ρ, ϕ, z), (2.34)

де

∇2 =
∂2

∂ρ2
+

1

ρ

∂

∂ρ
+

1

ρ2

∂2

∂ϕ2
+

∂2

∂z2
.

Добуток ступiнчастих функцiй означає вiдмiннiсть вiд нуля потен-
цiальної енергiї тiльки всерединi ями–цилiндра. Розв’язок рiвнян-
ня (2.34) простiше шукати (див., наприклад [3]) у виглядi

Ψ(ρ, ϕ, z) =
1√
ρ
u(ρ)

1√
2π
eimϕψ(z). (2.35)

Нехтуючи областями поблизу ребер основи, де зшивання хвильо-
вих функцiй всерединi й поза ямою неможливе (аналогiчна проблема
виникає i при розрахунку спектра в кубiчнiй ямi), запишемо

εp = ε⊥ + ε‖. (2.36)
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Тодi змiннi в рiвняннi (2.34) роздiляються, i треба окремо розв’я-
зувати два рiвняння: для радiального i подовжнього руху. Для ра-
дiальної хвильової функцiї (ε⊥ = U0 + ~

2k2
⊥/(2M)) рiвняння має

вигляд:

− ~
2

2M

d2u(ρ)

dρ2
+

[

m2 − 1/4

ρ2
+ U0θ(ρ−R)

]

u(ρ) = ε⊥u(ρ), (2.37)

а для подовжньої (ε‖ = U0 + ~
2k2

‖/2M) – (2.23) i L→ H.
Граничнi умови неперервностi логарифмiчної похiдної хвильової

функцiї на межах ями дають змогу (k⊥ → knm) отримати рiвняння

knm
I ′m(knmR)

Im(knmR)
= κnm

K ′
m(κnmR)

Km(κnmR)
, (2.38)

де knm =
√

k2
0 − κ2

nm, ~k0 =
√

2M |U0|, Im – функцiя Бесселя,
Km – функцiя Макдональда, m = 0,±1,±2... (азимутальне квантове
число), головне квантове число n = 1, 2, 3... нумерує коренi рiвняння
(2.38) для заданого значення m. Розв’язавши рiвняння (2.38), можна
визначити енергiї частинкового спектра.

Квантування компоненти хвильового вектора вздовж осi цилiндра
(k‖ → ki) визначають з рiвняння (2.13). Спектр частинок у ямi ди-
скоподiбної форми розраховують за виразом (2.36). Слiд зазначити,
що для фермiонiв крiм виродження за спiном в цьому випадку та-
кож має мiсце дворазове виродження за знаком iндексу m, оскiльки
kn,m = kn,−m.

2.5 Густина станiв

Найважливiшою характеристикою електронної системи нарiвнi з
її законом дисперсiї є густина станiв, тобто кiлькiсть станiв в оди-
ничному iнтервалi енергiї. Оскiльки електрони пiдкоряються прин-
ципу Паулi, то густина станiв визначає ту максимальну кiлькiсть
електронiв, яка може розмiститися в цьому iнтервалi енергiй, а вже
розподiл електронiв за енергiями визначає решту їх властивостей.
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Основне питання тут полягає в тому, наскiльки мають вiдрiзнятися
iмпульси двох електронiв, щоб вони могли вважатися такими, що
належать до рiзних квантових станiв i не пiдкоряються принципу
Паулi. Нехай розмiр зразка уздовж осi x дорiвнює Lx. Iз спiввiд-
ношення невизначеностi випливає, що рiзними можуть вважатися
стани iз значеннями iмпульсу, якi вiдрiзняються на 2π~/Lx. Анало-
гiчнi мiркування стосуються й iнших напрямкiв, в яких електрони
рухаються як вiльнi.

Обчислимо повну кiлькiсть станiв D(E), що мають енергiю, мен-
шу вiд E. У тривимiрнiй структурi (3D)

Z(E) =
∆px∆py∆pzLxLyLz

(2π~)3
≡ Ωp(E)Ω

(2π~)3
, (2.39)

де Ωp(E) – об’єм iмпульсного простору, тобто областi в коорди-
натах px, py, pz, для якої енергiя (p2

x + p2
y + p2

z)/2me менша вiд E.
Ця область є сферою радiуса

√
2meE i об’єму (4π/3)(2meE)3/2; Ω –

звичайний об’єм зразка.
Переходячи до густини станiв та враховуючи два протилежних на-

прямки спiну електрона, для тривимiрної структури остаточно отри-
маємо

D3D(E) =
2

Ω

dZ(E)

dE
=

21/2m
3/2
e

π2~3
E1/2. (2.40)

У двовимiрнiй структурi (2D) для кожного квантового рiвня з
енергiєю Ei повна кiлькiсть станiв

Z(E) =
me(E − Ei)S

(2π~)2
, (2.41)

де S – площа зразка.
Густина станiв, яку в цьому разi розраховують на одиницю площi,

визначається сумою по номерам усiх рiвнiв, енергiї яких Ei лежать
нижче вiд E:

D2D(E) =
2

S

∑

i

dZ(Ei)

dE
=
me

π~

∑

i

1. (2.42)
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Рисунок 2.2 – Густина станiв D(E) для носiїв заряду з рiзною розмiрнiстю

Для кожного рiвня Ei квантової нитки (1D) завдовжки L маємо

Z(E) =

√

2me(E − Ei)L

π~
, (2.43)

i густина станiв на одиницю довжини

D1D(E) =
2

L

∑

i

dZ(Ei)

dE
=
me

π~

∑

i

1√
E − Ei

, (2.44)

де E ≥ Ei.
Для квантової точки (0D)

D0D(E) = 2
∑

i

δD(E −Ei), (2.45)

де δD(x) – дельта-функцiя Дiрака.
Функцiї густини станiв для всiх структур схематично зображено

на рис. 2.2. З рисунку видно, що вони мають якiсно рiзний характер.
У тривимiрнiй структурi густина станiв монотонно зростає iз зроста-
нням енергiї, у двовимiрнiй – має вигляд горизонтальних сходинок, у
квантових нитках – необмежено зростає щоразу, коли ми наближає-
мося зверху (по шкалi енергiй) до енергiї чергового квантового рiвня,
а для квантових точок – набуває вигляду набору дельта-функцiй.
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3 ЗАДАЧI

3.1 Розв’язати задачу (рис. 2.1 a) для рiзних ефективних мас еле-
ктронiв пiд бар’єрами me1 та у ямi me2 (значення ефективних мас
можна знайти, наприклад, у книзi [8]).

Вказiвка: використати граничну умову

ψ′
1(x)

me1

∣

∣

∣

x=0, L
=
ψ′

2(x)

me2

∣

∣

∣

x=0, L
,

яка вiдображає умову неперервностi потоку ймовiрностi через межу
ями. Нагадаємо, що для частинки ψ′/M ∼ p̂ψ/M = v̂ψ, де v̂ –
оператор швидкостi.

3.2 Визначити повну кiлькiсть атомiв N у кластерi-кубоектаедрi,
зображеному на рис. 3.1, a.

Розв’язання. Поверхня кубоектаедра складається з шести ква-
дратiв та восьми рiвнобiчних трикутникiв. Кубоектаедр має 24 ребра
та 12 вершин. Нехай на ребрi кубоектаедра розмiщується κ атомiв
(κ ≥ 2). Позначимо кiлькiсть вершин у кластерi p (p = 12), кiлькiсть
ребер q (q = 24), кiлькiсть квадратiв r (r = 6), кiлькiсть трикутни-
кiв s (s = 8). Тодi кiлькiсть атомiв на повнiстю заповненiй поверхнi
визначимо так:

∆N = p+ q (κ− 2) + r (κ− 2)2 +
s (κ− 2) (κ− 3)

2
= 10κ2 − 20κ+ 12.

Рисунок 3.1 – Щiльноупакованi кластери-багатогранники: кубоектаедр (а),
зрiзаний декаедрон (б)
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Звiдси випливає, що повна кiлькiсть атомiв у кубоектаедрi

N = 1 +

κ′=κ−1
∑

κ′=1

(

10κ′2 − 20κ′ + 12
)

=
10

3
κ3 − 5κ2 +

11

3
κ− 1. (3.1)

Для кластера, зображеного на 3.1, a κ = 7 i N = 923.

Формулу (3.1) легко перевiрити. Нехай κ = 2, тодi N = 13. Цей
кластер складається з одного атома в центрi i 12 атомiв у першiй
координацiйнiй сферi (першому шарi навколо центрального атома).

3.3 Визначити кiлькiсть атомiв у кластерi – зрiзаному декаедронi,
зображеному на рис. 3.1, б.

Розв’язання. На одному ребрi декаедрона кiлькiсть атомiв κ = 5.
Тому повна кiлькiсть атомiв у такому кластерi складає N = 309.

3.4 Визначити енергiю квантiв свiтла для переходiв електрона у
ямi-кубi з 1-го рiвня на 9-й, з 7-го на 8-й, з 5-го на 4-й. У яких
випадках свiтло поглинається електроном, а в яких випромiнюється?
Використати модель ями з нескiнченно високими стiнками. Довжина
ребра куба – 0,5 нм.

3.5 Кластер мiстить N атомiв металу. Енергiя йонiзацiї масивного
металевого зразка W0. Визначити максимальне зарядне число Zmax

такого кластера, якщо частота лазерного випромiнення, що поглина-
ється кластером, ν.

Розв’язок. Енергiю, необхiдну для багатозарядної йонiзацiї,

M+Z
n ⇒M+(Z+1)

n + e−

можна роздiлити на два доданки: енергiюW0, необхiдну для iонiзацiї
масивного зразка, та електростатичну енергiю

Z2e2

2R
,
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де R – радiус кластера. Вiдповiдно, потенцiал однократної iонiза-
цiї нейтральної металевої сфери

I1 = W0 +
e2

2R
, R = rsN

1

3 ,

де rs – радiус комiрки Вiгнера – Зейтца.
Для потенцiалу iонiзацiї IZ металевої сфери, що має заряд

+e(Z − 1), отримуємо

IZ = W0 +
Z2e2

2R
− e2(Z − 1)2

2R
= W0 +

(2Z − 1) e2

2R
.

Вважаючи ~ω = IZmax
, маємо

~ω = W0 +
(2Zmax − 1) e2

2R
.

Звiдси визначимо Zmax(~ω).
На рис. 3.2 наведене порiвняння цього результату з експеримен-

том.

Z
e

,
m

a
x

N
1/3

5,0 еВ

4,0 еВ

6,4 еВ

Рисунок 3.2 – Експериментальнi значення максимального заряду eZmax для
кластерiв Na [9] як функцiї розмiру кластера для низки значень енергiї
квантiв свiтла. Лiнiї вiдповiдають розрахунку Zmax
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3.6 Визначити, як змiниться спектр екситону, якщо вiн локалiзо-
ваний у кластерi iнертного газу радiуса R за умови слабкого конфай-
мента: R� aexc, aexc – ефективний (чи борiвський) радiус екситону.

Енергiя зв’язку екситону, тобто енергiя, необхiдна для того, щоб
розiрвати екситон на електрон i дiрку,

E3D
exc =

e4m∗
e,h

2ε2~2
≡ e2

2εaexc
, (3.2)

де

aexc =
ε~2

e2m∗
e,h

(3.3)

– ефективний (чи борiвський) радiус екситону; iндекс 3D означає,
що екситон може рухатись у будь-якому напрямку. Як i для атома
Гiдрогену, енергетичний спектр екситону можна записати як

E3D
n = −E3D

exc

1

n2
, (3.4)

де n – цiле число, а енергiю вiдраховують вiд дна зони провiдно-
стi.

Оскiльки у бiльшостi напiвпровiдникiв ефективна маса електрона
приблизно на порядок менша вiд маси вiльного електрона, з виразу
(3.2) випливає, що екситони в напiвпровiдниках - це досить розря-
дженi квазiчастинки. Для них енергiя зв’язку в тисячi разiв менша,
нiж енергiя зв’язку електрона в атомi Гiдрогену (13,5 еВ). Ефектив-
ний радiус екситонiв у напiвпровiдниках у сотнi разiв перевищує
радiус Бора для атома Гiдрогену. Так, для кристала GaAs енергiя
зв’язку E3D

exc = 4, 2 меВ, aexc = 15 нм.
Розв’язання. Розмiрне рiвняння отримаємо, використовуючи мо-

дель ями з нескiнченно високими стiнками:

E0D
exc = E3D

exc +
π2

~
2

MR2
,
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де E0D
exc – спектр екситону в кластерi; E3D

exc – спектр екситону в
кластерi з R → ∞; другий доданок – мала поправка; M = m∗

e +m∗
h

– маса екситону.

3.7 На рис. 3.3 наведено схему вимiрювання струму в наноплiв-
цi. При якiй товщинi плiвки можна спостерiгати квантово-розмiрнi
явища при кiмнатнiй температурi, якщо:
а) плiвка металева, а ефективна маса носiїв заряду m∗ = me?
б) плiвка напiвпровiдникова, а ефективна маса носiїв заряду
m∗ = 0, 1me?

Розв’язання. Якщо пiдвести напругу до плiвки в точках 1 i 2, то
вектор струму

jα = σαβEβ ,

де σαβ – тензор провiдностi; Eβ – напруженiсть електричного по-
ля; iндекси α, β ≡ {x, y, z}.

Якщо пiдвести напругу у точках 3 i 4, то компоненту струму
можна записати так:

jyy ≈ σyyEy = ∓envy = ∓en̄µyEy,

де n̄ – концентрацiя електронiв (дiрок) провiдностi; vy – швидкiсть
носiїв; µy = vy/Ey – рухливiсть носiїв; σyy = en̄µy.

L
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.
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2

34

.

. ~

~
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~
~

~

V

Рисунок 3.3 – Схема вимiрювання струму в наноплiвцi
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Якщо пiдвести напругу в точках 3 i 5, то

jzz ≈ σzzEz = ∓envz = ∓en̄µzEz.

Концентрацiя електронiв n̄ у металевiй плiвцi визначається кон-
центрацiєю атомiв металу i валентнiстю. Газ електронiв у такiй плiвцi
є виродженим, i його властивостi майже не залежать вiд температури
твердого стану [7].

Якщо плiвка напiвпровiдникова, то треба з’ясувати, чи є газ еле-
ктронiв виродженим. Ця умова визначається шириною забороненої
зони, концентрацiєю домiшок, ефективною масою (типом напiвпро-
вiдника) та температурою. Це справа класичної фiзики твердого тiла
(вiдомо, що енергiя Фермi EF має лежати приблизно на 5kBT вище
вiд дна зони провiдностi EC на шкалi енергiї [8]). Тодi й визначають
концентрацiю електронiв у зонi провiдностi [8].

Якщо (a = b = L), то маємо справу з квантовою точкою, спектр
якої дискретний. Струм протiкає через цi стани, тобто резонансним
чином, тому залежнiсть струму вiд напруги (вольт-амперна характе-
ристика) буде схiдчастою.

У плiвцi (a, b � L) енергетичний спектр носiїв – квазiнеперерв-
ний, оскiльки у напрямках x i y рух їх “необмежений”. Квантування
енергiї носiїв заряду вiдбувається лише в напрямку z. Щоб оцiнити
роль квантування, припустимо, що рух носiїв заряду у цьому напрям-
ку iдентичний руховi частинки в одновимiрнiй нескiнченно глибокiй
потенцiальнiй ямi. Тодi

Enz =
π2

~
2

2m∗L2
n2

z,

де nz = 1, 2, 3, . . . – квантове число; L – товщина плiвки. З мiнi-
мальної енергiї E1 (не нуль!) починається неперервний спектр, тобто
енергiю квазiчастинок вiдраховуємо вiд EC + E1.

Якщо товщина плiвки не перевищує декiлькох нанометрiв, то во-
на менше, нiж довжина вiльного руху носiїв у цьому матерiалi (не-
обмежених розмiрiв). Тому носiї балiстично рухаються вiд стiнки
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до стiнки без зiткнень всерединi плiвки. Це означає, що компонен-
та iмпульсу pz i швидкiсть vz = pz/m =

√

2mEnz/m квантуються,
vz ≡ vnz , а вольт-амперна характеристика плiвки буде схiдчастою, як
у квантової нитки.

Тому для виродженого електронного газу (EF – енергiя Фермi, яку
вiдраховуємо вiд E1) граничну товщину плiвки L∗ можна визначити,
якщо схiдець “розмивається” температурним збудженням:

kBT ∼ π2
~

2

2m∗L∗2 (nz + 1)2 −
(

E1 + EF

)

.

Потрiбне nz > 1 треба визначити з простих мiркувань.
Для невиродженого електронного газу

kBT ∼ π2
~

2

2m∗L∗2 ,

але ефект квантування буде малопомiтним, якщо концентрацiя вiль-
них електронiв на рiвнi E1 буде незначною.

3.8 Оцiнити граничну товщину плiвки (рис. 3.3), при якiй можна
спостерiгати квантово-розмiрнi явища, якщо рухливiсть електронiв
у плiвцi µz = 1 м2/(В·с).

Розв’язання. Швидкiсть електронiв

vz = µz
V

L∗ ,

де V – рiзниця потенцiалiв, L∗ – гранична товщина плiвки. Квантово-
розмiрнi явища можна спостерiгати, якщо виконується умова

Emin =
π2

~
2

2meL∗2 =
mev

2
z

2
= eV,

тому
mev

2
z

2
= e

vz

µzL∗ , vz =
2eL∗

meµz
,
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звiдки
me

2

4e2L∗2

m2
eµ

2
z

=
π2

~
2

2meL∗2

i L∗ =
√

π~µz/(2e) = 32 нм.

3.9 Знайти зв’язок мiж концентрацiєю електронiв i рiвнем Фермi
для виродженого одновимiрного електронного газу (металевий кван-
товий дрiт).

3.10 Знайти зв’язок мiж концентрацiєю електронiв i рiвнем Фермi
для виродженого двовимiрного електронного газу (металева квантова
плiвка).

3.11 Провiдний елiпсоїдальний кластер iз зарядом q та пiвосями a,
b, c розмiщено в однорiдному дiелектрику з проникнiстю ε. Визначити
потенцiал ϕ, ємнiсть кластера C i поверхневу густину його заряду σ.
Вважайте, що a > b > c.

Розв’язок. Використаємо елiпсоїднi координати ξ, η, ζ, пов’язанi
з декартовими координатами x, y, z такими спiввiдношеннями:

x2

a2 + ξ
+

y2

b2 + ξ
+

z2

c2 + ξ
= 1, ξ ≥ −c2;

x2

a2 + η
+

y2

b2 + η
+

z2

c2 + η
= 1, −c2 ≤ η ≤ −b2;

x2

a2 + ζ
+

y2

b2 + ζ
+

z2

c2 + ζ
= 1, −b2 ≤ ζ ≤ −a2.

Виразимо декартовi координати x, y, z через елiпсоїднi ξ, η, ζ:

x = ±
√

(ξ + a2) (η + a2) (ζ + a2)

(b2 − a2) (c2 − a2)
; y = ±

√

(ξ + b2) (η + b2) (ζ + b2)

(c2 − b2) (a2 − b2)
;

z = ±
√

(ξ + c2) (η + c2) (ζ + c2)

(a2 − c2) (b2 − c2)
.
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Коефiцiєнти Ламе:

h1 =

√

(ξ − η) (ξ − ζ)

2Rξ
; h2 =

√

(η − ξ) (η − ζ)

2Rη
;

h3 =

√

(ζ − ξ) (ζ − η)

2Rζ
.

Оператор Лапласа в елiпсоїднiй системi координат

∆ = 4
(ξ−η)(ξ−ζ)(η−ζ)

[

(η − ζ)Rξ
∂
∂ξ

(

Rξ
∂
∂ξ

)

+

+ (ζ − ξ)Rη
∂
∂η

(

Rη
∂
∂η

)

+ (ξ − η)Rζ
∂
∂ζ

(

Rζ
∂
∂ζ

)]

,

де

Ru =
√

(u+ a2) (u+ b2) (u+ c2), u = ξ, η, ζ.

Потенцiал шукаємо у виглядi ϕ = ϕ (ξ), тому

∂

∂ξ

(

Rξ
dϕ

dξ

)

= 0.

Граничнi умови: ϕ = const при ξ = 0 (на поверхнi елiпсоїда), ϕ→ 0
при ξ → ∞. Щоб визначити сталу iнтегрування, використаємо той
факт, що ξ → r2 при r =

√

x2 + y2 + z2 → ∞. Тодi

ϕ (ξ) =
q2

8πε0ε

∞
∫

ξ

dξ

Rξ
, C =

8πε0ε
∞
∫

0

dξ
Rξ

.

Звiдси

σ = −ε0ε
∂ϕ

∂n

∣

∣

∣

∣

ξ=0

= −ε0ε
(

1

h1

∂ϕ

∂ξ

)

ξ=0

=
ε0q

abc
√

x2

a4 + y2

b4
+ z2

c4

.
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Густина зарядiв на кiнцях пiвосей прямо пропорцiйна їхним дов-
жинам: σa : σb : σc = a : b : c. Отже маємо:

ϕ (ξ) =
q2

8πε0ε

∞
∫

ξ

dξ

Rξ
; C =

8πε0ε
∞
∫

ξ

dξ
Rξ

; σ =
ε0q

abc
√

x2

a4 + y2

b4
+ z2

c4

. (3.5)

3.12 Виходячи з виразiв для потенцiалу та ємностi елiпсоїдально-
го кластеру, визначити потенцiали та ємностi кластерiв, якi мають
форму витягнутого (a > b = c) та сплюсненого (a = b > c) елiпсоїдiв
обертання. Необхiдно розглянути граничнi випадки тонкого довгого
стрижня та тонкого диску.

Розв’язок. Вирази для потенцiалу та ємностi кластера-елiпсоїда
мають вигляд (3.5), Rξ =

√

(ξ + a2) (ξ + b2) (ξ + c2).

Розглянемо випадок, коли кластер має форму сплюсненого
(a = b > c) елiпсоїду обертання. Тодi Rξ =

(

ξ + a2
)
√

(ξ + c2) i

∞
∫

ξ

dξ

Rξ
=

∞
∫

ξ

dξ

(ξ + a2)
√

(ξ + c2)
=

2√
a2 − c2

arctan

√

a2 − c2

ξ + c2
;

∞
∫

0

dξ

Rξ
=

∞
∫

0

dξ

(ξ + a2)
√

(ξ + c2)
=

2√
a2 − c2

arccos
c

a
;

ϕ (ξ) =
q

4πε0ε
√
a2 − c2

arctan

√

a2 − c2

ξ + c2
; C =

4πε0ε
√
a2 − c2

arccos c
a

.

Для тонкого диску c = 0 i

ϕ (ξ) =
q

4πε0εa
arctan

a√
ξ
; C = 8πε0ε.
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Розглянемо випадок, коли кластер має форму витягнутого елiпсо-
їду (a > b = c). Тодi Rξ =

(

ξ + b2
)
√

(ξ + a2) i

∞
∫

ξ

dξ

Rξ
=

∞
∫

ξ

dξ

(ξ + b2)
√

(ξ + a2)
=

1√
a2 − b2

ln

√

ξ + a2 +
√
a2 − b2

√

ξ + a2 −
√
a2 − b2

;

∞
∫

0

dξ

Rξ
=

∞
∫

0

dξ

(ξ + b2)
√

(ξ + a2)
=

1√
a2 − b2

2 ln
a+

√
a2 − b2

b
;

ϕ (ξ) =
q

8πε0ε
√
a2 − b2

ln

√

ξ + a2 +
√
a2 − b2

√

ξ + a2 −
√
a2 − b2

; C =
4πε0ε

√
a2 − b2

ln a+
√

a2−b2

b

.

У випадку тонкого довгого стрижня (a >> b):

ϕ (ξ) =
q

8πε0εa
ln

√

ξ + a2 + a
√

ξ + a2 − a
; C =

4πε0εa

ln 2a
b

.

4 ЗАПИТАННЯ I ЗАВДАНЯ ДЛЯ САМОСТIЙНОЇ
РОБОТИ

1 Зробiть огляд енергетичних властивостей у напряму атом – кластер
– конденсоване середовище. Де дiють методи фiзики твердого тiла i
рiдини, квантової хiмiї (метод Хартрi–Фока)?
2 Сформулюйте основнi спiввiдношення спостереження квантових
ефектiв у малорозмiрних системах.
3 Запишiть реакцiї електронної йонiзацiї, випаровування Атома i по-
яснiть їх.
4 Дайте визначення потенцiалу iонiзацiї та поверхневого натягу. На-
креслiть енергетичну дiаграму для електронiв у кластерi.
5 Наведiть експериментальну залежнiсть потенцiалу йонiзацiї кла-
стерiв рiзного розмiру i прокоментуйте її.
6 Прокоментуйте експерименти з дослiдження кулонiвського вибуху
багаторазово заряджених металевих кластерiв.
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7 У чому проблема визначення потенцiалу йонiзацiї металевих кла-
стерiв? Дайте опис експериментiв де Хiра.
8 Явище кулонiвського вибуху. Версiї. Новi результати для крити-
чного заряду кластерiв порiвняно з формулою Релея.
9 У чому суть релеєвської моделi нестiйкостi зарядженої краплi?
Сформулюйте критерiй нестiйкостi Релея.
10 Розмiрнi залежностi хiмiчного потенцiалу електронiв, енергiї ко-
гезiї (роботи виходу атомiв).
11 Виведiть вираз для критичного заряду металевого кластера у ква-
зiкласичному наближеннi.
12 Яка вiдмiннiсть результатiв двох моделей нестiйкостi?
13 За яким принципом роздiляють змiннi у рiвняннi Шредiнгера при
розрахунках енергетичного спектра частинок у потенцiальних ямах
рiзної симетрiї?
14 У чому полягає суть дифракцiйних, мас-спекрометричних методiв
i методiв електронної мiкроскопiї для дослiдження кластерiв, нано-
матерiалiв i композитiв?
15 Опишiть експериментальнi методи дослiджень кластерних пучкiв.
16 Наведiть принциповий опис мас-cпектрометра, мас-аналiзатора,
явища фотойонiзацiї.
17 Якi принципи роботи скануючої тунельної i силової мiкроскопiї?
Наведiть приклади практичного застосування.
18 Якi iснують технологiї вирощування квантових точок?
19 Наведiть приклади застосування кластерних пучкiв.
20 Визначте питому поверхневу енергiю i роботу виходу електронiв.
21 Опишiть суперечностi експериментальних i теоретичних дослi-
джень розмiрної залежностi поверхневого натягу крапельки.
22 Дайте визначення енергiї утворення вакансiї та теплоти випаро-
вування атомiв.
23 Сформулюйте правило Френкеля – Ленгмюра. Дайте визначен-
ня способу Фогельсбергера для перевизначення еквiмолекулярної по-
верхнi крапельки.
24 Дайте визначення роботи виходу позитрона з металу. Вкажiть
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вiдмiнностi вiд роботи виходу електронiв.
25 У чому полягає суть позитронної дiагностики?
26 У чому полягає проблема вимiрювання методом Кельвiна роботи
виходу електронiв?
27 Пояснiть помилковiсть поняття анiзотропiї роботи виходу.
28 Опишiть залежнiсть роботи виходу електронiв вiд деформацiї ме-
талу i дiелектричного покриття поверхнi.
29 Якi вiдмiнностi характеристик екситонiв у напiвнескiнченних ма-
терiалах i низькорозмiрних структурах?
30 Наведiть принциповi результати експериментiв з дослiдження ста-
ну плiвок за допомогою сканувального тунельного мiкроскопа.
31 У чому полягає суть магiчних висот острiвцiв?
32 Опишiть експеримент, в якому спостерiгалися флуктуацiї енерге-
тичних i силових характеристик металевого наноконтакту.
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