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Застосування фрактального математичного моделювання динамічних 

систем теоретично наділяє їх характерними для складних нелінійних систем 
властивостями, зокрема, ефектами просторового гістерезису та часової 
ередитарності, в яких враховується не тільки теперішній стан системи або 
найближчий попередній стан, але також і всі попередні стани, в яких перебувала 
дана система  

Відомий опис експериментів з електролітичними конденсаторами, що були 
заряджені різними способами до однакової напруги, надано С. Вестерлундом в 
[1]. Вимірювання продемонстрували помітні відмінності кривих розрядки 
конденсаторів, що можна інтерпретувати наявністю пам‘яті в складній 
діелектричній структурі.  

Прикладом феноменологічного підходу до проблеми переносу є дифузійна 
модель, для якої рівняння дифузії складено з двох (рівняння неперервності та 
закону Фіка).  

Для одновимірного процесу, що описує функцію двох змінних у просторі і 
часі, рівняння з дробовими похідними порядку 10,2    має вид 
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, розв‘язок якого інтерпретується в задачах електродинаміки й 

механіки (рух електронів і дірок у напівпровідниках, світла в атмосфера планет, 
нейтронів в ядерних реакторах, заводського диму в атмосфері, квіткового пилку у 
повітрі, крапель чорнила у воді, поширення тепла у газах, рідинах і твердих тілах 
тощо).  

Методика розв‘язування таких задач базується на визначенні 

диферінтеграла zd , його зв‘язку з дробовою похідною   zdzLDzLd za
 )()(  , де 

дробова похідна  )(zLDza
  використовується нами у формі Рімана-Ліувілля: 1) зі 

сталим скейлінгом  ;  2) узагальнюється для класу задач зі змінним скейлінгом 
)(z  вздовж деякої осі ОZ . 

Концепція фрактальності процесів накопичення заряду у просторі і часі 
демонструє неминучі зміни більшості результатів, отриманих до цього часу 
звичайними методами для значень скейлінгового показника 0 . Але з моделі 
випливають декілька ефектів, які неможливо пояснити цими методами. 

Найважливішими з них є ефекти пам'яті, що наводить на висновок про те, 
що, наприклад, від‘ємні ємнісно-індуктивні компакти мають пам‘ять, керувати 
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якою можна за допомогою часово-частотної та просторової фракталізації. 
Зокрема, для виявлення ефектів часової  ередитарності фрактального 
компакту за схемою побудови рівнянь з розривами зарядів(струмів) ),,( txQ   у часі 

виду дельта-функції )()(
mtt   пропонуємо моделювати заряд  у шарі 

метаматеріального середовища з ємністю C  і потенціалом U  як 

)()()(),,( 1
1 tUDCtUxCtxQ ter

  . 

 Диференціальні рівняння дробових порядків, що виникають у таких 
моделях [2], знаходять своє самостійне застосування в багатьох областях фізико-
математичної й технічної науки (від задач про таутохрону, про визначення 
потенціалу по залежності періоду коливань від енергії, обернена задача теорії 
розсіювання тощо до руху тіла у в‘язкому середовищі та ін.) називаються, за 
термінологією В. Вольтерра, ередитарними [3] і можуть виникати самі по собі у 
фізичному процесі або у результаті розв‘язування за деякими математичними 
моделями з підтвердженням/спростованням апріорної інформації, на якій 
будується гіпотеза про подальший перебіг явища. 

Теорія фрактального шару на межі розділу двох середовищ базується на 

визначенні дробового диференціала xd  та його зв‘язку з дробовою похідною 

xdxLDxLd xa
 )()(  , де дробова похідна )(xLDxa

  записується у формі Рімана-

Ліувілля. Зазначена модель  використовується нами для означення фрактального 
 шару Гельмгольця та визначення його ередитарних властивостей. 

В задачах про визначення концентрації ),( tx  електроактивних елементів на 

поверхні фрактально конфігурованого зі скейлінгом   електроду, що контактує з 
електролітом у точці 0x , безпосереднє вимірювання ),0( t  є обтяжливим, але 

густина струму ),0( tjx  на поверхні достатньо легко визначається 

експериментально. Наявність в досліджуваному процесі ефекту пам‘яті або 
нелокальності за часом, що міститься в ядрі диферінтегрального оператора 
вихідного рівняння, позиціонуємо як функцію пам‘яті, яка описує прояв 
ередитарності явища концентрації електроактивних елементів на поверхні 
електрода.  

Якщо функція пам‘яті є степеневою (як у наших задачах з фрактальною 
геометрією контактів і неперервним розподілом фізичних параметрів на них та в 
задачах з фрактальною конфігурацією розподілів зарядів і струмів на гладких 
компактах), то виникає природній перехід до рівнянь з дробовими похідними.  

Відмічаємо, що у випадку збігу функції пам‘яті з виразом для функції 
Хевісайда, розглядуваний процес має повну пам‘ять, а для збігу з функцією 
Дірака пам‘ять у процесі відсутня. Використання апарату дробового 
диферінтегрування демонструє наявність у модельованому процесі часткового 
«забування». 

Розглядуваний нами підхід дозволив розглянути ефекти, що створюються 
тепловим рухом іонів поблизу зарядженої поверхні з урахуванням дифузійного 
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подвійного шару Гуй-Чапмана і моделюються диференціальним рівнянням 
Пуассона-Больцмана.  

Узагальненню до фрактальної моделі підлягає і розвинений Штерном підхід, 
де поєднуються дві попередні класичні моделі та враховується той факт, що іони 
мають кінцевий розмір, а отже, протяжність шару до електрода буде змінюватися 
в залежності від іонного радіусу. 

Аналіз розподілу функції пам‘яті демонструє також збіг результатів нашого 
моделювання для окремого випадку 0  з результатами напівінтегрального 
(напівдиференціального) методу, розвинутого в 70-х роках минулого століття. 

Визначено перспективи подальшого застосування розробленої  математичної 
концепції для аналізу й синтезу штучних метаматеріальних фрактальних 
елементів з необхідними фізико-механічними характеристиками.  
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