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ПРАВИЛА ОФОРМЛЕННЯ ТА ВИКОНАННЯ РГР ТА КР 

1. Студент виконує РГР в окремому зошиті у відповідності зі 
своїм варіантом (варіанти вказує викладач).  

2. На обкладинці зошита треба записати назву теми РГР, номер 
академічної групи, прізвище, ім’я по батькові повністю та номер 
варіанта.  

3. В РГР повинні бути розв’язані всі завдання, вказані викладачем. 
Розв’язання завдань необхідно записувати в порядку номерів завдань, 
зберігаючи їх послідовність. Умова задачі в завданні і розв’язування 
завдання записуються повністю (без скорочень). Відповідь у кожному 
завданні надається окремим рядком. 

4. РГР подається викладачеві на перевірку і захищається 
студентом у терміни, визначені навчальним планом. РГР, виконана не 
за своїм варіантом, не зараховується. 
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1 ЗАСТОСУВАННЯ ПОХІДНОЇ ФУНКЦІЇ ОДНІЄЇ ЗМІННОЇ 

1.1 Короткий виклад теоретичного матеріалу 

Правило Лопіталя дозволяє розкрити невизначеності, 

застосовуючи похідні. Наприклад, для 








 і 





0

0
 матимемо  

 
 

 
 xg

xf

xg

xf

xxxx 



 00

limlim .   (1.1) 

Невизначеності   ,  0 ,  n ,  1  та інші спочатку 

зводяться до основних 








 і 





0

0
, а потім застосовується правило 

Лопіталя. 

Рівняння дотичної та нормалі до графіка функції  xfy   в 

заданій точці дотику 

Маємо криву, задану функцією  xfy  . Зафіксуємо на кривій 

точку  000 уxМ , . Нехай точка М , рухаючись по кривій, 

наближається до точки 0М . При цьому січна ММ 0  буде повертатися 

навколо точки 0М  і в граничному положенні при наближенні точки 

М до точки 0М  займе положення прямої ТМ 0 . Пряму ТМ 0  

називають дотичною до даної кривої в точці 0М . 
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Означення 1.1 Дотичною ТМ 0  до графіка функції  xfy   

називають граничне положення січної ММ 0 , коли точка М , 

рухаючись по кривій, наближається до точки 0М . 

Слід мати на увазі, що не в усякій точці кривої можна провести до 
неї дотичну. 

Дотична ТМ 0  до цієї кривої  xfy   проходить через точку 

 000 уxМ ,  і утворює з додатним напрямом осі хО  кут α . З 

геометричного змісту похідної маємо  0xftgk  α . Підставимо 

 0xfk   в формулу  00 xxkyy  . Матимемо рівняння дотичної 

до кривої  xfy   в точці  000 уxМ , : 

   000 xxxfyy  .   (1.2) 

Якщо функція  xfy   в точці  000 уxМ ,  має нескінченну 

похідну, то дотична в цій точці паралельна осі уО , а її рівняння 

0хx  . Якщо похідна функції  xfy   в точці  000 уxМ ,  дорівнює 

нулю, то дотична в цій точці паралельна осі хО , а її рівняння 0уу  . 

Означення 1.2 Нормаллю до кривої називають пряму, яка 
проходить перпендикулярно до дотичної через точку дотику.  

З умова перпендикулярності прямих маємо, що для нормалі 

 0

1

xf
k


 . Тоді рівняння нормалі до графіка кривої  xfy   в 

точці  00 уxМ ,  матиме вигляд: 

 
 0

0
0

1
xx

xf
yy 


 .   (1.3) 
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Екстремум функції  xfy  , інтервали монотонності 

Введемо ще деякі поняття. 

Означення 1.3 Точки, в яких похідна функції  xfy   дорівнює 

нулю, називаються стаціонарними точками. 

Означення 1.4 Точки, в яких похідна функції  xfy   дорівнює 

нулю або не існує, називаються критичними точками цієї функції.  

Отже, стаціонарні точки є підмножиною множини критичних 
точок. 

Теорема 1.1. Необхідна умова екстремуму. Якщо точка 0x  є 

точкою екстремуму функції  xfy  , то в цій точці або похідна 

дорівнює нулю, або не існує. 

Іншими словами, екстремуми функції містяться серед її 
критичних точок. Звертаємо увагу на те, що ці точки повинні входити 
в область визначення функції. Однак легко переконатись, що 
критична точка зовсім не обов’язково є точкою екстремуму. 

Теорема 1.2. Перша достатня умова екстремуму. Якщо в околі 
критичної точки 0x  похідна функції  xfy   змінює знак, то точка 

0x  є екстремальною. 

У цьому випадку при зміні знака похідної з ""  на "-"  точка 0x  є 
точкою локального максимуму, а при зміні знака похідної з "-"  на ""  
точка 0x  є точкою локального мінімуму. Якщо знак похідної в околі 

критичної точки 0x  не змінюється, то точка не є екстремальною. 

Теорема 1.3. Друга достатня умова екстремуму. Якщо 
  00  xf  і в околі точки 0x  існує неперервна друга похідна, 

причому   00  xf , то при умові   00  xf точка 0x  є точкою 

локального мінімуму, а при   00  xf  – точкою локального 
максимуму. 
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Теорема 1.4. Якщо в кожній внутрішній точці проміжку  ba,  

справедливо, що   00  xf , то функція  xfy   на цьому проміжку 

зростає, якщо   00  xf , то функція  xfy   на цьому проміжку 
спадає. 

Найбільше і найменше значення функції на відрізку 

Нехай функція  xfy   на відрізку  ba,  є неперервною. На 

цьому відрізку вона досягає найбільшого і найменшого значень або на 
кінцях відрізка при аx   чи bx  , або у критичних точках, що 
належать на відрізку  ba, , які знайдені з умови: похідна функції 

 0xf   або не існує, або дорівнює нулю   00  xf . 
Для знаходження найбільшого і найменшого значень функції 

необхідно впевнитись, що вона неперервна на заданому відрізку. 
Знайти критичні точки. Визначити, які з них належать заданому 
відрізку. Знайти значення функції в них та на кінцях відрізка. Серед 
отриманих значень вибрати найбільше і найменше. 

Опуклість і вгнутість кривої  xfy  , точки перегину 

Означення 1.5 Крива  xfy   називається опуклою на інтервалі 

 ba, , якщо всі її точки, крім точки дотику, лежать нижче довільної її 

дотичної на цьому інтервалі, тобто    ,baxxf  ,0 . 

Означення 1.6 Крива  xfy   називається вгнутою на інтервалі 

 ba, , якщо всі її точки, крім точки дотику, лежать вище довільної її 

дотичної на цьому інтервалі, тобто    ,baxxf  ,0 . 

Означення 1.7 Точкою перегину називається точка кривої, що 
відділяє її опуклу частину від вгнутої. 

Теорема 1.5. Необхідна умова існування точки перегину. Якщо 0x  

– абсциса точки перегину графіка функції  xfy  , то друга похідна 
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в цій точці або дорівнює нулю, або не існує, тобто   00  xf  або 

 0xf   не існує. 

Точки, у яких друга похідна  0xf   дорівнює нулю або не існує, 

називаються критичними точками другого роду. 

Зауваження. Зворотне твердження не завжди є вірним, тобто 
якщо   00  xf  або  0xf   не існує, то точка з абсцисою 0x  може і 

не бути точкою перегину. 

Теорема 1.6. Достатня умова існування точки перегину. Якщо в 
околі критичної точки другого роду 0x  функції  xfy   друга 

похідна  0xf   змінює знак, то точка 0x  є точкою перегину кривої 

 xfy  . 

Асимптоти кривої 

Означення 1.8 Асимптотою кривої називається пряма до якої 
крива при віддаленні в нескінченність наближається як завгодно 
близько, але не перетинає її. 

Асимптоти поділяють на вертикальні, похилі, горизонтальні. 

Означення 1.9 Графік функції  xfy   має вертикальну 

асимптоту 0хx  , якщо границя функції, коли 0хx  , нескінченна, 

тобто   


xf
хx

lim
0

. 

Крім цього точка 0хx   є точкою розриву II роду. 

Означення 1.10 Графік функції  xfy   має похилу асимптоту 

bxky  ,     (1.4) 

де  
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 
x

xf
k

x
lim


   і   xkxfb

x




lim    (1.5) 

при умові, що обидві границі існують і скінченні. 

У противному випадку похилих асимптот немає. Слід окремо 
розглядати випадки, коли змінна прямує до плюс нескінченності 
( x ) та мінус нескінченності ( x ). 

Означення 1.11 Графік функції  xfy   має горизонтальну 

асимптоту by   тільки в тому випадку, коли границя функції при 

x  або x  існує, скінченна і дорівнює сталій:   bxf
x




lim  

або   bxf
x




lim . 

Знаходження границь в деяких випадках спрощується, якщо 
застосовувати правило Лопіталя.  

Схема дослідження функції та побудова її графіка 

Необхідно: 
1. Знайти область визначення функції. Це дає змогу 

визначити ті точки осі абсцис, над якими пройде чи не пройде 
графік функції. 

2. Знайти точки перетину графіка з координатними осями. 
Для цього треба розв’язати дві системи рівнянь: 

 








0у

xfy ,
 і 

 








.

,

0х

xfy
 

Перша система дає точки перетину з віссю хО , друга – з 

віссю уО . 

3. Дослідити функцію на періодичність, парність і 
непарність. Якщо     0 ТxfТxf , , то функція  xfy   

періодична функція з періодом Т . Якщо    xfxf  , то 
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функція  xfy   парна і графік функції симетричний відносно 

осі уО . Якщо    xfxf  , то функція  xfy   непарна  і 
графік функції симетричний відносно початку координат. Якщо 
жодна з умов не справджується, то функція є ні парною, ні 
непарною і графік функції не буде мати ніякої симетрії. 

4. Знайти асимптоти графіка функції. 

5. Знайти екстремум функції та інтервали монотонності 
функції. 

6. Знайти інтервали вгнутості та опуклості кривої, яка є 
графіком функції. Знайти точки перетину. 

7. Побудувати графік функції. 

1.2. Аудиторні завдання 

1. Знайти границі функцій, користуючись правилом Лопіталя. 

а) 
20 4

33
2

x

exx x

x




sin
lim  б) 

xx

xxtg

x 2

3 22

0 sin
lim





 

в) 
3

2

0 5

1

xx

exx x

x 




cos
lim  

 

г)   x

x
ex 72 56 


lim  

д) 
xctg

x

x

sinln
lim

π
 е) 

22

93
2 


 x

x

x
lim  

є) 
 

4 3

5




 x

x

x

ln
lim  ж)  

2
1

1

x
tgx

x

π
lim 


 

Відповіді: а) 50. , б) 1 , в) 20. , г) 0 , д) 0 , е) 3252 ln, , є) 0 , ж) 
π

2
. 

2. Знайти рівняння дотичної та нормалі до графіка функцій в 
заданих точках: 
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а)   xxxy ln , 10 x  00 y  

б) ,2522  yx  40 x  30 y  

в)  3 31 xxy  , 20 x  30 y  

Відповіді: а) дотична 1 ху , нормаль ху 1 ;  

б) дотична 
3

25

3

4
 ху , нормаль ху

4

3
 ; 

в) дотична 3у , нормаль 2х . 

2. Знайти екстремуми та інтервали монотонності функцій: 

а) 
x

x
y

ln
 , б) 

 2

5

1




x

e
y

x

, в)   xxy  3 21
2

3
 

Відповіді: а)  
e

eyу
1

max , зростає при  ех ;0 , спадає при 

  ;ех ; 

б)   82503 eyу ,min  , зростає при     ;; 31 ∪х , 

спадає при  31;х ; 

в)     50211 ,, maxmin  yyyу , зростає при  21;х , 

спадає при     ;; 21 ∪х . 

3. Знайти найбільше та найменше значення функції на заданому 
відрізку: 

а) 
x

x
y

1

4
 ,  41;x  

б) xxy 2sin , 





2

0
π

;x  

в)   xxy  3 21
2

3
,  41;x  

Відповіді: а)   12  yунайм ,     25141 ,найб  уyу ; 
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б)   00  yунайм , 1
22









ππ

найб yу ; 

в)   11  yунайм ,   502 ,найб  yу . 

4. Знайти точки перегину та інтервали опуклості і вгнутості 
графіка функції: 

а) 
24

2

x

x
y


 , 

 

б) 23  xexy . 

Відповіді: а) точка перегину   000  уx , , інтервали опуклості 

    ;; 202 ∪х , інтервали вгнутості    202 ;; ∪х ; 

б) точка перегину 4

3

2

3

2

3

2 






 еуx , , інтервали 

опуклості 





 
3

2
;х , інтервали вгнутості 






  ;
3

2
х . 

5. Знайти асимптоти графіків заданих функцій: 

а) 
25

42





x

xx
y , б) 

29

1

x

x
y




 . 

Відповіді: а) вертикальна асимптота 40,x , похила асимптота 

25

18

5

1
 ху ; 

б) вертикальні асимптоти 3х , 3х , горизонтальна 

асимптота 0у . 

7. Провести повне дослідження функцій та побудувати їх графіки: 
 
а)    

 2

3

2

1






x

x
xf  

 
б) 

 

xexy   

Відповіді: а)       ;;: 22 ∪xуD ,   7564 ,max  yу , точка  

перегину   011  уx , , вертикальна асимптота 2х , 
похила асимптота 1 ху . 
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б)     ;: xуD ,   401 1 ,min  eyу , точка перегину 

  270222 2 ,,  eуx , горизонтальна асимптота 0у , коли 
х .  
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1.3 Індивідуальні завдання 

1.3.1 Знайти границі функцій, користуючись правилом Лопіталя. 

 

1. 

 

  x

x
exx

32 43 


lim  

 

2. 
xtg

x

x 2

81
20

cos
lim




 

 

3. 
xx

xe x

x 3

122

0 sin
lim






 
 

4. 
 

xx xex

x
 



33

1 2

0 sin

ln
lim  

 

5. 
x

xe
x

x 2

2

0

12

sin
lim




 
 

6. 
x

xxx

x 20 3

21

sin

cossin
lim






 

 

7. 
xx

xtgx

x 3

21 2

0 sin

cos
lim




 
 

8. 
x

x

x 2

1
20 sin

cos
lim




 

 

9. 
20 3

1
lim

x

exe
xx

x




 
 

10. 
x

x

x e

ex
2

22

4

5 


lim  

 

11. 
x

x

x
2

2
cos

sinln
lim

π


 
 

12. 
1

1
2

0 


 x

e x

x cos
lim  

 

13. 
x

x

x 3

5

0 cosln

cosln
lim


 
 

14. 
13

54
30  xe

xx
xx

sin
lim  

 

15. 
tgxx

xx

x 




sin
lim

0
 

 

16. 
xtg

x

x 4

161
20

cos
lim




 

 

17. 







 




x

arctgxπ

x 1
1

2

ln

lim  
 

18. 

 

  x

x
ex

22 35 


lim  

 

19. 
 

ee

eex

x

xx

x 






 130 2

4
lim  

 

20. 
 

x

xx

x 5

23
0 cosln

coscos
lim




 

 

21. 
 2

2
2 π

sinln
lim

π  x

x

x

 
 

22. 2

1

2








 


x

x

x π

cosln
lim

π
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23. 

xxarctgx

xx

x 


 2

35

0

22

33
lim  

 
24. 

 2

22

3 π

sin
lim

π 


 x

xtgx

x
 

 

25. 
x

xx

x 33

37
2sin

coscos
lim

π




 
 

26. 
1

22

2


 

 x

ee xxtg

x sin
lim

sin

π
 

 

27. 
 

 213

2




 xx

x

sinπ

cosln
lim  

 

28.  
 1

2 2

2 


 xtg

x

x cos

π
lim

π
 

 

29. 
 2

6
6

3

π

sinln
lim

π  x

x

x

 
 

30. 
xxx ee

x
sinsinπ

cosln
lim

 42
 

1.3.2 Знайти рівняння нормалі в точці перетину графіка функції з 
віссю OY  та рівняння дотичної в точці перетину графіка функції з 
віссю OX .  

 

1. 
x

x
y





1

32
 

 

2. 
x

x
y





4

2
 

 

3. 
12

1





x

x
y  

 

4. 
12

4





x

x
y  

 

5. 
2

4





x

x
y  

 

6. 
1

3





x

x
y  

 

7. 
12

4





x

x
y  

 

8. 
12

1





x

x
y  

 

9. 
1

52





x

x
y  

 

10. 
12

2





x

x
y  

 

11. 
13

3





x

x
y  

 

12. 
1

2





x

x
y  

 

13. 
1

2





x

x
y  

 

14. 
12

3





x

x
y  

 

15. 
1

32





x

x
y  

 

16. 
2

4





x

x
y  

 

17. 
1

12





x

x
y  

 

18. 
1

5





x

x
y  

 

19. 
13

9





x

x
y  

 

20. 
12

13





x

x
y  

 

21. 
12

4





x

x
y  

 

22. 
2

1





x

x
y  

 

23. 
12

32





x

x
y  

 

24. 
1

12





x

x
y  
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25. 
2

1





x

x
y  

 

26. 
3

9





x

x
y  

 

27. 
4

2





x

x
y  

 

28. 
2

13





x

x
y  

 

29. 
2

1





x

x
y  

 

30. 
2

13





x

x
y  

1.3.3 Знайти екстремуми та інтервали монотонності функції 

 
1. 4

4x

xey


  

 

2. 22

2

)( 




x

x
y  

 
3. 

12

23
2

2






xx

xx
y  

 
4. 2

2 8

2 x

x
y   

 

5. 32 24  xxy  
 

6. 3 22 4)(  xy  

 

7. xexy 22)1(   
 

8. xexy 21)(   

 

9. xxy ln2  
 

10. 
3 1 xxy   

 

11. 
x

x
y

ln
  

 
12. 

x

x
y

14 3 
  

 

13. 32 )2()1(  xxy  
 

14. xexxy 22 322  )(  

 
15. 

2

2

1

1

xx

xx
y




  

 

16. 
)( 694

10
2 


xxx

y  

 

17. 
x

e
y

x

  
 

18. 
x

xy
1

  

 

19. 
x

x
y

2

2
  

 
20. 

2

2




x

x
y  

 

21. )ln( 21
2

1
xarctgxy   

 

22. 2
2 1

x
xy   
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23. 
3 232 xxy   

 

24. 
23 )2(  xxy  

 
25. 

x

x
y

1

2

2

  
 
 

26. 2

2x

exy


  

27. xxy ln2  28. xarctgxy 2  

 

29. xxy ln2 2   
 

30. )1(ln 2xxy   

1.3.4 Знайти найбільше та найменше значення функції на 
заданому відрізку. 

 

1. 115 35  xxy  
 

 0;4x  

 

2. 
x

x
y

2

2
  

 

 3;1x  

 

3. 13 23  xxy  
 

 4;1x  

 

4.   xxy  3 213  
 

 2;7x  

 

5. 
2

2

3

3

x

x
y




  

 

 2;1x  

 

6. 4

8

x
xy   

 

 1;3 x  

 

7. 143 34  xxy   1;2x  

 

8.  
4

2
2

2






x

x
y  

 

 3;1x  

 

9.  32ln 24  xxy   1;2x  

 

10. 13 23  xxy   4;1x  
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11. 13 2  xy  
 

 1;2x  

 

12. 
 

xxy 2cos  





2

;0


x  

 

13. 22 24  xxy  
 

 2;1x  

 

14.  22ln 2  xxy   3;0x  

 

15. 
x

x
y

3

3
  

 

 1;5 x  
 

16. 
 

xxy 2cossin2    ;0x  

 

17. 29 xy   
 

 3;3x  

 
 

18. 

 

xxy 44 cossin   




 
2

;
2


x  

 

19. 
 

xarctgxy 2   3;0x  

 

20. 1836152 23  xxxy   3;1x  

 
21. 

 
)1ln( xxy   




  1;
2

1
x  

 

22. 242 23  xxxy   2;0x  

 

23. 2)5(

2

x
y


  

 

 0;1x  

 

24. 23 23  xxy  
 

 3;1x  

 

25. y= xex  )3(  
 

 5;0x  

 

26. 
18

4
2 


x

y  
 

 3;3x  
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27. 
 

ctgxxctgy 22   





2

;
6


x   

 

28. 
2100 xy   

 

 8;6x  

 

29. 
 

xxy  2sin  




 
2

;
2


x  

 
30. 

 

xtgtgxy 22   





3

;0


x  

1.3.5 Знайти точки перегину та інтервали опуклості і вгнутості 
графіка функції 

 

1. )4(ln 2  xy  
 

2. 
14 2 


x

x
y  

 
3. 

2

1

1












x

x
y  

 
4. 2

3

)1( 




x

xx
y  

 

5. xxy ln2  
 

6. )1( 2  xey x  

 
7. 2

2

)1( x

x
y


  

 
8. 

32

3




x

x
y  

 
9. 2

3 4

x

x
y


  

 

10. 
2

82




x
xy  

 
11. 

 
xarctgxy   

 

12. )1(ln
2

3
2 2xxy   

 
13. 2

2x

exy


  

 
14. 2

ln
2 x

x
y   

 

15. 
12 


x

x
y  

 
16. 

x

e
y

x

  

 
17. 

 
xxy sin  

 

18. 
1

1
2 


x

y  
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19. 
1

1
2 


x

y  
 
20. 

 
xxy ln)1(   

 

21. 
2xey   

 
22. 2

2




x

x
y  

 

23. 
 

xarctgxy   
 

24. 4

8

x
xy   

 
25. 

13

4




x

x
y  

 
26. 

 

xexy  2  

 

27. 
24

1
x

x
y   

 
28. 2

4 1

x

x
y


  

 
29. 

2

3 2






x

x
y  

 
30. 

42

3




x

x
y  

1.3.6 Знайти асимптоти графіка заданої функції 

 

1. 
33

4




x

x
y  

 

2. 
32

52





x

x
y  

 

3. 
2

2

2

1

x

x
y




  

 
4. x

x

x
y 




12
 

 

5. 
2

2

3

5

x

x
y




  

 

6. 
15

92





x

x
y  

 

7. 
2

2

5

2

x

x
y




  

 

8. 
43

12
2

2






x

x
y  

 

9. 
23

72 2





x

x
y  

 

10. 
12

3




x

x
y  

 

11. 
3

22





x

x
y  

 

12. 
 2

3

22 


x

x
y  

 

13. 
54

2
2

2




x

x
y  

 

14. 
 22

164






x

x
y  
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15. 

 
 2

3

1

1






x

x
y  

 
16. 

xx

x
y

2

1
2 


  

 

17. 
2

2

41

42

x

x
y




  

 
18. 

25

4 2





x

xx
y  

 
19. 

96

5
2

2






xx

xx
y  

 

20. 
xx

x
y

2

3
2 


  

 
21. 

44

32
2

2






xx

x
y  

 

22. 
152

27
2

2






xx

x
y  

 
23. 

12

2
2

2






xx

xx
y  

 
24. 

x

x
y

52

2 2


  

 
25. 

34

4
2

2




xx

x
y  

 

26. 29

1

x

x
y




  

 
27. 

132

8
2

2






xx

x
y  

 
28. 

 
2

2

16

1

x

x
y




  

 
29. 

23

16
2

2






xx

x
y  

 
30. 

65

6
2

2






xx

x
y  

1.3.7 Провести повне дослідження функції та побудувати її 
графік 

 

1. а) 
2

14

x

x
y


  б) x

x
y ln

2

2

  

 

2. а) 
 22

4




x

x
y  

 

б)  5 xey x  

 

3. а) 
 3

4

1


x

x
y  б) 

1


x

e
y

x

 

 

4. а) 
2)2(

12






x

x
y  б) 

x

x
y

ln
  
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5. а) 
2

2

)1(

23






x

xx
y  б) xxy ln2  

 

6. а) 
2

3

3 x

x
y


  б) xxey

1

  

7. 
а) 

x

x
y

13 
  б) 

22 xexy   

8. 
а) 

2

2 23

x

xx
y


  б) )2ln( 2 xxy   

9. 
а) 

2

1

x

x
y


  б) )4(   xey x  

 
10. 

а) 
2)2(

2

1






x

x

y  
б) 

x

x
y

ln
  

11. 
а) 

2

2

)1( 


x

x
y  б) xexy  2  

 
12. а) 

2)2(

4




x

x
y  б) )1(ln2  xxy  

 
13. а) 

3)2( 


x

x
y  

б) 2

2x

xey


  

14. 
а) 

x

x
y

14 3 
  

 

б) xexy  32  

 
15. а) 

2)3(

2






x

x
y  

 

б) )2(  xey x  

 
16. а) 

2

2

1

1

x

x
y




  б) 

x

e
y

x

  

 

17. а) 
2

3 1

x

x
y


  б) xexy 2  
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18. а) 
1

4
2

2






x

x
y  б) 

2xxey   

 

19. а) 
2)1(

1






x

x
y  б) xxy 2ln  

 

20. а) 
3

2

)1(

)1(






x

x
y  

 

б) )3(ln  xxy  

 

21. а) 1
)3(

2
2







x

x
y  б) xxy ln22   

 

22. а) 
2)1(

4






x

x
y  б) 

2


x

e
y

x

 

 

23. а) 
2

23
1

xx
y   

б) xxy ln  

 

24. а) 
2

3




x

x
y  б) xexy 2)4(   

 

25. а) 
x

x
y





2

)4( 3

 
б) )4ln( 2 xxy   

 

26. а) x
x

y 



4

8
 б) 2

1

 xey  

 

27. а) 
2)2( 


x

x
y  

 

б) )1ln( xxy   

 

28. а) 
1

1
12




x
xy  

 

б) xexy 3  

 

29. а) 
12 


x

x
y  б) x

x
y ln

2

2

  

 

30. а) 
42

2




x

x
y  б) xxey

1

  
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2 ДИФЕРЕНЦІЮВАННЯ ФУНКЦІЇ ДВОХ ЗМІННИХ 

2.1 Короткий виклад теоретичного матеріалу 

Означення 2.1. Якщо кожній впорядкованій парі чисел ),( yx , що 

належать множині D , поставлено у відповідність за деяким законом 
певне число z , то кажуть , що на множені D  визначено функцію двох 
змінних x  та y  і позначають ),( yxfz  . 

Означення 2.2. Множину D  пар значень ),( yx , для яких функція 

),( yxfz   визначена, називають областю визначення функції, а 

множину значень z  – областю значень функції і позначають Е . x  і 
y  – незалежні змінні. 

Означення 2.3. Стала величина А  називається границею функції 
),( yxfz   в точці ),( 000 yxМ , якщо кожному довільно малому числу 

0ε   можна поставити у відповідність число 0δ   таке, що для всіх 

точок DyxМ ),( , які задовольняють умову 










,

,

δyy

δxx

0

0

0

0
 

виконується нерівність   εAx,yf   і записують   Ayxf

yy
хx






,lim

0

0

. 

Означення 2.4. Функція ),( yxfz   називається неперервною в 

точці ),( 000 yxМ , якщо кожному довільно малому числу 0ε   можна 
поставити у відповідність число 0δ   таке, що для всіх точок 

DyxМ ),( , які задовольняють умову 










,

,

δyy

δxx

0

0

0

0
 виконується 

нерівність     ε,yxfx,yf  00  і  записують    00

0

0

yxfyxf

yy
хx

,,lim 




. 

Означення 2.5. 1. Частинним приростом zхΔ  по змінній x  (або 
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частинним приростом zуΔ  по змінній y ) функції ),( yxfz   при 

переході від точки Dyx ),(  до точки Dyхx  ),Δ(  (або 

Dуyx  )Δ,( ) називають 

),(),Δ(Δ yxfyхxfzх   або ),()Δ,(Δ yxfуyxfzу  . 

2. Повним приростом zΔ  функції ),( yxfz   при переході від 

точки Dyx ),(  до точки Dуyхx  )Δ,Δ(  (або Dуyx  )Δ,( ) 

називають 
),()Δ,Δ(Δ yxfуyхxfz  . 

Означення 2.6. Якщо існує границя 
   

x

yxfyxxf

x

z

xx Δ

,,Δ
lim

Δ

Δ
lim

Δ

x

Δ




 00
, то її називають частинною 

похідною функції ),( yxfz   в точці Dyx ),(  по змінній x  і 

позначають одним із символів: 
x

f
f

x

z
z x 







 ,,,x . 

Аналогічно визначається частинна похідна функції ),( yxfz   по 

змінній y : 
   

у

yxfуyxf

у

z

xу Δ

,Δ,
lim

Δ

Δ
lim

Δ

у

Δ




 00
 і позначається одним 

із символів: 
у

f
f

у

z
z у 







 ,,,у . 

Зауваження. При знаходженні частинних похідних функції 
),( yxfz   правила диференціювання і таблиця похідних такі ж самі, 

як для функції однієї змінної. 2. При знаходженні частинної похідної 
по певній змінній всі інші змінні вважаємо сталими. 

Означення 2.7. Частинним диференціалом по змінній x  функції 
),( yxfz   називається головна частина частинного приросту zхΔ , 

пропорційна приросту змінної x . 
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Позначають xdyxfzd хx  ),( . Аналогічно визначається 

частинний диференціал по змінній y  функції ),( yxfz  , тобто 

уdyxfzd уу  ),( . 

Означення 2.8. Повним диференціалом функції ),( yxfz   

називається головна частина повного приросту функції, лінійна щодо 
xΔ  та уΔ : уzxzzd ух ΔΔ  . 

Враховуючи, що xdx Δ  і уdу Δ , матимемо 

уdzxdzzd ух  .    (2.1) 

Нехай задано рівняння 0),,( zyxF .  

Теорема 2.1 Про існування та диференційованість неявної 

функції двох змінних. 
Якщо виконуються такі умови: 
1) Функція ),,( zyxF  і її похідні ),,( zyxFх , ),,( zyxFу  визначені 

та неперервні в паралелепіпеді: 
 czzczbyybyaxxaxzyxG  000000 ;;:),,( ; 

2) 0000 ),,( zyxF ; 

3) 0000  ),,( zyxFz , 

то існує окіл точки ),,( 000 zyx , в якому рівняння 0),,( zyxF  

визначає неявну функцію ),( yxfz  , неперервну та диференційовану 

в околі точки ),( 00 yx  і таку, що ),( 000 yxfz  . 

Тоді частинні похідні неявної функції ),( yxfz   визначаються за 

формулами: 

'

'
'

z

x
x

F

F
z  ,    

'

'
'

z

y

y
F

F
z  .   (2.2) 

Аналогічні формули можна застосувати для неявної функції 
 xfy  , заданої рівнянням 0),( yxF . Матимемо 
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'

'
'

у

x
x

F

F
у  .    (2.3) 

Розглянемо знаходження похідних першого порядку для 
складеної функції двох змінних. 

а) Нехай функція ),( yxfz   залежить від двох змінних x  та y , 

кожна з яких, в свою чергу, є функцією змінної t : )(txx  , )(tyy  . 

Тоді 

td

yd

y

z

td

xd

x

z

td

zd










 ;    (2.4) 

б) Нехай функція ),( yxfz   і )(xyy  . Тоді 

xd

yd

y

z

x

z

xd

zd










 ;   (2.5) 

в) Нехай функція ),( yxfz   і ),( vuxx  , ),( vuyy  . Тоді 

u

y

y

z

u

x

x

z

u

z
























 і 

v

y

y

z

v

x

x

z

v

z
























.  (2.6) 

Частинні похідні першого порядку xz , '
yz  функції двох змінних 

),( yxfz   в свою чергу є функціями двох змінних. Їх можна 

диференціювати. Дістанемо другі частинні похідні:  

2

2

x

z
z xx




'' , 

2

2

y

z
z yy




'' , 

yx

z
z xy 




2
'' . 

При цьому ''''
yxxy zz  , тобто 

xy

z

yx

z








 22

. Ці похідні називають 

мішаними похідними другого порядку. 

Диференціал другого порядку – це диференціал від диференціала 

першого порядку :  ydzxdzdzddzd yx  )(2 . Тоді 
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222 2 ydzydxdzxdzzd yyxyxx  .   (2.7) 

Аналогічно можна дістати формулу для диференціала n -го 
порядку: 

zyd
y

xd
x

zd

n

n


















 .   (2.8) 

2.2 Аудиторні завдання 

1. Знайти і намалювати область визначення функції: 

а) 242 yxz   б) xrcayxz cos 1  

в) yyxz  12 )ln(  г) xyyrcaz  22sin  

Відповіді: Область визначення функцій зображена на рисунках. Це 
множина точок заштрихованої частини площини. 

   

   



 30

2. Знайти частинні похідні xz   і уz   для функції   yxfz ,  

а) xxyyxyz 2)(sin3ln 4 22   

б) 









y

x
tgxz

y32  

в) 3 322 yxyxrcaz  )sin(  

Відповіді: а)   23
50

22



 yxу

ух

ух
z x cos

,
,  

   yxx
yx

y
yxz у cos

,
ln, 3

50
250

22

2
22 


 ; 

б) 











y

x
у

z y
x

2

3 1
2

cos

, 











y

x
у

х
xz y

у
22

3 223

cos

ln ; 

в) 

 3 23224
3

2

1

2

yx

x

ух

ух
z x





 ,  

 3 232

2

24

2

1 yx

y

ух

х
z у





 . 

3. Знайти частинні похідні 2-го порядку xxz  , yxz  , yyz   функції 

 yxfz , . 

а) 
22

1
ln

yx
z


  

 

б) 7354 223  yxyxyxz  

в) yxz 2sin  
 

г) )( yxtgz 32   

 

д) )cos( 25yxz   е) 3

x

y
xz   
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Відповіді: а) 
 222

22

yx

yx
z xx




 , 

 222

2

yx

yx
z yx


 , 

 222

22

yx

xy
z yy




 ; 

б) yxz xx 224  , xz yx 2 , 10 yyz ; 

в) 0 xxz , yz yx 2sin , yxz yy 22 cos ; 

г)
 
 yx

yx
z xx

32

328
3 




cos

sin
, 

 
 yx

yx
z yx

32

3212
3 




cos

sin
, 

 
 yx

yx
z yy

32

3218
3 




cos

sin
; 

д)  25yxz xx  cos ,  2510 yxyz yx  cos , 

   222 5100510 yxyyxz yy  cossin ; 

е) 3

1

3

4

9

2
yxz xx


 , 3

2

3

1

9

2 
 yxz yx , 3

5

3

2

9

2 
 yxz yy . 

4. Знайти диференціал першого порядку dz  і диференціал другого 

порядку zd 2  для функції   yxfz ,  

а) 23734

2

1

3

1
253 yyyxxxz   б) 32 3yxyxz   

в) )(ln yxz  2  
г) xyy

exz
222   

Відповіді: а)     уdyxyyxdyxxzd 632723 146512  , 

    253622722 8421841236 уdyxyуdxdyxxdyxxzd  ; 

б)     уdyxxdyxzd 292  , 
222 1822 уdyуdxdxdzd  ; 

в) уd
yx

xd
yx

x
zd







22

12
, 

     
2

2222

2
22

2
2 1422

уd

yx

уdxd

yx

x
xd

yx

xy
zd










 ; 

г)     уdxyxexdyxxezd yxyyxy 32222 2222
22

  , 
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     222222222 1288284
22

xyxyxexdyxyxezd yxyyxy

   22432223 24848
2

уdxxyxyxeуdxdyx yxy   . 

5. Знайти частинні похідні функції, яка задана неявно: xz  , уz   для 

а) і  б); y для  в) і г) 

а) 0sin 24  yxez zy  б) 04cos232  zyxyz  

в) yxy  1sin 2  г) 0ln 23  xyxy  

Відповіді: а) 
434

2

zzey

ух
z

zyx
cos

 , 
43

2

4 zzey

ezх
z

zy

zy

у
cos


 ; 

б) 
zyxyz

zух
z x

sin

cos
232

2


 , 

zyxyz

y

z
zх

z у
sin

cos

23

3 2

2
2

2

3





 ; 

в)   xxуу

xу
y

y

y

lncos 




2

1

2
; г) 

13

2
3

4






ху

ухy
y .  

6. Знайти похідні складених функцій: а) uz  , vz  ; б) tz ; в) xz  

а) u

v

vu eyuexyxz

2
23323  ,,  

б) 243 32222  tyttxyxz ,),(ln  

в) 3 223 434  xyxyxyyxz ,  

Відповіді: а)   u

v

vu
u e

u

v
yuev

x
z

2

2
23 2

623
2

3
 , 

u

e
yeu

x
z

u

v

vu
v

2

23 12
2

9
 ; 
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б) 
    2

22

22

22

22

12
4

2
2

34
t

yx

yxy
t

tyx

yxx
zt 






















lnln
; 

в) 

 3 22

322

43

2

2
8

2
43



















x

x

y

x
yxx

x

y
yyxz x . 

2.3 Індивідуальні завдання 

2.3.1 Знайти і намалювати область визначення функції. 

 
1. 22 yx

xy
z


  

 

2. 
 1 yxrcaz sin  

 

3. 22 11 yxyxz   
 

4.   11  yxz  

 
5. 

4

22 yx
rcaz


 sin  

 
6.   2

1
229


 yxz  

 

7. 122  yxz  
 

8.  842  xyz ln  

 

9. 1 
yez

yx  
 

10.  244 yxz  ln  

 
11. 224

5

yx
z


  

 
12 

 yxrcaz  sin  

 

13.  22 xyz  ln   
14. 

422  yx
ez  

15.  yxrcaz 2 cos   

16. 
224 yxz   

 

17.  322  yxz ln  18. yxz  1  
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19.  221 yxz  ln  
 

20.  22 xyyxz  ln  

 

21.  yxz  22ln  
 

22. 
22 yxz   

 

23. 22 11 xyz   
 

24.   1 xyz ln  

 

25. 
yx

y
xz




2
3  

 
26. 

yx

y
xz

52
4


  

 

27. yxyxz   
 

28.  229 yxz  ln  

 

29. yxz   
 

30.  yxrcaz 3 cos  

2.3.2 Знайти частинні похідні xz   і уz   для функції   yxfz ,  

1.  22 22  xxyyz ln  2.  323  yxxtgz  

3.  3232 yxyxz  cos  4. 22 yxz  sin  

5. 
yxyxz 353   6. 






  22 yxxz ln  

7.  xyxz 43 22  ln  8. 3xyctgz   

9. xxyyz 52

2   10.  12  yxrcaz cos  

11.  xxyz  ln  12.  523  xytgz  
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13. 








 2

y

x
rcaz sin  

 
14. 

xyyx
ez

322   

 
15. 

3











y

x
z  

 
16. 

22 yx

xy
z


  

 
17. 

x

y
arctgz

3

  
 
18. x

y

y

x
z cossin   

 
19. 2x

y
ctgz   

 
20. 

322

33






yx

yx
z  

21.  xyeyz x  2ln  22.  34 yxxyz  ln  

 

23.  yyxyxz 223  cos   
24. 








 


32 43 yxxy

ez  

25.  243 xxyz  ln  26.  xyyxarctgz 23 22   

 

27. 
3 4yxz sin   

28. 








 


2

2

y

yx
ctgz  

 

29.  2xyz cos   
30. 32

23 2

yyx

xyx
z




  

2.3.3 Знайти частинні похідні 2-го порядку xxz  , yxz  , yyz   функції 

 yxfz , . 

  

1.   yexxz 2cossin   
 

2.  22sin yxz   
 

3.  xyxz 2cos 3   
 

4. 
322 yxez   

5.  223ln yxz   
 

6.   322cos xyxz   
 

7. 
22 2 yxez   

 

8.   23sin yyxz   
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9.   33sin yyxz   
 

10.  yxarctgz  2  
 

11.  32ln  xyz  
 

12.   32cos xxyz   
 

13.  22 23ln yxz   
 

14.  yxarctgz 23   

 

15.  252sin yxz    

16. yxez 52 2  
 

17.  32 43cos yxz   
 

18. )( yxarctgz   

19.  2ln yxyz    

20. 
22 xyez   

 

21.  3cos yxz    

22. 
yxez   

 

23.  yexz  ln  
 

24.  xyz 2ln 2   

 

25. 
x

y
yz   

 

26. x

y

exz   
 

27. 
x

y
arctgz   

 

28. 
 

yxz   
 

29.  22ln yxz    

30. yxez
2

  

2.3.4 Знайти диференціал першого порядку dz  і диференціал 

другого порядку zd 2  для функції   yxfz ,  

 

1. 
432 53 yxyxz   

 

2. 
2423 223 yyxxz   

 

3. 
323 45

3

1
yyxxz   

 

4. 
344 35

4

1
yxyxz   

 

5. 
 

yyxxz 3650 22  ,  
 

6. 
5325 24

5

1
yyxxz   

 

7. 
 

7233 4751 yyxxz  ,  
 

8. 
323

2

1
53 yyxxz   

9. 3322 433 yyxxz   10. 323 yyxxz   



 37

11. 2242 32 yyxxz   12. yyxxz 22 324   

 

13. 
4333

4

1
2

3

1
yyxxz   

 

14. 
 

322 753 yyxxz   

15. 322 8823 yxyxxz   16. 243 2532 yyyxxz   

17.  yyyxxz 3233 4522   18. 753 28 yxyxz   

19. 6325 283 yyxxxz   20. 6544 425 yyxxz   

 

21. yyxxxz 34
5

1 2325   
 

22. 
 

532 38 yxyxz   

23. 4222 765 yyxxz   24. 2324 1095 yyxxz   

 

25. 
8234 27

2

1
yyxxz   

 

26. 
 

3435 585 yyxxxz   

27. yyyxxz 2352 3545   28. 62523 2432 yyxxxz   

 

29. 
 

54323 3423 yyxxxz   
 

30. 
36735 32

5

1
yyxxxz   

2.3.5 Знайти частинні похідні функції, яка задана неявно: а) xz   і 

уz  ; б) y  

1. а) 1 xzzyyx sincossin  

б) 0332  xyyx  

   

2. а) 03  xyzz )sin(  

б) 023 23  xyxy  
 

3. а) 12  yzxe z  

б) 032 2223  yxyyxx  

 

4. а) 032  yzxzx )ln(  

б) yxyx  222  
 

5. а) 3)(3  yzxarctgyz  

б) 222 yxxy ln  

 

6. а) 043 22  zyxxz sin  

б) yxxyyx 22   
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7. а) 03 22  yxzxyz sin  

б) 02 232  xxyy  

 

8. а) 03 2  yxzxyzrca sin)(sin  

б) yxexy  32 2  
 

9. а) 03 322  xzyzx )cos(  

б) 3xyarctgxy   

 

10. а) 1322  zyxzy sin  

б)   4xyxy  cos  

11. а) 2 xzzyyx coscoscos  

б) 432  xyyx  

 

12. а) 04  xyzez  

б)   2xyyxy  sin  
 

13. а) 12  zyxe zy  

б)    yxyx  92  

 

14. а)   2232 zyxzy ln  

б) yxexy  33  
 

15. а)   223  zyarctgxyz  

б)  yxxy  cossin  

 

16. а) 022 32  zxyzx sin  

б) 4xeyx y   
 

17. а) 03 22  xyzyxz sin  

б) 
x

y
xy ln 22  

 

18. а)   03 322  yxzzysin  

б)  
yx

yx



273  

 

19. а)   03 2  xyzxyzarctg cos  

б) xeye yx  1  

 

20. а) 332  yzxzxcos  

б) 2250 xyxy  sin,  
 

21. а)   13  yzzxrca sin  

б) yxe xy   

 

22. а)   22 2  xyzzxarctg  

б) xeyarctgxy   
 

23. а) 432  xyzex z  

б) xyxytg  2  

 

24. а)   322 zxyz cos  

б) xyey x 32   
 

25. а) 222 yzxz   

б) 42 3xxyy cos  

 

26. а) 13 22  zxyzx cos  

б) xexy y sin  
 

27. а)   023 222  yzxzxsin  

б) xyxyctg  2  

 

28. а)   022  xyzzxzy ln  
б) yyxx  cossin  

 

29. а)   yzxxyzrca sincos  222  

б) 23 32 yxyx   

 

30. а) 33 22  zyxzx sin  

б) 144  yxyx  
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2.3.6 Знайти похідні складених функцій: а) uz  , vz  ; б) tz ; в) xz  

1. а) xyyxz 22  ,  tgvux  ,  uvy cos  

б) yxez 22 ,  tx 3sin ,  32 ty   

в) 
y

x
arctgz  ,  12  xy  

2. а) 23 4yyxz  ,  vux ln 2 ,  3vuy   

б)  yx eez 23  ln ,  14 2  tx ,   32 ty   

в)  yxtgz  223 ,  xy   

3. а) 
22 22 yxez  ,  vuz  ,  uvy   

б) xyz 2 ,   12  tx ln ,  3 ty   

в) 















y

x
z sinln ,  23  xy  

4. а)  yx eez 2  ln ,  vux  2 ,  3vuy   

б) xyxyez 222  ,  tx 3cos ,  ttgy 2  

в) 











2y

x
z sin ,  xtgy 2  

5. 
а)  32 yxz  cos ,  

v

u
x

3

 ,  
3

2

u

v
y   

б) yexz 23 ,   22  tx ln ,  43  ty  

в)  22 xytgz  ,  xy 3cos  
 
6. а) 

2

2
33

y

x
yxz  ,  

v

u
x  ,  22 uvy   

б)  xy eez 25  ln ,  12  tx ,  tty 23   

в) 3 22 xyxz  ,  xxy 23   
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7. а) yxz  ,  vuux 32  ,  2uvy   

б) yxz 3 ,  tex 4 ,  tey 5  

в) 









3x

y
z sin ,  3 2 4 xy  

8. а) 33 yxz  ,  vux  2 ,  23 2uvy   

б)  yxz 32  cos ,   12  tx ln ,   22  ty ln  

в)  23 xyxz  cos ,  
23xey   

9. а)  yxtgz  2 ,  veux  ,  3uvy   

б) xeyz 33  ,  5 2 tx ,  3 1 ty  

в) y

x

yez  ,   32  xy ln  

10. 
а) 

22

22

yx

yx
z




 ,  vex vu  2 ,  v

u

ey   

б) 









y

x
rcaz sin ,  tx 2cos ,  ty 2sin  

в)  23 yxz  ln ,  xy 2cos  

11. а) yxz ln2 ,  3 vux  ,  33 uvvuy   

б) xyxz 43  ,  ttx 23  ,  13  ty  

в)  2yxytgz  ,  xy 4cos  

12. а)  222 yxtgz  ,  2uvx  cos ,  33 uvy   

б) 









y

x
rcaz

2
cos ,  tx 3sin ,  ty 2cos  

в) 











y

x
arctgz

2

,  3 2 4 xy  
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13. 
а)  32 23 yxctgz  ,  








v

u
x sin ,  u

v

ey   

б) 
23

2




y

x
z ,  321 tx  ,  23 ty   

в) 22 yxarctgz  ,  
2xey   

14. 
а)  2332 xyyxz  ,  2 vux ,  23 uvy   

б) 
2

3

y

x
z  ,  tex 31  ,  12  tey  

в)  23 xyz sin ,  3 xy   

15 
а) 










x

y
arctgz ,  veuy  ,  3 uvx   

б) 
x

y
rcaz

2
cos ,  tx 2sin ,  ttgy 2  

в)  1 xyz ln ,  3xxy   

16. 
а) 

22 yx

x
z


 ,   23 2vux  ln ,  34 uvy   

б) 
x

y
z

2

 ,  tarctgx 2 ,  
1

1
2 


t

y  

в)  322

3

1
yxz  ,  24 3xxy   

17. 
а) 

yx

yx
z




 ,  33 3uvvux  ,  3 uvy   

б) 











y

x
rcaz

2

sin ,  tx 3cos ,  ty 2sin  

в) 3xyctgz  ,  2xy sin  



 42

18. 
а) xyrcaz sin ,  

2v

u
x

ln
 ,  

2

3

u

v
y   

б) xeyz 2 ,  tx 2cos ,  ty 2sin  

в)  2yxrcaz  cos ,  3tgxy   

19. 
а) 

22 yx
ez

 ,   22 vux  ln ,  33 uvy   

б) 32  yxz ,  tx ln ,  3ty   

в) 




  22 yxxz ln ,  24  xy  

 
20. а) 












2

4

y

x
arctgz ,  33 vux  ,  

v

u
y   

б) 









y

x
rcaz

2
sin ,  ttgx 2 ,  ty 2cos  

в) 
y

x
z sin ,  

2xey   

 
21. 

а)  22 yxz cos ,  vex u  ,  33 uuvy   

б) 
x

y

y

x
z  ,  3tx  ,  12 2  ty  

в) 323 yxz  sin ,  543  xxy  

22. а)  23 yxtgz  ,  3 23
vux  ,  23 uvy   

б) 22 yxz  ,  ttx  3 ,  tty  3  

в)  xyxyz  ln ,  
3xey   

23. а)  xyarctgz  3 ,  vuy  2 ,  3vux   

б)  yez x 23  ln ,  4tx  ,  4 ty   

в) 23

xez yx  ,  3 2 4xxy   
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24. 
а) 

xy

x
z




2

,  vex u  ,  32 uvy   

б) 
yx

y
z




2

3

,  32 tx  ,  tty  2  

в)  xyz sinln ,  xtgy 2  

25. а) xyyxz sincos 22  ,  vuex  ,  uvuy 32   

б) 3 4 xyz ,  tx ln ,  3ty   

в)  xyxz 23  ln ,   2xy sin  

26. а) yxez 2 ,  vux sin ,  uvy cos  

б)  yxrcaz 2sin ,  tx  ,  3 ty   

в) yexz 2 ,  )(cos xy 32  

27. а) xyz  ,  23 vux  ,  3 vuy   

б) 
22 yxyxez  ,  tx 2ln ,  ty ln  

в) yxez 2 ,  14 23  xxy  

28. 
а) 







 


x

yx
rcaz sin ,  vux  ,  uvy   

б) 
2y

x
z  ,  tx 2ln ,  

t
y

1
  

в) 











3

2

x

y
tgz ,   24xy cos  

29. 
а) 










y

x
rcaz

2
cos ,  3vux  ln ,  

3

uvy   

б) 









x

y
arctgz ,  

1

1
2 


t

x ,  
t

y
1

  

в)  32 yxz  sin ,  xexy 2  
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30. а)  229 yxz  ln ,  23 2uuvy  ,   vux  cos  

б)  xyarctgz  ,  23  tx ,  24 ty   

в) 3 2 2 yxz ,   xxy 42  ln  

3 ЗАСТОСУВАННЯ ПОХІДНИХ ФУНКЦІЇ ДВОХ ЗМІННИХ 

3.1 Короткий виклад теоретичного матеріалу 

Рівняння дотичної площини та нормалі до поверхні 

Нехай задано поверхню 0),,( zyxF . Точка  0000 zyxM ,,  

належить цій поверхні і функція ),,( zyxF  диференційована в ній, 

причому частинні похідні функції в точці  0000 zyxM ,,  одночасно не 
дорівнюють нулю. 

Розглянемо дотичну площину до поверхні 0),,( zyxF  в точці 

0M . Нормальний вектор дотичної площини в точці 0M  має 

координати:     000 MFMFMFn zyx
''' ;);( . Тоді рівняння дотичної 

площини до поверхні 0),,( zyxF  в точці 0M  обчислюється за 

формулою: 

            0000000  zzMFyyMFxxMF zyx
''' .  (3.1) 

Означення 3.1. Нормаллю до поверхні в точці 0M  називають 

пряму, яка проходить через цю точку перпендикулярно до дотичної 
площини в точці 0M . 

Рівняння нормалі, яка проходить через точку 0M , має вид: 

     0

0

0

0

0

0

MF

zz

MF

yy

MF

xx

zyx
'''








.   (3.2) 

Якщо рівняння поверхні задано в явній формі: ),( yxfz  , то 
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поклавши   0 zyxfzyxF ,),,( , можна застосувати наведені вище 

формули.  

   000 yxfMF хx ,'  ,    000 yxfMF уy ,'  ,   10 MFz
' . 

Тоді рівняння дотичної площини в точці 0M  матиме вигляд 

          00000000  zzyyyxfxxyxf ух ,, , (3.3) 

а рівняння нормалі в точці 0M  

    1
0

00

0

00

0












 zz

yxf

yy

yxf

xx

ух ,,
.   (3.4) 

Екстремум функції двох змінних 

Означення 3.2 Точка  000 ухM ,  є точкою локального максимуму 
функції ),( yxfz  , якщо значення функції в цій точці є найбільшим у 

деякому околі точки 0M . 

Означення 3.3 Точка  000 ухM ,  є точкою локального мінімуму 
функції ),( yxfz  , якщо значення функції в цій точці є найменшим у 

деякому околі точки 0M . 

Теорема 3.1 Необхідні умови екстремуму. Якщо в точці 
 000 ухM ,  диференційована функція ),( yxfz   має екстремум, то її 

частинні похідні першого порядку по змінних x  та y  в цій точці рівні 

нулю: 0xz , 0'
yz . 

Зауваження. Функція може мати екстремум в точках, де хоча б 
одна з частинних похідних не існує 
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Точка, в якій частинні похідні порядку функції ),( yxfz   рівні 

нулю, тобто, 0xz , 0'
yz , називається стаціонарною точкою 

функції z . 

Стаціонарні точки і точки, в яких хоча б одна частинна похідна не 
існує, називаються критичними точками. 

В критичних точках функція може мати екстремум, а може і не 
мати. Рівність нулю частинних похідних є необхідною, але не 
достатньою умовою існування екстремуму.  

Нехай функція ),( yxfz   в деякому околі критичної точки 

 000 ухM ,  має неперервні частинні похідні до другого порядку 
включно. 

Теорема 3.2 Достатні умови екстремуму. Якщо  

       0
2

00000000  yxfyxfyxfyx xyyyxx ,,),(,Δ '''''' , 

то функція ),( yxfz   має екстремум в точці  000 ухM , , причому 

максимум при 000 ),('' yxf xx  і мінімум при 000 ),('' yxf xx . 

Якщо   000 yx ,Δ , то точка  000 ухM ,  не экстремальна. У 

випадку, коли   000 yx ,Δ , необхідне додаткове дослідження. 

Знаходження найбільшого і найменшого значення функції 
двох змінних в замкнутій області 

Нехай функція ),( yxfz   визначена і неперервна в обмеженій 

замкнутій області D . Тоді вона досягає в деяких точках області D  
своїх найбільшого M  і найменшого m  значень. (так званий 
глобальний екстремум ) Ці значення досягаються функцією у точках, 
що лежать в середині D , або на межі області.  

Правило знаходження найбільшого і найменшого значень: 

1. Знайти критичні точки функції, що належать D  і обчислити 
значення функції в них.  
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2. Знайти найбільше і найменше значення функції ),( yxfz   на 

межі області.  
3. Порівняти знайдені значення і серед них знайти найбільше M  і 

найменше m . 

3.2 Аудиторні завдання 

1. Знайти рівняння дотичної площини та нормалі до поверхні в 
заданій точці. 

 

а) 22 2yxz   в точці  ?;;11  
 

б) 6333  xyzzyx  в точці  121 ;;  
 

в) 02820 222  zyx  при 1;2 00  yx  

Відповіді: а) дотична площина 0342  zyx , 

нормаль 
1

3

4

1

2

1








 zyx

; 

б) дотична площина 022513  zyx , 

нормаль 
5

1

13

2

1

1 





 zyx
; 

в) в точці  2121 ;;М  

дотична площина 01410  zyx , 

нормаль 
1

2

10

1

1

2








 zyx

; 

в точці  2122 ;;М  

дотична площина 01410  zyx , 

нормаль 
1

2

10

1

1

2 





 zyx
; 

2. Знайти екстремум функції  yxfz , . 

 

а) yxxyxz 12153 23   
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б) 139
2

1

3

1 23  yxyxyxz  

Відповіді: а)   2812  ;min zz ,   2812  ;max zz ; 

б)  
6

1
4074  ;max zz . 

3. Знайти найбільше та найменше значення функції 

)( xyyxz  42  в трикутнику, обмеженому прямими 
601  yxyx ;; . 

Відповідь: 412  );(найб zz ,   6424  ,найм zz . 

4. Знайти найбільше та найменше значення функції 
2210 xxyz   в замкнутій області D , яка задана нерівністю 

.240 xy   

Відповідь:   1000  ;наи zz б ,   031  ;наим zz . 

3.3 Індивідуальні завдання 

3.3.1 Знайти рівняння дотичної площини та нормалі до поверхні в 
заданій точці. 

1. а) 10 00
22  yxyxz ,,  

б) 2101 00
222  yxzyx ,,  

2. а) 012 00
22  yxyxz ,,  

б) 12062 00
222  yxzyx ,,  

3. а) 103 00
22  yxyxz ,,  

б) 21033 00
222  yxzyx ,,  

4. а) 014 00
22  yxyxz ,,  

б) 12044 00
222  yxzyx ,,  
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5. а) 105 00
22  yxyxz ,,  

б) 21055 00
222  yxzyx ,,  

6. а) 016 00
22  yxyxz ,,  

б) 12026 00
222  yxzyx ,,  

7. а) 107 00
22  yxyxz ,,  

б) 21077 00
222  yxzyx ,,  

8. а) 018 00
22  yxyxz ,,  

б) 12058 00
222  yxzyx ,,  

9. а) 109 00
22  yxyxz ,,  

б) 21099 00
222  yxzyx ,,  

10. а) 0110 00
22  yxyxz ,,  

б) 1201010 00
222  yxzyx ,,  

11. а) 1011 00
22  yxyxz ,,  

б) 2101111 00
222  yxzyx ,,  

12. а) 0112 00
22  yxyxz ,,  

б) 120812 00
222  yxzyx ,,  

13. а) 1013 00
22  yxyxz ,,  

б) 2101313 00
222  yxzyx ,,  

14. а) 0114 00
22  yxyxz ,,  

б) 120614 00
222  yxzyx ,,  

15. а) 1015 00
22  yxyxz ,,  

б) 2101515 00
222  yxzyx ,,  

16. а) 0116 00
22  yxyxz ,,  

б) 120316 00
222  yxzyx ,,  
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17. а) 1017 00

22  yxyxz ,,  

б) 2101717 00
222  yxzyx ,,  

18. а) 0118 00
22  yxyxz ,,  

б) 120518 00
222  yxzyx ,,  

19. а) 1019 00
22  yxyxz ,,  

б) 2101919 00
222  yxzyx ,,  

20. а) 0120 00
22  yxyxz ,,  

б) 120720 00
222  yxzyx ,,  

21. а) 1021 00
22  yxyxz ,,  

б) 2102121 00
222  yxzyx ,,  

22. а) 0122 00
22  yxyxz ,,  

б) 120222 00
222  yxzyx ,,  

23. а) 1023 00
22  yxyxz ,,  

б) 2102323 00
222  yxzyx ,,  

24. а) 0124 00
22  yxyxz ,,  

б) 120424 00
222  yxzyx ,,  

25. а) 1025 00
22  yxyxz ,,  

б) 2102525 00
222  yxzyx ,,  

26. а) 0126 00
22  yxyxz ,,  

б) 120326 00
222  yxzyx ,,  

27. а) 1027 00
22  yxyxz ,,  

б) 2102727 00
222  yxzyx ,,  

28. а) 0128 00
22  yxyxz ,,  

б) 120128 00
222  yxzyx ,,  
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29. а) 1029 00
22  yxyxz ,,  

б) 2102929 00
222  yxzyx ,,  

30 а) 0130 00
22  yxyxz ,,  

б) 120130 00
222  yxzyx ,,  

3.3.2 Знайти екстремуми функції  yxfz ,  

1. 568 33  xyyxz  

2. yxxyyxz 1839623   

3. 20622 33  xyyxz  

4. 2233 yxyxz   

 

5. yxxyyxz 4132
2

1

3

1 23   

6. 5933 33  xyyxz  

7. xyyxz 1533   

8.  yxyxz  6  

9. 1586 33  yxxyz  

10. yyxxz 633 232   

11. xyyxxz 242 223   

12. xyyxz 623   

 

13. 
2223

4

1

6

1
yxxyxz   

 

14. yxxyyxz 1342
3

1

2

1 32   
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15. yxxyxz 18303 23   

16. 10933 33  xyyxz  

 

17. xyyxyz  223 2
2

1
 

18. 322 3yyxxz   

19. 1068 33  yxyxz  

20. 13918632  yxxyyxz  

21. 522 5yyxxz   

 

22. 
22

2

1
6 xyxxyz   

23. 2277 yxyxz   

24. 322 633 yxyxz   

25. xyyyxz 242 232   

 

26. xyyyxz 6
3

1 32   

 

27. 
2232 5

3

1
yyxyxz   

28. 2233 yxyxz   

 

29. 
223 5

3

1
yxyxxz   

30. xyyxz 333   

3.3.3 Знайти найбільше та найменше значення функції 

kybxaybxaz  2222  в області kD   2112 ,,,k , де 

3001  yxyxD ,,: ,  3002  yxyxD ,,: , 

3001  yxyxD ,,: ,   3002  yxyxD ,,: .  
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№ 
варіанта 

 

a  b k  № 
варіанта 

 

a  b k  

1 -1 -1 1 2 1 -1 -1 
3 1 1 2 4 -1 1 -2 
5 -2 -2 1 6 2 -2 -1 
7 2 2 2 8 -2 2 -2 
9 -3 -3 1 10 3 -3 -1 
11 3 3 2 12 -3 3 -1 
13 -4 -4 1 14 4 -4 -1 
15 4 4 2 16 -4 4 -2 
17 -5 -5 1 18 5 -5 -1 
19 5 5 2 20 -5 5 -2 
21 -6 -6 1 22 6 -6 -1 
23 6 6 2 24 -6 6 -2 
25 -7 -7 1 26 7 -7 -1 
27 7 7 2 28 -7 7 -2 
29 -8 -8 1 30 8 -8 -1 
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