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ВКАЗІВКИ ДО ВИКОНАННЯ РОБОТИ  
 

Основні правила інтегрування  

1) Якщо  +== ,)()(),()(' CxFdxxfтоxfxF  

2)  = dxxfadxxаf )()( , де а – сталий множник; 

3)     = dxxfdxxfdxxfxf )()()()( 2121 . 

 
Таблиця основних інтегралів  

1. C
n

x
dxx

n
n +

+
=

+

 1

1

. 

2. Cx
x

dx
+= ln . 

3. ).1,0(,
ln

+= aaC
a

a
dxa

x
x

 

4. .Cedxe xx +=  

5.  +−= .cossin Cxxdx  

6.  += .sincos Cxxdx  

7. .
cos 2

Ctgx
x

dx
+=  

8. .
sin 2

Cctgx
x

dx
+−=  

9. .ln
2

1
22

C
ax

ax

axa

dx
+

−

+
=

−  

10. ).0(,
1

22
+=

+ aC
a

x
arctg
axa

dx
 

11. .,arcsin
22

axC
a

x

xa

dx
+=

−
  
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12. .ln 22

22
Caxx

ax

dx
++=


  

13. .Cchxshxdx +=    14. .Cshxchxdx +=  

15. .
2

Cthx
xch

dx
+=    16. .

2
Ccthx

xsh

dx
+−=  

 

 

Розглянемо розв’язок типових завдань  контрольної роботи. 

 

 

ЗАВДАННЯ 1.   

 

 Зазначимо, що немає універсального методу інтегрування 

функцій , проте існують класичні, або основні методи інтегрування, до 

яких належать : метод безпосереднього інтегрування, метод 

підстановки (метод заміни) й метод інтегрування частинами. 

Знаходження невизначеного інтеграла шляхом зведення його до 

табличного називається безпосереднім інтегруванням. 

 

 

Приклад 1 

.4
4

5

4
3

3
4

5435)435(

34

34
2323

Cxxx

Cx
xx

dxdxxdxxdxxx

+++=

=+++=++=++  
 

 

 

Приклад 2 
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2

3

7

6

3

1
1

6

1
1

1

3

26

7

3

1
1

6

1
1

3

1

6

1

333

Cx
x

C
xx

dxxdxx
x

dx
dx

x

x
dx

x

x

++=

=+

−

+

+

=+=+=
+

−+

−

 
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Приклад 3  

−=
−

=  dx
xx

x
dx

xx

xx
dx

xx

x
22

2

22

22

22 sincos

cos

sincos

sincos

sinsin

2cos
 

.
cossinsincos

sin
2222

2

Ctgxctgx
x

dx

x

dx
dx

xx

x
+−−=−=−   

  

Заміна змінної в невизначеному інтегралі виконується за 

допомогою підстановки двох видів: 
 

1) )(tx = , де )(t  - монотонна, безперервно диференційована 

функція нової змінної t. Формула заміни змінної в цьому 

випадку:  

   = dtttfdxxf )()()(  ; 

 

2) )(tu = , де u  - нова змінна. Формула заміни змінної при цій 

підстановці:  

   = duufdtttf )()()(  . 

Такий варіант заміни змінної часто називають підведенням під 

знак диференціала. Користуючись цим правилом, можна поширити 

таблицю основних інтегралів. 

 

 

17. .cosln
cos

)(cos

cos

sin
Cx

x

xd
dx

x

x
dxtgx +−=−==    

18. .sinln
sin

)(sin

sin

cos
Cx

x

xd
dx

x

x
dxctgx +=−==   

 

 

Приклад 4  

.

2

1
1

)(

2

1

)()(
2

1)(

2

1

22
2

1
1

22

22
2

1
22

22

22

22

CxaC
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xadxa
xa

xad

xa

xdx

+−−=+

−

−
−=

=−−−=
−

−
−=

−

−

−


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Приклад 5  

.

1
2

1

)(

2

1

)()(
2

1)(

2

1

2

1
2

1

2

2
2

1
2

2

2

2

CaxC
ax

axdax
ax

axd

ax

xdx

++−=+

+−

+
=

=++=
+

+
=

+

+−

−


 

Цими інтегралами можна користуватися як табличними. 

 

 

Приклад 6  

Знайти 
− 92xx

dx
. 

Розв'язання 

Нехай ,92 2ux =−  тоді  .,
2

92

duudx
u

x =
+

=   

Маємо 

.
3

92

3

2

33

1
2

9
2

2

992
222

C
x

arctg

C
u

arctg
u

du

u
u

udu

xx

dx

+
−

=

=+=
+

=


+

=
−


 

 

 

Приклад 7  

Знайти .
cos3

2sin

4
− x

xdx
  

Розв'язання 

Нехай     tx =2cos , тоді     .2sin,sincos2 xdxdtxdxxdt −=−= . 

Маємо  

.
3

cos
arcsin

3
arcsin

3cos3

2sin 2

24  −=+−=
−

−=
−

x
CC

t

t

dt

x

xdx
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 Приклад 8  

Знайти  
−
.
210

4

x

dxx
  

Розв'язання 

Тому що 
4x  є похідною  

5

5
1 x , то замінивши 

5x  на t, отримаємо: 

( )

.2ln
5

1

2ln
5

1

2
5

1

2

5

1

2

105

2

2
2

210

4

Cxx

Ctt

t

dt

t

dt

x

dxx

+−+=

=+−+=

−

=
−

=
−

  

 

 

 Метод інтегрування  частинами: 

якщо u(x) та v(x) диференційовані функції, то справедлива 

наступна формула  

 −= .vduvuudv  

Цією формулою можна користуватися неодноразово. 

Треба вказати 4 основні випадки, коли використовується метод 

інтегрування частинами. 

1) Інтеграли виду  dxexP x

n )( .  

 

Тому що при диференціюванні показник ступеня многочлена 

)(xPn  зменшується, то підінтегральні вирази треба розподілити так: 

.,)( dvdxeuxP x

n ==  

Тоді dxxPdu n )(=   та  . == xx edxev  

З формули   −= vduvuudv  маємо: 

  −= .)()()( dxexPexPdxexP x

n

x

n

x

n  

  

До інтегралу справа можна знову застосувати формулу 

інтегрування  частинами.  
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Приклад 9  

Знайти ,2

 dxex x
 

Розв'язання 

Нехай   
2xu =   та  dxedv x= , тоді   xdxdu 2=   та  

xev = . 

З формули інтегрування  частинами маємо: 

 −= .2222 dxxeexdxex xx
 

Для інтегралу  dxxex2  знову застосуємо формулу інтегрування  

частинами: dxedvxu x== ,      ,, xevdxdu ==  

  ++−=−−= .22)(2 222 Cexeexdxexeexdxex xxxxxxx
 

 

2) Для інтегралів виду:  xdxxPn sin)(   та   xdxxPn cos)(  

діємо аналогічно, як і в випадку 1).  

 

 

Приклад 10  

Знайти .cos xdxx    

Розв'язання 

Нехай      xu =   та   xdxdv cos= ,  тоді  dxdu =  та  xv sin= . 

  ++=−= .cossinsinsincos Cxxxxdxxxxdxx  

 

3) Інтеграли виду:  xdxxPn ln)( . 

В цьому випадку логарифмічну функцію слід прийняти за u, 

тому що після диференціювання вона спроститься:  

,ln xu =   ,)( dxxPdv n=  

x

dx
du = ,   = dxxPv n )( . 

   +







−= .)(

1
)(lnln)( CdxdxxP

x
dxxPxxdxxP nnn  
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Приклад 11  

Знайти .ln xdxx  

Розв'язання 

Нехай    xu ln= ,   ,xdxdv =    ,
x

dx
du =    

2

2x
v = .  

Зробив інтегрування  частинами, знайдемо:  

.
4

ln
22

ln
22

ln
2

ln
22222

  +−=−=−= C
x

x
x

dx
x

x
x

x

dxx
x

x
xdxx

  

4)  Для інтегралів виду:   xdxxPn arcsin)( ,   xdxxPn arccos)( ,  

 arctgxdxxPn )( ,   arcctgxdxxPn )( , діємо аналогічно випадку 3). 

 

 

Приклад 12  

Знайти . xarctgxdx . 

Розв'язання 

Нехай  arctgxu = ,  dxdv = ,  тоді    ,
1 2x

dx
du

+
=    xv = . 

.1ln
2

1

1

2

2
Cxxarctgxdx

x

x
arctgxxarctgxdx ++−=

+
−=   

 

 

ЗАВДАННЯ 2.  
 

Площа криволінійної трапеції, обмеженої лініями )(1 xfy = , 

)(2 xfy = , ],[ bax , такими що )()( 12 xfxf  , обчислюється за 

формулою: 

( )dxxfxfS

b

a

 −= )()( 12 . 
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Приклад 13 

Знайти площу фігури, обмеженої заданими лініями: 
2xy = , xy = .  

Розв’язання 

 

Побудуємо графікі функцій та визначимо фігуру, площу якої 

шукаємо: 

 
Знайдемо координати точок перетину парабол: 







=

=

xy

xy 2

  =>  






=

=

2

2

xy

xx
  =>  









==

==

1,0

1,0

21

21

yy

xx
. 

 

Оскільки на відрізку [0, 1]  виконується нерівність 
2xx  , 

 то: 

 −=

1

0

2 )( dxxxS =

1

0

32/3

32/3 







−

xx
=

3

1

3

2
− =

3

1
 кв. од. 

 

 
ЗАВДАННЯ 3 .  
 

Приклад 14 

Швидкості зміни витрат і доходу підприємства після початку 

його діяльності визначались формулами: 

4 346)( ttV += ; 
4 3313)( ttD −= . 

x 

y 

1 

1 



 12 

)(tV  і )(tD  вимірюється у мільйонах гривень, а t – у роках. 

Визначити тривалість прибуткового існування підприємства і знайти 

загальний прибуток, що одержали за цей час. 

Розв'язання 

Оптимальний час  t0 для прибутку підприємства одержимо з 

умови: )()( tDtV = . 

4 34 3 31346 tt −=+ , 77 4 3 = t ,  10 =t . 

Отже, підприємство було прибутковим 1 рік. За цей час одержано 

прибутку: 

( ) ( ) =−−−=−=

1

0

4 34 3

1

0

46313)()( dtttdttVtDP  

( ) 347

4

7

7
777

1

0

4

7
1

0

4 3 =−=




















−=−= 
t

tdtt  (млн. грн.) 

 

 

ЗАВДАННЯ 4.  
 

 Диференціальне рівняння першого порядку вигляду 

0)()()()( =+ dyyFyMdxyQxN  

називають рівнянням з відокремлюваними змінними. Це рівняння 

розв’язується методом відокремлення змінних. 

 

Приклад 15  

Знайти частинний розв’язок рівняння 

011 22 =++− dyxydxyx , якщо 1)0( =y . 

Розв'язання 

Приведемо це рівняння до рівняння з відокремленими змінними 

вигляду 

   0)()( =+ dyyMdxxN . 
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Для цього поділимо обидві частини рівняння  на 

22 11 xy +− та дістанемо 

0
11 22

=
+

+
+

dy
y

y
dx

x

x
. 

Інтегруючи обидві частини рівняння, дістанемо загальний 

розв’язок: 

Сdy
y

y
dx

x

x
=

+
+

+
 22 11

;  Cyx =−++ 22 11 . 

Підставимо в загальний розв’язок початкову умову  1)0( =y  

та отримуємо:  

C=−++ 22 1101 ,  С = 1. 

Отже, частинний розв’язок заданого рівняння має вид: 

111 22 =−++ yx . 

 

 

ЗАВДАННЯ 5 .  
 

Однорідним диференціальним рівнянням першого порядку 

називають рівняння, яке можна звести до вигляду 

),( yxfy = , 

де функція ),( yxf  не змінюється при заміні x  та y  на tx  та ty , 

тобто задовольняє умові 

),(),( yxftytxf = . 

 

Приклад 16 

Розв’язати рівняння 
yx

y
y

+
= . 

Розв'язання 

Це рівняння є одноріднім тому, що для правої частини рівняння 

виконується умова: 
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yx

y

yxt

ty

tytx

ty

+
=

+
=

+ )(
 

Введемо допоміжну функцію u від змінної х, тобто зробимо 

підстановку  
x

y
u =  . Маємо    uxuyxuy +== .  

 

Тому задане рівняння прийме вигляд 

−
+

=
+


=+ u

u

u
xu

xux

xu
uxu

1
  

x

dx
du

u

u

u

u

dx

du
x

u

uuu

dx

du
x −=

+


+
−=

+

−−
=

2

22 1

11
. 

 

Останнє рівняння є рівнянням з відокремленими змінними. 

Інтегруючи його, знаходимо: 

)ln(
1

lnlnln
111

2
Cux

u
Cxu

ux

dx
du

uu
=+=−−=








+  . 

Підставимо замість u  вираз 
x

y
  та одержимо загальний  розв’язок: 

yCyxCy
y

x
)ln(ln == . 

 

 

ЗАВДАННЯ 6.  

 

Лінійним диференціальним рівнянням першого порядку 

називають рівняння, яке містить шукану функцію y  та її похідну y   у 

першому степеню. Таке рівняння можна привести до вигляду 

)()( xQyxPy =+ . 

 

Приклад 17 

Розв’язати рівняння 1)1( 2 −=+− xyyx . 

Розв'язання 

Запишемо це рівняння у вигляді 
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1

1

1 22 −

−
=

−
+

x

x

x

y
y . 

Це рівняння є лінійне диференціальне рівняння першого 

порядку, його розв’язок будемо шукати у вигляді 

)()( xvxuy = .      

Одну із цих функцій можна взяти довільно, а друга буде визначатися 

так, щоб їх добуток задовольняв рівняння.  

Знайдемо 

)()()()( xvxuxvxuy +=     

 

та підставимо у задане рівняння. Тоді 

1

1

1

1
22 −

−
=

−
++

x

x
vu

x
vuvu , 

або          
1

1
)

1

1
(

22 −

−
=

−
++

x

x
v

x
vuvu .    

 

Визначимо v  так, щоб вираз у дужках дорівнював нулю, тобто 

виконувалась рівність 

0
1

1
2

=
−

+ v
x

v . 

Це рівняння першого порядку з відокремлюваними змінними. 

Відокремлюючи змінні, одержимо 


−

−=
−

−= 
11 22 x

dx

v

dv

x

dx

v

dv
 

2
1

1

1
)(

1

1
ln

2

1
ln 









−

+
=

−

+
=

x

x
xv

x

x
v .  

 

Знайдемо тепер функцію u із рівняння : 

dx
x

x

x

x
du

x

x

x

x
u 

+

−


−

−
=

−

−
=









−

+


1

1

1

1

1

1

1

1
22

2
1
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C
x

xdx
x

dx
u +

+
−=++=

+
=

−


1

2
)1()1(

)1(

2
3

2
3

. 

Підставимо одержані функції u , v  у формулу )()( xvxuy = та 

отримаємо загальний розв’язок 

1

1

1

2

1

2

1

1

−

+
+

−
−=








+

+
−

−

+
=

x

x
C

x
C

xx

x
y . 

 

 

 ЗАВДАННЯ 7.  
 

Лінійне однорідне диференціальне рівняння другого порядку зі 

сталими коефіцієнтами має вигляд 

0210 =++ yayaya . 

Складемо до нього характеристичне рівняння: 

021

2

0 =++ akaka . 

При знаходженні коренів характеристичного рівняння 1k  та 2k  

в залежності від дискримінанту D можливі наступні випадки: 

Дискри 

мінант  

Характер коренів 

характеристич-

ного рівняння  

Частинні розв’язки 

диференціального  рівняння  

1. 0D  21 kk  , дійсні xkxk
eyey 21

21 , ==  

2. 0=D  21 kk = , дійсні xkxk
xeyey 21

21 , ==  

3. 0D  
 ik =2,1 , 

комплексні 
xeyxey xx   sin,cos 21 ==  

Загальний розв’язок диференціального рівняння має вигляд 

2211 yCyCy += ,   

де 21, yy  - частинні розв’язки диференціального рівняння,       

С1, С2 – довільні сталі. 
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Приклад 18 

Розв’язати рівняння 065 =+− yyy . 

Розв'язання 

Складемо характеристичне рівняння: 0652 =+− kk . 

Воно має два корені      3,2 21 == kk , тоді частинні розв’язки 

диференціального рівняння: xx eyey 3

2

2

1 , == .  

Отже, загальний розв’язок диференціального рівняння має вигляд 

xx eCeCy 3

2

2

1 += . 

Приклад 19 

Розв’язати рівняння 096 =++ yyy . 

Розв'язання 

Складемо характеристичне рівняння: 0962 =++ kk . 

Розв’язавши його, отримаємо два корені   321 −== kk , тоді частинні 

розв’язки диференціального рівняння: 
xx xeyey 3

2

3

1 , −− == . 

Отже, загальний розв’язок диференціального рівняння має вигляд 

xx xeCeCy 3

2

3

1

−− += . 

Приклад 20 

Розв’язати рівняння 0256 =+− yyy . 

Розв'язання 

Складемо характеристичне рівняння: 02562 =+− kk . 

Розв’язавши його, отримаємо два комплексні корені    ik 432,1 = . 

Тоді частинні розв’язки диференціального рівняння: 

xeyxey xx 4sin,4cos 3

2

3

1 == . 

Отже, загальний розв’язок диференціального рівняння має вигляд 

xeCxeCy xx 4sin4cos 3

2

3

1 += . 

ЗАВДАННЯ 8.  

Лінійне неоднорідне диференціальне рівняння другого порядку 

зі сталими коефіцієнтами має вигляд 
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)(210 xfyayaya =++  

Загальний  розв’язок неоднорідного диференціального рівняння 

складається із суми його частинного розв’язку ( чy ) й загального 

розв’язку відповідного однорідного рівняння ( оy ), тобто  

     чо yyy += . 

Спочатку знайдемо оy , розв’язавши відповідне однорідне 

рівняння 

0210 =++ yayaya
. 

Частинний розв’язок чy  знайдемо методом невизначених 

коефіцієнтів, використовуючи вигляд правої частини )(xf . 

1. Нехай )()( xPexf x= ,    де )(xP   - многочлен  степеня n. 

Частинний розв’язок залежить від взаємозв’язку між   та 

коренями характеристичного рівняння 1k  та 2k . 

 № Взаємозв’язок між 

  та 
1k  і  

2k  

Вигляд частинного 

розв’язку  

1 21 kk    

)(xMey x

ч

= , 

n

n xAxAAxM +++= 10)(  

2 1k=  або 2k=  

)(xMxey x

ч

= , 

n

n xAxAAxM +++= 10)(  

3 21 kk ==  

)(2 xMexy x

ч

= , 

n

n xAxAAxM +++= 10)(  

         б)  xxQxxPexf x  sin)(cos)()( += , де )(xP  - 

многочлен степеня m1, )(xQ  - многочлен степеня m2. 



 19 

Обчислимо ),max( 21 mmn =    та      iz += . 

Вигляд частинного розв’язку залежить від взаємозв’язку між z  

та коренями характеристичного рівняння 
1k  та 

2k . Можливі наступні 

випадки: 

№ Взаємозв’язок 

між z  та  

1k  і  
2k  

Вигляд частинного розв’язку  

1 21 kkz    

 xxNxxMey x

ч  sin)(cos)( += , 

n

n xAxAAxM +++= 10)(  

n

n xBxBBxN +++= 10)(  

2 

1kz =   

або 

2kz =  

 xxNxxMxey x

ч  sin)(cos)( += , 

n

n xAxAAxM +++= 10)(  

n

n xBxBBxN +++= 10)(  

 

Приклад 21 

 Визначити та записати структуру частинного розв’язку 

лінійного неоднорідного диференціального рівняння по виду правої 

частини )(xf :   

xyyy 3sin1365 =+− . 

Розв'язання 

 Знайдемо оy , розв’язавши відповідне однорідне рівняння 

065 =+− yyy  . 

 0652 =+− kk   21 =k , 32 =k   
xx eyey 3

2

2

1 , ==   
xx

о eCeCy 3

2

2

1 += .  
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Запишемо тепер структуру частинного розв’язку чy  лінійного 

неоднорідного диференціального рівняння  по виду правої частини 

)(xf : 

]3sin133cos0[3sin13)( 0 xxexxf x +==   

0)( =xP , 13)( =xQ  - це многочлени нульового степеня  ( 0=n ); 

Обчислимо iiiz 330 =+=+=  . Оскільки 
21 kkz  , то за 

таблицею частинний розв’язок матиме вигляд 

  xВxАxВxАey x

ч 3sin3cos3sin3cos 0000

0 +=+= , 

де 0)( AxM =  та 0)( BxN = . 

Отже, загальний розв’язок: 

.3sin3cos 00

3

2

2

1 xBxAеСеСyyy xx

чo +++=+=  

 

 
ЗАВДАННЯ 9.  

 

Приклад 22 

Для функції 
y

xy
xz ln+= : 

а) знайти частинні похідні I-го порядку;  

б) знайти градієнт у точці )1,1(0M  та у загальному вигляді. 

 

Розв’язання  

а) При обчисленні частинних похідних потрібно користуватися 

відомими правилами та формулами диференціювання функції однієї 

змінної, вважаючи при цьому другу змінну постійною. 

 

Вважаючи змінну у  сталою, отримаємо 

x
xy

y

y

x
xyz yy

x

111 11 +=+= −−
. 
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Якщо вважати х  сталою, отримаємо 

y
xx

y

x

y

x
xxz yy

y

1
ln

1
ln

2
−=








−+= . 

 

б) Градієнтом функції ( )yxfz ,=  називається вектор, 

координатами якого є частинні похідні цієї функції, тобто 

  jzizzzzgrad yxyx +== , . 

У нашому випадку 

j
y

xxi
x

xyzgrad yy −++= − )
1

ln()
1

( 1
, 

а у точці )1,1(0M : 

=







−+








+= − j

y
xxi

x
xyMzgrad

M

y

M

y

00

1
ln

1
)( 1

0
 

jiji −=







−+








+= 12

1

1
1ln1

1

1
11 10

. 

 

 
ЗАВДАННЯ 10.  

 

Приклад 23 

Сумарний прибуток підприємства залежить від витрат двох 

видів ресурсів x та y і виражається функцією 

280020020242 22 −+++−−= yxxyyxz . Визначити витрати 

ресурсів x та y, що забезпечують максимальний прибуток 

підприємства та знайти його. 

 

Розв’язання 

Рішення зводиться до пошуку екстремуму функції ( )yxfz ,= . 

Знайдемо частинні похідні: 

 

2024 ++−= yxzx ;  20028 ++−= xyz y . 
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Необхідні умови екстремуму функції двох змінних мають 

вигляд:  





=

=

.0

,0

y

x

z

z
 

Точки, які задовольняють цю систему рівнянь, називають  

критичними.  

У нашому випадку  критичні точки задовольняють систему 

рівнянь: 

 

      




=++−

=++−

.020028

,02024

xy

yx
      





−=−

−=+−

.1004

,102

yx

yx
   





−=

−=+−−

.1004

,10)1004(2

yx

yy
   





=

=

.20

,30

x

y
 

 

 Отже, функція має критичну точку )30,20(1M . 

 

Знаходимо частинні похідні другого порядку: 

4−== xxzA ;  2== xyzB ;  8−== yyzC . 
 

Обчислимо 
2BCA −=  у критичній точці: 

 

282)8()4()( 2

1 =−−−= M . Оскільки 0  , то у точці 
1M  

є екстремум, причому максимум  (тому що 0A ). 
 

 

Отже,  400)30,20(max == zz . 

 

 Таким чином, витрати ресурсів x та y, що забезпечують 

максимальний прибуток підприємства, складають 20 та 30 одиниць, 

причому максимальний прибуток підприємства дорівнює 400 ум. од. 
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ЗАВДАННЯ 11.  
 

Приклад 24 

Дослідити на збіжність ряди: 

а) 


=









+

−+

1
4

3

23

14

n n

nn
; 

 

б) 


=

+

1 3

)!12(

n
n

n
; 

 

в) 


=










−

+

1 12

1

n

n

n

n
. 

 

Розв’язання 

а) 


=









+

−+

1
4

3

23

14

n n

nn
. 

Застосовуємо граничну ознаку порівняння: якщо 


=1n

na  та 


=1n

nb  

– ряди з додатними членами і існує скінчена границя 0lim =
→

l
b

a

n

n

n
, 

то ряди одночасно будуть або збіжними, або розбіжними. 

У нашому випадку 
23

14
4

3

+

−+
=

n

nn
an

, виберемо 
nn

n
bn

1
4

3

== . 

Відомо, що 


=1

1

n n
 – розбіжний ряд. Обчислимо: 

( )
3

1

)23(

14
limlim

4

3

=
+

−+
=

→→ n

nnn

b

a

n
n

n

n

. 

Тобто даний ряд, як і 


=



=

=
11

1

nn

n
n

b , є розбіжним. 
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б) 


=

+

1 3

)!12(

n
n

n
. 

Застосуємо ознаку Даламбера.    Обчислимо 
n

n

n a

a
l 1lim +

→
= . 

Якщо l<1 – ряд збіжний, l>1 – ряд розбіжний, l = 1 – ознака не чинна, 

рекомендовано використовувати інші ознаки збіжності. 
 

У нашому випадку: 

.1
3

)32()22(
lim

)!12(3

3)!32(
limlim

;
3

)!1)1(2(
;

3

)!12(

1

1

11

=
++

=
+

+
==

++
=

+
=

→+→

+

→

++

nn

n

n

a

a
l

n
a

n
a

nn

n

n
n

n

n

nnnn

 

 

За ознакою Даламбера ряд розбіжний. 

в) 


=










−

+

1 12

1

n

n

n

n
. 

Застосуємо ознаку Коші.     Обчислимо n
n

n
al

→
= lim . 

Якщо l<1 – ряд збіжний, l>1 – ряд розбіжний, l = 1 – ознака не чинна, 

рекомендовано використовувати інші ознаки збіжності. 

,1
2

1

12

1
lim

12

1
lim =

−

+
=









−

+
=

→→ n

n

n

n
l

n

n

n

n
    тобто ряд  збіжний. 

 

 

ЗАВДАННЯ 12.  

 

Приклад 25 

Знайти область збіжності ряду 


=



1
2

100

n

nn

n

x
. 

Розв’язання 

Цей ряд є степеневим. Радіус збіжності R степеневого ряду 




=


1n

n

n xa   можна знайти за формулою:     
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1

lim
+

→
=

n

n

n a

a
R , або 

n
n

n a
R

1
lim
→

= . 

 

У нашому випадку маємо: 

2

1

1
)1(

100

+
=

+

+
n

a
n

n
; 

2

100

n
a

n

n = ; 

 

.
100

1

100

)1(100
limlim

12

2

1

=


+
==

+→
+

→ n

n

n
n

n

n n

n

a

a
R  

 

Ряд збігається, якщо |x|<
100

1
, тобто  .

100

1

100

1
− x  

Нехай 
100

1
=x . Тоді матимемо ряд 



=1
2

1

n n
, який збіжний, 

оскільки ряд 


=1

1

n n
 збігається при α>1. 

Нехай 
100

1
−=x . Тоді матимемо ряд 



=

−

1
2

)1(

n

n

n
. Це 

знакозмінний ряд, який абсолютно збігається, оскільки ряд 




=



=

=
−

1
2

1
2

1)1(

nn

n

nn
 – збіжний. 

Остаточно, для області збіжності даного ряду маємо: 

100

1

100

1
− x . 
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ІНДИВІДУАЛЬНІ ЗАВДАННЯ 
 

ЗАВДАННЯ 1.  

Знайти невизначений інтеграл: 

1. а) 
34 2 7

( 5 9)
4 3

x x dx
x

− + −
− ; б) 

2

5

3 7

dx

x − ; 

в) 
sin3 cos3xe xdx ;   г)  xdxx 3sin . 

2. а) 
3 74 9

((2 6) 4)x x dx
x

+ + − + ; б) 
2

3

8 5

dx

x + ; 

в) 6 3 4cos3 sin 3x xdx−  ;  г) 
− dxxe x2

. 

3. а) 
8 23

2
(5 (4 3) 5)x x dx

x
+ + + − ; б) 

2

9

5 6

dx

x −
 ; 

в)  + 22 )1(x

xdx
;    г)  xdxx 8sin . 

4. а) 
64 5 2

(3 3)
9 5

x x dx
x

+ + −
+ ; б) 

2

8

5 3

dx

x−
 ; 

в) 
3 2

sin

cos

x
dx

x
 ;    г)  arctgxdx . 

5. а) 
8 3 5

((9 6) 4)x x dx
x

− + − + ; б) 
2

2

7 1

dx

x − ; 

в)  − xdxx 7sin7cos535 ;  г)  xdxx ln . 

6. а) 
2 49

4
(5 (7 5) 3 )x x dx

x
+ − − − ; б) 

2

6

3 2

dx

x + ; 

  в) 
− dxex x323 ;    г)  − dxex x)75( . 
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7.  а) 
5 5 4

(8 2 7)
3 5

x x dx
x

+ − +
+ ; б) 

2

7

2 3

dx

x −
 ; 

в)  dx
x

e xctg

3sin 2

3

;    г)  xdxx 5cos . 

8. а) 
3 5 9

((7 5 ) 3)
4

x x dx
x

− − − + ; б) 
2

3

2 8

dx

x−
 ; 

в)  + dxee xx 33 32 ;   г)  − xdxx 2sin)41( . 

9. а) 
5 96

6
(1 (4 7) 7 )

5
x x dx

x
− − + − ; б) 

2

4

6 5

dx

x − ; 

в) 
2 1

x

x

е dx

e + ;     г)  xdxarctg2 . 

10. а) 
4 9 5

(3 7 4)
3 9

x x dx
x

− + +
− ; б) 

2

3

8 7

dx

x +
 ; 

в)  − xdxx 2sin2cos53 ;  г)  dxxe x7
. 

11. а) 
54 3 2

((3 1) 5 3)
7

x x dx
x

+ + + + ; б) 
2

7

5 2

dx

x + ; 

в) 
+

dx
x

xln1
;    г)  xdxe x 5 . 

12. а) 
7 23

1
(8 (2 9) 5 )

6
x x dx

x
+ + + − ; б) 

210 3

dx

x−
 ; 

в)  dx
x

x)sin(ln
;    г)  xdxx 3ln . 

13. а) 
6 3 10

(9 7 2)
3 7

x x dx
x

+ − +
+ ; б) 

2

2

8 3

dx

x +
 ; 
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в) 
−

dx
x

x

cos1

sin
;   г)  xdxarccos . 

14. а)
5 34

7
(4 (3 8) )

2
x x dx

x
+ − − − ; б) 

2

15

2 7

dx

x − ; 

в)  xdxxcossin 13 ;   г) 
− dxxe x

. 

15. а) 
74 3 1

((6 3 ) 9 8)
4

x x dx
x

− − − + ; б) 
2

9

2 5

dx

x + ; 

в) 
+

dx
x

x 3)2(
;    г)  xdxx 7sin . 

16. а) 
7 34

9
(4 (3 8 ) 8)

5
x x dx

x
+ + + − ; б) 

2

5

7 9

dx

x−
 ; 

в)  dx
x

x

3 2

3sin
;    г)  xdxx ln2 . 

17. а) 
3 3 8

(6 12 2)
3 2

x x dx
x

− + +
− ; б) 

2

9

5 7

dx

x −
 ; 

в)  + dxxx 4)37(7 ;   г)  − xdxx ln)1( . 

18. а) 
5 47

4
(5 (2 9) 5 )

7
x x dx

x
− + − − ; б) 

2

9

5 3

dx

x+
 ; 

в)  + 54

2

x

x

e

dxe
;    г)  − xdxx 2sin)41( . 

19. а) 
39 5 7

((6 3) 9 1)
4

x x dx
x

− + − − ; б) 
2

4

3 10

dx

x + ; 

в)  dx
x

e xtg

3cos2

3

;    г)  dxxe x2
. 
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20. а) 
5 3 6

(7 3 9)
2 5

x x dx
x

+ − +
− ; б) 

2

5

8 1

dx

x − ; 

в)  +
x

dx
x 2)3ln2( ;   г) 

−− dxxe x )2( 3
. 

21. а) 
5 75

2
(8 (5 4 ) 4)

3
x x dx

x
− − + + ; б) 

210 7

dx

x +
 ; 

в)  + x

xdx

cos1

sin
;    г)

2sin

xdx

x . 

22. а) 
96 5 4

((6 7 ) 2 9)
3

x x dx
x

+ − + + ; б) 
2

4

2 8

dx

x −
 ; 

в)  +16

2

x

dxx
;     г)   xdxx ln . 

23. а) 
5 73

15
(1 (4 5) 9 )

8
x x dx

x
− − + − ; б) 

2

4

7 10

dx

x−
 ; 

в)  dx
x

e tgx

2cos
;    г)  + xdxx 2cos)3( . 

24. а) 
4 59

1
(3 (4 6 ) 2)

3
x x dx

x
− + − − ; б) 

2

3

8 7

dx

x + ; 

в) 
+
dx

x

x 1ln 2
;    г)  − xdxx cos)2( . 

25. а) 
3 7 5

(9 2 6)
7 9

x x dx
x

+ − −
+ ; б) 

2

5

4 11

dx

x − ; 

 в)  +

−
dx

x

x

1

)1(
2

2

;    г)  − dxxx )1(ln 2
. 

26. а) 
38 5 2

((6 2 ) 7 1)
5

x x dx
x

− + − − ; б) 
2

15

3 15

dx

x +
 ; 
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в) 
+
dx

x

x

4sin

2sin

2
;   г)  x

xdx
2cos

. 

27. а) 
7 38

9
(10 (4 5 ) )

5
x x dx

x
+ − + − ; б) 

2

6

4 5

dx

x−
 ; 

в)  +
dx

x

arctgx
21

;    г) 
− dxex x2

. 

28. а) 
5 7 9

(4 8 2)
7

x x dx
x

− + −
− ; б) 

2

7

3 9

dx

x + ; 

в)  −+

+

85

)1(
5

4

xx

dxx
;    г)  + dxx )2ln( . 

29. а) 
97 5 8

((5 3 ) 3 6)
3

x x dx
x

+ − + − ; б) 
2

7

8 9

dx

x −
 ; 

в) 
−

dx
x

x 2)3(ln
;   г)   dxx x3 . 

30. а) 
3 45

3
(2 (9 7 ) 6 )

5
x x dx

x
+ − + − ; б) 

2

12

3 5

dx

x − ; 

в) 
+
dx

x

x

4cos

sin

2
;   г)  xdx3arcsin . 
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ЗАВДАННЯ 2.  
 

Знайти площу фігури, обмежену заданими лініями. 

1. 22 −= xy ; 0=y . 

2. 562 +−= xxy ; 0=y .  

3. 
3xy = ; 

2xy = . 

4. xy = ; 2+−= xy ; 0=y . 

5. 42 +−= xy ; 0=y . 

6. 562 −+−= xxy ; 0=y . 

7. xy = ; xy −= 2 ; 0=y . 

8. 
24 xy −= ; 0=y ; x =1. 

9. 
xey = ; 0=y ; x = 0; x = 1. 

10. 12 += xy ; 0=y ; x = 1; x = 2. 

11. 
3xy = ; y = 1; x = 0. 

12. 
x

y
1

= ; x = 2; y = x . 

13. 
x

y
4

= ; x = 4; y = x . 

14. 
2xy = ; 22 +−= xy . 

15. y = x ; 
2xy = . 

16. y = 2 x ;
22xy = . 

17. xy sin= ; x = 0; =x ; 0=y . 

18. xy cos= ; x =0; 
2


=x ; 0=y . 

19. tgxy = ; x =0; 
4


=x ; 0=y . 

20. ctgxy = ; x =0; 
4


=x ; 0=y . 

21. 652 +−= xxy ; y = x . 
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22. xxy += 2
; y = 1+x . 

23. xxy += 2
; xy −= . 

24. xy = ; xy 34 −= ; 0=y . 

25. 22 += xy ; 
21 xy −= ; x =0; x =1. 

26. 
2xy = ; 

xey 2= ; x =0; x =1. 

27. xy = ; xy −= 1 ; 0=y . 

28. 42 −= xy ; 
24 xy −= . 

29. 92 −= xy ; 
29 xy −= . 

30. 52 += xy ; y = x +5. 

 

 
ЗАВДАННЯ 3 .  

 

Швидкості зміни витрат і доходу підприємства після початку 

його діяльності визначались формулами )(tV   і )(tD . )(tV  і )(tD  

вимірюються  у мільйонах гривень, а t – у роках. Визначити 

тривалість прибуткового існування підприємства і зайти загальний 

прибуток, що одержали за цей час. 

1. 
3 24)( ttV += ,  

3 2216)( ttD −= . 

2. 
3 221)( ttV += , 

3 2217)( ttD −= . 

3. 
3 222)( ttV += , 

3 2210)( ttD −= . 

4. 
4 325)( ttV += , 

4 3345)( ttD −= . 

5. ttV 43)( += , ttD −= 13)( . 

6. 
4 314)( ttV += , 

4 3238)( ttD −= . 

7. ttV += 7)( ,  ttD 327)( −= . 

8. 
3 257)( ttV += , 

3 231)( ttD −= . 

9. 
3 2311)( ttV += , 

3 2418)( ttD −= . 
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10. 
3 2315)( ttV += , 

3 2220)( ttD −= . 

11. 
4 3222)( ttV += , 

4 3327)( ttD −= . 

12. 
3 2213)( ttV += , 

3 2217)( ttD −= . 

13. ttV 34)( += , ttD −= 9)( . 

14. ttV 21)( += , ttD −= 7)( . 

15. 
4 342)( ttV += , 

4 3458)( ttD −= . 

16. 
4 35)( ttV += ,  

4 321)( ttD −= . 

17. 
4 341)( ttV += , 

4 3357)( ttD −= . 

18. 
4 36)( ttV += ,  

4 322)( ttD −= . 

19. 
3 238)( ttV += , 

3 2228)( ttD −= . 

20. 
4 310)( ttV += , 

4 312)( ttD −= . 

21. 
3 229)( ttV += , 

3 2329)( ttD −= . 

22. 
3 2213)( ttV += , 

3 2318)( ttD −= . 

23. 
4 312)( ttV += , 

4 314)( ttD −= . 

24. 
4 3210)( ttV += , 

4 3214)( ttD −= . 

25. 
4 33)( ttV += ,  

4 357)( ttD −= . 

26. 
4 331)( ttV += , 

4 3457)( ttD −= . 

27. 
3 249)( ttV += , 

3 214)( ttD −= . 

28. 
3 27)( ttV += ,  

3 2412)( ttD −= . 

29. 
3 222)( ttV += , 

3 2210)( ttD −= . 

30. 
3 225)( ttV += , 

3 2310)( ttD −= . 
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ЗАВДАННЯ 4.  
 

Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння. 
 

1. ;cosln yxyy =     .1)0( =y  

2. ;0)1( 2 =−+ ydxdyx    .1)1( =y  

3. ;0
2

=+ yxeyy     .0)1( =y  

4. ;0sec)1(3 2 =++ ydyetgydxe xx
 .

4
)0(


=y    

5. ;0)(ln 2 =− dyyydx    .)0( ey =    

6. ;)1( 22 dxedyye xx =+    .0)0( =y  

7. );2cos()2cos( yxyxy −=++  .
4

)0(


=y  

8. ;01ln 3 =++ xyyy    .)
16

15
( ey =−   

9. ;ln yyy =      .1)2( =y   

10. ;yxyx eey −+ +=     .0)0( =y  

11. ;02)1( 22 =++ xyyx    .1)0( =y  

12. 
;2yyyx =+     .5,0)1( =y  

13. ;122 yyyx =+     .2)1( =y  

14. ;0
)2(1(
=

+
+

− xy

dy

yx

dx
   .1)1( =y  

15. ;0)1()1( 426 =+++ dyxydxyx  .1)0( =y  

16. ;)1( 22 xx eyye =+    .0)0( =y  

17. ;0)()( =+++ dyxxydxyxy   .1)1( =y  

18. ;12 += yyx     .1)1( =y  

19. ;)()( 2222 dxyxydyxyx +=−  .1)1( =y  

20. 
;2

)1(
2

y

dx
dye y =− ;   .0)0( =y  

21. ( ) 22 11 yxy +=+ ;   .1)0( =y  
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22. ;011 22 =−+− dyxydxy   .1)0( =y  

23. ;3266 22 dxxyydyxydyxdx −=−  .0)2( =y  

24. ;0)1()( 22 =+++ dyyydxxx   .1)0( =y  

25. ;0)()( 22 =−++ dyyxydxxxy  .0)2( =y  

26. ;0)5( 22 =++ dxyedye xx
  .1)0( =y  

27. ;12 xydydxy =+    .0)1( =y  

28. ;02 2 =−+ yyy     .3)0( =y  

29. ;)1( 22 xx eyye =+    .1)0( =y  

30. ;0)()( =−++ dxxyydyxyx   .1)1( =y  

 

 
 ЗАВДАННЯ 5.  
 

Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння.  

1. .2 222 yxyx +=  

2. 
x

y

x

y
y sin+= . 

3. 
x

y
yxy

x

y
x sinsin =+ . 

4. .)2( 22 yxyxyxy +=+  

5. .lnln
x

y
yx

x

y
yx +=  

6. .2 22 xyyxy +=  

7. .
x

y
xtgyyx =−  

8. .cos
x

y

x

y
y +=   

9. .)(4 2

x

y

x

y
y ++=  

10. 0)( 22 =−+ xydydxyx . 
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11. .yxeyx x

y

+=  

12. .)( xyyx
x

y
tg =−   

13. .xyyyx −=  

14. .0)2( 22 =+− dyxdxxyy  

15. .22 yxyyx +=−  

16. .ln)(
x

yx
yxyyx

+
+=−  

17. .22 xyyyyx =−   

18. .22 yyxyx +−=  

19. .33 22 yxyxy =+  

20. .cos2 y
x

y
xyx =−  

21. .22 yxyyxy =+  

22. .993
2

2

++=
x

y

x

y
y  

23. y
x

y
xyx += sin  . 

24. ).lnln1( xyyyx −+=  

25. dxxyxdy )2( −=  . 

26. .x

y

xeyyx −=  

27. )2(2 223 yxyyx −= . 

28. .0)1(ln =−+
x

y
yyx  

29. .0)()2( =++− dyyxdxyx  

30. .)2( 22 yxyyxyx −=−  
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ЗАВДАННЯ 6.  
 

         Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння. 

1. .
cos

1

x
ytgxy =+  

2. .arcsin
1 2

xx
x

xy
y +=

−
+  

3. .cos2 xxyyx =−  

4. .2
2xxexyy −=+  

5. .3 2xeyy −=−   

6. .5 4xeyy =+  

7. .2 3xeyy =+  

8. .ln
ln

xx
xx

y
y =−  

9. .1cossin =− xyxy  

10. .ln21 x
x

y
y +=−  

11. .22 4xyyx =−  

12. .24)12( yxyx +=+  

13. .0)( =−+ xdydxexy x
 

14. .012 =++ xyyx  

15.  ).cos( xxyxy −=  

16. .ln yxxxy +=  

17. .2ln)1( yxyx =−  

18. .3)1( 2 xexyxyx −=++  

19. .
1

xx

y
y +=  

20. .
1

2
)1( 3

+
++=

x

y
xy  

21. .34)1( 2 =++ xyyx  
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22. .0
2

=++ −xxeyyx  

23. .21 23 yxyx −=  

24. .cos2 2 xctgxyctgxy =+  

25. .)1( 32 xxxyyx −=−−  

26. .cos2 xytgxy =+  

27. .0)32( 2 =−+ dyxdxxy  

28. .)2( 4 xdydxyx =+  

29. .sin)cos2(cos xdxxyxdy +=  

30. .12 += xyyx  

 

 

ЗАВДАННЯ 7.  
 

Розв’язати однорідні диференціальні рівняння другого порядку 

зі сталими коефіцієнтами: 

 

1. 02 =+− yyy . 

2. 096 =+− yyy . 

3. 022 =++ yyy . 

4. 0256 =+− yyy . 

5. 05314 =+− yyy . 

6. 0204 =++ yyy . 

7. 0204 =+− yyy . 

8. 03612 =+− yyy . 

9. 0=+ yy . 

10. 0=− yy . 

11. 0168 =++ yyy . 

12. 03410 =++ yyy . 

13. 0256 =+− yyy . 

14. 025 =+ yy . 

15. 052 =++ yyy . 

16. 02510 =+− yyy . 

17. 012 =−+ yyy . 

18. 052 =+− yyy . 

19. 0168 =++ yyy . 

20. 0372 =+− yyy . 
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21. 08 =− yy . 

22. 03612 =++ yyy . 

23. 03 =+ yy . 

24. 0189 =+− yyy . 

25. 08 =+ yy . 

26. 0204 =+− yyy . 

27. 03612 =+− yyy . 

28. 0=+ yy . 

29. 0=− yy . 

30. 0168 =++ yyy . 

 

 

ЗАВДАННЯ 8.   
 

Визначити та записати структуру частинного розв’язку 

лінійного неоднорідного диференціального рівняння по виду правої 

частини )(xf .    

1.  )(96 xfyyy =+− ; a) )5()( 3 += xexf x
; 

б) 3cos)( 3 −+= xxexf x
. 

2.  2 5 ( )y y y f x − + = ; а) ( ) sin 2xf x e x= ; 

б)
2( ) (2 1) cosx xf x e x e x= + + . 

3. 2 8 ( )y y y f x − − = ; a)
4( ) (3 1)xf x e x= − ; 

б)
4( ) sin 2 (1 2 )x xf x e x e x= + − . 

4. 12 36 ( )y y y f x − + = ; a)
6 2( ) xf x e x−=  ; 

б)
6 6( ) (1 ) sin3x xf x e x e x= − + . 

5.  2 7 3 ( )y y y f x + + = ; а)
3( ) cosxf x e x−= ; 

б)
22( ) cos3 (3 5)

x

f x x e x
−

= + + . 

6.  6 ( )y y y f x − − = ;   а) 3( ) 5
x

f x e
−

= ; 

б)
2 32( ) cos

3

x

xx
f x e x e= + . 

7. 8 16 ( )y y y f x − + = ; а)
4( ) 7 xf x e= ; 

б)
4( ) 2cos 4 sinxf x x e x= + . 
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8. 9 20 ( )y y y f x − + = ; а)
5( ) xf x xe= ; 

б)
4 2( ) cos5xf x e x x= + . 

9. 6 10 ( )y y y f x − + = ; а)
3( ) sinxf x e x= ;  

б)
2 3( ) sin3x xf x x e e x= + . 

10. 5 ( )y y f x + = ;  а)
3( ) 8f x x= + ; 

б)
5( ) cos 5x xf x e x xe−= − . 

11. 10 25 ( )y y f x + + = ; а) ( ) cos5f x x= ; 

б)
5( ) 10 1 5xf x e x−= + −  . 

12. ( )y y f x + = ;   а) ( ) sinxf x e x= ; 

б)
3( ) cosf x x x= + . 

13. 2 24 ( )y y y f x + − = ; а)
2 4( ) xf x x e= ; 

б)
6( ) cosx xf x e x e−= + . 

14. 2 ( )y y y f x + + = ; а) ( ) sin3xf x e x−= ; 

б) ( ) 5 cosxf x e x−= + . 

15. 3 2 ( )y y y f x − + = ; а)
2( ) ( 1) xf x x e= + ; 

б)
2( ) cos 2 3xf x e x x= + . 

16. 2 37 ( )y y y f x + + = ; а) ( ) sin 6xf x e x−= ; 

б) ( ) (6 1) 2xf x e x x−= − + . 

17. 14 49 ( )y y f x − + = ; а) ( ) cos7xf x e x= ; 

 б)
7 2( ) (1 ) 7xf x x e x= − + . 

18. 2 3 ( )y y y f x + − = ; а)
3( ) ( 3) xf x x e−= + ; 

б)
3( ) cosx xf x e x e= + . 

19. 6 10 ( )y y y f x + + = ; а)
3( ) xf x x e= ; 

б)
3( ) cos3 sinx xf x e x e x−= + . 

20. 10 25 ( )y y f x − + = ; а)
5( ) 3 xf x e= ; 

б)
5( ) 7cos5 sinxf x x e x= + . 
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21. 6 ( )y y y f x + − = ; а)
3( ) cos2xf x e x−= ; 

б)
2 3( ) (1 2 ) xf x x e x= − + . 

22. 6 13 ( )y y y f x + + = ; а)
3( ) sin 2xf x e x−= ; 

б)
3 2( ) (1 2 ) cos3x xf x x e e x−= − + . 

23. 4 4 ( )y y y f x + + = ; а)
2( ) 5 xf x e−= ; 

б)
2( ) cos2 sinxf x x e x−= + . 

24. 3 2 ( )y y y f x + + = ; а) ( ) cos2xf x e x−= ; 

б) ( ) ( 2) sin 2xf x x e x−= − + . 

25. 12 40 ( )y y y f x − + = ; а)
2( ) sin 6xf x e x= ; 

б)
6 2( ) cos 2 (1 6 )x xf x e x x e= + + . 

26. 6 9 ( )y y y f x + + = ; а)
3( ) cos3xf x e x−= ; 

б)
3( ) 7 sin3xf x e x−= + . 

27. 8 12 ( )y y y f x − + = ; а)
2( ) sin 6xf x e x= ; 

б)
6( ) 5 7cos 2xf x e x= + . 

28. 6 13 ( )y y y f x − + = ; а)
3( ) cos 2xf x e x= ; 

б)
3( ) (1 2 ) 2sin3xf x x e x= + + . 

29. 8 16 ( )y y f x + + = ; а)
4( ) 5 xf x e−= ; 

б)
4( ) cos4 sinxf x x e x−= + . 

30. 6 34 ( )y y y f x − + = ; а)
3( ) sin5xf x e x= ; 

б)
5 3( ) sin3 5x xf x e x xe= + . 
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ЗАВДАННЯ 9.  
 

Для функції ( )yxfz ,= : 

а) знайти частині похідні I-го порядку;  

б) знайти градієнт у точці Мо та у загальному вигляді.  
 

1. 




 −−= xeyz 2ln , ( )0,2оМ . 2. xyz arcsin= , 









2

1
,

2

1
oM . 

3. ( )22 yxarctgz += , ( )1,0oM . 4. ( )xyxz 2cos 3 −= , ( )1,3 −oM . 

5. 
3

sin
x

y
z = , ( )1,1oM .  6. ( )23 yxtgz += , ( )2,1−oM . 

7. 
3xyctgz = , ( )1,2oM .  8.  

22 yxez +−= , ( )1,2oM . 
 

9. ( )423ln yxz −= , ( )1,1oM .  10. 







=

x

y
z arccos , ( )2,4oM . 

11. ( )2xyarcctgz = , ( )2,1oM .  12. 
22cos yxz += , ( )2,2−oM . 

13. 
3sin yxz −= , ( )1,2oM .  14. ( )43 yxtgz = , ( )1,3 −oM . 

15. ( )yxctgz 23 −= , ( )3,1oM . 16. 
522 yxez −= , ( )2,1−OM . 

17. ( )1ln −= xyz , ( )4,1oM .  18. ( )yxz 32arcsin= , 







1,

2

1
oM . 

19. 







=

3

2

y

x
arctgz , ( )3,2oM .  20. ( )3cos xyxz −= , ( )2,1oM . 

21. 
yx

yx
z

−

+
= sin , ( )2,3oM .  22. 

x

yx
tgz

22 −
= , ( )2,3oM . 

23. 
yx

x
ctgz

−
= , ( )2,4oM .  24. 

22 yx
ez

−−
= , ( )1,1−oM . 

25. ( )223ln yxz −= , ( )1,2oM . 26. ( )2arccos yxz −= , 








2

1
,1oM . 
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27. 
y

x
arcctgz

2

= , ( )3,1oM .  28. 
22

cos
yx

yx
z

+

−
= , ( )2,1oM . 

29. 
yx

y
z

+
= sin , ( )2,4oM .  30. 

( )33 yxez +−= , ( )3,2−oM . 

 

 

 

ЗАВДАННЯ 10.  
 

Сумарний прибуток підприємства залежить від витрат двох 

видів ресурсів x та y і виражається функцією ( )yxzz ,= . Визначити 

витрати ресурсів x та y, що забезпечують максимальний прибуток 

підприємства та знайти його. 
 

1. ( ) yxyxyxz 6040800, 22 ++−−−= . 

2. ( ) yxyxyxz 10020250, 22 ++−−= . 

3. ( ) yxyxyxz 60801800, 22 ++−−−= . 

4. ( ) yxyxyxz 100402100, 22 ++−−−= . 

5. ( ) yxyxyxz 80602100, 22 ++−−−= . 

6. ( ) yxyxyxz 80401700, 22 ++−−−= . 

7. ( ) yxyxyxz 80201500, 22 ++−−−= . 

8. ( ) yxyxyxz 2040400, 22 ++−−−= . 

9. ( ) yxyxyxz 401002000, 22 ++−−−= . 

10. ( ) yxyxyxz 601203800, 22 ++−−−= . 

11. ( ) 6006020232, 22 −++−−= yxyxxyyxz . 

12. ( ) 800100232, 22 −+−−= xyxxyyxz . 

13. ( ) 1200100232, 22 −+−−= yyxxyyxz . 

14. ( ) 3100100100232, 22 −++−−= yxyxxyyxz . 

15. ( ) 420014080232, 22 −++−−= yxyxxyyxz . 

16. ( ) 6002060232, 22 −+++−−= yxxyyxyxz . 
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17. ( ) 800100232, 22 −++−−= yxyyxyxz .  

18. ( ) 1200100232, 22 −++−−= xxyyxyxz . 

19. ( ) 3100100100232, 22 −+++−−= yxxyyxyxz . 

20. ( ) 420080140232, 22 −+++−−= yxxyyxyxz . 

21. ( ) 7006040224, 22 −+++−−= yxxyyxyxz . 

22. ( ) 1200140224, 22 −++−−= xxyyxyxz . 

23. ( ) 130010020224, 22 −+++−−= yxxyyxyxz . 

24. ( ) 4000100160224, 22 −+++−−= yxxyyxyxz . 

25. ( ) 5100140140224, 22 −+++−−= yxxyyxyxz . 

26. ( ) 280020200224, 22 −+++−−= yxxyyxyxz . 

27. ( ) 7004060242, 22 −+++−−= yxxyyxyxz . 

28. ( ) 1200140242, 22 −++−−= yxyyxyxz . 

29. ( ) 130020100242, 22 −+++−−= yxxyyxyxz . 

30. ( ) 5100140140242, 22 −+++−−= yxxyyxyxz . 

 

 

 
ЗАВДАННЯ 11.  

 

Дослідити збіжність ряду. 

 

1. 


= −

+

1
2 12

25

n n

n
.     2.

( )


=

−

−

+

1

21

!1

54

n

n

n

n
. 

3. 

n

n n

n
n

2

1 24

13



=










+

−
.    4. 



= −+

−

1
2 132

36

n nn

n
. 

5. 


= +1 32

!2

n
n

n
.     6. 

( )



= +1

5

12

3

n
n

n

n

n
. 
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7. 


= ++

−

1
3

2

432

5

n nn

nn
.    8. 

( )


=1 !3

!

n n

n
. 

9. 


=1

2

2
sin

n

n

n
n


.     10. 



= −−

+

1
2 163

54

n nn

n
. 

11. 
( )



= +1 4!2

3

n
n

n

n
.    12. 

2

1 13

2
n

n n

n



=










−

+
. 

13. 
( )



= +

+

1 2

1

n nn

n
.     14. 

( )


= −1

2

!12

7

n

n

n
. 

15. ( )


=

+








+

+

1

3
1

13

22

n

n

n
n

n
.   16. 

n

n n

n



=










+1 12
. 

17. 
( )



= +1

2

!2n n

n
.     18. 



=










+1

2

12

2

n

n

n

n
. 

19. 
( )




= +1 1

1

n nn
.     20. 

( )



=

−

1

2

!

16

n

n

n

n
. 

21. 
n

n

n

n

n

n

5

1

1




=








 −
.    22. 

( )



= +1
2 1

1

n nn
. 

23. 
( )



=



1 !2

!210

n

n

n

n
.     24. 

3

1 13

n

n n

n



=










−
. 

25. 
2

1 13

12
n

n n

n



=










+

−
.     26. 



= 1 3

1

n
nn

. 

27. 

12

1 13

+

=

 








+

n

n n

n
.    28. 

( )
( )



=

+

1 !2

!15

n

n

n

n
. 

29. ( )2

1

1
14

23
−









−

+



=

n
n

n
n

n

.   30. 

2

1 34

2
n

n n

n



=










+
. 
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 ЗАВДАННЯ 12.  
 

Знайти область збіжності функціонального ряду. 

 

1. 
( ) ( )




= +

+−

1

23

32

32

n

n

n

xn
.    2. 

( )

( )



= +

−

1
24

2

1

3

n

n

n

xn
. 

3. 
( )




= +

+

1

2

45

1

n
nn x

n
.     4. 

( )



=

+

1

2
14

n

nn

n

x
. 

5. 
( )




= +1
2 22

1

n
nn xn

.    6. 
( )

( ) ( )


= ++

−

1 4ln4

5

n

n

nn

x
. 

7. 
( )
( )



=

+

+

+

1

125

!1

5

n

n

n

xn
.    8. ( )



=

−
+1

2
2

1
sin

n

n
x

n

n
. 

9. 
( )
( )




= −

−

1
3

3

85

23

n

n

n

xn
.    10. 

( )
( )



=

−

−

−

1
2

12

452

7

n
n

n

nn

x
. 

11. 


=1

!

n
nx

n
.      12. 

( )



=

+

+

−

1

12

83

5

n

n

n

x
. 

13. 
( )




= +

+

1
25

1

32

n
nxn

n
.    14. 

( ) ( )
( )



= +

−−

1 51

31

n
n

nn

n

x
. 

15. 
( )
( )



= +

+

1 312

2

n
n

n

n

x
.    16. 

( ) ( )



= ++

+

1
25

292

53

n
n

xn

n
. 

17. 
( )




= +

+

1 33

1

n
nn x

n
.    18. 

( )( )
( )




=
++

−−

1
12

21

323

n
n

n

n

xn
. 

19. 
( )




= −1
2

19

1

n
nn xn

.    20. ( )


=

+
1 3

1
5

n
n

n
tgx . 

21. 
( )
( )



= +

−

1 213

2

n
n

n

n

x
.    22. 

( )
( )



=

−

−

+

1

12

124

5

n
n

n

n

x
. 
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23. 
( )




= −

+

1

3

23

1

n
nn x

n
.    24. 

( )



=

−

1

2

9

1

n
n

n

n

x
. 

25. 
( )( )

( )



= +

−−

1
2
23

112

n
n

n

n

xn
.    26. 

( )



= +

+

1

25

12

1

n

n

n

xn
. 

27. 
( )




= +



1 12

3!

n
n

n

n

n
.     28. 

( )( )

( )



= +

−+

1
2
51

114

n
n

n

n

xn
. 

29. 
( )




= +1 1

!2

n
n

x

n
.     30. 

( )



= +

+

1
2

18

3

n
nn x

n
. 
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КОНТРОЛЬНІ ЗАПИТАННЯ 

 

1. Яку функцію називають первісною для даної функції ? 

2. Що називають невизначеним інтегралом даної функції ? 

3. Які основні властивості невизначеного інтеграла? 

4. Які існують основні методи інтегрування ? 

5. У чому полягає суть методу інтегрування частинами ? 

6. Яке означення визначеного інтеграла функції  )(xf  на 

проміжку ],[ bax  ? 

7. У чому полягає геометричний зміст визначеного інтеграла? 

8. Які основні властивості визначеного інтеграла? 

9. Як записується формула Ньютона – Лейбніца ? 

10. Як здійснюється заміна змінної у визначеному інтегралі ? 

11. Як знайти площі плоских фігур, використовуючи визначений 

інтеграл ? 

12. Як обчислити середні значення функцій ? 

13. Яке рівняння називають диференціальним ? 

14. Що таке порядок диференціального рівняння ? 

15. Як формулюється означення загального розв’язку, частинного 

розв’язку, загального інтегралу диференціального рівняння ? 

16. У чому полягає задача Коші для диференціального рівняння 

першого порядку ? 

17. Яке диференціального рівняння називають рівнянням з 

відокремлюваними змінними ? 

18. Яке диференціального рівняння першого порядку називають 

однорідним ? Як воно розв’язується ? 

19. Яке диференціального рівняння першого порядку називають 

лінійним ? Як воно розв’язується ? 

20. Як записується загальний розв’язок лінійних однорідних 

диференціальних рівнянь другого порядку зі сталими 

коефіцієнтами в різних випадках  ? 

21. Як формулюється теорема про структуру розв’язків лінійних 

неоднорідних диференціальних рівнянь другого порядку ? 

22. Що називають функцією двох змінних ? 

23. Що таке частинні й повний прирости функції двох змінних ? 

24. Яке означення частинних похідних двох змінних ? 

25. Як обчислюються частинні похідні другого порядку ? 
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26. Що називають повним диференціалом функції двох змінних ? 

27. Як обчислюється похідна функції, заданої неявно ? 

28. Що називають градієнтом функції  ? Що він характеризує ? 

29. Що таке точки локального екстремуму функції двох змінних ? 

30. Як формулюються необхідні умови локального екстремуму 

функції двох змінних ? 

31. Як формулюються достатні умови локального екстремуму 

функції двох змінних ? 

32. Що називають числовим рядом ? 

33. Що називається сумою числового ряду ? 

34. Який числовий ряд називається збіжним ? 

35. Яка необхідна ознака збіжності числового ряду ? 

36. У чому полягає гранична ознака порівняння ? 

37. У чому полягає ознака Даламбера збіжності ряду ? 

38.  У чому полягає ознака  Коші збіжності ряду ? 

39. Який числовий ряд називається знакозмінним й 

знакопереміжним ? 

40. У чому полягає ознака  Лейбніца збіжності знакопереміжного 

ряду ? 

41. Який знакозмінний ряд називають абсолютно збіжним, умовно 

збіжним ? 

42. Що називають функціональним рядом ? 

43. Що називається областю збіжності функціонального ряду ? 

44. За допомогою яких ознак можна знайти область збіжності 

функціонального ряду ? 

45. Що називають степеневим рядом ? 

46. Що називають радіусом збіжності степеневого  ряду ?  

47. Як обчислюється радіус збіжності степеневого  ряду ?  

48. Який ряд називається рядом Тейлора для функції )(xf  ? 

49. Який ряд називається рядом Маклорена для функції )(xf  ? 

50.     Як розвиваються елементарні функції в ряд Маклорена? 
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