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Розглянемо двошарову плиту, що складається з двох пружних однорідних 

невагомих шарів. На нижній та верхній поверхнях плити задано закони розподілу 
температурного поля. На спільній межі шарів виконуються умови неідеального 
теплового контакту. Необхідно знайти розподіли температури в шарах плити. 

Нумерацію шарів будемо проводити зверху вниз, починаючи з одиниці. У 
кожному шарі плити введемо локальну декартову систему координат з початком 
на верхній межі шару так, щоб усі вісі kk zO  лежали на одній прямій, а вісі kk xO , 

( )kk yO  були паралельні 11xO  ( 11yO ). 

Крайові умови: ( ) ( )yxfyxT ,0,,1 = , ( ) ( )yxghyxT ,,, 22 = . 

Умови на спільній межі шарів плити: 
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де R  – коефіцієнт теплового опору, kTk  – коефіцієнти теплопровідності, kh  – 

товщини шарів, 2,1=k . 

Задача розв’язується за допомогою двовимірного інтегрального 
перетворення Фур’є за змінними x  та y : 
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Трансформанту температури ( )zTk ,,  k -го шару основи можна подати у 

вигляді лінійної комбінації допоміжних функцій ( ) ( )0,,, = kk T , 
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1
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( ) ( ) ( )+= ,sh,ch,, kkk pzpzzT ,    (2) 

де 222 +=p , 2,1=k . 
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Із першої крайової умови знаходимо )0,,(11 = T . Застосувавши до умов (1) 

пряме інтегральне перетворення Фур’є та формули (2) при 1hz = , отримаємо 

систему двох лінійних алгебраїчних рівнянь відносно трьох невідомих функцій 
( )= ,11 , ( )= ,22 , ( )= ,22 . Для побудови третього рівняння введемо третій 

фіктивний шар. Вважатимемо, що тепловий контакт на межі другого та третього 
шарів плити ідеальний, тобто ( ) ( )223 ,,0,, hyxTyxT = . Застосувавши до цієї умови 

пряме інтегральне перетворення Фур’є, отримаємо третє рівняння системи. Із 
отриманої системи знайдено рекурентні формули для допоміжних функцій: 

( )= ,1 f , ( )= ,3 g , 
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де 1TkRL = , 21 TT kk= , kk pS sh= , kk pC ch= , kk php = , 2,1=k . 

Знаючи характеристики шарів плити та закон розподілу температурних 
полів на поверхні плити, знаходимо допоміжні функції шарів за наведеними 
формулами. Підставляємо їх у (2) та застосовуємо до отриманих виразів для 
трасформанти температури обернене перетворення Фур’є. 

Чисельні розрахунки проведено для двошарової плити з такими 
параметрами шарів: 121 == hh , 1/ 2,1, =TT kk . Крайові умови: ( ) ( )yxTyxT ,0,, 01 = , 

( ) ( )yxThyxT ,10,, 022 = . На рис. 1 та рис. 2 наведено графіки розподілу температури в 

перерізах 0=x  та 1=x  у точках нижньої межі верхнього шару основи при різних 
значеннях коефіцієнта теплового опору. 

 

 
Рис. 1      Рис. 2 

 
Аналіз графіків дозволяє зробити такі висновки: збільшення коефіцієнта 

теплового опору призводить до зменшення температури в точках нижньої межі 
верхнього шару; у перерізі 0=x  вплив коефіцієнта теплового опору на розподіл 
температури більш суттєвий у порівнянні з його впливом у перерізі 1=x . 
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